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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

IKiIiNCi MERTEBEDEN 2-BOYUTLU BiR RiCCATi FARK DENKLEM
SISTEMININ COZUMLERI

Muhammet Kadir YANAR

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU
2021, 70 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Dog. Dr. Necati TASKARA
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢aligma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, fark denklemlerinin 6nemi ile ilgili genel bilgiler verildi.

Ikinci béliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verildi.

Ucglincii boliimde, cesitli tipteki fark denklemleri ve fark denklem sistemleri {izerine bir literatiir
arastirmasi verildi.

Dordiincii boliimde, bu tezin orijinal kismini olusturan besinci bdliime bir kilavuz olmasi igin,
yaymlanmig bir makale incelendi ve bu makalenin konusu olan

b
X, =a+—+
X XX

n n"'n-1

, neN,

ikinci mertebeden fark denkleminin ¢dziimlerine dair bazi 6zellikler verildi.
Besinci boliimde, ikinci mertebeden 2-boyutlu
1 1

n+l

- a+by x ’

n-1

, NeN,

" c+dxy
fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligi arastirildi, genel ¢oziimii elde edildi ve genel ¢oziim yardimiyla

¢Oziimlerin asimptotik davranisi incelendi.
Altmer boliimde ise, bu ¢alisma {izerine bazi sonuglar ve oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Genel ¢oziim, fark denklemleri, fark denklem sistemleri, periyodik
¢Oziim.



ABSTRACT

MS THESIS

SOLUTIONS OF A 2-DIMENSIONAL SYSTEM OF RICCATI DIFFERENCE
EQUATIONS OF ORDER TWO

Muhammet Kadir YANAR

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCEOF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
2021, 70 Pages

Jury
Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA
Assoc. Prof. Dr. Necati TASKARA
Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of six parts.

In the first chapter, general informations about the importance of difference equations were
given.

In the second chapter, general definitions and theorems about difference equations were given.

In the third chapter, a literature research on various types of difference equations and systems of
difference equations was given.

In the fourth chapter, in order to be a guide to the fifth chapter, which forms the original part of
this thesis, a published article was examined and some features were given about the solutions of the
second order difference equation

b
X, =a+—+
X XX

n n"'n-1

, heN,

which is the main equipment of the article.
In the fifth chapter, solvability of 2-dimensional system of second order difference equations

B 1
a-+by x ’

n"'n-1

n+1 n+l ! ne I\IO

c+adxy. ,

was investigated, its general solution was obtained and the asymptotic behavior of the solutions was
investigated with via the general solution.
In the sixth chapter, some results and recommendations were given on this study.

Keywords: General solution, difference equations, system of difference equations, periodic
solutions.
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1. GIRIS

Fark denklemleri; miithendislik, kimya, fizik, biyoloji ve ekonomi gibi bir¢ok
bilim alaninda kullanilmaktadir. Fark denklemleri teorisi, diferansiyel denklemler
teorisi ile biiyllk oranda benzerlik gostermektedir. 20. yiizyilda genetik ve
radyasyondaki kuantum gibi bilimin c¢esitli dallarindaki gelismeler, tim doga
olaylarmin siireklilik ifadeleri disinda bagka ifadelere de ihtiyag duyuldugunu
gostermistir. Diferansiyel denklemlerde karsilasilan siireksizlik durumlar, fark

denklemleri ile kaldirilmak istenmistir (Catal, 2004).

Ardisik tekrar islemi bir onceki adimda bulunan degerin bir sonraki adimda
kullanilarak yeni bir deger elde edilmesi olayidir. Fark denklemlerinde ise ardisik tekrar
islemleri kullanilarak istenilen bir terimin degeri bulunabilir. Ayrica, sadece kesikli
(slireksiz) degerler kiimesinde degisen bazi degiskenlere sahip problemler ardisik tekrar
islemlerinin de yardimiyla fark denklemlerini iceren matematik modellerle ifade
edilebilir. Ornegin ekonomide bdyle bir degisken zamandir. Ekonomistler bu kesikli
zaman araliklari tizerinde periyot analizi denen ulusal gelir davranist ve diger ekonomik
degiskenleri inceler (Goldberg, 1960). Ekonomide yine oOriimcek agi modeli ve
Samuelson’un ¢ogaltan hizlandiran modellerinin ¢6ziimiinde de fark denklemleri

kullanilir (Ersel, 1981).

Sosyolojik arastirmalarda bir iilkedeki sosyal demograﬁyil, sosyal bulasici
hastaliklarin yayilmasi, sdylentilerin yayilmasi ve kamuoyunda yasanan hizli degisimler
birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemlerinin ¢ézlimleriyle bulunur. Ayrica,
birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin sosyolojik aragtirmalarda birgok

modellemesi de mevcuttur (Huckfeldt, 1982).

Elektrikli otomobilin modellenmesinde de fark denklemleri kullanilir. Bunun
icin icinde akiimiilator-filtre, tahrik motoru ve tasit direnci olmak iizere olusturulan
otomobil simiilasyonu modelinde her kisma iliskin sistem simiilasyonu programi elde
edilmesi i¢in ayr1 ayr1 fark denklemleri olusturulur. Bulunan bu fark denklemlerinin

uygun sirayla yazilmasiyla sistem simiilasyon programi higbir nlimerik yontem

'Bir iilkede bulunan niifusun yapismni, durumunu ve dinamik 6zelliklerini inceleyen bilim dal.



kullanilmadan dogrudan programlanabilir. Bu denklemlerle gerceklenen programlarda
herhangi bir kararlilik sorunuyla karsilasilmaz. Ayrica denklemler fark denklemleri
seklinde diizenlenmis oldugundan herhangi bir kontrol algoritmasi altinda sistemin
kararliligim1i da incelemek miimkiindiir. Bu programla bir elektrikli otomobilin
tasariminda motor giicii se¢imi, segilen motorla ¢esitli yol ve yiik kosullarinda elde
edilebilecek hiz ve ivme profilleri belirlenebilir. Ayrica, farkli kontrol algoritmalarinin
tasit performansi iizerindeki etkileri ve enerji tiiketimi gibi konularin irdelenmesi de

miimkiindiir (Kurtulan ve dig., 1995).

Fark denklemlerinin en basit ifade edilmesi M.O. 2000 yillarinda gériilmektedir.
Bu kavram ilk defa bir denklemin kokiinii bulma ¢alismasi olarak Babillerde

goriilmistiir (Kelly, 2003).

M.O. 600-0 yillar1 arasinda Arsimet?, Oklid® ve Pisagor*’u gérmekteyiz. M.S. 0-
400 yillarinda Heron®, Theon® ve Diophantus7 fark denklemlerine katkida bulunmustur.
400-1200 yillar1 arasinda Avrupa’da biiyiik basarilara imza atilmamis olup bu
donemdeki basarilar ¢ogunlukla Ortadogu’dan gelmistir. Bu donemde Hintli
matematik¢i Brahmagupta® ikinci dereceden bir denklemi ¢dzmek icin kurallar
gelistirmis ve bu kurallarda ardisik tekrar yontemini kullanmistir. Bu dénemde ayrica
Al-Karaji®, Omer Hayyam'®, Bhaskara'* ve Al-Samawal'®’in ¢ahismalarmi gériiyoruz
(Kulenovic ve dig., 2000).

1200-1600 yillar1 arasinda fark denklemleri ve ardigik tekrar bagintilarina

Fibonacci'®, Nasir Al-Tusi**, YangHui'®, Al-Banna'®, Al-Farisi’’ ve Shih-Chieh®

2 Arsimet (M.O. 287-M.0. 212) Yunan matematikgi, fizikei, astronom, filozof ve miihendis.

3 Oklid (M.O. 325-M.0. 265) Iskenderiyeli matematikgi.

* Pisagor (M.O. 569-M.0. 475) Iyonyali matematikgi ve filozof.

*Heron (10-15) Yunan matematik¢i ve mekanik uzmani

®Theon (70-135) Yunan bilgin ve matematikgi.

"Diophantus (200-284) Yunan matematikgi.

®Brahmagupta (598-670) Hintli matematik¢i ve astronom.

’Abi Bakribn Muhammed ibn al Husayn al-Karaji (953-1029) Persli matematik¢i ve miihendis.
Giyaseddin Eb’ulFeth Omer ibni ibrahim’el Hayyam (1048-1122) Persli matematikgi, sair, filozof.
111, Bhaskara (1114-1185) Hintli matematikgi.

2|bn Yahya al-Maghribi Al-Samawal (1130-1180) Arap matematikgi, astronom ve fizikgi.

3 eonardo Pisano Fibonacci (1170-1250) italyan matematikgi.

YNasiriiddin Tasi (1201-1274) Farsh matematikgi.

>yang Hui (1238-1298) Cinli matematikgi.

1% Al-Marrakushiibn Al-Banna (1256-1321) Farsl matematikgi.

Y"Kamal al-Din Abu’l Hasan Muhammed Al-Farisi (1260-1320) Persli matematikgi.



tarafindan onemli katkilar yapilmistir. Ayrica, 1202 yilinda Fibonacci biyolojide ilk
matematiksel modelini (tavsan problemi olarak bilinen) olusturmustur. Bu problemde
ciftlikteki tavsanlar dogduktan sonra ilk iki ay yavru yapmazlar. Ugiincii aydan itibaren
her ¢ift her ay bir ¢ift yavru yapar. Buna gore bu ciftlikte bir ¢ift tavsanla baslanirsa kag
ay sonra kag cift tavsan elde edilecegi sorusunun cevabmna ulagmak istenmistir.
Fibonacci bu ¢alismasinda

F(n+2)=F(n+1)+F(n)

fark denklemini olusturmustur (Elaydi, 2005). Bu fark denklemi ise Alfred Binet"

tarafindan ¢oziilmiis olup bu ¢6ziime Binet formiilii ad1 verilmistir (Weisstein, 1999).

1600-1700 yillarinda Jacob?®, Moivre?!, Newton?® ve Pascal®® fark denklemleri
tizerinde calismalar yapmustir. Bu kisiler arasinda en 6nemli ¢alismay1 ise Newton,
giiniimiizde “Newton metodu” oalrak bilinen kék bulma formiiliinii (niimerik analizde

yer alan)

seklindeki fark denklemiyle ifade etmistir (Kulenovic ve dig., 2000).

1700-1750 yillar1 arasinda Riccati®®, Cotes® ve Simson®’u gormekteyiz. Bu
donemde Riccati analiz ve Ozellikle diferansiyel denklemler iizerinde c¢alismistir.
Gilinlimiizde de

_a+bx,
c+dx,

n+1

seklinde ifade edilen fark denklemi onun adiyla 6zdesleserek Riccati fark denklemi
olarak anilmaktadir. Bu fark denklemine bu adin verilmesi Riccati diferansiyel

denkleminden ayriklastirilarak elde edilebilmesinden kaynaklanir.

8ChuShih-Chieh (1260-1320) Cinli matematikgi.

Y AlfredBinet (1857-1911) Fransiz psikoloji uzman.

0Jacob (Jacques) Bernoulli (1655-1705) isvigreli matematikgi.

2 Abraham de Moivre (1667-1754) Fransiz matematikgi.

%2Sjr Isaac Newton (1643-1727) ingiliz fizik¢i, matematikgi, astronom, filozof ve ilahiyatc1.
ZBlaise Pascal (1623-1662) Fransiz fizik¢i, matematikgi, yazar ve filozof.
?JacopoFrancescoRiccati (1676-1754) italyan matematikgi.

RogerCotes (1682-1716) ingiliz matematikgi.

%% Robert Simson (1687-1768) isko¢ matematikgi.



1751-1800 yillarinda ise Euler?’, Johann Bernouilli®®, Monge®® ve Laplace®n
calismalarin1 gérmekteyiz. 1755 yilinda Euler “Instituti ones calculi differentialis” adli
yayininda sonlu farkin analiziyle ilgili ¢alismalarina yer vermis olup ilk defa A fark
operatériinii kullanmistir. 1801-1825 yillar1 arasinda bu konuda Babagge®, Bessel®,
Farey®®, Gompertz**, Gauss® ve Legendre*®’in calismalarim gorityoruz. Bu yillardaki
onemli buluslardan biriyse 1755 yilinda bulunan A fark semboliiniin artitk Babagge

tarafindan

AF(x)=T00) - F(X), X #X,

seklindeki bir 6zel halinin olusturulmasidir. Bu bagint1 bir polinom seklinde yazilabilen
herhangi bir fonksiyonun niimerik degerini hesaplamak i¢in kullanilmaktadir

(Kulenovic ve dig., 2000).

1851-1875 yillar1 arasinda Heine®’, Casorati*® ve Riemann® fark denklemlerine
katkida bulunmustur. Bu donemde Casorati, diferansiyel denklemlerle fark
denklemlerinin onemli ortak ozelliklere sahip oldugunun farkina varmistir. Ayrica
Casorati, lineer fark denklemleri i¢in Casorati formiiliinii gelistirmis ve n. mertebeden
fark denklemi, homojen fark denklemi ve Casorati matrisi lizerinde yaptig1 ¢aligsmalar
fark denklemleri teorisinde nemli yer tutmustur. 1876-1900 yillari arasinda Hermite™,

Christoffel*, Routh®?, Laguerre®’, Lucas**, Gegenbauer®®, Poincare®®, Markov?,

?’|eonhardEuler (1707-1783) isvigreli matematikgi ve fizikgi.

28 Johann 111 Bernouilli (1744-1807) Isvigreli matematikei.
»GaspardMonge (1746-1818) Fransiz matematikei.

% pjerre-SimonLaplace (1749-1827) Fransiz matematik¢i ve astronom.

31 Charles Babagge (1791-1871) Ingiliz matematikgi, filozof ve miihendis.
2Friedric Wilhelm Bessel (1784-1846) Alman matematikgi ve gokbilimci.
%3 John Farey (1766-1826) ingiliz jeolog, yazar ve matematikgi.

3% Benjamin Gompertz (1779-1865) Ingiliz matematikgi ve aktiier.

% Carl Friendrich Gauss (1777-1855) Alman fizik¢i ve matematikgi.

% Adrien-Marie Legendre (1752-1833) Fransiz matematikgi.
$HeinrichEduardHeine (1821-1881) Alman matematikgi.

%FeliceCasorati (1835-1890) italyan matematikgi.

% George FriedrichBernhardRiemann (1826-1866) Alman matematikgi.

“0 Charles Hermite (1822-1901) Fransiz matematikgi.
“ElwinBrunoChristoffel (1829-1900) Alman matematikgi ve fizikgi.
*Edward John Routh (1831-1907) ingiliz matematikgi.

**Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) Fransiz matematikgi.

* Frangois Edouard AnatoleLucas (1842-1891) Fransiz matematik¢i.
**|eopoldBernhardGegenbauer (1849-1903) Avusturyali matematikgi.

“® Jules HenriPoincaré (1854-1912) Fransiz matematikgci, teorik fizikei, mithendis ve filozof.
" AndreyevichMarkov (1856-1922) Rus matematikgi.



Chebychev*® ve Peano®® fark denklemlerine katkida bulunmuslardir (Kulenovic ve dig.,
2000).

Bu zamana kadar yapilan arastirmalardaki bilgiler 1950°li yillardan sonraki
matematikg¢ilerin lineer olmayan sabit katsayili fark denklemleri ig¢in bir zemin
olusturmustur. Bu ¢alismalardan bazilar1 1995-2000 yillar1 arasinda Ladas tarafindan
yapilmigstir. 1999-2004 yillar1 arasinda Amleh ve dig. (1999), Komsala ve dig. (2000),
DeVault ve dig. (2001), Kulenovic ve dig. (2001), Aboutaleb ve dig. (2001), Yan ve
dig. (2002-2003), Al-Saris ve DeVault (2003), EI-Owaidy ve dig. (2003), Fan ve dig.
(2004), El-Owaidy ve dig. (2004), He ve dig. (2004) fark denklemleri iizerinde
calistiklar goriilmektedir.

Bu giine kadar yapilan bir¢ok ¢alisma stiphesiz ki fark denklem teorisine ¢ok 6nemli
katkilar saglamistir. Yapmis oldugumuz bu tez c¢alismasinin da fark denklemler

teorisine Onemli katkilar saglamasini umuyoruz.

“®pafnutyLvovichChebychev (1821-1894) Rus matematikgi.
“GiuseppePeano (1858-1932) italyan matematikei.



2. ON BILGILER

Bu boéliimde fark denklemleriyle ilgili genel tanim, teorem ve drneklere yer
verilmistir.
Tamim 2.1. Herhangi bir X:N—R fonksiyonu igin, “A fark operatorii” veya “X in
birinci basamaktan farki”
Ax(n) = x(n+1)—x(n)
seklinde tanimlanir.
Buna gore; X in ikinci basamaktan fark:
A*x(n) = A(AX(n)) = x(n+2) —2x(n+1) + x(n)

olur. Boyle devam edersek X in K ymnct basamaktan fark:
K (K

A*x(n) = Z:(—l)J (jjx(n+ k—1)
-0

seklinde hesaplanir. Burada k > j olmak iizere

(k]_ k(k=1)---(k—j+1)
j J!
olur (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Ornek 2.1. A(8n2 —6n +17) ifadesinin sonucunu bulunuz.

Coziim:

A(8n*—6n+17)=8A(n”)-6A(n)+A(17)
=8((n+1)*-n?)—6(n+1-n)+(17-17)
=16n+2

Tammm 2.2. Herhangi bir X:N—R fonksiyonu i¢in, “E Gtelemeoperatori”
Ex(n) =x(n+1)
seklinde tanimlanir.

Bu tanimdan “X in k yinci basamaktan otelemesi”
E*x(n) = x(n+k)

seklinde hesaplanir. A ve E operatorleri arasinda



A=E-I
bagmtis1 vardir. Burada “| dzdeslik operatorii” diir. Boylece Ix(n)=x(n) yazilabilir.
Buradan
AE=EA
degisme o6zelliginden
k [k o
A =(E-1)* :Z[ _j(—l)l EX)
i\ J
ve
Kk (k _
E“=(A+1)" :Z( _jAk‘J
i—o\ J

elde edilir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Uyan 2.1. Bu ¢alismada genellikle x(n) bilinmeyen fonksiyonu i¢in X, gosterimini

kullanacagiz. Yukarida verilen tiim sonuglar X, icin de gegerlidir.
2.1. Fark Denklemleri

Tamm 2.1.1. neN;={0,12,---} bagimsiz degisken ve X bilinmeyen bir fonksiyon

olmak tlzere

F (M Xgugs Xgs Xy gse e+ Xy ) =0 (2.1)

n+l! “*n?
esitligine bir “fark denklemi” denir. Burada F verilen bir fonksiyondur. Eger (2.1)
denklemi en biiyiik indisli terimine gore ¢oziilebilirse bu denkleme normal fark
denklemi denir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Tanim 2.1.1. e gore (2.1) denkleminin normal formu

X = £ (N X0, X0 g0 Xy ) (2.2)

n+ nt 10’

olur. Eger f, n bagimsiz degiskenine bagh degilse bu durumda fark denklemi skaler
olarak adlandirilir ve



o1 = T (X0 Xog s X)) (2.3)

n+1

formundadir. Burada f
I
olacak sekilde k+1 degiskenli bir fonksiyondur.

Tanim 2.1.1.den goriiliir ki bir fark denklemi, bir bagimsiz degisken, bir bagiml

degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore dtelemeleri ile olusturulur.

Tamm 2.1.2. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiik ve en
kiiciik argiimentlerinin farkina o denklemin “basamagr” denir (Bereketoglu ve Kutay,
2012).

Tanim 2.1.2.ye gore, eger denklem alt indis notasyonu ile verilmis ise, denklemin
basamag1 denklemdeki en biiyiik indisli terimin indisi ile en kiiciik indisli terimin indisi

arasindaki farka esittir. Cogu zaman, basamak yerine “mertebe” terimi de kullanilir.

Ornek 2.1.1. ne N, igin

X,z t+axX,,=2",a=0

n+3
denklemi birinci mertebeden,

Y,.tay,+by.y. =0 b=0

denklemi ikinci mertebeden ve

_ Zn—l + Zn—3

Z .=
Z,+Z,,

n+1

denklemi ise dordiincii mertebedendir.



Tanim 2.1.3. N, iizerinde tanimli bir X, fonksiyonu her neNj i¢in (2.1) denklemini

sagliyorsa, bu durumda X, fonksiyonuna N, iizerinde (2.1) denkleminin bir “¢dziimii”
denir. K ymci mertebeden bir fark denkleminin ¢ ve y birer fonksiyon olmak iizere,

#(Nn,X,,€,,Cpe++,C ) =0

LEATR]

veya

% =¥ (GG,

seklinde k tane C,C,,---,C, € R keyfi sabit igeren ¢oziimiine “genel ¢oziim” ad1 verilir.

Genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de “6zel ¢oziim™ denir (Soykan ve arkadaslari,
2017).

Fark denklemlerinin ¢dziimleri temel olarak iterasyon yapilarak elde edilir. Yani verilen
baslangi¢ degerleri kullanilarak elde edilen bir deger, bir sonraki degeri elde etmek icin

kullanilir. Bu sayede ¢6ziimii olusturan dizinin biitiin terimleri bulunmus olur.

Tamm 2.1.4. n, eN, ve a,, 0y, -, 0, reel sabitler olmak {izere, K yinct mertebeden bir

fark denkleminin bir 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in o ¢oziimle iliskili

X . =a, 0<i<k (2.4)

formunda ilk k+1 tane ardistk degerin belirtilmesi gereklidir. (2.4) kosullarina
“baslangi¢ kosullar1” adi verilir. Kymcit mertebeden bir fark denklemi ve (2.4)
baslangi¢ kosullarindan olusan probleme ise “baslangi¢c deger problemi” denir (Soykan
ve arkadaglari, 2017).

Bu calismadaki fark denklemleri, bagimsiz degiskeni tam sayilar kiimesinin bir alt
kiimesi oldugundan elde edilen ¢6ziim bir dizidir. Buna gore (2.3) fark denkleminin bir

¢6ziimiinii {x,}~  seklinde gosterecegiz.
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Tamm 2.1.5. {x |~ dizisi (2.3) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda

{Xn }:}k ¢Oziimii ne pozitif ne de negatif ise bu ¢éziime sifir civarinda salinimlidir denir.

Aksi halde saliniml1 degildir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamim 2.1.6. Eger bir X el igin (2.3) denklemi x = f (X,X,...,X) bagmtisini sagliyor

ise X noktasina (2.3) denkleminin bir denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 2.1.7. {x }"  dizisi (2.3) fark denkleminin bir ¢6ziimiinii olsun. {Xn —X} dizisi

salimml ise {Xn}:}k ¢oziimiine X denge noktasi civarinda salmimlidir denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 2.1.8. {X,}"  dizisinde her n i¢in P<x, <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilart varsa {Xn}::_k dizisi smirlidir denir. Aksi halde {Xn}::_k dizisine snirsizdir

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).
Genel olarak fark denklemlerinin ¢oziimil iterasyon (Ozyineleme) yontemiyle elde
edilir. Fakat bazi tipler i¢in 6zel metotlar gelistirilmistir. Asagidaki drnekte basit bir

denklemin ¢ézlimii iterasyon ile elde edilmistir.

Ornek 2.1.2. X, bir reel baslangic degeri ve a bir reel parametre olmak {izere
n=>0, (2.5)

fark denkleminin genel ¢6ziimiinii elde edelim.

Coziim. Agikca goriilir ki, eger a=0 ise denklem, her neN; i¢in X,,, =0 dir. Bu
yizden a=0 kabul edilmelidir. X, baslangic degerini denklemde yerine yazarak

iterasyonu baslatmak gereklidir. Boylece



X, = ax
X, = ax,
X, = ax

11

sonuglar1 bulunur. Bu sekilde iterasyona devam edilip, genelleme yapilirsa

{Xn}:;o - {anxo}f::o ={Xo,axo,a2x0,_,,}

seklinde bir ¢oziim elde edilir. Burada ¢ bir keyfi sabit olmak {izere X,=C kabul

edilirse {Xn}::o dizisine genel ¢dzlim olarak bakilabilir. Yukaridaki tanimlara gore (2.5)

denkleminin ¢6zilimii i¢in su sonuglar verilebilir:

i)

Vi)

Eger a>1 ise !mxn =sgn(X%,)-c0 olur. Bu durum bir smirsizhk
durumudur.

Eger a=1 ise ¢dziim her neN, i¢in X, =X, olacak sekilde sabittir. Bu
durum bir sinirhlik durumudur.

Eger O<a<1 ise {Xn}c::o ¢oziimi N — oo i¢in monoton azalan olarak sifira
yakinsar. Bu durumda ¢6ziim sinirhdir.

Eger —1<a<0 ise {Xn}c:zo ¢ozimi N — oo i¢in sifir civarinda salinarak
sifira yakinsar. Bu durumda ¢6ziim sinirlidir.

Eger a=-1 ise {Xn}::o ¢oztimii 2 periyotludur. Bu durum da bir smirlilik
durumudur. Ayrica ¢dzlimiin sifir civarinda salindig sdylenebilir.

Eger a<-1 ise, bu durumda {Xn}::o ¢Oziimii N — o0 i¢in sifir civarinda

salinarak mutlak degerce biiyiir ve sinirsiz degerler alir. Bu durum da bir

sinirsizlik durumudur.

Tamm 2.1.9. (Yasakh Kiime ve Iyi kiime) f verilen bir fonksiyon olmak iizere, (2.3)

fark denklemindeki f fonksiyonunun tanim kiimesi D, olsun. Bu durumda
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Y ={(% X4 X )i €{—k,...,n-1} iginx € D, vex, €D, }

kiimesine (2.3) fark denkleminin “yasakli kiimesi” denir. IR\Y kiimesine (2.3) fark
denkleminin “iyi kiimesi” denir.

Tanim 2.1.9.a gore baslangi¢ degerlerinin iyi kiimeden seg¢ilmesi ¢dziimlerin iyi tanimli
olmasini saglar. Boylece iyi tanimli ¢6ziim denildiginde, baslangic degerlerinin iyi
kiimeden se¢ildigi ¢oziim anlagilacaktir. Bu tanim daha yiiksek boyutlu sistemlere de

genellestirilebilir. Asagidaki tanim iki boyutlu bir sistemin yasakli kiimesi i¢in verilir.

Ornek 2.1.3. X, baslangi¢ degeri olmak iizere

=% n>0

C1+x,

n+1

fark denkleminin yasakli kiimesini ve iyi kiimesini elde ediniz.

Coziim. Iterasyon ile verilen denklemin X, baslangi¢ degerine karsilik gelen ¢oziimii

X

X =
1+nx,

n

olarak bulunur. Bu ifadeyi tanimsiz yapan degerler paydayr sifir yapan degerler

oldugundan denklemin yasakl1 kiimesi
1
Y :{xo eR:IX, = neNo}

olarak bulunur. Bu durumda denklemin iyi kiimesi R\Y olur.

Tamim 2.1.10. (iki boyutlu bir sistemin Yasakh Kiimesi ve Iyi kiimesi)
X1 = B (X Xt Yareeor Yok s Yoo = T2 (Xvev s X Yoo oo Yok ) (2.6)

fark sisteminde f, ve f, fonksiyonlarimin tanim kiimeleri sirastyla D; ve D, olsun.

Bu durumda, D; xD, =D, olmak iizere,

Y, ={(Xyeer X Yoo Yor ) 1 € { K, on =1} figin (X, y;) € D, Ve (X,,Y,) D}
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kiimesine (2.6) fark denklem sisteminin “yasakli kiimesi” denir. R*\Y, kiimesine (2.6)

fark denklem sisteminin “iyi kiimesi” denir.

Tanim 2.1.9. ve Tanim 2.1.10. daha yiiksek boyutlu sistemlere de genellestirilebilir.

2.2. Lineer Fark Denklemleri

Tanmm 2.2.1. n2n, i¢in tammmh reel degerli ai(n),az(n),---,ak(n) katsay1

fonksiyonlari ve reel degerli g(n) fonksiyonu verilsin. n>n, icin a,(n)=0 olsun.

X +8,(N) X, +--+a, (n)x,_, =g(n) (2.7)

formundaki denkleme “k+1 inci mertebeden bir lineer fark denklemi” denir. Boylelikle

lineer fark denklemleri denklemin mertebe durumuna goére siniflandirilmis olur. Eger,
vn>n, i¢in g(n)=0 ise

X1 +8,(N) X, +---+a,(n)x,_, =0 (2.8)
denklemine “homojen denklem” denir. @ (n) #0 ise (2.7) denklemine “homojen

olmayan denklem” denir. Ayrica, biitiin a, (n) katsayilar1 g, (n) = ¢, seklinde sabit ise

(2.7) denklemine “sabit katsayili”, aksi durumda “degisken katsayili fark denklemi”
denir (Soykan ve arkadaglari, 2017).

Ornek 2.2.1. Asagida verilen denklemleri mertebe, homojenlik ve lineerlik bakimindan

inceleyelim.

Xp —3X, +2X, , =0 (2.9)
Xy3 =9X, ,+7 (2.10)
X ,—X =0 (2.11)
X, , +8x,—e =™ (2.12)
X, = ni+1 (2.13)

Coziim. (2.9) denklemi 3. mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark

denklemidir. (2.10) denklemi 4. mertebeden homojen olmayan lineer bir fark
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denklemidir. (2.11) denklemi 1. mertebeden lineer olmayan bir fark denklemidir. (2.12)
denklemi 2. mertebeden lineer olmayan bir fark denklemidir. (2.13) denklemi bir fark

denklemi olmayip, bir fonksiyondur.
Tanmm 2.2.2. k+1 inci basamaktan lineer sabit katsayili homojen

X, +ax +---+axX , =0 (2.14)

fark denklemini ele alalim. Burada &, (i=1,2,-++,k), katsayilar1 reel sabitler olup
a, =0dir.
Ikinci basamaktan lineer sabit katsayili homojen denklemde oldugu gibi (2.14)

denkleminin A" seklinde bir ¢6ziimii aranirsa,
AX+alt+.+a =0 (2.15)

denklemi bulunur. Bu denkleme Kkarakteristik denklem ve onun koklerine de
karakteristik kokler adi verilir. (2.14) fark denkleminin ¢oziimleri karakteristik koklere

bagli olarak hesaplandiklart i¢in asagidaki durumlarin incelenmesi yeterlidir (Spiegel,
1971).

Durum 1. (2.15) karakteristik denkleminin k tane A, 4,,---, 4, kokii reel ve birbirinden
farkli ise bu durumda {ﬂin, A" ﬂk”} climlesi (2.14) denkleminin bir temel climlesi

olup (2.14) denkleminin genel ¢6ziimii
x(n)=> A" (2.16)

dir. Burada c,,C,,--+,C, keyfi sabitlerdir.
Durum 2. (2.15) karakteristik denkleminin A, A4,,---,A. kokleri reel ve sirasiyla
m, m,,---,m, Katli olsunlar. Burada Zmi =k olur. Bu durumda (2.14) denklemi E

i=1

operatorii cinsinden
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(E-4)*(E-4)"--(E=4)" x(n)=0 (2.17)
seklinde yazilabilir. Herhangi bir ie[l,r] igin (E—ﬂ,)m x(n)=0 denkleminin bir

temel climlesi

ke

{ﬂ,”,n&”,---,n”"lﬂi”}

dir. Dolayisiyla (2.17) in bir temel ciimlesi ¥ = U‘Pi olup genel ¢oziim

i=1

x(n)= Zr:/l,” (cio +c,n+c,n? +---+cimi71nmi‘1) (2.18)

i=1
olur.
Durum 3. (2.15) karakteristik denkleminin bir 4 =a+if kompleks kokii 0, Kath

olsun. (29, <k). Bu durumda (2.14) in 2 g, tane reel degerli bagimsiz 6zel ¢éziimleri

r" cosnd, r"sinnd,nr" cosnd,nr"sinnd,---,n%*r" cosnd,n®*r" sinnd

seklindedir.

Ornek 2.2.2. X, —8X, ., +7X, =0 denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

n+1

Coziim. Verilen denklemin karakteristik denklemi

A2-8A+7=0

olup, buradan 4 =1 ve A, =7 karakteristik kokleri bulunur. Buradan genel ¢6ziim

X, =C +C,7"

olur.

Ornek 2.2.3. X, +10x , +25x. =0 denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

n+2

Coziim. Verilen denklemin karakteristik denklemi

A +101+25=0

seklindedir. Buradan A, = A, =5 karakteristik kokleri bulunur. Buradan genel ¢6ziim
n

x(n)=(c, +¢,n)(-5)

seklindedir.
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Ornek 2.2.4. (E4 —16) x(n)=0 denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen denklem dordiincii basamaktan olup, X,,,—16X, =0 seklinde

n

yazilabilir. Bu denklemin karakteristik denklemi

A'-16=0
olup, karakteristik kokler 4 =-2, 4, =2, A,,=+2i.Boylece genel ¢dziim

x(n) = Cl(—2)" +C,2" +2" (cs cosn?ﬂ+c4 Sin%[j
seklinde olup, burada €, C,,C;vec, keyfi sabitlerdir.

Lemma 2.2.1. Ugiincii dereceden

P(z)=2"-az’-Bz-y=0 (2.19)
polinom denklemini verilsin. Bu durumda (2.19) denkleminin diskriminanti

A=—a’B —45° +4a’y + 2Ty* +18afy (2.20)

seklindedir ve asagidakiler dogrudur:
1) Eger A<OQ ise P polinomunun p,, p,, p; gibi ti¢ farkl reel kokii vardir.

2) Eger A =0 ise iki farkli durum vardir.

_az as (24
1) f= 3 ve y = > ise P polinomunun ii¢ katli bir p= 3 kokii vardir.
—a’ o’
i) g+ 3 veya y # > ise P polinomunun ¢ift katli bir p kokii ve basit bir

r koku vardir.

3) Eger A>0 ise P polinomunun bir tane reel p kokii ve iki tane karmasik ve eslenik

olan re*’,6 €(0, ) kokii vardir (Raouf, 2012).
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3. KAYNAK ARASTIRMASI
3.1. Fark Denklemleri Uzerine Yayinlanmis Bazi Cahsmalar
Bu kisimda, cgesitli tipteki fark denklemlerinin ¢oziimleri, ¢oziimlerin periyotlari,

siirliligl ve global asimptotik kararlilig ile ilgili son yillarda yapilmis bazi ¢alismalar

hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Camouzis ve arkadaslar1 (1994) yaptiklar1 ¢alismada; S E(0,00) Ve X, X

baslangic kosullar1 keyfi pozitif sayilar olmak iizere,

fark denkleminin ¢6ziimlerinin davranisini incelemislerdir.

Gibbons ve arkadaslar1 (2000) yaptiklar1 ¢alismada; tiim baslangig¢ sartlar1 ve

parametreleri (0,00) araliginda olmak tizere

yn+l = a+ﬂyn71 ' ne I\IO

Y+ Y
lineer olmayan fark denklemini incelemislerdir.

Amleh, Kirk ve Ladas (2001) yaptiklar1 ¢alismada; tiim baslangi¢ sartlari ve

parametreleri (0,00) araliginda olmak tizere

_a—bx,,

X = , heN
n+1 A+ an_z 0

fark denklemini incelemislerdir.
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Stevié¢ (2002) yaptig1 ¢alismada;

BX. ,
B+X,

Xn+1 =

fark denkleminin ¢oziimlerini incelemis ve

n 2j-1 1 n 2j 1
Xn =% 1_X1.ZHH + Xonu = 1——21_[1—

1+% =ia
¢Oziimlerini elde etmistir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa (2003) yaptiklar1 ¢aligmada; tim baslangig

sartlari ve parametreleri (0,c0) araliginda olmak iizere

—aX,_

Xoy = , NeNj
' ,3— n

fark denklemini incelemislerdir.
Cinar (2004a) yaptig1 ¢alismada;

Xn -1

X —nd
1+ Xn Xn—l

' neNo

n+l —

rasyonel fark denkleminin ¢6ziimlerini incelemis ve
[ n+1/2]-1
[T 2x.xi+1
i=0

~1n+1/21

[T 2i+1x%+1
i=0

n/2

H 2i -1 x %, +1 o
Xy s , n cift ise

H 2ix %, +1
i=1

, n tek ise
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¢Oziimiinii elde etmistir.

Cinar (2004b) yaptig1 iki ¢alismadan birincisinde; X,,X, baslangi¢ sartlar1 ve

a,b>0 igin
ax
Xpy =7—————, NEN,
1+bx X

fark denkleminin, ikincisinde ise

Xn -1

X g, =—D
1+axnxn—1

n+1 I’]ENO

fark denkleminin ¢dziimlerini elde etmistir.

El-Owaidy, Ahmed ve Youssef (2005) yaptiklari ¢alismada; p €(0,%0) olmak

uzere

ax,
Xn+l = p
ﬂ—i_ 7Xn—2

fark denklemini incelemislerdir.

Zeng ve arkadaslarn (2005) yaptiklar1 ¢alismada; o,S,7>0 ve g(X);

(—o0,0) araliginda taniml siirekli bir fonksiyon olmak tizere

X .= a_ﬁxn

= , heN
' 7/+g(xn—k) ’

fark denkleminin global davranisini incelemislerdir.
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Alogeili (2006a) yaptig1 ¢alismada; X ;,X, € R ve a>0 olmak iizere

rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerini incelemis ve ¢éziimleri i¢in

n i .
2 a2I7:|. l—a — 1—a2|7l X_]_XO - -
ft ise
%o 2i 2i » NGl
i1 a’ l—a —1—a” x ;X
X =
" LH 2i-1 2i
2 a” " 1-a —1-a” x X, .
4| | 53 Pl , N tek ise
ipa” " l-a —1-a"" x X

esitligini vermistir.
Alogeili (2006b) yaptig1 ¢alismada; X ,,X_, ;,..., %, >0, A>0 ve k herhangi

pozitif bir tam say1 olmak tizere

ank

=——"——,neN
A_f_Xn—an ’

Xn +1

fark denkleminin ¢ozlimlerini ve kararliligini incelemistir.

Elsayed (2008a) yaptig1 ¢alismada; X ;,X, baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar

ve a,b,c,d pozitif sabitler olmak {izere

bx_x
Xpi1 = 8%, +—=, neN,
cx, +dx.

fark denkleminin ¢6ziimlerini incelemistir.

Elsayed (2008b) yaptig1 ¢alismada; X ;, X, baslangic sartlari reel sayilar olmak

uzere
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fark denkleminin ¢oziimlerini elde etmistir.

Elabbasy ve Elsayed (2009) yaptiklari ¢alismada; X ,,X

—r1rt

. %y pozitif reel
sayilar, r=max |,k, p,q negatif olmayan bir tam say1 ve a,b,c pozitif sabitler olmak

uzere

fark denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Sedaghat (2009) yaptigi ¢alismada; a,b>0 olmak iizere

ax ax, X
=—2"L vex,,=—"" neN,
XX ,+b X +bx.

n‘“n-1

n+1

rasyonel fark denklemlerinin tiim ¢o6ziimlerinin global davranigini incelemistir. Bu
denklemlerin yar1 eslenik oldugunu ve birinci mertebeden denklemlere
indirgenebildigini gostermis ve bu durumu kullanarak her bir denklemin yasakli
kiimelerini belirlemis, bu yasakli kiimeler disindaki baslangic degerleri igin
¢cozlimlerinin sifira veya pozitif sabit bir noktaya yakinsadigini belirtmistir. Ayrica,
¢ozlimlerin 2 periyotlu veya sinirsiz oldugunu gostermistir. Baz1 durumlarda, baslangi¢

sartlarina bagl olarak farkli tiirden ¢ozlimlerin oldugunu da sdylemistir.

Papaschinopoulos ve Stefanidou (2010) yaptiklari ¢alismada; a pozitif bir reel

say1, mk e {1, 2, } ve baslangi¢ kosullar pozitif sayilar olmak iizere
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ile
k
aXn—zk—ljli[ Xn—25
X — s=0
n+l T 2k+1 k K
H Xn—s + H Xn—Zs + H Xn—25—1
s=0 s=0 s=0
ve
x N X, X (k4141 . neN,
Xn + Xn—m(k+1)

rasyonel fark denklemlerinin periyodik ¢ézlimlerinin varligini ve bu pozitif ¢éziimlerin
asimptotik davranislarini incelemislerdir. Ayrica, sz konusu bu denklemlerin ortak

0zellik olarak homojen olmayan lineer bir denkleme indirgedigine dikkat ¢ekmislerdir.

Dehghan ve arkadaslar (2011) yaptiklar1 ¢alismada;

b c
Xy, =a+—+ , X, X, eR, neN,
X, XX,

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin {icilincii mertebeden lineer bir fark
denklemiyle iligkili oldugunu gosterdiler. Bu iliski ve lineer denklemlerin 6zelliklerini
kullanarak ¢oziimlerin global davranisini incelediler. a,b>0 ve a+b,c>0 iken sz
konusu denklemin tek pozitif denge noktasinin kararli ve global ¢ekimli oldugunu

gosterdiler.

Tollu ve arkadaslar (2013) yaptiklar1 ¢alismada; Riccati fark denkleminin iki

ozel hali olan
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denklemlerinin genel ¢oziimlerini Fibonacci sayilariyla iliskilendirerek verdiler.

Anisimova ve Bula (2014) yaptiklar1 ¢alismada; negatif olmayan parametreler
ve keyfi negatif olmayan baslangi¢ sartlar1 altinda, payda her zaman pozitif olacak

bicimde daha 6nce Amleh ve arkadaglarinin (2008) yaptigi ¢alismadaki

X :a+ﬂXan—l+}/Xn—l
"™ A+Bx X +Cx

n‘n-1

, neN,

ikinci mertebeden kuadratik rasyonel fark denklemini incelemislerdir. S6z konusu fark
denkleminin bazi 6zel durumlarin1 goz Oniinde bulundurmuslar, Amleh ve
arkadaglarimin (2008) bulunduklar1 varsayimi dogrulamislar ve vermis olduklari agik

probleme ¢oziim aramislardir.

Tasdemir ve Soykan (2016) yaptiklar ¢alismada; X, ve X, baslangic sartlari

reel sayilar olmak tizere,

Xos = X Xy T, NeN,

lineer olmayan fark denkleminin periyodikligini ve terimlerinin davranislarini

incelenmislerdir.

Stevi¢ ve arkadaslar: (2018) yaptiklari calismada; a,b,c birer parametre, c=0

ve X, X, baslangi¢ sartlar1 karmasik sayilar olmak tizere iyi tanimlanmis

X . ,=a+ b +
n+1 X XX

n n“n-1

, NeN,

lineer olmayan ikinci mertebeden fark denkleminin ¢oziimlerini yapmiglardir. Bu fark

denkleminin ¢6ziimlerini yaparken Ozel bir ¢oziim olarak, sabit katsayili tiglincii
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mertebeden homojen lineer bir fark denklemine doniistiirmiisler, literatiirde var olan
bazi teorik aciklamalardan faydalanarak 6zel bir yontem kullanip ispati tamamlamiglar

ve bazi genellemeler yapmislardir.

Abo-Zeid (2019) yaptig1 calismada; a>0 ve X, X, baslangi¢ sartlari reel

sayilar olmak iizere

o
Xn+1 =T nENo
XX, ; —1

n

fark denklemini incelemis, bu denklemin ¢6zlimlerinin degismez araligini bulmus ve

global asimptotik kararliligini incelemistir. o > 2 iken belirli kosullar altinda, her bir

cNE]

¢Oziimiin periyodik oldugunu veya periyodik c¢oziimlere yakinsadigini, ayrica

¢oziimlerin yogun oldugunu gostermistir. Sonug olarak; 05<i iken negatif denge
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noktalarindan birinin Lebesgue kiimesinin diginda kalan biitlin noktalar1 sifira ¢ektigini

gostermistir.

Khastan ve Alijani (2019) yaptiklari ¢calismada; A,B pozitif fuzzy sayilar

olmak tlzere

Xn+1:A+E, neN,

fuzzy fark denkleminin global davranisini incelemisler ve s6z konusu fuzzy sayilari icin
bir bolge genellemesi yapmislardir. Elde ettikleri sonuglarin uygulanabilirligini
gostermek i¢in bazi sayisal drneklere yer vermiglerdir.

3.2. Fark Denklem Sistemleri Uzerine Yaymlanms Bazi Calismalar

Bu kisimda, cesitli tipteki fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri ile ilgili son

yillarda yapilmis bazi ¢alismalar hakkinda kisa bilgiler verilmistir.
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Grove ve arkadaslar1 (2001) yaptiklar1 ¢alismada; a,b,c ve d reel sayilar

olmak iizere,

fark denklem sisteminin, her n>0 igin iyi tanimli ¢dzlimleri i¢in X, ve Y, baslangi¢

sartlarinin yasakli kiimesini ve iyi kiimesini elde ettiler. Bunu yapmak i¢in bu fark

. . X . . .
denklem sisteminde, z, = — doniisiimii yaparak Riccati fark denklemine ulastilar ve bu

n
denklemin ¢oziimlerini kullanarak yukaridaki sistemin genel ¢oztiimiinii elde ettiler. Son

olarak sistemin ¢oziimlerinin asimptotik davranigini incelediler.

Papaschinopoulos ve  arkadaslarn  (2007)  yaptiklar1  ¢alismada;
a, b (i=12,---,k) pozitif sabitler, k >3 bir tam say1 ve biitiin baslangi sartlar1 pozitif

olmak iizere,

denklem sisteminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Berg ve Stevi¢ (2011) yaptiklari ¢aligmada; u, ve Vv, kompleks baslangig

sartlar1 olmak tizere,



Vv u
=—01 v . =—"_neN
n+l 1+Vn n+1 1+un 0
\" u
n n
= , V. =—1— neN
n+1 1+un n+l 1+Vn 0
u \"
u,=—0>"—, v =—"-neN
n+1 1+Vn n+l 1+un 0

fark denklem sistemlerinin

X
=—"— nelN,
1+X,

n+1
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fark denkleminin genel ¢6ziimii yardimiyla ¢oziilecegini gosterdiler ve bu sistemlerin

genel ¢oziimlerinin asimptotik davranislarini incelediler.

Kurbanh (2011) yaptig1 calismada; X,, X, Yo, Y4, Zy, Z, baslangic sartlart

VoX 1 =1 XY, #1 Y.z, #0 sartlarini saglayan reel sayilar olmak iizere,

X y
n-1 _ n-1 _
’ yn+1 - 'Sl T

B YnXoa -1 XY -1 YnZ,

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerini aragtirmistir.

Kurbanh ve arkadaslarnn (2011) yaptiklart calismada; baslangic sartlari

X0r X 1r Yoo Vg € [O, o) olmak iizere,

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini aragtirmiglardir.

El-Metwally (2013) yaptig1 calismada; X ,, X 5, X5, Y, Y5, Y, baslangic

sartlar1 sifirdan farkli olmak iizere,
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Xﬂ -1 yn — Xn yn—l

ZTI iy T Ey ik
- n—l—yn—z —yn—l— n—-2

n

neN,

fark denklem sistemlerinin ¢oziim formlarin1 elde ederek bu ¢oziimlerin bazi

Ozelliklerini inceledi.
Yazlik ve arkadaslari (2013) yaptiklari ¢alismada;

_ X *1 _Yua*l

n+l

n+l — '
yan—l Xn yn—l
rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarini incelemisler ve elde ettikleri bu

¢Oziim formlarin1 Padovan sayilari ile iliskilendirmislerdir.

Tollu ve arkadaslar1 (2014) yaptiklar1 ¢alismada; X, ve Yy, reel baslangi¢

sartlart ve p.,q,,r,,S, dizilerinin her biri ya x, dizisini ya da y, dizisini gostermek

1%n

uzere,

_1+ P, _1+rn

n+l ' n+l —

On Sh

X

fark denklem sistemini incelemislerdir. Bu durumda, on altt muhtemel durumda ortaya
¢ikan sistemlerin on dordiinii ¢Oézmiislerdir. Bu on dort sistemin on iki tanesinin

¢oziimlerinin Fibonacci sayilart ile iligkili oldugunu bulmuslardir.

El-Dessoky (2016) yaptigi caligmada; baslangic sartlari sifirdan farkli reel

sayilar olmak iizere,

n+1 = . ’ yn+l =

ticlincli mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini inceledi.
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Elsayed ve Ahmed (2016) yaptiklari ¢calismada; baslangi¢ sartlari sifirdan farkli

reel sayilar olmak tizere,

_ yn anz _ Zn yn—2 _ Xn Zn—2
' n+l Zn+1 - ne NO
X ., * Z 4

X = ) )
n-2 — yn—2 i Xn—l Zn—2 i yn—l

n+1

ti¢ boyutlu rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarini elde ettiler.

Elsayed ve Alghamdi (2016) yaptiklari ¢alismada; baslangig sartlari reel sayilar

olmak tizere,

— n-7 ' yn+1 yn—? ’ n GNO

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini incelediler.

Elyased ve arkadaslar1 (2017) yaptiklar1 ¢alismada; baslangi¢ sartlart sifirdan

farkli reel sayilar olmak tizere,

_ yan—Z _ Xnyn—z
- T o o

yn + yn—3 X, £ Xn—3

n+1

fark denklem sistemlerinin ¢ozimlerini incelediler.

Tollu ve arkadaslar1 (2017) yaptiklar1 ¢alismada; a,b € R" ve baslangig sartlar

negatif olmayan reel sayilar olmak tizere,

fark denklem sistemini tanimladilar ve bu sistemin ¢6ziimlerinin global davranigini

incelediler. Ayrica, elde ettikleri sonuglar i¢in niimerik 6rnekler verdiler.
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Sahinkaya ve arkadaslar1 (2018) yaptiklar1 calismada; a e [0, oo) ve baslangig

sartlar1 reel sayilar olmak {izere,

XY, ta Y.z, +a 7 X, ta

n+1 ! n+1

X +Y, Y, +2, Z, X

n+1

fark denklem sistemini tanimladilar, bu sistemin genel ¢dziimlerini kapali formda elde

ettiler ve ¢oziimlerin davranigini incelediler.

Tollu ve Yalcinkaya (2018) yaptiklari ¢alismada; nelN, icin
U, v, W, (i =01 2) baslangi¢  sartlar1  negatif olmayan reel sayilar,

a, P 7 (j=1,2,3) parametreleri ve p,q,r pozitif reel sayilar olmak iizere,

_ U, GV, _ oW,
n+l p ' 'ntl T ' n+l r
B+ 7V B+ 72Wr?4 By + 73Uy

fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin global davranisini incelemislerdir.

Yilmazyildirim ve Tollu (2018) yaptiklar1 ¢calismada; baslangi¢ sartlar1 pozitif

reel sayilar olmak iizere,

:Xn+yn :yn+zn :Zn+xn
I+xy ™ l+yz ™ 14z x

neN,

n+1

fark denklem sisteminin genel ¢6ziimiinii agik formda elde ettiler, ¢oziimlerin varligini

ve asimptotik davranisini arastirdilar.
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4, IKINCIi MERTEBEDEN COZULEBILIR BiR FARK DENKLEMI

Bu boliimde,

,nNeN,, 4.1)

rasyonel fark denkleminin c¢oziilebilirligi ve ¢dzlimlerinin davranis1 ele alinacaktir.
Burada acikga X,X,#0 olmalidir. (4.1) fark denklemi ilk olarak Dehghan ve
arkadaglar1 (2011) tarafindan calisilmis, fakat bu makalede sadece parametrelerin
negatif olmadig1 durum incelenmistir. Daha sonra Raouf (2012) parametrelerin tiim reel
degerleri icin (4.1) denklemini tekrar ele almistir. incelemenin kapsamli olmasini

saglamak i¢in bu boliimdeki sonuglar (Raouf, 2012) kaynagindan alinmstir.

4.1. Genel Coziim

(4.1) denklemi
X = yy— 4.2)
n-1

degisken degistirmesi ile ligiincii mertebeden lineer homojen

Yoa=ay, + byn—l +CY, (4-3)

denklemine doniigtir. (4.3) denklemi igin baglangic degerleri y,=1, y,=X,,
Yo =%X, seklinde almirsa, bu durumda (4.1) denkleminin ¢oziimleri ile (4.3)
denkleminin ¢ozlimleri arasinda bire-bir bir baginti elde edilir. Bu sayede, (4.3)
denkleminin genel ¢oziimii (4.2) degisken degistirmesinde kullanilarak, (4.1)
denkleminin genel ¢6ziimii elde edilebilir. Diger taraftan (4.3) denkleminin asikar
¢oziimi olan y, =0 yardimiyla (4.1) denkleminin tanimlanamayan ¢oziimleri elde

edilebilir. Boylece, bu ¢oziimleri iireten baslangi¢ degerlerinin kiimesi, yani yasakli

kiime elde edilerek iyi tanimli ¢oziimler karakterize edilebilir.
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(4.3) lineer denkleminin karakteristik denklemi
P(y)=y’—ay’~by-c=0 (4.4)

olup, bu denklem Lemma 2.2.1. deki (2.19) denklemi ile aynidir. Dolayisiyla (4.4)

denkleminin diskriminanti
A =-ah® —4b® +4a’c +27c? +18abc (4.5)

ile verilir. Bu durumda, Lemma 2.2.1. e gore (4.3) denkleminin genel ¢ozimi (4.4)
denkleminin koklerinin durumuna ve dolayisiyla A nin durumuna gore degisiklik
gosterir. Asagidaki teoremde bu sekilde bir inceleme yapilarak (4.3) denkleminin genel

¢Ozlimii elde edilecektir.

Teorem 4.1.1. (4.3) denkleminin y, =1, y,=X,, Y,=%X, baslangic degerlerine
karsilik gelen ¢ozimii (yn)n}2 olsun. Bu durumda,

1) Eger A<QO ise (4.4) karakteristik denkleminin p,, p,, p, ile gosterilen ii¢ ayrik reel

kokii vardir ve N>0 sartini saglayan tiim n ler i¢in
Yo =Cio' +C,o0; +Cyp;

olur. Burada C, (i=1,2,3) katsayilar

GG (x%) = Pt [Xlzo —_(pz +p3)_><1 + PP ]
%) ,02)(,01 ps)

/922 X_1% _(/71 + :03) Xy +p1,03:
(,02 _pl)(pz _ps)

_ P; [X—1X0 —(,01 +p2)x—1 +,01,02]
(ps _pl)(pS _pz)

C,=C, (X1, %)= : (4.6)

C, =Cy (X4 %)

seklindedir.
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2) Eger A=0, b=-a?/3 ve c=a’/27 ise (4.4) Karakteristik denkleminin
PL=P5 =P, =% olacak sekilde ii¢ katli reel kokii vardir ve n>0 sartin1 saglayan tim

nler i¢in

y, = (%)n [Cln2 +C,n+ C3]

olur. Burada C, (i=1,2,3) katsayilari

1 ax, a’
C,=C, (x4, %) :E{xlxo _ZT“FE}’

1 ax, a’
C, = Cz(x_l,xo):§{3x_1x0—4 3%;} (4.7

C;=C5(X4, %) =X X%

seklindedir.

3) Eger A=0 ve (b+a’/3)(c—a’/27)=0 ise (4.4) karakteristik denkleminin o ile
gosterilen bir ayrik reel kokii ve r ile gosterilen iki kathi reel kokii vardir ve N>0

sartint saglayan tiim n ler igin
¥, =C.p"+(C,n+C;)r"
olur. Burada C; (i =1,2,3) katsayilari

2 X Xg —2IX, +17

C = Cl(Xfl,XO)zp

(r-p)
C, ::Cz(x_l,xo):rX—lXo—(r+p)X_1+rp, 48)
r-p
C,=C,(x Xo)=r(r_2p)xlxo+2/02x1—rp2
3 3\ A (r—p)2

seklindedir.
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4) Eger A >0 ise (4.4) karakteristik denkleminin p ile gosterilen bir ayrik reel kokii ve
re* ile gosterilen iki tane kompleks eslenik kokii vardir ve n>0 sartin1 saglayan tiim

nler igin
¥, =C,0" +[ C, cos(nd)+C,sin(ng) r"
olur. Burada @ bir sabittir ve C; (i=1,2,3) katsayilart

2 X, X, —2IX, C0S @ +r?
pl+r?=2rpcosd

C=C (x4 %)=p

(r—2pcosd)x %, +2p’x, oS0 - pr
pe+1r?=2rpcosd
(rcosf-pcos20)xx, +(p’ cos20-1°)x ,~rp(pcos-r)
sing| p* +1° - 2rpcoso |

(4.9)

C,=C, (X% )=r

i)

C,=Cy (x4 %)=r

seklindedir.
(4.2) degisken degistirmesi ve Teorem 4.1.1. in sonuglari kullanilarak (4.1)

denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.1.2. (x,) _, dizisi (4.1) denkleminin bir ¢&ziimii olsun. Bu durumda,

1) Eger A <O ise bu durumda (4.1) denkleminin genel ¢oziimii

C.o' +C,p0; +C.p]
Clpln_l + Czp; R Cspsn -

n

olur. Burada C, (i=1,2,3) katsayilari (4.6) ile verilir.
2) Eger A=0, b=-a?/3 ve c=a%/27 ise bu durumda (4.1) denkleminin genel

¢Ozimi

a C,n*+C,n+C,
" 3¢ (n-1)+C,(n-1)+C,
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olur. Burada C, (i =1,2,3) katsayilar1 (4.7) ile verilir.
3) Eger A=0 ve (b+a’/3)(c—a’/27)=0 ise bu durumda (4.1) denkleminin genel

¢Oziimii

Co"+(Cn+C;)r"
X0 = C ot ]
P +(Cy(n-1)+Cy)r

olur. Burada C, (i=1,2,3) katsayilar1 (4.8) ile verilir.

4) Eger A >0 ise bu durumda (4.1) denkleminin genel ¢oziimii

« 3 C,p0"+[ C,cos(nd)+C,sin(ng) |r"
" Cpmt J{C2 cos((n-1)@)+C,sin((n —1)6’)] !

olur. Burada C, (i=1,2,3) katsayilar1 (4.9) ile verilir.

4.2. Yasakh Kiime

(4.1) denkleminin yasakli kiimesi F :U::_l{(x_l, XO): Y, 20} seklinde olmalidir. Bu

durumda Lemma 2.2.1. ve (4.3) denkleminin genel ¢oziimii kullanilarak (4.1)

denkleminin yasakli kiimesi asagidaki teoremde oldugu gibi belirlenir.

Teorem 4.2.1. (4.1) denkleminin yasakli kiimesi

o0

F= U {(X—l’XO) eR’: BinXoXy + BonXo + P :0}

n=-1

seklinde verilir. Burada (,Bm) dizileri 1=1,2,3 i¢in asagidaki gibi tanimlanir:
1) Eger A<O

B =220, = 25)+ 0" (2= ) + 2" (o= 1),

Bon =2 (P =)+ 072 (00 = ) )+ 07 () - ).

B = 2" 203 (02 = 25) + 0" 005 (05 = 00) + 25" o (25— 1)
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2) Eger A=0, b=-a%/3 ve c=a%/27
B, =(n+1)(n+2),

-2an(n+2
g, 2002

a’n(n+1
B = (9 )

3)Eger A=0ve b=—-a?/3 veya A=0 ve c=a’/27
B =p" 240" [(n+)r=(n+2)p ],

By ==2rp"% +r™ [—nr2 +(n+2)p2],

B, =12 p"? +r”+2[np(r—p)—p2].

4)Eger A>0

B, =p"sing+ r”*l[rsin((n +1)0)—psin((n+2)0)],
By, =—Tp"?sin20 +r™ [pzsin((n+2)9)—rzsin n@},
By =12 p"?sin@— pr? [psin((n +1)0)—rsin ne].

Teorem 4.2.1. e gore (4.1) denkleminin iyi tanmimli ¢oziimleri, R*\Y kiimesinden alinan

baslangi¢ degerleri ile elde edilir.
4.3. Coziimlerin Asimptotik Davranisi

Bu kisimda (4.1) denkleminin iyi tanimli ¢dziimlerinin asimptotik davranisini ¢aligmak
igin (4.2) degisken degistirmesini ve 4.1 alt boliimiinde verilen temsil formiillerini, yani
Teorem 4.1.1. in sonuglarin1 kullanacagiz. (4.1) denkleminin hemen hemen tiim

¢oztimleri a,b,c parametrelerinin bazi degerleri igin bir tek sabit noktaya

yakinsamaktadir. Bunu ispatlamak i¢in asagidaki ti¢ farkli durum incelenecektir.

4.3.1. A<Q Durumu

Lemma 4.3.1.1. A<0 ve 0!=Ta>3<|pi| olsun. Bu durumda (4.4) denkleminin bir

¢dziimii o olmasi igin gerek ve yeter sart ab+c=0 ve b>a® olmasidir.
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Ispat. Eger A<0 ve ab+c=0 ise bu durumda b=a? dir. Farz edelim ki +o (4.4)

denkleminin ¢6ztimleridir. Bu durumda,
3 2 3 2
a’—aa’—ba-c=0 ve - —-aa”+ba-c=0

olur. Bu yiizden, ac® +¢=0 ve &’ —ba =0 olur. c#0 oldugundan a #0 ve bdylece
b=a?>0 ve ab+c=0 olur. Dahasi, P(a) =—ab-c=0 oldugundan «a = \/5>|a|
olur. Tersine ab+c=0 ve b>a® oldugunu varsayalim. Bu durumda agikca +Jb ve a
(4.4) denkleminin kokleridir ve o= max{|a|,\/5} —Jb dir. Bu yiizden +a (4.4)

denkleminin ¢6ziimleridir.

Lemma4.3.1.2. A<0, ab+c=0 ve b>a?® olsun. Bu durumda baslangi¢ degerlerinin
hemen hemen hepsi i¢in (4.1) denkleminin (Xn )n}l ¢oztimleri ya iki periyotludur ya da
denklemin iki periyotlu bir ¢éziimiine yakinsar.

Ispat. Bu durumda Lemma 4.3.1.1. ile verilen (4.4) denkleminin ¢6ziimleri +Jb ve a

dir. Bu yiizden (4.1) denkleminin genel ¢6ziimii

Sl (&l

seklinde  yazlabilir. Bu  durumda ¥(x,,%)eR*\(FJ{(a.).£vB(11)}) igin

asagidakiler elde edilir:
1) Eger (x4, %)e{C,=0} ise her n>-1 i¢in X,,=x, olur. Yani, (x,) _, iki

n>-1

periyotludur.

2) Eger (X;,%,) € {C; #0}[){C, =0} ise limx, =—/b olur.

n—o0

3) Eger (X4, %) €{C, =0}(){C, =0} ise limx, =<b olur.

nN—o0
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4)  Eger (X1, %) €{C; =0}({C,C, =0} {(C,+C,)(C,~-C,) =0} ise

(Cl _CZ)

(C,+GC,)

(C,+C,)
\/B(Cl_CZ)

periyotlu bir ¢oziime yakinsar.

5) Eger (X 3, %) €{C; #0}[){C,C, #0}{){C,—C, =0} ise limx,, =o0 ve limx,,,, =0

olur. Bundan dolayi, (Xn) iki

limx, = i =
Nes00 2n ve !mXZnﬂ \/6 n>1

olur.

6) Eger (X4,%)e{C,#0}({CC,#0}({C,+C,=0} ise limx,, =0 ve

M‘c Xy, =00 Olur. Boylece ispat tamamlanur.

Lemma 4.3.1.3. A<O0 olsun. Eger (ab+c;t0 veya bSaz) ise (4.1) denkleminin
(X,).., ¢Oziimleri M := FU{(U,V):CiO (u,v)=0} kiimesinin disinda bir p,, noktasmna
yakinsar. Burada i, |,0i0| = olacak sekildedir.

Ispat. Lemma 4.3.1.1.°den, o :‘pio‘ olacak sekilde bir tek iy €{1,2,3} vardir. a=|p)|

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, V(Xfl, XO) eG:=R’\M igin,
c1+(p2] o +('03J C,
P A1

n-1 n-1
C, J{sz C, +['03] C,
2 2

ifadesini elde ederiz. |p,| <|p|=a ve |ps|<|p|=a oldugundan

X =Py

limx, =p,

nN—o0

oldugunu goriiyoruz.

Uyar 4.3.1.1.

1) Bger [p,|>| o, ise V(x,,%) €G, =(R*\F)(){C, =0}(|{C, %0} igin limx, = p,
elde edilir.
Eger |py]>|py| ise V(x4,%)eG, =(R*\F)(){C,=0}(|{C, #0}isin limx, =p,

elde edilir.
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2) Eger |p|=|p| ise V(Xfl,xo)e(Rz\F)ﬂ{Q:O} igin (x,)_, ¢ozimi iki
periyotludur.

Yukarida elde edilen sonuglardan asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.3.1.1. A<O ise, (4.1) denkleminin ¢6ziimlerinin p, ayrik koklerinden birine

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart ab+c=0 veya b<a® olmasidir.

4.3.2. A=0 Durumu

Teorem 4.3.2.1. A=0 ise, (4.1) denkleminin ¢6ziimleri p ya da r koklerinden birine
yakinsar.
Ispat. Burada asagidaki iki durum ortaya ¢ikar:
1) b=-a%/3 ve c=a’/27: Eger V(X,,%)eR*\F ise (4.1) denkleminin genel
¢Oziimiinden n— o i¢in limit alarak

a C,n*+C,n+C, a

limx, =lim— 5 =—
e D=3 C (n-1)"+C,(n-1)+C, 3

elde edilir.
2) b#-a/3 veya c=a’/27:Eger V(X,,%)eR*\F ise (4.1) denkleminin genel
¢oziimiinden yine n— oo i¢in limit alinir. Fakat yine iki alt durum ortaya ¢ikar:

i) Eger |p|>|r| ise ‘v’(Xfl,Xo)e]Rz\(FU{Cl =O}) i¢in

cl{rJ (nC,+C,)

limx, =lim p L. =p
B cl+[rj (n-1)C,+C,)
Yo,

olur.

if) Eger |r|>|p| ise V(x 4, %) e R*\(F| J{C, =0}) i¢in

[r} +nC, +C,
limx, =limr P

n-1
n—oo n— r
(pj +(n-1)C, +C,

=r

olur.
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Uyar1 4.3.2.1.

Eger 1 =|p| ise herhangi bir (x,%,)e(R*\F)("){C,=0}(}{CC, =0} icin (x,),..

¢coztimleri iki periyotludur.

4.3.3. A>0 Durumu

Lemma  4.3.3.1. Eger | p| >r ise 4.1) denkleminin  ¢Ozlimleri
M = FU{(X_l, % ):C, = 0} kiimesine ait olmayan baslangic degerleri igin p’ya
yakinsar.

Ispat. Eger | p| > |r| ise (Xﬁl, Xo) €G:=R’\M sartin1 saglayan tiim baslangi¢ degerleri

i¢in,

C, +(rJ [C, cos(n)+C,sin(ng) ]
limx_ =limp i

- C + (rjn_l | €, cos((n-1)8)+C;sin((n-1)0)]

o)

=p
elde edilir.

Lemma 4.3.3.2. Eger |p|<r ise (4.1) denkleminin (x,,X )R’ \(FU{(p, p)})
baslangi¢ degerlerine karsilik gelen her (Xn)n}1 ¢ozimi ya periyodiktir ya periyodik
olmayacak sekilde salinimlidir ya da kapali bir aralikta yogundur.

Ispat. (Xfl, Xo) eR? \(FU{( o2 p)}) sartin1 saglayan tiim baslangi¢ degerleri i¢in,

C,p" +Arsin(nd+¢)
Co"* +Ar"sin((n—1)6+¢)

Xn:

elde edilir. Burada

A=,C?+C}, sin¢=% ve cos¢5:%3

dir.
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1) Eger peZ,qeN \{0,1} ve p,gq aralarinda asal olmak iizere
OerQ, 6= ( p/q)z
a) Eger (X )

b) Eger (X ) {C 7&0} ve |,0|— I ise ( )n> , §6ziimii p ¢ift oldugunda g

)7 ise bu durumda,
{

C, =0} ise (x,) _, ¢bziimii q periyotludur,

periyotludur, p tek oldugunda 2q periyotludur.

c) Eger (X, % )e{C, #0}ve |p|<r ise her 0<s<q-1 igin,
kg+s
(-2)° (fj C, + Asin(sf+¢)

(-1)° (pjqu C, +Asin((s-1)6+9¢)

elde edilir. Boylece,

rsin(sé+¢) _ :
lim x,,,. = sin((s-1)0+¢)’ sin((s—1)0+¢) =0 ise,
0, sin((s—1)0+¢)=0ise

olur ki bu (Xn )n}l ¢ozlimiiniin saliniml ve periyodik olmadigi anlamina gelir.

2) 6 e R\ zQQ durumu asagidaki dort durumda incelenir:

a) r >|p|: Kronecker teoreminin bir boyutlu versiyonunu hatirlayalim.

Teorem: (Kronecker Teoremi) Eger X bir pozitif irrasyonel sayr ise
{kx—s:k,s e N} dizisi R de yogundur.

6/2x pozitif irrasyonel sayr oldugundan tim XxeR’ler igin Kronecker
teoreminden bir y, =én, —2zm, +¢ dizisi vardir dyle ki, bu dizi i¢in

imy, =

olur. Burada (n,), N, (m,), = N.Budurumda, xeR\(zZ+6) i¢in

Cl(/:j +Asin(y,)

Cl(p) " Asin(y, —6)

oldugunu goriiliir. Boylece

limx — rsinx
koo ™ sin(x—0)
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olur ve bundan

{xn:n—z_l}g{ﬂ: XER\(ﬁzw)}

sin(x—6)
oldugu sonucu ¢ikar.

x> (rsinx)/sin(x—0), xeR\(zZ+6) fonksiyonunu géz Oniinde
bulundurarak {(rsin x)/sin(x—6): XGR\(ﬂZ+0)}:R oldugunu goriiriiz ve
bu nedenle {m_}=R olur.

b) r=|p| ve (u,v)eC?>C,”+C,*: Bu durumda,

C, + Asinx

{X”Tz_l}:{rCﬁAsin(x—Q): XER}

—Jr C1+Asinx :x€[0,2r]
C, +Asin(x—0)

olur. Boylece,
{xn nx —1}
kiimesi R, kiimesinin sinurli, kapali bir araligidir.

¢) r=|p| ve (x,,%)e{C’=C,+C;} olsun. Bu durumda,

{xn :nz-l} ={r1+1%(iz_xe): xeR, 1+Sin(X—6’)¢0}=|:0,oo)
olur.

d) r=|p| ve (x,%)eC?<C,”+C,? olsun. Bu durumda,

{xn :nz-l}:R

oldugunu goriiriiz.

Uyar1 4.3.3.1.

Eger X ,, X, baslangic degerleri ve C sifirdan farkl: ise

X = (4.10)
X X

n“n-1

denkleminin sabit olmayan her ¢6ziimii ti¢ periyotludur.
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Yani, (4.10) denklemi (4.1) denklemindeki a=b=0 durumuna karsilik gelir.
Bundan p =3, rz‘i/g‘ ve 0=(2/3)z oldugunu goriiriiz. Bu durumda, Lemma
4.3.3.2. nin ispatinin 1) sikkindan (4.1) denkleminin herhangi bir (Xn )n}l ¢cOziimii ¢

periyotludur.

Lemma 4.3.3.3. |p|>r olmast igin gerek ve yeter sart a’c+b® >0 olur.

+i6

Ispat. p ve re™ kokleri arasindaki bagintilardan ve P polinomunun katsayilarindan

a=p+2rcosd, b=—(r’+2rpcosd), c=pr’

elde ederiz.

a®c+b®=r’(p’ —rz)(,o2 +1?+2r pcos 03— 4cos® 0))

olur.

o(x) = x(3—4x2), xe[-11]

fonksiyonunu g6z dniinde bulundurarak her x e[-11] igin |¢(x)|<1 esitsizligini elde
ederiz ve boylece

p*+1°+2rpcosd(3—4cos )z p* +1° —2r|p|=(|o| - r)2 >0

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Yukarida elde edilen sonuglardan asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.3.3.1. Eger A>0 ise (4.1) denkleminin iyi tanimli ¢oziimlerinin p gergek

kokiine yakinsamast icin gerek ve yeter sart a’c+b® >0 olmasidr.
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5. IKINCI MERTEBEDEN COZULEBILIR BiR FARK DENKLEM SiSTEMI

Bu bolimde,
1 1
X = y ntl — ’ Ne N 51
"™ a+byx , ocdxy 0 61)

fark denklem sisteminin ¢Ozlimleri incelenecektir. Burada verilen a,b,c,d
parametreleri ve X,,X,,Y,, Y, baslangic degerleri reel sayilardir. Bu incelemeye

calismamizin temelini teskil eden klasik bir ¢oziilebilir fark denklem O6rnegi vererek

baslayalim. Bu denklem

A+Bx,
Xn+1 = !
C+Dx,

neN, (5.2)

fark denklemidir. Burada A,B,C,D parametreleri ve X, baslangic degeri reel

sayilardir. (5.2) denklemine “bilineer fark denklemi” veya “lineer fraksiyonel fark
denklemi” denir. Fakat bazi1 kaynaklarda bu denklem, sabit katsayili Riccati diferansiyel
denkleminden elde edilebilmesi sebebiyle “Riccati Fark Denklemi” olarak da
isimlendirilmektedir.

Farz edelim ki (5.2) denkleminde A=1, B=0 olsun. Boylece

neN, (5.3)

= Ina (5.4)

degisken degistirmesi uygulanirsa, bu denklem

Yo =C¥, +Dy,4,neN; (5.5)
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ikinci mertebeden lineer fark denklemine doniisiir. Burada Y,, Yy, baslangi¢ sartlari
sifirdan farkl reel sayilardir. Baslangig sartlarin1 y, =X, ve y , =1 olarak segersek, bu
durumda (5.3) ve (5.5) denklemlerinin ¢6ziimleri arasinda bire-bir bir bagint1 elde edilir.

Bu nedenle, (5.5) denklemini ¢ozerek (5.3) denkleminin genel ¢6ziimii elde edebiliriz.
Oldukga ilging bir sekilde, (5.3) denklemi

neN, (5.6)

seklinde genellestirilebilir. Burada x,,x, baslangic degerleri reel sayilardir. Bu
ilgingligin sebebi, (5.6) denkleminin yine (5.4) degisken degistirmesi ile yine lineer olan

ticlincli mertebeden

yn+l = Cyn + Dyn—z ! ne I\IO (57)

denklemine doniismesidir. Burada y,,y ,,y, baslangi¢ degerleri sifirdan farkli reel
sayllardir. Eger bu baslangi¢ degerlerini Yy, =1 Yy, =X,, Y, =XX, secersek, bu
durumda (5.6) ve (5.7) denklemlerinin ¢6ziimleri arasinda bire-bir bir baginti elde edilir.
Benzer sekilde, (5.7) lineer denkleminin genel ¢6ziimii kullanilarak (5.6) denkleminin
genel ¢oziimii elde edilebilir. Boylece, (5.6) genellestirmesi (5.3) denkleminin 6nemli
bir dzellik olan ¢oziilebilirligi korur. Ancak, biz (5.6) ile ilgilenmeyip (5.6) denkleminin
daha kapsamli bir genellestirmesi olan (5.1) fark denklem sistemi ile ilgilenecegiz. (5.1)
sistemi, (5.6) denkleminin 2-boyutlu bir genellestirmesidir. Gergekten; eger (5.1)
sisteminde a=c=C, b=d=D ve X,=Y,, X, =Y, almirsa, (5.1) sisteminin her bir
¢oziimii tam olarak (5.6) denkleminin bir ¢6ziimiinii verir. Bu ¢alismada, bazi1 6zel
yontemler kullanarak (5.1) sisteminin genel ¢6ziimiinii elde edip, bu genel ¢oziim

yardimiyla iyi tanimli ¢oziimlerin asimptotik davranislarini arastiracagiz.

Uyan 5.1. (5.1) sistemi (5.6) denkleminin 2-boyutlu simetrik bir genellestirmesidir.
Bunun gibi simetrik olan {i¢ genellestirme daha vardir. Bu genellestirmeler asagida

verilmistir:
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X —; y —; nEN
" asbx x O™ c+dy,y, o
1 1
Xn+1:—’ n+1:—’neN0'
a+bx.y. , c+dy X ,
1 1
Xn+ = 1 Yns :—!nEN .
a+byy Yia c+adx X , 0

Bu sistemlerden birincisi ayrik iki denklem olup, sistemin her iki denklemi de (5.6)
denklemi ile ayni forma sahiptir. Dolayisiyla, bu sistemi incelemek (5.6) denklemini
incelemek anlamma gelir. ikinci ve iigiincii sistemler (5.6) denklemi gibi ¢oziilebilirlik

ozelligine sahip degillerdir.

5.1. Genel Coziim

Bu kisimda (5.1) sisteminin ¢6ziim formiillerini elde edecegiz. Coziim i¢in (5.6)

icin verilen degisken degistirme yontemini genellestirerek

X, =L, y, = (5.8)
un Vn

ya da

X, =onty = Yo (5.9)
Y u

degisken degistirmelerini elde ederiz. (5.8) ve (5.9) degisken degistirmelerinin her
ikisini de (5.1) sistemini bir lineer sisteme donistirmek igin kullanabiliriz. Hangi
degisken degistirmeyi sectigimiz onemli degildir, ¢linkii bu se¢imin sonug {izerinde

higbir etkisi olmayacaktir. (5.9) degisken degistirmesini uygulayarak, (5.1) sisteminden

v.,,=au, +bu ,, u.,=cv,+dv, ,, neN, (5.10)
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lineer sistemini elde ederiz. Burada n>-1 i¢in u,v, #0 dir. Bu lineer sistem tek bir

lineer denkleme indirgenmesi i¢in birbirleri igine yazilarak, n>0 i¢in altinci

mertebeden

V,,s =acv,,, +(ad +bc)v, +bdv,_, (5.11)
ve

Uy,, = acu,,, +(ad +bc)u, +bdu,_, (5.12)

denklemleri elde edilir. (5.11) ve (5.12) lineer denklemleri u, ve v, degiskenlerine gore

ayrik olup, ayn1 formdadirlar. Bu nedenle, bunlardan sadece birisini kullanabiliriz.
(5.12) denklemini ele alalim. (5.12) denkleminin karakteristik denklemi altinci

dereceden

P(x)=x"—acx*—(ad +bc)x*—bd =0 (5.13)
denklemidir. Bu denklem x* =y almarak

P(\y)=Q(y)=y*~acy’ ~(ad +bc) y—bd =0 (5.14)

kiibik denklemine indirgenir. (5.14) denkleminin bir kokii y ise (5.13) denkleminin

buna karsilik gelen iki koki \/V ve —ﬁ dir. Bu durumda, Q polinomunun

diskriminantt Lemma 2.2.1.’den
A=(ac)’(ad +bc)” —4(ad +bc)’ +(ac)’ bd +27(bd)” +18abed (ad +bc)

olarak elde edilir. (5.14) denkleminin kokleri A °nin isaretine bagli oldugundan (5.12)
lineer fark denkleminin genel ¢6ziimii de A ’nin isaretine baglidir. Ayrica, yukarida
belirtildigi gibi (5.1) sisteminin genel ¢éziimi (5.12) denkleminin genel ¢oziimii ve

(5.9) degisken degistirmesi yardimiyla yazilabilir. Burada yine Lemma 2.2.1. i
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kullanarak asagidaki ti¢ durumu inceleyecegiz. Bunun i¢in U, =X, , U, =YX,
Vo=1 v, =Y, V,=XY, baslangic sartlar1 ile verilen (5.10) lineer sisteminin iyi

tanimli bir ¢ozlimiinii {(un,vn)} __, lle gosterecegiz.

5.1.1. A<O durumu

Eger A <O ise (5.10) lineer sisteminin genel ¢dziimiiniin birinci bileseni i¢in

0 =GR+ () 1€ () ) v (B v

verilir. Burada i =1,6 i¢in C, ’ler keyfi sabitler olup, bu sabitler i¢in

(d+pc)byyx, +( p,ac+ac? +d)\/,;1

(pl —,02)<p1 _p3)
1 d
_[(plpz +p1:03)7_ placj dx Y +[+ plc}(o +p,dy, —[1—CJ(,L)1,02 +,01,03)
C_C - \ P2 \/p_l P

1 4
(pl_pZ)(pl_pS)
—(d+ p,c)bypx +( p,ac+ac’ er)\#/p:2
(2=2,) (P, = p3)

1 d c
oo [(pzpl +p2p3)ﬁ_ %) aC] X,y , _(\/Z+\/Ebcj Xo + P,dY, _[1_\/;1j(plp2 +,02/03)
2 T = )

(,01 _pz)(pz _ps)
(d +p3c)by0x_l+( p,ac +ac? +d)\/g
(pl _ps)(Pz _pa)

. [(,o3p1+,03p2 \/: \/_ac]dxy +[\/:+\/Ebc]x +p,dy, - [ \/%J(plp3+p2p3)

P (p-p.)(p,-p))

C+C, =

C,+C, =

C,+C, =

esitlikleri verilir. Buradan

U, =(C,+C,) o +(C, +C;) o3 +(C;+C5) 5,
2n+1 2n+1 2n+l (515)
Upnia (C -C )Pl 2 +(C -C ) = (C -C )
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formiilleri elde edilir. Bu formiiller (5.10) lineer sisteminin birinci denkleminde

kullanilirsa

2n-3 2n-3 2n-3

Von :(apl+b)(C1—C4)plT+(ap2+b)(C2—Cs)p27+(ap3+b)(C3—C6)psT,

(5.16)
Vo =(ap, +b)(C, +C,) o™ +(ap, +b)(C, +C,) o, +(ap, +b)(C, +C; ) o™
formiilleri bulunur. Ayrica, (5.14) denkleminin kdkleri p;, p, ve p; oldugundan
e 25 05

ap+b=—"— ap,+b=—"2— ap,+h=—"2— 5.17

P cp +d P2 cp, +d Ps cp,+d 617
bagintilart saglanir. Bu sayede (5.16) formiilleri
V. = pl(Cl _C4) ZHTH + P2 (Cz _Cs) % N 3 (Cs _Ce) ZnTH

 cp+d T cp,+d 7 cp,+d T2 (5.18)

= P (Cl +C4)pln+1 N P2 (Cz +Cs) oy P3 (Cs +C6) el

cp, +d cp, +d cp,+d
seklinde yazilabilir. Boylece (5.15)-(5.18) formiilleri ve (5.9) degisken degistirmeleri

yardimiyla (5.1) sisteminin genel ¢6ziimii

2n-1 2n-1 2n-1

(Cl_c4),01T +(C2 _(:5)/02T +(C3—C6)p3T

Xon = n+ n+ n+l ! (519)
? pl(Cl_C4) 221+p2(C2—C5) 221+p3(C3_C6) 221
co+d cp,+d  ? cp,+d  ?
. = (C1+C4)p1"+(C2+C5)pg+(C3+C6)p2n (5.20)
2t y2i (C1+C4) n+l+p2 (C2+C5) n+1+p3 (C3+C6) n+l
co+d cp,+d 7 cp,+d
pl(C1+C4) n+P2(C2+C5) n+103(C3+C6) n
1 p 3
y, = cp +d cp,+d cp,+d ’ (5.21)

(C1+C4)p1n +(Cz +C5)/O£1 +(CS+C6)p§
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pl(Cl_C4) %_i_pz(cz_cs) %_i_ps(cs_ce) %
cp+d cp, +d 2 cp,+d 2
Yonu = - 201 2 2n+l ? 20 (5.22)

(Cl_C4)p12 +(C2—C5)p22 +(C3—C6)p37
olarak elde edilir.

5.1.2. A=0 durumu

Bu kisim iki alt durumda incelenecektir.

i) ad +bc:—(ac)2/3, bd =(ac)3/27 durumu

Eger ad+bc:—(ac)2/3 ve bd:(ac)3/27 ise (5.10) lineer sisteminin genel
¢Oziimiiniin birinci bileseni igin
n

u = (%)2 [(Cln2 +C,n+C, )+ (1) (Cn2 +Con+C, )}

verilir. Burada i =1,6 igin C, ’ler keyfi sabitler olup, bu sabitler igin

1|(1(acY ac)” ac)” ac)’ 3
C,+C,==|| =| = | +bc| —=| |yx,+d|—| Yy,+ac|—| —=|,
2112\ 3 3 3 3 2 (5.23)
1 1
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esitlikleri verilir. Bu formiil tek ve ¢ift indisli terimlere ayrilarak

Uy, = (%j [(C1 +C,)4n’ +(C,+C;)2n+C, +C6},
(5.24)

(%) " [(C-C)(2n+1) +(C,~C,) (2n+1)+C, ~C, |

Uppia =

seklinde yazilabilir. (5.24) formiilleri (5.10) lineer sisteminin birinci denkleminde

yerine konularak

n-3
_fac) 2
V2n_€

VM:[%jn_ﬂ%w+b4(n—1)2j(C1+C4)+(%2C2n+b2(n—1)](cz+C5)+(a%+bj(cg+cs)]

2

formiilleri elde edilir. Boylece, (5.24)-(5.25) formiilleri ve (5.9) degisken degistirmeleri

yardimiyla (5.1) sisteminin genel ¢oziimii

ac[(c1 ~C,)(2n-1)’ +(C,~C,)(2n-1)+C, —ce] (5.26)
3{(6‘;(:(%1)2 +b(2n3)zj(c1 C4)+(ic(2nl)+b(2n 3)}(02 c5)+[a;c+bJ(c3 Cs)} |

X2n =

ac[(C,+C,)4n +(C, +C,)2n+C, +C, | (5.27)

X
2

" 3{(220%2 +b4(n—1)2j(01+04)+(a32c2””’2(”_1)}(02 +CS)+[a3°+bj(c3 +CG)}

9{["‘;‘34(“)2 +b4(n2)2](CI+CA)+(a;CZ(n1)+b2(n2))(C2 +C5)+(?+bj(cs+ce)}

(5.28)
(ac)'[(C,+C,)4n* +(C, +C,)2n+C, +C, | '

Yon =

a2

9[(?(%—1)2 +b(2n—3)2](cl—c4)+[ic(2n—1)+b(2“—3)j(cz ‘C5)+(;+bj(C3 _Cs)] (5.29)

Yona = (ac)’ [(C1 -C,)(2n+1) +(C,-C,)(2n+1)+C, fCJ




o1

seklinde elde edilir.

ii) ad +bc+(ac)2/3¢0 veya bd ¢(ac)3/27 durumu

Eger ad +bc+(ac)’/3=0 veya bd =(ac)’ /27 ise, (5.10) sisteminin genel ¢5ziimiiniin

birinci bileseni i¢in
u, :Cl(\/;)n +(«/F)n [Czn+C3]+C4<—\/,Z)n +(—JF)n [Cin+Ci]
veya

u=(VP) (C+Cu (1) )+ (F) [ (G Ce (1) Jn+(CoCa (-1))

seklinde verilir. Burada, i :Zr6 icin C, ’ler keyfi sabitler olup, bu sabitler igin

bc+r?)y X, +dy, +ac—2r
C1+C4=p( ik

(r-p)

cc :\/;(acd—Zdr)xoyl+(bc+r2)x0+acz—2cr+d

1 4 (r_p)2
C +C :(bC+pr)po_1+dy0+ac—(r+p)

. =) | (5.30)

o _(acd—dr—dp)xy, +(bc+rp)x +c(ac—r-p)+d

2 5 2\/F(r_p)
C3+C6:(bC+rz)pyox_1+dpyg+acp_r2_pz

(r-p)

cc :(ac(r+p)_(3r2+p2))dxoy—1+(bc(r+p)+rp(3f-p))xo+(acz+d)(r+p)_c(3r2+pz)
3 6 _2\/F(r_p)2

esitlikleri verilir. Bu formiil tek ve ¢ift indisli terimlere ayrilarak
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uzn:p”(C1+C4)+r"[(C2+C5)2n+(C3+C6)]
2ni 2ni1 (5.31)
Upy=p 2 (C,—C,)+r 2 [(CZ—CS)(2n+1)+(C3—C6)]

seklinde yazilabilir. (5.31) formiilleri (5.10) lineer sisteminin birinci denkleminde

yerine konularak

Vy, =(ap+b)(C1—C4)p2nT_3 +r¥ [(ar(Zn—l)er(Zn—S))(C2 ~C,)+(ar+b)(C, —CG)],
(5.32)

Vonit =(ap+0)(C,+C, ) p"" + r"fl[z(arn +b(n-1))(C,+C;)+(ar +b)(C, +C, )}

formiilleri elde edilir. Boylece, (5.31)-(5.32) formiilleri ve (5.9) degisken degistirmeleri

yardimiyla (5.1) sisteminin genel ¢oziimii

2n-1 2n-1

Xon = (Cl_CA)pT"'rT [(CZ_C5)(2n_l)+(C3_C6)] ) (5.33)

n 2n-3 2n-3

(ap+b)(C,-C,)p ? +r 2 [(ar(2n-1)+b(2n-3))(C,-C,)+(ar +b)(C,-C,)]

(C,+C,) p"+1"[(C, +Cy)2n+(C,+Cy) |

X, .= (5.34)
" (ap+b)(Cl+C4)p”’1+r“’1[2(arn+b(n—1))(C2+C5)+(ar+b)(C3+C6)]

(ap+b)(C,+C,) p"* +r"? [Z(ar (n-1)+b(n-2))(C,+C;)+(ar +b)(C, +C6)}

(C,+C,)p" +r" [(C2 +C4)2n+(C,+Cq ):' ,(5.35)

Yon =

2n-3 2n-3

(ap+b)(C,=Cy)p # +r 2 [(af(zn—1)+b(2”—3))(cz—Cs)+(a”b)(c3_c‘*ﬂ, (5.36)

Yo = 2+l 2n+1

(C,-C,)p 2 +r 2 [(C,-C;)(2n+1)+(C,-C;) ]

seklinde elde edilir.
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5.1.3. A>0 durumu

Eger A>0 ise P polinomu p ile gdsterecegimiz bir reel koke ve 6€(0,7) olmak

iizere re™ ile gosterecegimiz iki kompleks eslenik koke sahiptir. Boylece, (5.10)

sisteminin genel ¢6zimi

U zcl(\/;)n+(‘/F)n {Cz COS(nzngrC S|n(n2‘9ﬂ+C4(—\/;)n+(—«/F)n {CS cos(nf)m sm(nzgﬂ
Un :(\/;)n (Cl +C4(—1)n)+(«/F)n {(Cz+C5(—1)”)cos(l§)+(cs+cs( 1) )sm(n;ﬂ

verilir. Bu formiil tek ve ¢ift indisli terimlere ayrilarak

Uy, =(C,+C,) p" +r"[ (C,+C;)cos(nd)+(C, +C; )sin(nd) |

2”+19)+(c¢—09sm(

2n+1 2n+l

Upnyy = (C, C)P2+F2@Q—Qﬁ%(

2n+1 eﬂ (5.37)
2

seklinde yazilabilir. (5.37) formiilleri (5.10) lineer sisteminin birinci denkleminde

yerine konularak

s

Van :(ap+b)(C1_C4)p ’

+r¥ {(CZ—C )[arcos(%lejmcos[%@)j (C,-C; )(arsm(2 ) 19j+bsm(2 ) 3(9]]] (5.38)

v, =(ap+b)(C,+C,) o™
e [(C2 +CS)(arcos(n9)+bcos((n—1)6’))+(C3+CB)(arsin(n9)+bsin((n—l)é’)ﬂ

formiilleri elde edilir. Boylece, (5.37)-(5.38) formiilleri ve (5.9) degisken degistirmeleri

yardimiyla (5.1) sisteminin genel ¢6ziimii
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2n-1

2n-1

) (C,-Cy)p? %{(C C)cos[79)+(c CG)sin{%ﬁﬂ (5.39)
2n_(ap+b)(C1—C4),ozn23+r2n23{(CZ—CE.,)(arcos(znz1 j+bcos[¥0]] (C,-C )(arsm[znz1 ]+bsm(2nz3€m‘

. +C; )sin(nd)] (5.40)
))+(C,+C,)(arsin(ng) +bsin((n-1)6))

(C,+C,)p"+r"[(C,+C,)cos(n 9)+ C
0)

X2"+1:(ap+b)(c1+c4)p"*l+r [(C +C, )(ar cos(nd)+bcos((n-1)

(ap+b)(C1+C4)p”'z+r”’2[(C2+C5)(arcos((n—1)9)+bcos((n—2)9))+(Cs+C6)(arsin((n—1)€)+bsin((n—2)€))}‘ (5.41)

Vo= (C,+C,)p" +1(C, +C, Joos(n6)+(C, +C, )sin(nd)]
yzm:(ap+b)(C1—C4)Pzﬂ2-3+r2n2-3{(C2—C:ni[arij(2r]2_10j+bcos(2nz_30))+( ,—C )(arsm(znzl j+bsm(2n 3 m (5.42)
(cl-g)pwr{(c c)cos(”‘;lej +(c, ce)sin(znzﬁeﬂ

seklinde verilir.
5.2. Coziimlerin Asimptotik Davranmisi

Bu kisimda, (5.1) sisteminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranist A<0, A=0ve A>0

durumlarinda ayr1 ayr1 ele alinacaktir.
5.2.1. A<0O durumu

Bu kisimda, (5.1) sisteminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranisini A <O olmasi
durumunda inceleyecegiz. Bunun igin 6nce Lemma 4.3.1.1. in (5.1) sistemine

uygulamasi olan asagidaki teoremi verecegiz.

Teorem 5.2.1.1. A<0, ac(ad+bc)+bd=0 ve ad+bc>(ac)’ olsun. Bu durumda
baslangi¢ degerlerinin hemen hemen hepsi i¢in (5.1) sisteminin {(Xn, Y, )}nz_l ¢ozlimleri

ya iki periyotludur ya da denklemin iki periyotlu bir ¢6ziimiine yakinsar.
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ispat. Bu durumda Lemma 4.3.1.1. e gre (5.14) ile verilen Q(y)=0 denkleminin

¢oziimleri ++/ad +bc ve ac’dir. Bu yiizden (5.13) ile verilen P(x):O denkleminin

coziimleri +¢/ad +bc, Fi¢/ad +bc ve +ac’dir. Burada i sanal birimdir. Buna gore

(5.19)-(5.22) formiillerinden (5.1) sisteminin genel ¢6ziimii

2n-1

. |:C1—C4—(C2—CS)'](ad+bc)4 +(c ~C,)(ac) 2. _

(a ad +bc+b)[Cl—C4—(C2 ~C,)i](ad +bc) [ +(a c+b)(C;—Cq)(ac) 2.

(5.43)

[C,+C, ~C,~C,](ad +bc)z +(C, +C, ) (ac)’

X =
(a ad +hbc +b)[C1 +C,~C,-C;](ad erc)T1 +(a’c+b)(C,+C,)(ac)

, (5.44)

onil =
n-1

n-2

yzn:(a ad +bc+b)[Cl+C4—CZ—C ](ad +bc) 2 +(a c+b)(C,+C,)(ac)’ 6.9
[C,+C,-C,—C,](ad +bc)2+(C +GC;)(ac)’

2nl

(a ad+bc+b)[cl—c4—(c2 C)](ad+bc &y +(a c+b)(C,

y2n+1 = 2n+1 (546)
[Cl—C4—(C2—C5)i:|(ad+bC) 4 +(C -C )( )

olarak elde edilir.

1) Eger (C,+C;)=(Cy~C,)=0 ise C,=C, =0 olur. Boylece, {(X,,¥,)] _ ¢oziimii

iki periyotludur.

2) Eger C,+C,#0 veya C,—C,#0 ise {(Xn, yn)}nz sistemin ¢oziimii iki periyotlu

-1

bir ¢6ziimiine yakinsar. Yani,

||m X2n :;, ||m X2n+1 :ﬂ’
N> asvJad +bc +b no= avad +bc+b
avad +bc+b .. avad +bc +b

N G = -

olur.
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Teorem 5.2.1.2. Eger A<0 ve ac(ad+hbc)+bd =0 veya ad +bc:s(ac)2 ise (5.1)

sisteminin her {(Xn, Y, )} _, ¢0ztimil bir tek limit noktasina sahiptir.

nx

Ispat. Ispat icin (5.19)-(5.22) formiillerini kullanacagiz. Bunun igin

£ =Mmax {| p1| ,| p2| , | p3|} oldugunu  kabul  edelim. Bu  durumda, eger

(C;—Ci.s)(C; +Cy5) %0, (j=12.3), ise n—>co iken

J

p p p p
X %—’ Xn+ PN n_)—’ N+ %—'
 Tap+b’ ™ Tap+b & cp+d Yava cp+d

olur. Gergekten, genelligi bozmadan |p1|=max{|pl|,|p2|,|p3|} olmak iizere, (5.19)-

(5.22) formiillerinin N — oo iken limitleri alinirsa,

lim x :pl 2 Cl—C4+(C2—C5)(p2/p1) i +(C3_C6)(p3/pl) 2
2n 2n+1 2n+1 2n+1
o p p1(C1_C4) pz(Cz_Cs) i p3(C3_C6) =
A T ord oo ad (p/p) 2 + 3 (ps/p)
_Cp +d
Pl
ap, +b
. _ pln C1+C4+(C2+C5)(p2/p1)n+(C3+C6)(p3/pl)n
MM%ers =03 5 (C4C,) 1 (C,4C)) . p(C,+C,) 1
1 1 1 4 2 2 5 n+ F3\~3 ") n+
coid " cpad (/)" + — (ps/p)
_Cp +d
L
ap, +b
C +C C,+C n C.+C n
n pl( 1 d4)+pz( 2 ds)(pz/pl) +p3( 3 de)(pS/pl)
limy, =2 cpo, + cp, + cpo, +
" Py C1+C4+(C2+C5)(p2/pl) +(C3+Ce)(p3/p1)
cp, +d
2nz+1 pl(Cl_CA) + P (Cz _Cs)(pz/pl)zr;l i Ps (C3 _Ce)(p3/pl)2nz+l
. e cp, +d cp, +d cp, +d
!]LrgyZnJrl: 2n+1 ﬁ %
o2 (Cl—C4)+(C2—C5)(p2/p1) 2 +(C3—C6)(p3/p1) g
P
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sonuglari elde edilir. Yine genelligi bozmadan |pl| :max{|p1|,|p2|,|p3|} ve |p2| >|p3|

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, eger C,—C, =0 ve (C,—C;)(C,—C;)#0 ise

n — oo iken

> P>
Xoy = ———, Yonuy = ,
 Tap,+b Yana cp, +d

olur. Eger C,+C, =0 ve (C,+C,)(C,+C;)#0 ise n—oo iken

£ VAN £ ,
ap,+b cp, +d
olur. Diger durumlar benzer sekilde gosterilebilir.

X2 n+1

5.2.2. A=0 durumu

Bu kisimda (5.1) sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik davranisini A=0 olmasi

durumunda inceleyecegiz. Bu kisim iki alt durumda incelenecektir.

Teorem 5.2.2.1. A=0 olsun. Eger ad +bc=—(ac)2/3 ve bd :(ac)3/27 ise, (5.1)

sisteminin her ¢6ziimii bir tek limit noktasina sahiptir.

Ispat. (5.1) sisteminin bir ¢oziimii {(Xn,yn)} . olsun. Istenen sonug, (5.26)-(5.29)

formiillerinden dogrudan limiti alinarak elde edilir. Yani, n — oo iken

X_)acx_)acy_)acy_)ac
M Ta%+3b ™ Tak+3b’ T Tack+3d’ ™ T ac?+3d

olur.

Teorem 5.2.2.2. A=0 olsun. Eger ad +bc+(ac)2/3¢0 veya bd = (ac)’ /27 ise, (5.1)

sisteminin her ¢dziimii bir tek limit noktasina sahiptir.

Ispat. (5.1) sisteminin bir ¢oziimii {(Xn,yn)} olsun. Ispat icin (5.33)-(5.36)

n>-1
formiillerini kullanacagiz. Oncelikle r < p oldugunu kabul edelim. Eger C,—C, #0

ise, N — oo iken

Yo,
cpo+d

e,
Xy = ——, Yoy =



58

olur. Eger C,+C, #0 ise, n — oo iken

P P
Xonsg —> ———1 Yon —
2n+1 ap+b y2 Cp+d

olur. Simdi r>p oldugunu kabul edelim. Eger C,—C,#0 ise, (5.33)-(5.36)

formiillerinden n — oo iken

r
X2n - b’ y2n+l -

ar+ cr+d

olur. Eger C, +C; #0 ise, (5.33)-(5.36) formiillerinden n — o iken

-
X ) —>——— Yy —>——
ot Tar+b’ 7™ Ceor+d

olur. Burada p ve r (5.14) ile verilen Q karakteristik denkleminin sifirlar1 oldugundan

ap+b  p
p° cp+d
ve
ar+b r
r*  cr+d

bagintilarindan yararlanildi.

5.2.3. A>0 durumu

Bu kisimda, (5.1) sisteminin ¢Oziimlerinin asimptotik davranisini A>0 olmasi

durumunda inceleyecegiz.

Teorem 5.2.3.1. A>0 olsun. Eger |p|>r ise bu durumda, (5.1) sisteminin ¢dziimleri,

karakteristik denklemin p kokiine yakinsar.
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Ispat. (5.1) sisteminin bir ¢dziimii {(Xn'y”)}nz—l olsun. (5.39)-(5.42) formiillerinden

dogrudan limit alinarak, eger C, —C, #0 ise

[ — C C)cos(%ﬁ) (CS—CG)sin(an_leﬂ]
(ap+b)(C1—C4)+(pj23{ )[arcos(%ﬂjmc (2n2 30]] +(C,-C; )(arsm(znzl j+bsm(2nzgt9m

P
ap+b’

limx,, =lim

n—wo n—w

(ap+b)(C1—C4)+[;j2n23[(Cz—C5)(arcos(znz_lﬁ)mcos(znz_sﬁ)j+(C3—Ca)[arsin(2nz_10j+bsin(2nz_30m
pz[(clc‘l){p]m{(c c)cos[znz”ej (c, c)sm[znz”em

limy,,, =lim
nN—w N—w

limitleri elde edilir. Eger C, +C, =0 ise

p[(C1 +C4)+(;Jn [(C,+C,)cos(ng)+(C, +C, )sin(nd) |

limx,,, = im
(ap+b)(C, +C4)+(;] [(C, +C,)(ar cos(nd) +bcos((n-1)6))+(C, +C, )(arsin(ng) +bsin((n-1)8))
_ P
ap+b’
(ap+b)((:1+c4)+[rjn_2 [(C,+C,)(arcos((n-1))+bcos((n-2)8))+(C, +C, ) arsin((n-1)6) +bsin((n-2)6)) |
imy, -1 :

2 [(cﬁg){;]n [(C,+C,)oos(n8) +(C, +C, sin(nd)]

_apth_ p

limitleri elde edilir.
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Teorem 5.2.3.2. A>0 olsun. Eger |p|<r ise (5.1) sisteminin her ¢dziimii ya

periyodiktir ya periyodik olmayacak sekilde salinnmhidir ya da kapali bir aralikta

yogundur.

Ispat. |p|<r olsun. Ayrica

C,-C,=Asin@, C,~C,=Acosa, A=y(C,-C,) +(C,~C,)

ve

C,+Cs=Bsinw,, C,+C,=Bcosw, B=\(C,+C,)’+(C,+C,)

olsun. Burada @, @,, A ve B keyfi sabitler olup, C, (i=2,35,6) keyfi sabitlerinin
yerini tutar. Bu durumda (5.39)-(5.42) formiillerinden

2n-1

) r(Q‘Q)(fj ’ +rAsin[2n2_19+a)1j 547

2n 2n-3

(ap+b)(C, —C4)(/:) 4 arAsin(znZ_leJr a)lj+bAsin(2n2_30+wl)

X

2

(ap+Db)(C, _C“)([r)j + arAsin(2n2_16+a)lj+bAsin(2n2_39+a)l)

Yona = 20+l

> (5.48)
rz(Cl—C4)(pj i +r2Asin(2n2+16’+wlj
r
formiilleri, (5.40)-(5.41) formiillerinden
r(C,+C )('Ojn +rBsin(nf+ w,)
1 4 r 2
il (549)

(ap+b)(C, +C4)(’fjnl +arBsin(nd + e, )+bBsin((n-1)6+ w,)
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;
Yon = (5.50)

r’(C, +C4)(/:j +r°Bsin(nf+ o,)

(ap+b)(C, +C4)(pjn2 +arBsin((n-1)6+w,)+bBsin((n-2)0+w,)

formiilleri elde edilir. Burada bazi durumlar ortaya ¢ikar.

1) 0e{x:x=(p/a)z, peZ qeN\{0,1},(p,q)=1} olsun. Bu durumda @, z nin bir
rasyonel katidir.

a) C,—C, =0 ise (5.47) ve (5.48) formiillerinden goriiliir ki {X,,} Ve {y,,.,} dizileri q
periyotludur,

b) C,+C, =0 ise (5.49) ve (5.50) formiillerinden goriiliir ki {X,,.,} Ve {y,,} dizileri g
periyotludur,

c) C,—C,#0, |p|=r ise (5.47) ve (5.48) formiillerinden goriiliir ki {X,,} Ve { Y.}
dizileri p ¢ift oldugunda q periyotludur, p tek oldugunda 2q periyotludur,

d) C,+C, #0, |p|=r ise (5.49) ve (5.50) formiillerinden gbriiliir ki {X,,,} Ve {¥,,}
dizileri p ¢ift oldugunda q periyotludur, p tek oldugunda 2q periyotludur,

e) (C,—C,)(C,+C,)#0 ve |p|<r ise (5.47)-(5.50) formiillerinden goriiliir ki {x,} ve
{y,} dizileri periyodik olmayacak sekilde salinimlidir. Daha somut olarak, 0<t, <q-1

(i=1,2,3,4) olmak iizere,

(211
rsm(29+w1j arsin(Ztl_19+a)lj+bsin(2t1_3¢9+w1j¢0,
limx,,,.. = 2t -1 2t,-3 ’ 2 2
e 2M* T arsin =2—6+e, |+bsin| =2—60+ _ —
( 2 wl) ( 2 (01) arsin(2t1 16+a)1j+bsin[2t1 39+w1J:0,
, 2 2
too
rsin(t,0+,) arsin(t,0+w,)+bsin((t,~1)0+a,) %0
liM X0, =1 Arsin(t,0+,)+bsin((t,-1) 0+, )’ o ’ N

o , arsin(t,0+a,)+bsin((t,~1)0+a,)=0,
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arsin((t,—1)0+,)+bsin((t;-2) 0+ w,)
!m y2nq+t3 = rz Sin (t39+ wz)
too

, sin(t,0+w,) =0,
, sin(t,0+w,)=0,

(2t,-1 _(2t,-3
arsm( 5 ¢9+a;1)+bsm( 5 49+w1j Sin(2t42+10+a)1j¢0,

M Yargutyn = rzsin(2t4+19+a)l) - (2t +1
2 sm( 42 9+a)1j:0.

+ o0

Bu demektir ki ¢6ziim ¢ periyotlu ya da 2q periyotlu bir ¢oziime yakinsar.
2) Oe{x:x=(p/a)z, peZ qeN\{0,1},(p.q)=1} olsun. Bu durumda ¢, 7 nin
rasyonel olmayan bir katidir. Kronecker Teoremi’nden ve @nin bir irrasyonel sayi

olusundan keN, i=12 ve 6€(0,7) i¢in kO+w, €(0,+0) olur. Boylece

k

0<sin(k¢9+a)j)<1 ve 0<sin( 6?+a)jj<1 olur. Yani {sin(k9+a)j)} ve

{sin(2k2_19+a)j]} dizileri (0,1) araliginda yogundur. Bu yiizden eger |p|<r ise
k

(5.47)-(5.50) formiillerinden goriiliir ki {x,} ve {y,} dizileri reel sayilar kiimesinde
yogundur.

|p| =T olsun. Bu durumda eger (Cl—C4)2 > A% ise {X,,} ve {Y,,,,} dizileri kapali bir
aralikta yogundur. Eger (C,+C,)” >B? ise {X,,,} Ve {y,,} dizileri kapali bir aralikta

yogundur. Yani bu dort alt dizi sinirhdir. Fakat monoton olmadiklari i¢in tek bir limit
noktalar1 yoktur. Bu da ¢6zlimiin kapali bir aralikta yogun oldugunu, yani bu kapal

araligin her noktasinin ¢6ziim i¢in bir limit noktas1 oldugunu gosterir.

Eger (C,—C,)" = A? ise (5.47)-(5.48) formiillerinden

r(l+sin(2n2_19+a)1)]
ar (1+3i”(2n2_19+0’1D+ b(1+sin(2n2_3 0+ wlD




ar(l+sin(2n_19+a)1jj+b(1+sin(2n_3¢9+a)1D
2

y 2
=

ifadelerini, eger (C1+C4)2 =B? ise (5.49)-(5.50) formiillerinden

r(1+sin(n+aw,))
ar(Lsin(n0+0,) +b{L+sin((n-1) 0+ )

X2n+l = '

ar(1+sin((n-1)0+a,))+b(1+sin((n-2)0+a,))
r* (1+sin(n6+w,))

yZn =
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ifadelerini elde ederiz. Agikga eger bu ifadelerin paydalari sifir degilse {x,} ve {y,}

dizileri (0,+o0) araliginda yogundur.

Eger (Cl—C4)2<A2 ise yeterince biiyiik nler i¢in {X,,} ve {y,,,} dizileri Rde

yogundur.

Eger (C,+C,)" <B? ise yeterince biiyiik nler igin {x,,,.} ve {y,,} dizileri Rde

yogundur.

Uyan 5.2.3.1. |p|>r oldugu durumlan belirlemek i¢in Lemma 4.3.3.3. (5.14) kiibik

denklemine uygulanmalidir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calisma

rasyonel fark denkleminin ¢oOziilebilirligi ve ¢Oziimlerinin  davranislarinin
incelenmesinden hareketle ortaya ¢ikmustir.
Bu calismada, X,,X,,Y,, Y, baslangic sartlar1 ve a,b,c,d parametreleri reel

sayilar olmak iizere

fark denklem sistemi ele alindi. Baz1 degisken degistirmeler kullanilarak ele alinan
sistem lineer bir sisteme doniistiiriiliip ¢6ziilebilir oldugu gosterildi. Ayrica, elde edilen
genel ¢oziim yardimiyla ¢oziimlerin davranisi incelendi.

Yukaridaki sistemde a,b,c,d katsayilari, elemanlar1 reel sayilar olan
(an),(bn),(cn),(dn) periyodik dizileri olarak alinip, ortaya ¢ikan fark denklem

sisteminin ¢oziilebilirligi arastirilabilir. Elde edilen genel ¢6ziim yardimiyla ¢oziimlerin
asimptotik davranislar1 arastirilabilir. Ayrica, daha yiiksek mertebeden c¢oziilebilir

sistemlerin varlig1 arastirilabilir.
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