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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KOLERA HASTALIGI ICIN OLUSTURULAN BiR MATEMATIKSEL
MODELDE HASSASIYET VE CATALLANMA ANALIZI: IRAK UZERINDE
BIR UYGULAMA

Khalid Jamal Shukur SHUKUR

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal
Damsman: Do¢. Dr. Mehmet YAVUZ

2024, 79 Sayfa

Jiiri
Do¢. Dr. Mehmet YAVUZ
Dr. Ogr. Uyesi Muammer AYATA
Dr. Ogr. Uyesi Giilsen ORUCOVA BUYUKOZ

Matematiksel ~modellemenin  kullantmi  6zellikle son zamanlarda giderek
yayginlagsmaktadir. Bulagict hastaliklarda bagarili sonucglar vermesi ile izolasyon, asilama ve
tedavi gibi 6nlemlerin bu tiir hastaliklarin yayilmasini kontrol etmek icin genellikle cok 6nemli
oldugu sonucuna ulagilmisti. Matematiksel modelleme, bir popiilasyondaki bulasici
hastaliklarin dinamiklerini analiz ederek, onlarin gelecekteki yonlerinin tahmin edilmesine
yardimci olur. Bu ¢alismada, duyarl (), maruz kalan (E), enfekte (1), iyilesen (R) ve bakteri
konsantrasyonunu (B) iceren kolera hastalidinin bir matematiksel modeli incelenmistir. Negatif
olmayan bir ¢dziim bolgesinin varligi ve ilgili kompartimanlarin sinirlilig1 gosterilerek modelin
biyolojik uygunlugu ortaya konmustur. Hastaligin denge noktalar1 hesaplanmis ve hastaliksiz
denge noktasimin yerel kararlilifi analiz edilmistir. Ayni1 zamanda bulagic1 hastaliklarda

hastaliZin gelecekteki seyri hakkinda énemli bilgiler veren bir parametre olan temel iireme sayist

v



hesaplanmig, bu saymin hassasiyet analizi gergeklestirilerek hangi parametrelerin bu sayi
iizerinde ne kadar etkili oldu§u ve bu parametrelerin temel iireme sayisini nasil etkiledigi
incelenmigtir. Bununla birlikte kolera modeli icin catallanma analizi yapilmis ve dogal 6liim
oraninin popiilasyonlar iizerindeki catallanma diyagramlari olugturulmustur. Son olarak, yeni
geligtirilen modelin parametreleri (toplam sekiz adet) Irak Saglik Bakanligi’ndan alinan gercek
veriler kullanilarak en kiiciik kareler egri uydurma teknigi ile belirlenmistir. Bu belirlenen
degerlere dayal1 olarak sayisal simiilasyonlar gerceklestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kolera hastaligi, hassasiyet analizi, parametre tahmini, sayisal

simiilasyon, temel iireme sayisi, catallanma analizi
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The use of mathematical modeling has become increasingly widespread, especially in

recent years. With successful results in infectious diseases, it has been concluded that measures
such as isolation, vaccination and treatment are often crucial to control the spread of such
diseases. Mathematical modeling analyzes the dynamics of infectious diseases in a population,
helping to predict their future directions. In this study, a mathematical model of cholera disease
including susceptible (.5), exposed (E), infected (I), recovered (R) and bacteria concentration
(B) is investigated. The biological relevance of the model is demonstrated by showing the
existence of a non-negative solution region and the boundedness of the compartments involved.
The equilibrium points of the disease are calculated and the local stability of the disease-free
equilibrium point is analyzed. At the same time, the basic reproduction number, which is a

parameter that gives important information about the future course of the disease in infectious
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diseases, is calculated and the sensitivity analysis of this number is carried out, which
parameters are effective on this number and how these parameters affect the basic reproduction
number. In addition, bifurcation analysis is performed for the cholera model and bifurcation
diagrams of the natural mortality rate over populations are constructed. Finally, the parameters
of the newly developed model (eight in total) are determined by the least squares curve fitting
technique using real data from the Iraqi Ministry of Health. Numerical simulations are
performed based on these values.

Keywords: Cholera disease, sensitivity analysis, parameter estimation, numerical

simulation, basic reproduction number, bifurcation analysis
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1. GIRIS

Kolera, bagirsak toksinleri tireten (Vibrio Kolera) bakteri tiirlerinin neden oldugu
bulasic1 bagirsak hastaligidir. Bakteri insanlara, diger kolera hastalarindan vibrio kolera
bakterileri bulagsmis yiyeceklerin yenmesi veya icme suyu yolu ile bulasir. Uzun
zamandir insanlarin, koleranin ana rezervuart oldugu varsayilmaktadir, ancak su
ortamlarinin da bakteri i¢in rezervuar gorevi gorebilecegine dair cok sayida kanit
bulunmaktadir.

Vibrio Kolera, ince bagirsagin mukoza zarlarindaki reseptorlere baglanarak
viicuttan bagirsak kanalina biiyiilk miktarda sivi kaybina neden olan, siddetli ishal ve
potansiyel olarak hayati tehdit eden dehidrasyonla sonuclanan bir bagirsak toksini
ireten gram-negatif bir bakteri (gram-negative bacilli) dir. Bu, hastaliK bilinen en hizli
oliimciil hastaliklardan biridir. Enfekte hastalar tibbi tedavi saglanamazsa ii¢ saat icinde
Olebilir. Yaygin senaryoda hastalik, baglangictaki sivi digkidan 4 ila 12 saat icinde
hastanin soka girmesine ve ardindan agizdan (veya ¢ok ciddi vakalarda damardan)
iyilestirici tedavi saglanmadigi takdirde 18 saat ila birka¢ giin i¢inde Olimii ile
sonuglanir.

Diinya ¢apinda bildirilen kolera vakalarinin cogu Afrika’da goriilmektedir. Oliim
oraninin Afrika’daki tiim vakalarin 5%’1, diger yerlerde ise 1%’den az oldugu tahmin
edilmektedir. Asya kolera hastalig1 olarak da bilinen ilk kolera salgini, 1817-1824 yillar
arasinda Hindistan’in dogusundaki Kalkiita sehrinde yayilmaya baglamistir. Daha sonra
Giineydogu Asya, Orta Dogu, Dogu Afrika ve Akdeniz kiyilarina kadar yayilmaya
devam etmistir. Hindistan’daki kolera salgin1 daha 6nce de birka¢ kez yayilmis ve Cin
ile Akdeniz’e ulasarak yayilimi yavaglamistir. Bu, 19. ve 20. yiizyillar boyunca Asya ve

Avrupa’ya yayilan ilk kolera salgini olarak kaydedilmistir. (Wikipedi, 2024a).



Sekil 1.1. Vibrio Kolera’nin taramal elektron mikroskobu ile elde edilen goriintiisii

2021 yilindan bu yana, kiiresel olarak kolera vakalarinda ve bunlarin cografi
dagiiminda bir artis olmustur. 2021°de DSO (Diinya Saglik Orgiitii), 23 iilkede
cogunlukla Afrika ve Dogu Akdeniz Bolgelerinde olmak iizere kolera salginlari
bildirmigtir. Bu egilim 2022 yilinda da devam etmis ve 29’dan fazla iilke Sekil 1.2°de
goriildiigii tizere kolera vakasi veya salgimi bildirmistir. 30 Kasim 2022 itibariyle,
bunlardan 16’s1 uzun siireli salginlar olarak belirtilmistir. Bu iilkelerin ¢ogu, 6nceki
yillara gére daha yiiksek vaka sayilari ve vaka 6liim oram1 (VOO) bildirmistir. 2021°de
kiiresel olarak bildirilen ortalama kolera VOO’su 1,9% (Afrika’da 2,9%) olup, kabul
edilebilir seviyenin (<1%) oldukg¢a iizerindedir ve on yildan uzun bir siiredir kaydedilen
en yiiksek seviyedir.

Yillar siiren diigiisiin ardindan 2022 yilinda kolera vakalariin ve koleraya bagh
oliimlerin sayis1 kiiresel capta artis gostermistir.  Ozellikle 2021°de kolera vakasi
bildirmeyen 13 iilkedeki salginlar endise vericidir. Bunlardan bazilar1 uzun yillardir (3
ila 30 arasinda) herhangi bir kolera salgini bildirmemisti ve bircogu kolera icin endemik
tilke olarak kabul edilmiyordu. Mevcut durum, 1961°de baslayan ve devam eden yedinci

kolera salgininin yeniden canlanmasini temsil etmektedir.
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Sekil 1.2. DSO’ye 1 Ocak - 30 Kasim 2022 tarihleri arasinda bildirilen 100.000 niifus
basina kolera vakasi sayisi
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Sekil 1.3. 1989°dan 2021’e kiiresel kolera yayginhk oram

Bu tip salgin modelleri genel olarak SIR (Duyarl - Enfekte - lyilesen) modeli
adiyla bilinen kompartiman-tipli yapilarla tasarlanmaktadir. Bu tip modeller soyut
modellerle birlestirilmektedir. Buna ek olarak, bu tiir modeller, popiilasyon dinamigi ile
enfeksiyon dinamiklerini bir araya getirerek, bireylerin farkli durumlar arasindaki
gecislerini matematiksel olarak tanimlamaktadir. Ornegin, bir birey 6ncelikle duyarli
(S) durumda bulunur ve enfeksiyona maruz kaldiginda enfekte (1) hale gecer. Zamanla,

enfekte bireyler iyilesebilir ve artik hastaliga karg1 bagisiklik kazanir (R). Bu siiregler,



belirli hizlarla ve oranlarla gerceklesir ve bu sayede popiilasyonun her bir alt sinifinin
biiytikligiindeki degisimler, matematiksel denklemler yardimiyla analiz edilebilir.
Boylece, SIR modellemesi sayesinde, hastalifin yayilimi ve etkileri hakkinda
ongoriilerde bulunmak miimkiin olmaktadir. Diger taraftan, bulagici bir hastaligin temel
tireme sayist Ry, enfekte bir bireyin ortalama olarak ka¢ kisiye hastaligi
bulastirabilecegini gosteren bir Olgiittiir. ~ Bu deger, bulagict hastaliZin yayilma
potansiyelini belirlemek i¢cin 6nemli bir referans noktasidir. Ry > 1 olmasi durumu,
hastaligin popiilasyonda yayilmaya devam edecegi anlamini tagir. Ry < 1 ise hastaligin
yayilma potansiyeli azalir veya duraksar (Comunian vd., 2020).

Irak’ta ilk kolera enfeksiyonu, Siileymaniye sehrinde 20 Haziran 2022’de
kesfedilmistir. Siileymaniye sehrinde hastaliin tespit edilmesinin ardindan ilk vaka 23
Haziran 2022 tarihinde Kerkiik sehrinde, bunun ardindan 30 Haziran 2022 tarihinde
bagkent Bagdat’ta 5 vaka belirlenmigtir. Hastalik 5 Agustos’tan itibaren Irak’taki 10
sehirde tamamen yayilarak etkisini gostermistir. Enfeksiyonlarin 2022 yili Agustos
aymin ortasindan itibaren siirekli bir artis gosterdigi gozlemlenmistir. Bu durumun
ardindan Irak hiikiimeti gerekli Onlemleri almistir. Irak’ta koleranin yeniden
yayllmasinin nedenlerinden biri, Irak Saghk Bakanhigi (ISB)’ye gore Irak
Cumbhuriyeti’nin son yillarda tarim icin yeralt1 sularim1 kullanmasi olarak ac¢iklanmugtir.
ISB’nin 2016 yilinda yaptif1 agiklamaya gore, Irak Cumhuriyeti’nin kuzeyinde ve
merkezinde bulunan yeralti sularinin kirli oldugu belirtilmistir. Yeraltt suyu
kirlenmesinin nedenleri arasinda, son yillarda yasanan savaslar, Irak’in altyapisinin
ihmal edilmesi ve kanalizasyon sisteminin Irak’in tiim sehirlerinde bulunmamasi
sayilabilir. Sonug¢ olarak, yeralti suyu, kirlenmeye karsi olduk¢a savunmasiz hale
gelmistir (ISB, 2024). Bu nedenlerle kolera hastaligi Irak’ta yeniden yayilmaya
baglamis ve hayati tehdit eder hale gelmistir. Bu durum, bu tez ¢alismasinin temel
konusu olarak ele alinmis ve Irak’ta kolera hastaliinin yeniden yayilmasina yonelik
koleranin matematiksel modelinin olusturulmasina ve Irak’tan gercek veriler kullanarak

analiz edilmesine kaynak tegkil etmisgtir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Tezin bu boliimiinde, literatiirde ilgili alanda yapilmis bazi calismalara
deginilecektir.

En Onemli ve yaygin olarak kullanilan epidemiyolojik modellerden biri, belirli
bir popiilasyondaki duyarli, enfekte ve iyilesmis bireylerin sayisindaki degisiklikleri
tanimlayan ii¢ boyutlu bir sistemden olusan SIR hastalik yayilim modelidir. Bu model
ilk olarak 1927°de Kermack ve McKendrick tarafindan gelistirilmistir (Kermack ve
McKendrick, 1927). Basitligine ragmen bir¢ok enfeksiyon hastalif1 icin kullanish ve
uygulanabilir bir modeldir. Bircok arastirmaci tarafindan S7R modeli ve literatiirdeki
farkli 6zel modifikasyonlar1 hakkinda ilgili calismalar yapilmistir (Arqub ve El-Ajou,
2013).

Wei vd. (2021) yaptiklart calismada, ani c¢evresel bozulmalar g6z Oniinde
bulundurularak, anahtarlamali rastgele bozulmalar ve sinirli tibbi kaynaklara sahip STR
salgin sisteminin catallanma ve havza kararliligimi incelemiglerdir. Teorik analize
dayanarak, catallanma diyagraminda dinamik senaryolarin farkli oldugu bolgeler
bulmak miimkiindiir. Sasirtict bir sekilde, hastaligin yok edilmesi ile endemik hale
gelmesi arasinda onemli bir gegis durumu olarak kabul edilebilecek olan (a, f)
parametre uzayinda iki degiskenli bolge tespit edilebilmektedir. Salgin sisteminin iki
durumlu hali i¢in, anahtarlama rastgele bozuculugunun havza kararlilig1 iizerindeki
etkisi, ilk kacis olasiligi (IKO) ve yeni kararlilik indeksi ile incelenmistir. Markov
sicrama siirecinin stokastik ortalamasi alindiginda, anahtarlama giiriiltiilli S7R modeli
olasihik agirhikli Itd stokastik diferansiyel denklemine indirgenmektedir. Ilk kacig
olasiliginin elde edildigi iligkili geriye doniikk Kolmogorov denklemi olusturulmustur
(Wei vd., 2021).

Paul vd. (2023) calismalarinda, Holling tip II doymus insidans orani ve tedavi
oranina sahip kesirli mertebeden SR modeli, Caputo kesirli tiirev yaklagimiyla
incelenmiglerdir. Yeni modelin ¢oziimiiniin varlik ve teklik kriterlerinin yani sira negatif
olmama ve smirlilik 6zellikleri de belirlenmistir. Modelin kararlilik analizi, sistemin
Ry < 1 oldugunda E, hastaliksiz denge noktasinda ve 'Ry > 1 oldugunda F, salgin
dengesinde hem yerel hem de kiiresel olarak kararli oldugunu gostermektedir. F£j’da

Ro = 1 igin model bir ileri catallanma sergilemistir. Onerilen modelin ¢6ziimiinii



yaklagik olarak elde etmek igin kesirli mertebeden Taylor yaklasimi kullanilmistir.
Ey ve E,’1n kararlilik agisindan nasil davrandigr arastinldifinda, Ry < 1 oldugunda
hastaliksiz dengenin yerel ve asimptotik olarak kararli oldugu ve Ry > 1 oldugunda
kararsiz oldugu kesfedilmistir. Fy’da Ry = 1 i¢in model, ¢ = % parametresiyle bir
ileri catallanma sergilemektedir. Sayisal simiilasyonlar araciligiyla, tedavinin Holling
tip II tedavi oranina gore belirlenmesinin yeni enfeksiyonun daha verimli bir gsekilde
yonetilmesiyle sonug¢lanabilecegi kesfedilmistir (Paul vd., 2023).

Abac1 vd. (2008) calismalarinda kararli bir denge noktasindan uzaklasan bir gii¢
sisteminin c¢atallasma analizi ile dinamik gerilim kararlili§1 analizi gerceklestirilmisgtir.
Eyer-diigiim noktasi catallagsmasi, gii¢ sistemlerine uygulanarak sistemin kararlilik
stnirlariin belirlenmesinde oldukg¢a yaygin olarak kullanilmistir. Bu g¢alismalarinda
catallagsma teorisine dayanarak basit bir gii¢ sisteminin dinamik gerilim kararliliginin
analizini  gerceklestirmislerdir. Bulunan sonuglar verilen teori detaylariyla
iliskilendirilerek sistemin durum uzayinda davranisi agiklanmistir (Abaci vd., 2008).

Alexanderian vd. (2011), kolera dinamiklerini, Banglades icin tahmin edilen
parametrelerin kullanildig1 SR epidemiyolojik modelinin bir varyasyonu araciligiyla
incelemisler ve muson mevsiminin sonunda bir koruma kontroliiniin uygulanmasi
onerisiyle sonu¢lanan optimal bir kontrol kullanmiglardir (Alexanderian vd., 2011).

Kolera dinamiklerini analiz etmek i¢in genel bir insidans orami ve patojen
konsantrasyonunun genel bir formiilasyonunu iceren yeni ve birlesik bir deterministik
model sunmuglardir (Wang ve Liao, 2012). Kalici bagisiklik kazandiran bulagict
hastaliklar, epidemiyolojik modellerle modellenmistir (Vargas-De-Le6n, 2009).

Kolera salginlar1 icin yakin zamanda onerilen bir model genellestirilmistir; bu
model, farkli topolojilere sahip aglarla birbirine baglanan diigiimlerin bolgesel olarak
acik bir diizenlemesinde duyarli ve bulagici yerel topluluklar: agciklamistir (Bertuzzo vd.,
2010).

Edward ve Nyerere (2015) gelistirdikleri bir kolera modelinde, bir lojistik
fonksiyonu ve insandan insana bulagsma ile temsil edilen cevreden insana bulagma ile
insan popiilasyonlar1 ve ¢evresel bilesenin (SIR — B) birlesik sistemidir. Standart toplu
eylem yasasi tarafindan, bu modeli asilama, tedavi, egitim kampanyast ve su
sanitasyonu ekleyerek gelistirmiglerdir (Edward ve Nyerere, 2015).

Yasa bagli olarak degisen kolera yakalanma riski goéz Oniine alindiginda, yasa

gore yapilandirilmig bir model kullanmak, hastaligin seyrine dair ek i¢goriiler elde etme



ve farkli tedavi stratejilerinin etkinligini inceleme imkani sunabilir. Bu model,
hiperbolik kismi diferansiyel denklemler sistemi seklinde ifade edilmistir ve yas
gruplariin dinamiklerine gore hastalifin yayilimini ve etkilerini incelemek icin bir
cerceve saglamistir. (El-Sayed vd., 2007).

Kolera gibi bulagici hastaliklar iceren biiylik Olcekli halk saghigi projeleri,
gercek hayattaki epidemiyolojik ve c¢evresel karmasikligi giivenilir bir tahmin
yontemiyle giivenilir bir sekilde aciklayan salgin modelleri saglama ihtiyact agisindan
biiylik bir pratik sorun teskil etmektedir. Duyarli-enfekte-iyilesmis (SIR) tipinin
deterministik modelleri, kolera da dahil olmak iizere ¢ok cesitli yayilan hastaliklar icin
standart bir cerceve saglamaktadir (Azaele vd., 2010).

Weiss (2013) popiilasyon diizeyinde, koleranin konakg¢ilar arasi bulagsmasini
modellemek icin Duyarli-Enfekte-Iyilesen (SIR) yapisin1 kullanmaktadir.  Bireysel
konakg¢i diizeyinde, patojenin insan viicudundaki evrimi dahil edilmektedir. Konak arasi
ve konak i¢i dinamikler, patojenin biiylimesini ve insan viicudu disindaki konaklarla
etkilesimini karakterize eden cevresel bir denklemle baglantilidir. Her bir host i¢in bir
ayrim yaparak host i¢i dinamiklere 6zel bir onem verilmistir. Kolera bulagsmasiyla ilgili
cesitli senaryolar1 kesfetmek ve karmasik, cok Olcekli hastalik dinamiklerini daha iyi
anlamak i¢cin hem matematiksel analiz hem de sayisal simiilasyon yiiriitiilmiistiir. Son
olarak, gercekci bir vakayi ele alarak mevcut tibbi kaynaklarin kolera bulagmasi
tizerindeki etkisi analiz edilmigtir: 2017-2018 yillar1 arasinda Yemen kolera salgininin,
simiilasyon sonuglarimi Diinya Saghk Orgiiti (DSO) tarafindan yayinlanan salgin
verilerine bakilarak, bu iilkedeki farkli cografi bolgelerle farkli hastalik prevalansi ve
ciddiyet diizeylerinin baglantili oldugu ve kolera onleme ve miidahale cabalarinin
stratejik olarak uygulanmasi gerektigi kanisina varilmistir. Model, acik bir ¢oziime
sahip olmayan, birlestirilmis {i¢ lineer olmayan adi diferansiyel denklem sisteminden
olusmaktadir. Bu basit modelin halk sagh§ miidahaleleri i¢in teorik bir temel
olusturmaya nasil yardimcit oldugunu ve halk saghginmin birkac kose tasinin
aydinlatilmasi icin bdyle bir modele nasil ihtiya¢c duydugunu gostermiglerdir (Weiss,
2013).

Kolera, diinyanin bir¢ok iilkesinde ve bolgesinde onemli bir halk saglig: yiikii
olmaya devam etmekte ve bu da bulagmasi, yayilmasi ve kontrolii ile ilgili
mekanizmalarin daha derinden anlasilmasi gerektigini vurgulamaktadir. Bu kapsamda

matematiksel modelleme, kolera dinamiklerini arastirmak ve etkili miidahale



stratejilerini kesfetmek icin degerli bir arastirma araci sunmaktadir. Wang ve Liao
(2012) temel kolera bulasma modellerinin ve uygulamalarimin tamtilmasindan
baglayarak, mekansal ve zamansal heterojenlikleri, hastalik kontroliiniin etkilerini, insan
davraniginin etkilerini ve cok olcekli enfeksiyon dinamiklerini iceren ¢esitli yonlerde
model uzantilarin1 arastirmiglardir. Kolera dinamikleri iizerine gelecekteki modelleme
cabalar1 icin baz1 zorluklar1 ve firsatlar tartisilmig ve bu arastirma alanim ilerletmede
farkli modelleme gruplari ve farkli disiplinler arasindaki is birliklerinin Snemi
vurgulanmigtir (Wang ve Liao, 2012).

Matematiksel modelleme, bulasici hastalik salgin dinamiklerini incelemek ve
olas1 miidahalelerin etkilerini simiile etmek i¢in degerli bir aractir. Chao vd. (2014)
yaptiklar1 calismada, kolera salginlarint modellemeye yonelik yaklagimlart ve 6zellikle
Haiti’de olmak iizere miidahale stratejilerini kesfetmek icin modellerin nasil
uygulandig1 aciklanmistir (Chao vd., 2014).

Gectigimiz yillarda, matematiksel tekniklerin kullanilmasina odaklanan kolera
salgin modellerinin gelistirilmesinde biiylik basarilar elde edilmistir. Ayrica, makine
ogrenimi (ML) gibi ileri teknolojilerin kullanimi, Tanzanya da dahil olmak {iizere
gelismekte olan iilkelerde kolera salginlarinin modellenmesinde acik¢a uygulanmamisgtir
(Leo, 2020).

Enfeksiyon riski altindaki popiilasyonu temsil eden kolera salginlar i¢in yakin
zamanda Onerilen bir model genellestirilmigtir. Bulgularin 6nemi, uzamsal olarak agik
model tahminleri ile SIR-tipi geleneksel segmentli modeller arasinda potansiyel olarak
ortaya c¢ikan biiyiik farkliliklar olusturmaktadir. Sonuglar, gercek¢i epidemiyolojik
ilginin oldugu bir¢cok durumda, hastalik dinamiklerinin zaman 6l¢eklerinin parca parca
modellerin tahminlerinden ©Onemli Olciide sapan salginlarla sonuglanabilecegini
gostermistir (Bertuzzo vd., 2010).

Iklim degiskenleri, su ortaminda Vibrio Kolera’nin olusumunu, biiyiimesini ve
dagilimini etkilemektedir. Ayrica sosyo-ekonomik faktorlerle birlikte, bu degiskenler
kolera salginlarinin insidansini ve yogunlugunu da etkilemektedir. Bu nedenle kolera,
hidrolojik ve cevresel siireclerdeki degisikliklerle birlikte ozellikle insan
savunmasizliginin kesistigi yerlerde dnemli bir saglik sorunu olmaya devam etmektedir.
Geleneksel kolera risk degerlendirme modelleri, yani bodlmeli hassas-maruz
kalan-enfekte-iyilesmis (SEIR) tip modeller, koleranin insan popiilasyonlarinda

fekal-oral yolla tahmini yayiliminmi belirlemek icin kullanilmistir (Usmani vd., 2021).



Bakhtiar (2016), kolera salginlarinin kontrolii i¢in egitim ve klorlama gibi
miidahale stratejilerinin optimizasyonunu incelemistir. Caligsmalarinda, kolera kontrolii
icin etkili iki strateji Onerilmektedir: bireyler arasinda farkindalik olusturmak amaciyla
egitim ve su kaynaklarin1 dezenfekte etmek i¢in klorlama. Bu stratejiler, SIR modeli
tizerinden bir insan popiilasyonu ve patojen popiilasyonu etkilesimiyle modellenmistir.
Pontryagin maksimum ilkesi kullanilarak, kontrol stratejilerinin optimallik kosullari
tiiretilmis ve ¢oziimleme i¢cin Runge-Kutta yonteminden yararlanilmistir. Farkli kontrol
senaryolarinin etkinligini degerlendirerek, bu stratejilerin kolera salginlar iizerindeki
potansiyel etkilerini ortaya koymustur. Bu yaklasim, salgin kontrolii icin yenilik¢i ve
pratik ¢coziimler sunmay1 amacglamistir (Bakhtiar, 2016).

Musundi vd. (2022) kolera salginlarini incelemek icin ¢ok olcekli bir model
gelistirmislerdir. Calismalarinda, kolera patojeninin insan popiilasyonundaki yayilimini
anlamak amaciyla, yerel diizeyden kiiresel diizeye kadar farkli dlgeklerde etkilesimleri
modellemektedir. Arastirmacilar, hem bireysel davraniglar hem de cevresel faktorlerin
kolera dinamikleri iizerindeki etkilerini ele almislardir. Model, patojenin insanlara
bulagsma yollari, su kaynaklar1 ve hijyen kosullarinin yani sira saglik sistemlerinin
yanitlarin1 da goéz Oniinde bulundurmustur. Bu c¢ok 0Olcekli yaklasim, geleneksel
epidemiyolojik modellerin Gtesine gecerek, daha kapsamli ve dogru tahminler yapmay1
amaclamaktadir. Modelin dogrulugunu sayisal simiilasyonlarla test etmis ve farkl
senaryolar altinda kolera kontrol stratejilerinin etkinligini degerlendirmiglerdir. Bu
calisma, ozellikle diisiik gelirli bolgelerdeki salgin yonetimi icin stratejik miidahalelerin
belirlenmesine énemli katkilar saglamaktadir (Musundi vd., 2022).

Hidayati vd. (2021) kolera salgininin yayilimimi incelemek amaciyla STR
modeline dayali bir matematiksel model gelistirmigtir. Kolera kontrol stratejilerinin
etkinligini degerlendirmek icin optimal kontrol teorisini kullanmistir. Enfeksiyonun
yayilmasini engellemek ve hastalik yiikiinii azaltmak i¢in saglik miidahaleleri ve hijyen
onlemleri gibi kontrol stratejilerini model iizerinde incelemiglerdir. Bu yaklasim,
modelin ¢oziimil i¢in analitik ve sayisal yontemler kullanarak, optimal miidahale
parametrelerini belirlemeyi hedeflemistir. Kolera kontroliine yonelik stratejik kararlar
almak i¢in matematiksel modellere dayali yeni bir perspektif sunmaktadir (Hidayati vd.,
2021).

Shuai vd. (2012) kolera modellemeleri tizerine, hiper-enfektiflik (yani, patojenin

daha hizli yayildigi donemler) ve gecici bagisiklik ©zelliklerini iceren bir model
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geligtirmistir. Bu calismanin, kolera bulaginin dinamiklerini daha dogru bir sekilde
yakalamak i¢in bu iki faktorii dikkate alinir. Gegici bagisiklik nedeniyle insanlarin
belirli bir siire sonra yeniden enfekte olabilecegini ve hiper enfektif donemin hastaligin
yayllma hizim1 artirabilece8ini One siirmiislerdir. Model, bu iki faktoriin, kolera
salginlarinin  uzun siireli yonetimi ve kontrol stratejileri {izerindeki etkilerini
incelemistir.  Calismalarinin sonucunda, gecici bagisikligin ve hiper enfektifligin,
salginin biiyiikliigii ve siiresi lizerinde onemli etkiler yarattif1 ve bu faktorlerin kolera
kontrolil i¢in miidahalelerin optimizasyonunda dikkate alinmasi gerektigi bulunmustur
(Shuai vd., 2012).

Alexanderian vd. (2011) kolera salgiminin yayilmasini incelemek i¢in yas yapili
bir model gelistirmistir. Farkli yas gruplarindaki bireylerin enfekte olma ve bagisiklik
kazanma oranlar dikkate alinarak kolera dinamikleri modellenmistir. Yasa dayali
yapinin salgmin yayilma hizint ve siiresini nasil etkiledigini analiz etmiglerdir.
Simiilasyonlar, yas gruplari arasindaki etkilesimlerin kolera kontrol stratejilerinde
onemli bir rol oynadigim1 gostermistir. Sonug olarak, yasa dayali miidahalelerin salgin
yonetiminde daha etkili olabilece8i ve bu tiir modellerin kolera kontrol stratejilerinin
optimizasyonunda kullanilabilecegi bulunmustur (Alexanderian vd., 2011).

Andam ve Hanage (2015) Streptococcus bakterisinin genom evrimi iizerindeki
mekanizmalart incelemistir. Bu bakterilerin genetik cesitliligini ve evrimsel siireclerini
sekillendiren faktorler tartisilmistir. Yazarlar, horizontal gen transferi (HGT),
mutasyonlar ve seleksiyon gibi evrimsel siireclerin, Streptococcus tiirlerinin
patojenikligini nasil etkiledigini ve bakteriyel diren¢ gelisimini nasil hizlandirdigini
aciklamiglardir. Ayrica, genetik evrimin bu bakteriler i¢cin nasil bir adaptasyon sagladigi
ve salginlarin yayilmasini nasil sekillendirdigi ele alinmistir. Streptococcus’un genetik
evriminde cevresel etmenlerin, insan bagisiklik yanitlarinin ve antibiyotiklerin 6nemli
bir rol oynadigin1 ortaya koymustur. Sonu¢ olarak, bu evrimsel siireclerin daha iyi
anlagilmasi, bakteriyel enfeksiyonlarin kontrolii ve tedavisi i¢in yeni stratejilerin
geligtirilmesine katki saglayabilir (Andam ve Hanage, 2015).

Lemos-Paiao vd. (2022) kolera salginlarint modellemek i¢in SIQRB
(Duyarhi-Enfekte-Karantinaya Alinnug-lyilestirilmis-sudaki bakteri
konsantrasyonu)modelini gelistirmistir.  Bu model, enfekte bireylerin karantinaya
alinmasi ve Oliimlerinin dikkate alinmasi gibi gecikmeli faktorleri igerir. Optimal

kontrol tedavisi kullanarak, salginlar1 kontrol etmek i¢in en uygun miidahaleleri
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belirlemeye calismiglardir. Model, salginin yayilmasini ve etkilerini azaltmak i¢in
egitim, karantina ve tibbi tedavi stratejilerinin nasil en iyi sekilde uygulanabilecegini
gostermektedir. Optimal kontrol stratejilerinin kolera salginlarinin yonetiminde 6nemli
bir rol oynayabilecegi bulunmustur (Lemos-Paiao vd., 2022).

Adamu vd. (2019) daha gercek¢i varsayimlar kullanarak gelistirilmis bir SIR
modelinin matematiksel bir uygulamasini sunmustur. Modelleri, hastaliklarin yayilimini
daha dogru bir sekilde simiile etmeyi amaglar ve klasik SIR modeline ek olarak, insan
hareketliligi ve ¢evresel faktorleri de hesaba katar. Arastirmada, modelin epidemiyolojik
tahminlerde dogrulugunu artirmak icin bazi Onemli iyilestirmeler yapilmistir. Bu
geligtirilmis model, hastalik yayilimi {izerinde daha tutarli ve giivenilir analizler
yapmay1 saglar. Ayn1 zamanda, modelin 6zellikle saglik politikalarinin olusturulmasinda
ve salgin yonetiminde faydali olabilece8ini vurgulamiglardir (Adamu vd., 2019).

Onerilen diferansiyel denklem tabanli kolera modeli, geleneksel SIR tipi bulasici
hastalik modellerinden farkli olarak, ortam kaynakli kolera bakterilerini dogrudan
hesaba katmaktadir. Bu yaklasim, hastaligin yayilimin1 daha gercekci bir sekilde
modellemeyi amaclar. Modelde, bulasma orani, doza bagl bir Michaelis-Menten tipi
fonksiyonel yanit ile tamimlanmigtir. Bu, bakteriyel yiik ve bireylerin enfekte olma
olasilig1 arasindaki iligkinin daha dinamik ve dogrudan bir sekilde modellenmesini
saglar. Boylece, daha dogru epidemiyolojik tahminler elde edilmesi miimkiin hale gelir
ve kolera gibi hastaliklarin kontrolii icin daha etkili stratejilerin gelistirilmesine katki
saglamiglardir (Tian vd., 2013).

Gii¢ sistemlerinin gerilim kararhili§1 ¢caligmalarinda, catallanma analizi oldukga
yaygin olarak kullamilmaktadir.  Catallanma noktasinin belirlenmesi ile sistemin
yiiklenebilirlik ~ sinirlart  tespit  edilip, planlama ve kontrol ¢alismalarinda
kullanilmaktadir.  Abaci vd. (2008) calismalarinda, kararli bir denge noktasindan
uzaklasan bir gii¢ sisteminin, catallanma analizi ile dinamik gerilim kararlilig1 analizi
gerceklestirmislerdir (Abaci vd., 2008).

Basit dinamik sistemlerde catallanmalar ve kaos alaninda bazi basit dinamik
sistemlerin davranig1 matematiksel modeller olusturularak incelenmistir.  Siirekli
haritalar icin periyodik yoriingeler ilizerinde incelemeler yapilarak ve kaosun alameti
farikas1 olan baglangic kosullarina duyarli bagimlilik fikri elde edilmistir (Theivasanthi
vd., 2009).

Merkez-manifold indirgemesine ve Poincare-Birkhoff normal formlarina
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dayanan dengeden catallanma teorisi giris diizeyinde gézden gecirilmistir. Vurgu, tek
parametreli sistemlerdeki en basit tiirsel catallanmalar iizerindedir. 1ki uygulama
ayrintili olarak gelistirilmigtir: bir thxee-wave xnode kuplaj modelinde meydana gelen
bir Hopf catallanmas1 ve gercek Landau-Ginzburg denkleminde meydana gelen sabit
durum catallanmalari, birden fazla parametreli problemlerde dejenere catallanmalarin
onemine bir drnek saglarlar ve ikincisi, siirekli bir simetri ile bir ¢atallanma problemine
eklenen yeni etkileri gosterilmistir (Crawford, 1991).

Kuznetsov vd. (1992) dogrusal olmayan fark denklemleri, catallanma ve kaos
konularina kapsamli bir giris sunmaktadir. Ekonomi gibi dinamik sistemlerdeki
karmagik davranislart modellemek i¢in fark denklemlerinin nasil kullanilabilecegini
tartigmaktadir. Calismalarinda, sistemdeki parametre degisimlerinin nasil
catallanmalara yol acabilecegi ve bu catallanmalarin kaotik davranislart nasil
tetikleyebilecegi incelenmistir. Ozellikle, ekonomik modellerdeki dogrusal olmayan
dinamiklerin, sistemin ongorillemez hale gelmesine neden olabilecegi vurgulanmistir.
Sonug¢ olarak, Grandmont, ekonomik analizlerde kaos ve catallanma gibi olgularin
dikkate alinmasinin, daha gercekci ve dinamik modellerin olusturulmasina olanak
saglayacagini one siirmektedir (Kuznetsov vd., 1992).

Adi diferansiyel denklemler, fark denklemleri ve zaman gecikmeli diferansiyel
denklemlerle tanimlanan dinamik sistemlerin davranislar1 ele alinmistir.  Ozellikle,
dongiilerin ve kaosun azaltilmasi, Hopf ¢atallanmasinin kontrolii, kaos kontrolii ve kaos
senkronizasyonu gibi konulara 6zel bir vurgu yapilmistir. Hem matematiksel teorilerin
hem de pratik miihendislik problemlerinin ¢oziimiine yonelik kapsamli bir analiz
sunmaktadir.  Bu baglamda, sistemlerin stabilite analizinden kaotik dinamiklerin
kontroliine kadar genis bir yelpazede uygulamali yaklagimlar gelistirilmistir. Bu tiir
dinamik sistemlerin yonetimi ve kontrolii i¢in teorik ve miihendislik perspektifinden
giiclii bir temel saglamislardir (Awrejcewicz ve Lamarque, 2003).

Nijerya’da kolera enfeksiyonunun yayilmasini azaltmak i¢in agilar ve kisisel
hijyenin etkisini degerlendiren deterministik bir model 6neriyor. Model, optimal kontrol
stratejisi ve duyarlilik analizi kullanarak, asilar ve hijyenin kolera kontroliindeki
etkinligini gosteriyor (Mustapha vd., 2024).

Dogrusal olmayan insidans ve tedavi oranlarina sahip kesirli mertebeden SIR
modelinin analizi yapilmig, Holling tip II insidans ve Monod Haldane tedavi oranlar1

kullanilmigtir.  Ayrica, tedavi oramini1 kontrol parametresi olarak igceren bir kontrol
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stratejisi Onerilmis ve modelin ¢oziimii kesirli mertebeden Taylor yontemiyle elde
edilmistir (Paul vd., 2024).

HIV ve tiiberkiiloz (TB) koenfeksiyonunun bulasma dinamiklerini analiz eden bir
model gelistirmektedir. Ozellikle TB tedavisinin mevcut oldugu durumlarda, HIV-TB
koenfeksiyonunun etkileri incelenmis ve TB’nin yeniden enfeksiyon yatkinliginin belirli
kosullarda nasil degistigi arastirllmigtir. Calisma, HIV-TB koenfeksiyonunun daha iyi

anlagilmasina ve tedavi stratejilerinin optimize edilmesine katkida bulunmaktadir (Bolaji

vd., 2024).
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3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, calisma siiresince referans alinacak bazi teoremler ve temel

kavramlar iizerinde inceleme yapilacaktir.

3.1. Diferansiyel Denklemler

Birinci dereceden bir diferansiyel denklem

dz
— = t 3.1
formuna sahiptir. Bu denklemde f(x, t) verilen bir fonksiyondur. Bu denklemin ¢6ziimii,

agagidakileri saglayan bir z(t) fonksiyonunun bulunmasi gerektigi anlamina gelir:

dx(t)

Vo 3 fz(t),1). (3.2)

Aslinda bu tiir bir¢cok ¢6ziim vardir, ancak agagidaki gibi bir baslangi¢ kosulu belirlendigi

zaman ¢oziim tek olacaktir:

Baslangi¢ kosulu ile birlikte, yani baz1 xy ve ty degerleri i¢in, (3.1)-(3.3) sistemi bir
baslangi¢c deger problemi olarak adlandirilir. Burada baslangic zamam ¢, = 0 olarak

alinabilir.

Ornek 3.1 Asagidaki diferansiyel denklemin ¢éziimii

dx(t)
dt

=2, (3.4)

x(t) = % + C’dir, burada C' Keyfi bir sabittir. Baslangi¢ kosulunu x(0) = 5 olarak

belirlerken, C' = 5 olur ve tek ¢oziim x(t) = % + 5 olur.

Ornek 3.2 Baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

dx
= at2.(0)=3 (3.5)

tarafindan verilir, ancak
z(t) = 5e’ — 2. (3.6)

Acikga coziilebilen birkag diferansiyel denklem sinifi vardir ve bunlar asagidaki alt

boliimlerde tanitilmaktadur.
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3.1.1. Lineer Denklemler

Lineer diferansiyel denklemler asagidaki forma sahiptir:

dx

= +p(t)r = g(1), (3.7)

burada p(t) ve g(t), t’nin verilen fonksiyonlaridir. Bdoyle bir denklemi ¢dzmek igin

p(t)’nin integrali su sekilde verilir:

ve denklem (3.7) yi e”’® ile carparak,

dw
e plta(t) = " Vg(t),

e (

yukaridaki sekle sahiptir. Suna dikkat ederek:

d

pr [eFDa(t)] = — + "W pt)x(t),

P(t)’nin tanimina goredir. Bu nedenle,

d
© e a(n)] = e Og(0)

ve her iki tarafi 0’dan ¢’ye integre ederek asagidaki denklem elde edilir:

Son olarak asagidaki sonug elde edilir:

¢
z(t) = e POz(0) + e O / e Pg(s)ds, (3.8)
0

(3.7)’iin 6ngoriilen x(0) ile ¢oziimiidiir. Yukaridaki 6rnek (3.9)’de p(t) = —1, P(t) =
—t, g(t) = 2 olduguna dikkat edilir,

t t
e P / e"g(s)ds = 2¢' / e *ds=2e"(1—e™"), (3.9)
0 0

ve formiil (3.7) sunu verir eger,

(Chou ve Friedman, 2016).
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3.2. Homojen Denklemler

Formunda yazilabilen diferansiyel denklemler:

()

burada homojen denklemleri ifade eder. Bu tiir denklemler yeni bir degisken v =

I8

veya v(t) = @ eklenerek ¢oziilebilir. O zaman
de d (10) n tdv
dt  dt dt’
esitlik (3.10) bu hale gelir
d
td—: +v= g(v),

bu da degiskenlerine ayrilabilir bir denklemdir, eger

dv  g(v)—v

a -t
dolayisiyla

/L: Int +C.
g(v) —v

(@ — v) integralini K (v) ile gosterilirken, esitlik (3.10)’nin ¢oziimii dolayl olarak

asagidaki formiille gosterilir:

K <§) —Int +C. G.11)
Ornek 3.3 Denklem:
de  x*+ ¢
dt — axt
asagidaki sekilde yazilabilir
dx o
a9
eger
1
g(v) =v+ ot

v = ¢ olarak ayarlandiginda, asagidaki denklem elde edilir

/d—U:[mH—C,
g(v) —v
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. . . U2 I K
ve sol tarafin integrali [ vdv = & dir.

Dolayisiyla
1,z
—(=)*=Int+C
5(3) = 1Int +C,
ve
z? = 2t*(Int + C),

yukaridaki denklem elde edilir.

3.3. Denge ve kararhhk

Asagidaki diferensiyel denklemi g6z Oniine alarak:

dx

— = . 3.12

= @) G.12)
Eger xo noktasi f(xy) = 0 olacak sekilde bir nokta ise, o zaman (3.12), (3.3)’nin tek
¢oziimii agik¢a x(t) = xo’dir. Boyle bir 2 noktasi denge noktasi, kararli durum veya

duragan nokta olarak adlandirilir. Taylor’in formiiliine gore,

f@) = f(z0) + [ (20) (x — 20) + (x — o) € (x — 20),, (3.13)

yazilabilir.
Burada x — 1z ise e(x — zy) — 0°dir. 2¢’m f (20) < 0 olacak sekilde bir
denge noktasi oldugunu varsayalim. y = x — =z olarak ayarlandiginda ve esitlik (3.13)

kullanildiginda
dy
dt
burada e(y) — Oegery — 0°dir.

F (o) y + ye(y),

Eger |y| yeterince kiigiikse, |¢(y)| < & | f'(20)|, 0 zaman, y > 0 icin

d ! 1 / / 1 ! 1 /
d—g;< f (Io)y+§ ‘f (xo)’y = f (Io)y—gf (xo)y :§f($o)y>
boylece,
dy
7 <0,

eger

y >0,
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ve y = y(t)’e dogru azalmaktadir ve y = 0 benzer sekilde

dy

>0
dt ’

eger
y <0,

boylece y = y(t) dogru artar ve y = 0 olur. Dolayisiyla, f () < 0 oldugunda, zq
yakininda baglayan x(t) ¢oztuimii, ¢ arttikca xo’a dogru hareket eder ve aslinda t — oo
oldugunda x(t) — o olur. Bu nedenle x(’a kararli denge (ya da asimptotik olarak

kararl1) denilir. Benzer sekilde, eger

/7

f(zo) >0,

o zaman z yakininda baslayan coziimler, zy’dan kii¢iik bir mesafe icinde kaldiklar
siirece xy’dan uzaklasir. Boyle bir x( noktada ise kararsiz denge denilir.

Baglangi¢ degeri x(0) bir sabit nokta olmayan herhangi bir x(¢) yoriingesi i¢in
x(t) — xo ise bir z, sabit noktasina kiiresel (asimptotik) olarak sabit denir. z(¢) =
% + C ’dir, burada C' keyfi bir sabittir. Baslangi¢ kosulunu 2(0) = 5 olarak belirlersek,

C = 5 olur ve tek ¢oziim z(t) = %3 + 5 olmustur (Chou ve Friedman, 2016).

3.4. Bulasic1 Hastaliklarin Matematiksel Modellemesi: Sorunlar ve Yaklasimlar

Bir hastalik, viriis, bakteri, protozoa veya toksin gibi etkenler dogrudan fiziksel
temas, havadaki damlaciklar, su veya gida, hastalik vektorleri veya anneden yeni dogana
gibi bulagma yollar ile bir konak¢idan digerine gegebiliyorsa bulasicidir.

Bulagic1 bir hastaligin matematiksel modelinin amaci, hastaligin bulagsma
stirecini tanimlamaktir. Bulagict bireyler duyarli bireylerden olusan bir popiilasyona
dahil edildiginde, hastalik bulagma yollar1 araciligiyla diger bireylere gecer ve boylece
popiilasyonda yayilir. Enfekte bir birey, enfeksiyonun erken evresinde asemptomatik
kalabilir, ancak daha sonra klinik semptomlar gelistirebilir ve bir hastalik vakasi olarak
teshis edilebilir.

Vaka sayis1 kisa bir siire icinde olagan ortalamanin iizerine ¢ikarsa, bir hastalik
salgin1 meydana gelir. Hastalik ¢ok sayida insana hizla yayildiginda ise salgin soz
konusudur. Enfekte bireyler ya tedavi yoluyla ya da bagisiklik sisteminin etkisiyle

enfeksiyondan kurtulur ve yeniden enfeksiyona karsi gesitli derecelerde edinilmis
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bagisiklik kazanir. Duyarli birey havuzu yeterince tiikkendiginde, yeni enfeksiyonlar
duracak ve salgin yavaslayip duracaktir. Popiilasyona dogum ya da go¢ yoluyla yeni
duyarl1 bireyler eklenirse ya da yeniden enfeksiyon kolayca ortaya ¢ikarsa, salgin devam
edebilir ve enfeksiyon uzun bir siire boyunca popiilasyonda kalabilir. Bu durumda
hastaligin popiilasyonda endemik oldugu soylenir.

Hastalik mekansal olarak kiiresel Olcekte bir¢ok iilkeye ve kitaya yayilirsa
pandemi meydana gelir. Tiim kitalara yayilan ve 50 milyondan fazla insanin 6liimiine
neden olan 1918 Ispanyol gribi kiiresel pandeminin klasik bir 6rnegidir. Modern hava
yolculugu ile birlikte, ortaya c¢ikan ve yeniden ortaya cikan bircok bulasici hastalifin

kiiresel bir pandemiye neden olma potansiyeli artmaktadir.

3.4.1. Kermack-McKendrick Modeli

Denklem (3.14)’deki c¢esitli oranlarin S(t), I(t) ve R(t)’ye nasil bagh
olabilecegini gostermek i¢in, bulagici bir hastaligin bulagsma siireci ve konak¢1 niifusu

hakkinda asagidaki hipotezler ortaya konulur:

1. Bulagma, konakg¢ilar arasinda dogrudan temas yoluyla yatay olarak gerceklesir.

2. Bireysel konaklarin karistmi homojendir ve bu nedenle Kitlesel Etki Kanunu
gecerlidir. Farkli kompartimanlardan konaklar arasindaki temas sayisi yalnizca
her kompartimandaki konak sayisina baghdir. Ozellikle, birim zamanda yeni
enfeksiyonlarin goriilme orani sayist —A/(t)S(t) olarak ifade edilebilir, burada A

iletim katsayis1 olarak adlandirilir.

3. Bir bélmeden transfer orani, bolmenin niifus biiyiikliigii ile orantilidir. Ornegin,
I’dan R’ye transfer orani, yani geri kazanim orani, bazi hiz sabitleri v i¢in I (t)

olarak yazilabilir.
4. Enfekte bireyler, latans donemi olmaksizin enfeksiyonu takiben bulasici hale gelir.

5. Bagisiklik kayb1 ve yeniden enfeksiyon olasiligr yoktur. Bu da R’den S’ye geri

transfer oraninin sifir oldugu anlamina gelir.

6. Yeni duyarli madde girisi ve herhangi bir bolmeden uzaklastirma yoktur. Yeni
duyarli madde girisi sifirdir ve tiim kompartimanlardan uzaklagtirma oranlari da

sifirdir.
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7. Toplam ev sahibi niifusu sabit kalir. Bu 6nceki varsayimin dogrudan bir sonucudur,
ancak gercegi vurgulamak icin burada agikca belirtilir. Toplam niifus zamana bagh

olarak degisiyorsa salgin modellerinin dinamikleri daha karmasik olabilir.

Her ne kadar cok kisitlayic1 goriinseler de, bu varsayimlar, bulasmanin
cogunlukla siiflarda, kafeteryalarda, kiitiiphanelerde ve diger halka agik yerlerde
meydana geldigi bir kampiisteki 6grenci niifusu i¢inde yayilan bir hastalik icin olduk¢a
makuldiir. Bu varsayimlara dayanarak, Sekil 3.1°de gosterilen kavramsal modele iligkin

aktarim diyagrami gosterildigi gibi agik bir modele doniistiiriilebilir.

S ALS / 14 ﬂ

Sekil 3.1. Basit bir S/ R modeli icin transfer diyagrami

Sekil 3.1°deki tiim terimleri matematiksel alarak elde edilen tanimlarda yerine

konulugunda, asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

N(t) = S(t) + I(t) + R(t), (3.14)
% = —\IS, (3.15)

% = AS — A1, (3.16)

% =1, (3.17)

baglangic kogsullar ile
S(O) =5 > 0, ](0) = Iy >0, R(O) = Ry.

Modelde, S(t), I(t) ve R(t) fonksiyonlar1 degiskenlerdir. Kisi sayisini ifade ettikleri
icin negatif olmayan degerler almalari beklenmektedir. A ve -~y sabitleri model
parametreleridir ve oran sabitlerini ifade ettikleri icin negatif olmadiklari
varsayllmaktadir. Model parametreleri A ve «’nin degerleri biliniyorsa, her bir Sy ve I

baslangic kosullar kiimesi icin (3.15)-(3.17) modeli, ¢ > 0 i¢in salginin zaman seyri
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icin bir tahmin iireten benzersiz bir ¢oziime (S(t), I(t), R(t)) sahiptir. Parametrelerin
degerleri bilinmese bile, (3.15)-(3.17) sisteminin ¢oziimleri hakkinda, olasi1 parametre
degerlerinin tiimii veya biiyiik bir kiimesi i¢in gecerli olan bazi basit gozlemler

yapilabilir.

1. N(t) = S(t) + I(t) + R(t) olsun toplam niifusunu gostermektedir. Daha sonra,
(3.15) (3.15) denklemlerini toplayarak sunlari

dN
10
dt ’

N(t) = S(t) + I(t) + R(t) olsun toplam niifusunu gostermektedir. Daha sonra,
(3.15) (3.16) denklemlerini toplayarak sunlar elde edilir ve boylece toplam niifus

N(t) = NO = SO + IO sabit kalir.

2. Denklem (3.15)’ten bu elde edilir. Bu nedenle, S(t) her zaman azalir. Ozellikle,

S(t) < So.
ds
dt — ¢

3. Denklem (3.16) su sekilde yeniden yazildiginda, asagidaki iki durum soz

konusudur
dI
— =(AS — )I.
o = ( 7)
4. S < 7 ise, %t =0< 0.8t < Sy < 7 oldukga, tim ¢t > 0 igin

I (t) < 0 oldugu bilinmektedir ve dolayisiyla /() kesinlikle azalir. Sonug olarak,
bu durumda higbir salgin meydana gelemez. Eger Sy > 7 ise, bazi t > 0igin
t € [0,%)i¢in S(t) > 7 olur. Buda I(t) > 0 anlamina gelir ve dolayisiyla
I(t) t € [0.t) igin kesinlikle artar. Sonug olarak bir salgin meydana gelince, iyi

bilinen esik olgusunu gostermektedir:

Bir salginin ortaya ¢tkmas i¢in Sp’in agmasi gereken bir esik degeri § vardir. Bu
esik degeri genellikle bir salgin i¢in kritik topluluk biiyiikliigii olarak adlandirilir. Model
parametrelerinin  belirli degerlerini bilmeden coziimlerin 6zelliklerini tiiretmenin
miimkiin oldugu goriilir.  Yapilan analiz, farkli model sonuglari icin parametre
bolgelerini tanimlayabilir. Bu, matematiksel analizin giicii ve genellikle amacidir. Bu

model bir sonraki boliimde daha ayrintili olarak tekrar ele alinacaktir (Strogatz, 2018).
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3.4.2. Avci-Av Modelleri

Yirtici, bagka bir organizmay1 yiyen bir organizmadir. Av, avcinin yedigi bir
organizmadir.  Ekolojide predasyon, bir avcinin bir avla beslendigi biyolojik bir
etkilesimdir.  Yirticilik, vahsi yasam etkilesimlerinde (aslanlarin zebralar1 avlamasi,
tilkilerin tavsanlart avlamasi), otcul-bitki etkilesimlerinde (ineklerin otlamasi) ve
parazit-konak etkilesimlerinde oldugu gibi cok cesitli senaryolarda ortaya cikar.

Eger yirtict bir¢cok nesil boyunca hayatta kalacaksa, yeterli miktarda av
tilkettiginden emin olmalidir, aksi takdirde popiilasyonu zamanla azalacak ve sonunda
yok olacaktir. Ote yandan, yirtict avini agir tiiketirse, av popiilasyonu azalacak ve yok
olacak, ardindan avci da acliktan 6lecektir.

Boylece su soru ortaya c¢ikar: Yirtict hayvanin hayatta kalmasin saglayacak en
1yi strateji nedir?

Bu soru biyogesitlilikle ilgilenen ekologlar i¢cin ¢ok Onemlidir. Ancak gida
endiistrisinde de 6nemli bir sorudur; Ornegin balik¢ilik baglaminda, insanlar avci ve
baliklar da av olarak diisiiniildiigiinde, siirdiiriilebilir balik hasad1 miktar1 nedir.

Bu boliimde bu sorulara yanit vermek i¢in matematigi kullanacagiz. Basit bir
av-avci etkilesimi 6rnegi ile baglayalim.

Bir avin yogunlugunu, yani karada birim alan (veya denizde hacim) basina diisen
av hayvam sayisim z ile, avcilarin yogunlugunu ise y ile gosterilir. z’teki net biiylime
oranint (dogum eksi dogal 6liim) a ile ve yirticilarin net 6liim oranin c ile gosterilir.
Yirticilarin - biilylimesinin - sadece avi besin olarak tiiketmesine bagli oldugu
varsayillmaktadir. Predasyon, predator av ile yakin temasa gectiginde meydana gelir ve
bu karsilasmanin ortalama bir b hizinda gerceklestigini varsayalim.

dz

i ax — bxy. (3.18)

Yirticilarin biiytimesi bzy ile orantilidir (6rnegin, (%) faktorii ile), boylece

dt = dxy — cy, (3.19)
boyutlar acisina bakarak
1 1 1
[a] = = — x ,
zaman yogunluk  zaman
ayrica
1 1 1

= X .
zaman’ yirtict hayvan yogunlugu  zaman
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Sistem (3.18)-(3.19) iki denge noktasina sahiptir. Birincisi (0,0), bu her iki tiiriin
de oldiigii bir duruma karsilik gelir. Bu denge noktasi kararsizdir. Gergcekten de (0,0)’daki

Jacobian matrisi

ve ozdegerlerden biri, yani a, pozitiftir. Ikinci denge noktasi (cd, ab) ve bu noktadaki

Jacobian matrisi

—be
0 =
g0

b

Kargilik gelen 6zdegerler A\ = =i /ac’dir. Tiim yoriingelerin portresi dairelerdir. Su
sonuca varilir: yirtici ve avin her ikisi de sonsuza kadar hayatta kalacak ve popiilasyonlari
periyodik (mevsimsel) salimimlara ugrayacaktir (Li, 2018).

(3.18)-(3.19) sistemi Lotka-Volterra denklemleri olarak bilinen denklemlere bir
ornektir. Bu denklemlere cesitli varyantlar eklenebilir. Ornegin, av popiilasyonu oldukca

sikisiksa, av i¢in lojistik biiylimeyi gormek iizerinedir. Daha genel av-avcr modelleri su

sekilde yazilir

dx dy

o = ¢ fzy), = = yg(z,y),
burada z av ve y avcidr, g—g < 0, % > 0 ve biiyiik x i¢in % < 0, biiyiik y icin
g—z < 0. Ik iki esitsizlik, av popiilasyonunun avci tarafindan tiiketildigi ve avci

popiilasyonunun avla beslenerek arttigr anlamina gelir. Son iki esitsizlik ise lojistik

biiylime modeli nedeniyle dogal 6liimii temsil etmektedir.

Ornek 3.4 Asagidaki avci-av sistemini ele alalum:

d
o ax(l — z A) — bxy, (3.20)
dt
d
d_gt/ =dry(l— y B) — cy. (3.21)

Burada A ve B sirastyla av x ve avct y icin tasima kapasiteleridir. Kararli noktalart
hesaplamak ve kararliliklarini belirlemek icin (3.20) ’teki x ve (3.21)’teki y’yi uygun bir

sekilde carpanlarina ayirarak bu denklemleri su sekilde yeniden yazilabilir

dx
=7 la(1— = A) — by], (3.22)

dy _

=Y [dx(1— y B) —(]. (3.23)
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Actkea, (x,y) = (0,0) Jacobian ile sabit bir noktalar

a 0
0 —c)
bu nedenle (0,0) kararsizdir. (Z,7) = (A,0) noktasi, Jacobian ile baska bir kararl
noktadir
—a  —Ab

0 dA-—c
Dolayisiyla, sadece avin hayatta kaldigi kararli durum (A,0), dA—c < 0 ise kararlidir.

Sifir olmayan kararli nokta (Z,7), burada (t > Ovey > 0) denklemleri ¢oziilerek

belirlenir:
(3.24)

a(l—-TA)—by =0,
dz(1 — yB) —c = 0. (3.25)

Ancak bu noktalari hesaplamadan dnce (T,7)’deki Jacobian’i hesaplanur.

(3.24)’e gore Jacobian
b0, - {a k-9 -}, o5
dz

ve
Lo 2wl fod

seklinde olur (Li, 2018).
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4. KOLERA HASTALIGI iCiN YENI BiR MATEMATIKSEL MODEL

Modelleme siirecleri, hangi saglik miidahalelerinin tercih edilecegi veya
hangilerinin denenmeyecegine dair bilingli kararlar alinmasina yardimci olurken, ayni
zamanda gelecekteki hastalik yayilimi trendlerini de tahmin etmeye olanak tanir. Bu
baglamda, epidemiyoloji alaninda en yaygin bicimde kullanilan dinamik modellerden
biri de SEIR modelidir. SEIR modeli, dort ana kategoriye ayrilir: Duyarli birey S(t),
maruz kalan birey F(t) (enfekte olmus ancak hala bulagict olmayan, gizli bir ddnemde
bulunan kisiler), bulasici birey (), ve hastaliktan kurtulan birey R(t). Bu yap, bulagici
hastaliklarin yayilimini ve kontroliinii anlamada kritik bir rol oynamaktadir (Al-Hussein
ve Tahir, 2020).

Bu calismada model, klasik SEIR modelinin bir genellemesi olan, Irak’taki kolera
salgininin dinamiklerini tanimlamak i¢in sudaki kolera vibrio konsantrasyonunun ( B(t))
da dahil edildigi SEIRB modeli olarak ele alinmigtir.

Bu sekilde, popiilasyon asagidaki bes alt kategoriye ayrilarak salgin modeli
olusturulmustur:

1. kompartimanda hastalifa kars1 duyarli bireyler (S - Susceptible individuals)
yer almaktadr.

2. kompartimanda hastalifa maruz kalan bireyler (E - Exposed individuals)
bulunmaktadr.

3. kompartimanda enfekte olmus bireyler (I - Infected individuals) yer almaktadr.

4. kompartimanda 6nce enfekte olup sonrasinda iyilesmis olanlar (R-Recovered
individuals) gosterilmistir.

5. kompartiman sudaki kolera vibrio konsantrasyonu (B-Vibrio cholerae
concentration in water) seklinde gosterilmistir.

Toplam niifus biiyiikliigii N*(¢) semboliiyle ifade edilmektedir. Bu baglamda,
toplam niifus ve buna iligkin matematiksel model, sirasiyla (4.1) ve (4.2) denklemleri ile
tanimlanmaktadir.  Burada B(t) niifusu, sudaki kolera vibrio konsantrasyonunu

gosterdigi igin toplam N*(¢) niifusuna dahil degildir. Boylece toplam niifus
N*(t) = S(t)+ E(t) + I(t) + R(t) “4.1)

seklinde tanimlanir.
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Buradaki kompartimanlarin matematiksel modeli ise asagidaki sistemle verilir:

% = A —BpSI — B.f(B)S — S,
U — 6.J(B)S 0B — B — pE,
% = BnlS — (n+7)1 + pE, “2)
% =l +0E — uR,
% = €& —0B.
(4.2) sisteminde
f(B)= 43)

olarak alinmigtir. Sistemin negatif olmayan baslangi¢ kosullar ise
S(0) = So, E(0) = Eo, 1(0) = Io, R(0) = R, B(0) = By (44)

ile verilir. Bu sistem dikkate alinarak ilgili kolera hastaligina ait akis diyagrami su sekilde

olusturulur:
BySI (I) vl
(Enfekte)
pE
A S Bef(B)S E oF R uR
(Duyarli) (Maruz kalan) (Iyilesen)
uS
¢l B 5B
(Sudaki Bakteri Orani)

Sekil 4.1. Popiilasyonda kolera bulasma diyagram
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Model (4.2)’in icerdigi parametrelerin biyolojik anlamlar1 asagidaki ¢izelge sunulmustur:

Cizelge 4.1. Kolera hastahi@ina ait modelin parametreleri ve biyolojik anlamlari

Simgeler | Aciklamalar
N* Insanlarin toplam niifus biiyiikliigii
K Cevredeki kirlenmis sudaki vibrio konsantrasyonu
I Insanin dogal 6liim orani
Bn Insan-insan etkilesimi yoluyla vibriolarin gecis oran
Be Vibriolarin kirlenmis cevreden insana gecis orani
7y Enfekte olan bireylerin iyilesme orani
o Maruz kalan bireyler arasindan iyilesenlerin orant
) Bakteriden kaynakli 6liim orani
& Enfekte olanlar sebebiyle bakterideki vibrio gegis orani
p Konak bagisiklik kayb1 sebebiyle enfekte olanlarin orani
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5. MODELIN TEORIK INCELEMESI VE MATEMATIKSEL ANALIZI

Bu bolimde (4.2) ile tanimlanan sistemin pozitif ¢oziim bolgesi, sinirhiligi,

kararlilik analizi, denge noktalar1 ve temel iireme sayisi iizerinde incelenmektedir.

5.1. Modelin Pozitif Coziim Bolgesi ve Simirhihig

Verilen denklem sistemi (4.2) icin ¢oziimlerin pozitifligini ve simnirlilifin

gostermek amaciyla, asagidaki kosullarla tanimlanan kiimeyi kullanarak analiz yapilir:
T
Q= (S(t), B(t), I(t), R(t), B(t))" € R}.
Teorem 5.1 Sistem (4.2), ) bolgesinde pozitif olarak kalwr.

Ispat Sistemin (4.4) baslangi¢ kosullarii dikkate alarak, diger durum degiskenleri
stfirdan farkly iken, t, etrafinda S’nin sifir oldugunu varsayarsak, bu kosul altinda
sistemin diger durum degiskenlerinin dinamikleri tizerinde onemli etkiler doguracaktir.
Bu durumda

as
—|s=0o= A >0
Zlsso= A 2

elde edilir. Bu ise S’nin t, etrafinda zamamn siirekli artan bir fonksiyonu seklinde ifade
edilebilecegini kanitlar. Bu sebeple, S negatif olmayan bir kompartimandir. Bu durum

benzer yol izlenerek diger popiilasyonlar icin de su sekilde gosterilebilir:

dF B

e, = - 5>
gz le=0 Beli—i-BS_ 0,
dl

ahzo = BulS+pE > 0, (5.1)
dR

—|pg = 1 E >

dt ’R—O Y +o _07
dB

—\|g_g = &I >0.

p | B=0 §1 >0

Bu sekilde, bes durum degiskeninin tiimiiniin negatif olmama sarti saglanmakta ve

boylece RE.’in model (4.2) i¢in pozitif bir ¢oziim kiimesinin bulundugu anlasilmaktadur.

Teorem 5.2 Sistem (4.2), 0 = (S(t), E(t), [(t), R(t))" € R: alamnda siirhdir ve

|

iistelik

QO = {S(t),E(t),I(t),R(t) eRL|0<SEH)+E®) +I(t)+ R(t) <

==

saglanir.
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Ispat Model (4.2)’de B popiilasyonu sudaki bakteri miktarim gosterdiginden insan
popiilasyonuna dahil edilmeyerek toplam popiilasyon (4.2)’nin ilk 4 denklemini taraf

tarafa toplayarak su sekilde bulunur:

AN*
—— < A—u(S+E+I+R), (5.2)
AN*
< A—uN".
o a

Bu nedenle, eger N*(t) > 2 ise 0= < 0 saglanmr. Ayrica, N*(t) < 2 olmast durumunda
H i M

N*(t) < N*(0)e M + %(1 — e M) elde edilir. Bu da bakteri popiilasyonu hari¢ diger

insan niifusunun sl oldugunu gosterir. Eger N*(0) > % ise, dolayistyla ¢oziim ya
sonlu bir zaman diliminde )* kiimesine ulasir ya da N*(t) zamanla asimptotik olarak
% degerine yaklagir: Bu da R’ ’teki tiim ¢éziimlerin Q0* ¢oziim bélgesi i¢inde kaldigin

gosterir.

5.2. Sistemin Denge Noktalar:

Matematik alaninda "denge noktasi" terimi, genellikle bir denklem veya bir
sistemin ¢oziimiinde, denklem veya sistemdeki de8iskenlerin birbirini dengeledigi veya
esitlendigi noktayr ifade eder. Ornegin, bir denklem sisteminin denge noktast,
denklemleri saglayan ve genellikle sistemin kararli bir durumda olan degerler
kiimesidir. Bu noktada, denklemlerdeki bilinmeyenlerin degerleri sabitlenir ve bunlarda
herhangi bir degisiklik yapilmaz. Matematiksel olarak, bir denklem sisteminin denge
noktasi1 genellikle denklem kiimesini saglayan x degerlerini ifade eden f(x) = 0
denklemi ¢oziilerek bulunur. Bu noktada, f(z) fonksiyonu sistemin denklem veya
denklemlerini temsil eder (Iserles, 2009).

Bu boliimde oncelikle Onerilen (4.2) sistemi icin denge noktalar1 sunulacaktir.
Ardindan, hastaliksiz denge noktalarinin kararliligi incelenecektir. (4.2) sisteminin

denge noktalar ilgili sistemde esitli§in sag terimlerinin sifira esitlenmesi ile su sekilde

belirlenir: SBA
A — — < _SIB, =
IU’S x4+ B S 6)7, 07
SBp.
—u—0E =

pE — (u+) + SIB =0, (-3)

oE+~I —uR =0,
El— 6B =0.
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(5.3) sisteminde enfekte olan kompartimanlar (£, I) sifir alindiginda, sistemin hastaliksiz

denge noktas1t H* = (%, 0,0,0,0) seklinde bulunur.

Lemma 5.1 (4.2) kolera modelinin  endemik  (hastaliklt) denge  noktasi

e* = (S*, E*, I*, R*, B*) ile verilir. Burada

(6K + ETN)BRI* + Bell* + Srp+ ET
. BEI*A(ET* + K)
(04 pu+p) (0k + %) (0K + ET*) Bpd* + BT + dkp + ET )’
. 0B
="
$ (5.4)
pr = B0+ )0k + E17) ((0k + E17) Bu ™ + Be€1" + Okp + E1°p)
(o + p+ p)(0k + EI7)
+oB LI N(ET* + k)
(0K + EI7) Bl * + BeET* + 0kipu + EI 1)’
gL

5.3. Temel Ureme Sayis

Temel iireme sayis1 Ry, enfekte bir bireyin, tiim niifusun duyarli oldugu
varsayilldifinda enfekte edebilece8i kisi sayisim1 Olgen bir parametredir. Bu oram
belirlemek, kolera gibi bakteriyel hastaliklarin yayilimini inceleyen matematiksel
modellemeler acisindan biiylik 6nem tasir. Koleranin yayilmasinda etkili olan iireme
katsayisi, salgin doneminde ortaya cikan kolera varyantlar1 ve toplumsal salgin oranlari
gibi ¢esitli veriler kullanilarak hesaplanir. Bu tiir hesaplamalar, benzer hastaliklarin
yayiliminin modellenmesinde kritik bir rol oynamaktadir. Temel iireme sayisinin (4.2)
sistemi dogrultusunda belirlenmesi i¢in Van den Driessche ve Watmough (2002)

tarafindan Onerilen yontem kullanilmigtir. Bu durumda
X' =[S(1), B(t). 1(t), R(t), B()]"

kiimesini dikkate alarak (4.2) sistemi:

dx_

—=F =V
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olarak ifade edilebilir. Matrisi olustururken, (4.2) sistemindeki ilk enfekte bireyler

dikkate alinmigtir. Diger tiim parametreler ise matrisin biitiinligiinti saglamaktadir.

0
BerisS
F=| gIs |,
0
0

BnST + 255 4+ S — A
oF +pubk + pE

V= wl +~I —pE

—~I —oE + uR

—¢I + 0B

Yeni nesil matris yontemi ile F ve )V matrislerinin denge noktasina karsilik gelen

Jakobian matrisleri asagidaki yontemle hesaplanir:

0 O % o+ pu+p 0 0
F=lo 22 0o |, V= —p  p+y O
0 O 0 0 —£ 9
THuTs 0 0
V= et e O
5(v+u)€(z+p+o) S(p+) %
Mu(vfr\jg)(irﬁa) Mg?ﬁu) gTB;
FVT = u(7+5)h(2p+p+o) u(ﬁv}fu) 0
0 0 0

Burada V' matrisi tekil matris, F' matrisi ise negatif olmayan bir matris olmak iizere,

FV~! matrisinin spektral yaricap1 olan ve R ile gsterilen temel iireme sayis1 elde edilir.

Bu say1

o Aépp, N Bl
orp(p+y)(p+p+o)  pulp+7)

seklindedir. Burada
Ry = 1 ise herhangi bir risk soz konusu degildir. Ry = 1 olursa bu, kararli bir
durum olarak goriilmektedir. Bu durum enfekte olmus bir kisinin sadece bir kisiyi enfekte

yapacagi seklinde yorumlanir. Eger Ry < 1 ise, enfekte bir birey hastalik doneminde
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ortalama olarak birden daha az kisiye enfeksiyonu bulastirir ve bu nedenle hastalifin
yayllma hiz1 diigmeye baslar. Ancak Ry > 1 ise, salgin riski yiikselir ve hastalik salgin
olarak kabul edilir. Ornegin, Ry = 2 oldugunda, enfekte olan bir Kisi ortalama iki kisiye

hastalig1 bulastirir ve enfekte birey sayisinda bir artig gézlemlenir.

5.4. Kararhlik Analizi

Bu boliimde (4.2) sisteminin hastalikli denge noktalarinin kararlilik analizi ele

alinacaktir. Kararlilik analizi icin 6ncelikle gerekli olan asagidaki teorem verilecektir:
Teorem 5.3 (Ahmed ve Elgazzar, 2007) Denge noktasinin kararliligt icin
. m .
larg (eig(J(N))| = |arg(N;)| > o i=1,2,...,6 (5.5)

esitsizligi dikkate alindiginda, N ’nin ozdegerlerini iceren karakteristik denklemi

asagidaki gibi tamimlanir:
D) =N+ 6N+ 6N 24+ +6=0. (5.6)

Bu sekilde, (5.6) karakteristik denkleminin tiim koklerinin (5.5) kosulunu

saglamasi ve dolayisiyla kararli olmast icin su sartlar dikkate alinir:
e i = 1icin, (5.6) denkleminde &, > 0 olmalidrr.

e i = 2icin, (5.6) denkleminin Routh-Hurwitz kosullarini veya

&

£ <0, 46 > €2, [tan™! 4€q — :
1

T
> 5 5.7

kosullarini saglamasi gerekir.

e i = 3 icin, D(X\) polinomunun diskriminanti pozitif oldugunda, (5.5)’i saglamast

icin gerekli ve yeterli sartlar sunlardir: &, > 0, &3>0, && > &s.

Teorem 5.4 Hastaliksiz denge noktasi, Ry > 1 ise kararsiz, Ry < 1 ise yerel asimptotik

kararlidir.
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Ispat Hastaliksiz denge noktast H*’da (4.2)’nin Jacobian matrisi asagida ifade

edilmistir:
0 a0 -]
0 —(p+o+np) 0 0 %
JuEY=10 o, B_gig o0 o0 | GY
0 o 0 —u 0
| 0 0 13 0 =9 |

Jacobian matrisi (5.8) in determinanti hesaplanarak karakteristik denklemi
Po(A) = A+ p)> (N> + BiN + ByA+ B;) =0

seklinde elde edilir. Yukaridaki Jacobian matrisinin ilk iki 6zdegeri — i (negatif) olarak

elde edilmis ve kalan kokler icin asagidaki denklem olusturulmustur:
N+ BiN 4+ Bi\ + B = 0.

Burada karakteristik denklemin katsayiari

¥ =
okp(p =+ p+ o)

;=
drpu(p+p+o

By = —=(Ro—=1)0(u+7)(n+p+o0)

~Ro=D(u+7)+p+d+p+o,

)—(Ro—l)(wrv)) (54 pt o+ 1) +8(u+ p+0),

seklindedir. Bu durumda, eger Ry < 1 ise, karakteristik denklemin katsayiar: B} > 0
B3 > 0ve B3 > 0 pozitif olur. Bu kosullar altinda, Routh-Hurwitz kriterine gore sistemin
kararliligini gostermek icin son bir kosulun saglanmasi gerekir. Bununla birlikte, Ry > 1
oldugunda sistemin ozdegerleri pozitif olacagindan kararsizlik gozlemlenir. Son kosul

olarak,

BB, — By = (M(MHM) (Ro 1)(u+7)+u+5+p+0)

A&ppe
X ((5Ku(u+p+0) —(Ro—l)(u+7)) (0+p+o+p)

+o(u+p+0)+ (Ro—1)o(u+7)(+p+0o)

ifadesinin pozitifliligi saglanmalidir.  Son egitlikte Ry < 1 oldugu takdirde, By B5 —
B; > 0 oldugu agsikardir. Bu durum, Routh—Hurwitz kriterine gore hastaliksiz denge

noktasumin kararlt oldugunu gosterir. Diger yandan, Ro > 1 oldugunda, ayni kriterler
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saglanmamaktadir ve bu da denge noktasinin kararsiz oldugunu ortaya koyar. Boylece,
Ro < 1 olmasi, karakteristik denklemin ozdegerlerinin tamaminin negatif olmasini ve
kararlilik kosullarimin saglanmasini gerektirirken, Ro > 1 olmasi durumunda hastaliksiz

denge noktasimin kararsizligi soz konusu olur.
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6. HASSASIYET ANALIZI

Bu boliimde, Bolim 5.3’de elde edilen temel iireme sayisint (Rg) etkileyen
parametrelerin, bu say1y1 nasil etkiledigini analiz eden bir duyarlilik analizi yapilacaktir.
Duyarhilik analizi, belirli bir parametredeki degisikliklerin temel lireme sayisinda yol
actig1 gorece degisimleri gostermektedir. Model parametrelerinin duyarhilik analizi
hakkinda daha fazla ayrinti i¢in (Chitnis vd., 2008) kaynagina bakilabilir.

Bununla birlikte, modelin herhangi bir [ parametresinin R, {iizerindeki
hassasiyeti ng = 88—720% endeksiyle olciiliir (Chitnis vd., 2008). Buna gore, hastalik

yayilimi iizerindeki etkisi nedeniyle temel lireme sayisinin hesaplanmasindaki 6nemi

dikkate alinarak, (4.2) modelinde yer alan bazi parametrelerin duyarlilik endeksi

asagidaki gibidir:
QRO r aRO& _ Agpﬁe
B 9B. Ry Rodk o ’
Be Ro o0k +y)(p+p+ o)
ORo A
QR = Z 0 1
A AR, 0
QRO — %i — A&pﬁe > 0
¢ 9 Ro  Rodkp(p+y)(p+p+o) = 7
° 90 Ry Rodrp(p+y)(p+p+o) 7
ORo B Br
Qe = 22 P 0,
o 9B Ro Roppn+ )
QEO _ 87?'0 R . Afﬂﬁe < O

Ok Ry Rodkp(u+)(n+p+o0)

Bununla birlikte, temel iireme sayisinin model parametrelerinin degisimlerine ne
derece duyarli oldugunu gostermek icin bazi grafikler elde edilmistir. BU grafiklerde
herhangi iki parametre degisiminin temel iireme sayisinda sebep oldugu degisimler
gozlemlenmistir. Bu baglamda, Sekil 6.1°de yapilan incelemeye gore, 5. parametresi R
tizerinde dogrudan etkiye sahip olup bu degerin biiylimesi R da ani yiikselmeleri sebep
olmaktadir. Diger taraftan y parameters R, iizerinde (. kadar etkili olmayip R, da
dogrudan hizli artisa sebep olmamaktadir. Bununla birlikte, ~y sifira yaklagirken bile R
degeri belirgin bir sekilde artmaktadir. Bu durum, S, parametresinin hastaligin yayilma

hiz1 olmasindan dolay1 R ile dogrudan iligkili olmasindan kaynaklanmaktadir.
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%108

Ro
1
0.9 '
0.8
0.7
06
< 05
0.4 .
03
02
0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 08 1

v

w

n

Sekil 6.1. v ve 3. parametrelerinin R iizerindeki hassasiyet analizi

Benzer sekilde, Sekil 6.2 incelendiginde, 3;’1n R, lizerinde ¢ok etkili oldugunu
ve 7y parametresinin ¢ok fazla etkili olmadigini sdylemek miimkiindiir. Ancak, ~y sifira
yaklagsa da (3, degerlerinin bire yaklagsmasi R, degerinin hizli bir sekilde artmasina

neden olmaktadir. Bu durumun [;, parametresinin gecis orani ile iligkili olmasindan ileri

geldigi sdylenebilir.
; Ro %109
0.9 25
0.8
0.7 2
0.6
1.5
<< 05
0.4
1
03
0.2 0.5
0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v

Sekil 6.2. v ve [3;, parametrelerinin R iizerindeki hassasiyet analizi

Sekil 6.3 incelendiginde, . ve p parametrelerinin R tizerinde Sekil 6.1’e benzer
bir etkiye sahip oldugu sdylenebilir. Bununla birlikte, p parametresinin v kadar etkili

olmadig1 ortaya ¢ikmaktadir.
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[
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n

Ro
1
0.9
08
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0.6
< 05
0.4
03
02
0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 08 1

P

Sekil 6.3. p ve 5. parametrelerinin R iizerindeki hassasiyet analizi

Sekil 6.4°te yapilan incelemede, ¢ parametresinin -y parametresine gore R
tizerinde daha ¢ok etkiye sahip oldugu goriilmektedir. Ayni zamanda, v parametresi
sifira yaklagsmig olsa dahi, Ry degerlerinde belirgin bir artis meydana gelmektedir. Bu

durumun ¢ degerlerinden kaynaklandig1 soylenebilir.

x108

Ro
1
0.9 '
0.8
0.7
0.6
w05
0.4 .
03
02
0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v

w

n

Sekil 6.4. v ve £ parametrelerinin R iizerindeki hassasiyet analizi

Diger taraftan, Sekil 6.5’te yapilan incelemede, [, degerinin 6zellikle 0.6 dan
biiyiik oldugu bolgelerde p degerlerinden bagimsiz olarak R iizerinde ¢ok etkili oldugu
sOylenebilir. Bunun nedeni, 3}, parametresinin hastaligin gecis orani1 olmasi ile dogrudan

iligkili oldugu seklinde yorumlanabilir.
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RO %107
|
45
0.9
4
08
3.5
0.7
056 s
Q': 0.5 25
0.4 2
0.3 15
0.2 1
0.1 05
0 0
0 0.2 04 06 08 1

P

Sekil 6.5. p ve 5, parametrelerinin R iizerindeki hassasiyet analizi

Son olarak, Sekil 6.6 incelendiginde, [, ve [. parametreleri iizerinde yapilan
incelemeye gore, (3, parametresi 0.6 degerine ulastiktan sonra R degerinde belirgin bir
artis gozlemlenmektedir. Bu artig, gecis oraninin yiikselmesiyle birlikte, enfeksiyonun
yayllma hizinin artti@ini ve dolayisiyla temel lireme sayist oranmin ciddi sekilde
yiikseldigini gostermektedir.  Ayrica [, parametresinin [, parametresine gore Rg

izerinde daha etkili oldugu gézlemlenmektedir.

RO %107
1
45
0.9
4
08
35
0.7
0.6 8
o 05 28
0.4 2
03 15
0.2 1
0.1 05
0 0
0 0.2 0.4 0.6 08 1
B e

Sekil 6.6. 5. ve 35 parametrelerinin R iizerindeki hassasiyet analizi
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7. PARAMETRE TAHMINI

Parametre tahmini yontemi, gercek verilerle en iyi uyum saglayan egrinin seklini
tanimlamaktadir. Son donemlerde, gercek verilere en iyi uyum saglayan parametre
degerlerini saptamaya yonelik pek c¢ok arastirma gerceklestirilmistir. Sunulan
matematiksel model icin en gercekci parametre degerleri parametre tahmini yontemi ile
hesaplanmaktadir. Gerceklestirilen caligmalarin pek cogunda, parametrelerin sayisal
degerleri Onceki arastirmalarda kullanilan tahmini parametre degerlerinden elde
edilmistir. Modelin parametre degerleri bu yontem ile hesaplandigindan, dogru ve
spesifik degerlerin kullanilmas1 ortaya c¢ikan modelin tutarliligini gostermektedir.
Parametre tahmini, gercekci bir matematiksel modelin olusturulmasinda kritik bir rol
oynamaktadir.  Parametre tahmini, hastalifin ilerleyen donemlerini belirlemek ve
pandeminin dinamiklerine dair daha derin bir anlayis gelistirmek amaciyla olusturulan
modelin giivenilirligini yiikseltmektedir.

Parametre tahmini yontemi, modelin parametre degerlerinin hesaplanmasi ve
calismanin sonuglarinin en uygun parametre degerleri kullanilarak tartisilmasi acisindan

onemlidir. Bu teknigin ¢alisma sekli asagidaki gibidir:
1. Problem ¢oziimiinde sabitlerin (¢) tespiti:
min ||(c - cdata)||3 = min Z ((c - cdata;) — ydata,)” .

Burada cdata ve ydata matris veya vektor biciminde tanimlanmaktadir.
X (cdata) fonksiyonu ise, ydata ile ayni boyutta, matris veya vektor degerleri
tireten bir fonksiyondur. Burada, cdata girdi degerlerini (gercek veri) ifade

ederken, ydata cikti degerlerini (niimerik ¢6ziim) gostermektedir.

X(c-cdata(1))
X(c-cdata(2))
X(c-cdata) = | X(c- cdata(3))

X(c-cdata(k))

2. Parametrelerde sinir m-olmasi kosulunda, bu alt ve iist sinirlar sirasiyla ub ve (b
olarak ifade edilebilmektedir. Bu durumda, [b, ub ve ¢ matris ya da vektor

formatinda olabilir.
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3. “Isqcurvefit” MATLAB kodu, veri uyumlandirma problemi igin rahatlikla
kullanilabilecek bir arayiiz sunmaktadir. Bununla birlikte, asagida belirtilen
vektor degerli bir fonksiyonu elde etmek amaciyla kullanict tarafindan

tantmlanmis bir fonksiyon gerekmektedir:

En kiiciik kareler yontemi ile egri uydurma teknigi uygulanarak gercek degerler
arasindaki farklarin karelerinin toplamint minimize etme prensibi temel alinarak,
parametreler modelin gereksinimlerine uygun hale getirilmeye calisilmis ve boylece en
dogru (yaklasik ¢coziime en yakin) egri bulunmustur (Haydar, 2022).

En kiiciik kareler teknigi ile tahmin edilen sekiz biyolojik parametre, Sekil 7.1°de
yer alan verilere dayanarak elde edilmistir. Sekilde, kolera hastaligina ait gercek vaka
sayilar1 kirmiz1 daireler ile gosterilirken, gercek verilere en iyi sekilde uyan egri mavi
cizgi ile gosterilmistir. Onerilen kolera hastaligi modelin tahmini sonucu, gergek vakalara
en iyi uyumu saglamak amaciyla elde edilen ve Sekil 7.1°de goriilen egrinin parametre
degerleri Cizelge 7.1°de listelenmigtir. Bu degerler, 3 Temmuz - 18 Eyliil 2022 tarihleri
arasinda Irak’ta tespit edilen kolera vakalarina dayanarak belirlenmistir (HSD, 2023).
Boylece, gercek veriler lizerinden en iyi uyumu saglayan egri olusturulmaya calisilmisg

ve asagidaki grafik elde edilmistir.

250
® Gergek Deger
= Tahmin Edilen Deger
200 | ®
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) o
P 150t ®
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Sekil 7.1.3 Temmuz - 18 Eyliill 2022 tarihleri arasinda Irak’ta goriilen Kolera
vakalarinin sayilari ve parametre tahmini



Cizelge 7.1. Parametre tahmin yontemi ile elde edilen ve sayisal simiilasyonlarda
kullanilan parametre degerleri
Parametre | Parametrenin Anlami Deger Kaynak

A Kadin bagina diisen dogum sayisi 34 (WBG, 2022)

K Cevredeki kirlenmis sudaki vibrio | 1000 Tahmin edildi
konsantrasyonu

Bh Insan-insan  etkilesimi  yoluyla | 0.001 Tahmin edildi
vibriolarin gecis orani

Be Vibriolarin  kirlenmis ¢evreden | 0.1 Tahmin edildi
insana gegis orant

¥ Enfekte olan bireylerin 1yilesme | 0.002 Tahmin edildi
orani

o Maruz kalan bireyler arasindan | 0.000037849 | Tahmin edildi
tyilesenlerin orani

) Bakteriden kaynakli 6liim orant 0.3 Tahmin edildi

1 Insanin dogal 6liim orani 3.4857e-05 | Tahmin edildi

p Konak bagisiklik kaybi sebebiyle | 0.007 Tahmin edildi
enfekte olanlarin orani

13 Enfekte olanlar sebebiyle | 0.1 Tahmin edildi

bakterideki vibrio gegis orant

41
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8. CATALLANMA TANIMI VE TEORISI

8.1. Dinamik Sistem Tanim

Dinamik sistem kavrami, deterministik bir siirecin genel bilimsel kavraminin
matematiksel bicimlendirilmesidir.  Bircok fiziksel, kimyasal, biyolojik, ekolojik,
ekonomik ve hatta sosyal sistemin gelecekteki ve gecmisteki durumlari, mevcut
durumlar1 ve evrimlerini yoneten yasalar bilinerek bir dereceye kadar tahmin edilebilir.
Bu yasalarin zaman icinde degismemesi kosuluyla, bdyle bir sistemin davraniginin
tamamen baglangi¢c durumu tarafindan tanimlandig: diisiiniilebilir. Dolayisiyla, dinamik
sistem kavrami, olasi durumlarinin bir kiimesini (durum uzayi) ve durumun zaman
icindeki evrimine iligkin bir yasay1 i¢erir (Kuznetsov vd., 1998).

Otonom bir adi diferansiyel denklem sistemi diistinelim:
i=f(z,)), zeR" XeRrW, 8.1)

&= f(z,)), zeR", \eRe

Burada f diizgiindiir. Dinamikleri )\y’dakilerden topolojik olarak esdeger olmayan A,
parametre degerleri \y’a keyfi olarak yakinsa, A = )\, parametresinde bir ¢atallanma
meydana gelir. Ornegin, f’nin dengelerinin sayisi, periyodik yoriingelerinin sayisi veya
kararliligi A’nin \y’dan pertiirbasyonlari ile degisebilir. Catallanma teorisinin bir amaci,
A parametre uzayini topolojik olarak esdeger sistemlerin bolgelerine ayiran parametre
uzay1 haritalar1 veya catallanma diyagramlar iiretmektir. Catallanmalar, bu bolgelerden

birinin i¢ kisminda yer almayan noktalarda meydana gelir (Chen ve Leung, 2012).

8.2. Catallanma Tanmimi

Catallanma gegici siirecler kiimesi hareketin cekim alanini olusturur. Incelenen
sistemdeki fiziksel bir parametre belirli bir degere degistiginde, ¢oziim egrisi bir egri
ailesini dallandirir. Catallanma teorisi, mithendislik ve doga bilimlerinin farkli alanlarini
kapsamaktadir.  Fiziksel sistemleri tamimlayan diferansiyel denklemler genellikle

Olciilen degerleri ¢ok kiiciik bir aralikta dalgalanan parametreler igerir. Fiziksel bir

sistemi simiile eden diferansiyel denklem, parametreler bazi degerlere ulastiginda
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yapisal olarak kararsizsa, diferansiyel denklemin sag tarafinda kiiciikk bir degisiklik
meydana geldiginde c¢Oziimiin davranisinda bir kalite degisikligi (yani catallanma)

ortaya ¢ikar (Chen ve Leung, 2012).

8.3. Catallanma Teorisi

Yapisal olarak kararsiz bir sistem, catallanma sistemi olarak adlandirilir.
Dolayisiyla, bir catallanma sistemi X’in herhangi bir kiiciik komsulugunda, X’in faz
portresinin yapisindan farkli bir yapiya sahip bir pertiirbasyon sistemi bulunur.

Genellikle, parametrelere bagli bir vektor alanlari ailesi olarak
&= F(x,\), (8.2)

diisiiniilmektedir. Burada x € R", A € R*, x sistemin durum degiskenlerini, \ ise
parametreleri temsil etmektedir. Catallanma noktasi, (8.2) numarali denklemin faz
portresinde topolojik bir degisikligin gerceklestigi parametrelerin A\, degeri olarak
tanimlanir. Kolaylik saglamak adina, asagida catallanma terimi hem bir ¢atallanma
sistemi hem de bir catallanma degeri anlaminda kullanilabilir (Luo, 1997).

Catallanma Teorisi, klasik matematiksel kokenleri olan bir konudur. Ornegin,
(Euler, 1744) calismalarinda yer alir; ancak, konunun modern gelisimi, Poincaré ve
diferansiyel denklemlerin niteliksel teorisiyle baglar. Son yillarda, bu teori, dinamik
sistemler teorisi, tekillik teorisi, grup teorisi ve bilgisayar destekli dinamik calismalar
gibi yeni fikirler ve yontemlerle biiyiik bir gelisim gostermistir. Shoshitaishvili (1972)
tarafindan sunulan tanim, konunun ne kadar genis bir hale geldigini yansitmaktadir.

Catallanma terimi, bir ¢atallanma siirecinin bir tiirlinii ifade eder ve ¢alistiklari
nesnenin niteliksel, topolojik goOriiniimiiniin, nesnenin bagimh oldugu parametrelerin
degisimiyle degistigi herhangi bir durumu tanimlamak i¢in yaygin olarak kullanilir.
Incelenen nesneler oldukca cesitli olabilir: 6rnegin, gercek veya karmasik egriler veya
yiizeyler, fonksiyonlar veya doniisiimler, manifoldlar veya fibrasyonlar, vektor alanlari,
diferansiyel veya integral denklemler. (Crawford, 1991).

Catallanma teorisi, bir p parametresine bagli olan bir sistemin davraniginin
parametre ile nasil degistigi sorusuyla ilgilenir. Sistemin davraniginin radikal bir
degisime ugradigi herhangi bir kritik degere, p = p..’ye odaklanir; bu tiir degerlere

catallanma noktalar1 denir. p = p./de meydana gelen degisim tipik olarak p
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parametresine bagli olan iki veya daha fazla ¢oziim dalim igerir; bu ’catallanma’
dallarinin dogas1 p = p.’de kokten degisir (Chou ve Friedman, 2016).
Parametresi p olan bir diferansiyel denklem sistemi i¢in ¢atallanma olaylarini ele
almaktadir
) (8.3)
Catallanma noktalar1 farkli sekillerde ortaya cikabilir. Ornegin, denklem (8.3)’in p’ye
bagli bir kararli durumunun p < p. i¢in kararli oldugunu ancak p.’de kararliliini
kaybettigini varsayilir. O halde sistem (8.3)’iin faz portresinde niteliksel bir degisiklik
meydana gelir ve p = p.’ye bir ¢atallanma noktasi1 denir. Bazen p < p.’den p > p.’ye
yiikseldik¢e diferansiyel sistemin periyodik c¢oziimlere sahip olmaya baglayacagi
goriiliir ki bu iyi bilinen bir biyolojik olgudur. Bu nedenle, boyle bir durumun ne zaman

gerceklestigi matematiksel olarak belirlemek istenmektedir (Chou ve Friedman, 2016).

Ornek 8.1 z tiriiniin dinamiklerini veren

dx
dt

= ra?(1 — %) _pz, (8.4)

diferansiyel denklemi goz oniine alalim. x = 0 ile verilen ii¢ dal sabit noktaya sahiptir

ve
xXr
1—=)=p=0
ra( K) p
veya
K?+ K2 pK
T =— —
2 4 r

elde edilir. Bu ornekte, Pitchfork (tirmik) catallanmasi p = rK /4 degerinde meydana
gelmektedir; bu durum Sekil 8.1°de gosterilmistir (Chou ve Friedman, 2016).
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/

el )

Sekil 8.1. Esitlik (8.4) icin Pitchfork catallanma diyagrami. Kesin cizgiler kararh sabit
durumlar temsil ederken, noktal cizgiler kararsiz sabit durumlardir

8.4. Hopf Catallanmasi

Hopf catallanmasi, kritik dengenin iki ¢ift tamamen kompleks 6zdegere sahip
oldugu iki parametreli bir otonom diferansiyel denklem ailesindeki bir denge noktasinin
catallanmasidir. Bu olgu aymt zamanda cift-Hopf catallanmasi olarak da
adlandirilmaktadir. Parametre diizlemindeki catallanma noktasi, iki Andronov-Hopf
catallanma egrisinin enine kesisiminde yer alir.  Genel olarak, Hopf-Hopf (HH)
noktasindan iki torus catallanma dali ¢ikar.  Sisteme bagli olarak, Shilnikov’un
homoklinik yoriingelerinin odak-odak dengesine catallanmalar1 ve eyer limit dongiileri
ile dengeleri birbirine baglayan heteroklinik yapilarin ¢atallanmalar1 dahil olmak iizere,

yakin parametre degerleri icin bagka catallanmalar meydana gelebilir (Gavrilov, 1980).

8.4.1. Hopf Catallanmasi Tanim

Otonom bir adi diferansiyel denklem sistemi ele alalim:
= f(z,a), v € R" (8.5)

f’nin diizgiin oldugu iki A\, » € R, parametresine baghdir. Varsayalim ki o = 0 sistem
x = 0 dengesine sahiptir (Gavrilov, 1980).
Iki Andronov-Hopf catallanma egrisi @ = 0 noktasinda enine kesisir, « = 0

noktasindan iki torus catallanma egrisi ¢itkar. « = (’a yeterince yakin parametre
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degerleri i¢in x = 0 catallanmalarin siniflandirilmasinin kiigiik bir sabit komsulugunda,
sistem Andronov-Hopf catallanmalarindan gegerek limit dongiileri iiretebilen en fazla
bir dengeye sahiptir. Bu limit dongiilerin her bir torus catallanmasi, periyodik veya yar1
periyodik yoriingelere sahip degismez bir iki boyutlu torus iiretir. iki boyutlu degismez
torusa, ii¢c boyutlu torusa benzeyen bir degismez kiime eslik edebilir ve bu kiime ya
"heteroklinik yikim" ya da "patlama" yoluyla ortadan kalkabilir. Ik durumda, dengeyi
ve iki dongiliyli birbirine baglayan cesitli homoklinik ve heteroklinik yoriingeler
mevcutken, ikinci durumda, degismez kiime x = 0’in herhangi bir kiiciik sabit
komgulugunun sinirina carpar. Catallanma senaryosunun tamami bilinmemektedir.
Ayrica, sabit noktalarin periyodik ¢oziimlere catallandig: farkl: bir catallanma tiiriinii ele
alacagiz; bu elbette en az iki denklemli bir dinamik sistemi igermelidir. Catallanma

parametresi p olan asagidaki iki denklemli sistem ele alinmistir:

dx
d_tl = pr, — pas — ari(z] + 23), (8.6)
dx
_dt2 = px1 + pry — axy(x] + 23). 8.7)

Burada p, a pozitif sabitlerdir. 1 = zo = 0 noktasinin, p < 0 ise kararli ve p > 0 ise

kararsiz bir nokta oldugu kolayca goriilebilir. Ancak p > 0 i¢in de periyodik bir ¢oziim

x1(t) = \/gcos,ut, To(t) = \/gsinut. (8.8)

Burada ¢ degistike 27 + 23 = £ cemberini izler (Guckenheimer, 2008).

vardr,

Teorem 8.1 Hopf Catallanmast:

dx dy
sistemi goz oniinde bulunduralim. Bazi araliklardaki tiim p’ler icin bir kararli durum
(z*(p),y*(p)) oldugu ve Jacobian matrisinin iki ozdegerinin (kararli durumda

degerlendirilen) \i(p) = a(p) + iB(p) ve \a(p) = a(p) — iB(p) karmagsik sayilart

oldugu varsayilir. Ayrica

oz(po) =0, 6(170) =0,

varsayuir ve

do

d_p(pO) =0.

O halde ii¢c durumdan biri gerceklesmelidir:
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1. po < p < ¢y araligr vardwr, dyle ki bu araliktaki herhangi bir p icin i¢ kisminda
(x*(po),y°(po)) iceren ve ¢apt |p — polé ile orantilt olan tek bir periyodik yoriinge

vardir.

2. ¢y < p < po araligi vardir, oyle ki bu araliktaki herhangi bir p icin durum (1)’de

oldugu gibi benzersiz bir periyodik yoriinge vardir.

3. p=poicin (z°(po),y*(po)) etrafinda ¢aplar sifira inen sonsuz sayida kiime vardir
(Guckenheimer, 2008).

Ornek 8.2 Bir otcul-bitki etkilesimi modelini ele alalim. Bitki P, tasima kapasitesi K
olan lojistik biiyiimeye sahiptir ve otcul H, catallanma parametresi olarak aldigimiz o

yeme kapasitesine sahiptir.

dP I P
% T'P(l—?)—al_i_PH,
dH PH

Burada ~ verim sabiti ve  otculun oliim oramdir. Bu denklemler su sekilde yeniden

vazilabilir:
dP P wH
PR Sy
dH P
e Hvy—o—— —

Bu sistem icin sifir olmayan kararli durum su sekilde hesaplanir:

T P ro !
H=—-1+P)(1-—=)= (1— ,
o K' yo—p  K(yo—p)

p—_H
Vo —

ve carpanlara ayirma kurali ile Jacobian su sekilde hesaplanir:

r oH P
7= P(—% + a+p2 91¢p ‘ (8.10)
(Exg: 0 |
J’_

Buradan karakteristik denklem su sekilde olusturulur:
A —aX+b=0. (8.11)

(8.11)’nin 6zdegerleri A1 o = § + 1—2 — b ve b > 0 oldugundan, Teorem 8.1’
kullanarak Hopf catallanmasinin 0 = oy’da gerceklestidi goriiliir. Boylece (o, 0)’a

yiikseldikce kararli denge (P(c), H(c)) kararsiz hale gelir ve bunun yerine otgul-bitki
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modelinin dinamikleri |c — oy| ile artan ¢aplara sahip periyodik c¢oziimler gelistirir.
Boylece hem bitki hem de otcul bir arada var olacak ve bu durumda popiilasyonlari

‘mevsimsel’ olarak degisecektir (Guckenheimer, 2008).

8.5. Catallanmalarin smflandirilmasi

Catallanmalar, bir sistem icinde yapisal kararliligin bozulmasi olarak goriilebilir.
Catallanma tiirlerini siniflandirmak icin bir baglangic noktasi, vektor alanlarinin ti¢ genel

ozelligini listeleyen Kupka-Smale teoremidir:

1. Hiperbolik denge noktalari.
2. Hiperbolik periyodik yoriingeler.

3. Denge noktalarinin ve periyodik yoriingelerin kararli ve kararsiz manifoldlarinin

enine kesisimleri.

Bu Kupka-Smale kosullarinin farkli sekillerde basarisiz olmasi, farkli ¢atallanma
tirlerine yol acar. Catallanma teorisi, birbirini izleyen katmanlarin, tanimlayici
denklemleri daha fazla basarisizlik modu belirten tiirlerden olustugu katmanli bir
catallanma tiirleri grafigi olusturur. Bu katmanlar, o catallanma tipinin meydana geldigi
ailelerin minimum parametre sayist olarak tanimlanan catallanma tiirlerinin kod
boyutuna gore diizenlenebilir.

Esdeger olarak, kod boyutu bir catallanmay1 karakterize eden esitlik kosullarinin
sayisini ifade eder. Kod boyutu bir olan catallanmalar, catallanma tiirlerinin en iist
seviyesini olusturur. Kupka-Smale kosullarinin tekil hatalari, asagidaki kod boyutlu

catallanma tiirlerini verir:

e Dengeler.

Eyer-Diigiim Catallanmasi.

Andronov-Hopf Catallanmasi.

Periyodik Yoriingeler.

Katlama Limit Dongiisii Catallanmasi.

Flip Catallanmasi (diger adiyla Periyot Ikiye Katlama ¢atallanmas).
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Neimark-Sacker Catallanmas1 (Torus ¢atallanmasi olarak da bilinir).

Kiiresel Catallanmalar.

Dengelerin Homoklinik Catallanmasi.

Periyodik yoriingelerin kararli ve kararsiz manifoldlarinin homoklinik tegetleri.

Dengelerin ve periyodik yoriingelerin heteroklinik ¢atallanmasi.

Dolayisiyla, birinci boyut catallanmalarinin kapsamli bir listesi degildir. Yari
periyodik salinimlara veya kaotik dinamiklere sahip sistemlerde ilave tiirler bulunabilir.
Ayrica, yukaridaki listede bir Andronov-Hopf catallanmasinin alt-kritik mi yoksa siiper
kritik mi oldugu ve homoklinik catallanma i¢in 6zde8er biiytikliiklerinin etkileri gibi

konularla ilgilenen alt durumlar da bulunmaktadir (Venkadesan vd., 2007).

8.6. Kolera Modeli icin Catallanma Analizi

Bu boliimde, kolera modeli icin olusturulan sistemin c¢atallanma analizi ele
alimacaktir. Modelde catallanma normal do§um oranmi p iizerinde analiz edilmistir.
Sistem, bir limit dongiisii (hopf catallasmasiyla dogan) iizerinde salinmaya baglar ve
(’nun bazi degerlerinde bir transkritik ¢atallagma meydana gelir. Bu nedenle, dinamigin

dort rakamin hepsinde sifira diistiigii goriiliir.

1800 T

Minimum duyarl
1600 : Maksimum duyarl | 4

1400 h
1200 1
1000 1

800 - 1

Duyarli bireyler

600 |- .
400 [, 7

200 % ]

0 \ . . . .

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Catallanma parametresi (i)

Sekil 8.2. Duyarh olan bireylerde catallanma diyagram
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Sekil 8.2’de, duyarl bireylerde catallanma diyagrami gosterilmistir. Catallanma

parametresi olarak p deerleri 0.05’ten daha biiylik durumlarda duyarli bireylerin

sayisinin sifira yaklagsarak devam ettigi goriilmektedir.

0.8

Maruz kalan bireyler
o o o o o o o
00 w >~ o ®» N

o

Sekil 8.3. Maruz kalan bireylerde catallanma diyagram

Minimum maruz kalan
Maksimum maruz kalan

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Catallanma parametresi (u)

0.25

0.3

Sekil 8.3’de, kolera bakteri hastalifina maruz kalan bireylerde catallanma

diyagrami gosterilmistir. Catallanma parametresi olarak p degerleri 0.3’e yaklasirken

maruz kalan bireylerin sayisinin sifira yaklasarak devam ettigi goriilmektedir.

60

50

Enfekte bireyler
8 &

N
o

Minimum enfekte
Maksimum enfekte

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Catallanma parametresi (u)

Sekil 8.4. Enfekte olan bireylerde catallanma diyagrami

0.25

0.3
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Sekil 8.4’de, enfekte bireylerde catallanma diyagrami gosterilmistir. Catallanma
parametresi olan g degerlerinin 0.05 civarinda oldugu durumda enfekte bireylerin

sayisinin pik yaptig1 ve sonrasinda sifira yaklasarak devam ettigi goriilmektedir.

8000 : Minimum iyilesen | -
Maksimum iyilesen

7000 J

6000 - b

iyilesen bireyler
w B )]
o o o
o o o
o o o
T
Il

2000 1

1000 4

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Catallanma parametresi (u)

Sekil 8.5. yilesen bireylerde catallanma diyagran

Sekil 8.5°de, iyilesen bireylerde catallanma diyagrami gosterilmistir. Catallanma
parametresi olarak p degerlerinin 0.01’den daha biiyiik oldugu durumlarda iyilesen

bireylerin sayisinin sifira yaklasarak devam ettigi goriilmektedir.
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9. MODELIN NUMERIK COZUMU VE SIMULASYON

Sayisal analiz, matematiksel analiz problemleri icin (ayrik matematikten farkli
olarak) sayisal yaklagimi (sembolik manipiilasyonlarin aksine) kullanan algoritmalarin
incelenmesidir. Diger ifadeyle, problemlerin kesin c¢oziimleri yerine yaklasik
coziimlerini bulmaya calisan sayisal yontemlerin incelenmesidir.  Sayisal analiz,
miihendislik ve fiziksel bilimlerin tiim alanlarinda ve 21. yiizyilda ekonomi, tip, isletme
ve hatta sanat gibi yagsam ve sosyal bilimlerde de uygulama alan1 bulunmaktadir. Bilgi
islem giiclindeki mevcut biiyiime, bilim ve miihendislikte ayrintili ve gercekci
matematiksel modeller saglayan daha karmagik sayisal analizlerin kullanilmasina
olanak saglamistir.  Sayisal analize Ornek olarak gok mekaniginde (gezegenlerin,
yildizlarin ve galaksilerin hareketlerini tahmin eden) adi diferansiyel denklemler, veri
analizinde sayisal lineer cebir, tip ve biyolojide canli hiicreleri simiile etmek icin
stokastik diferansiyel denklemler ve Markov zincirleri verilebilir. (Wikipedi, 2024b).

Hastaligin yayilmasinda rol oynayan degiskenleri analiz etmek, ilgili modelin
sayisal coziimlerini elde edip sonuglari yorumlamak ve catallanma grafiklerini elde
etmek icin MATLAB R2023b paket programindan yararlamlmistir. Sayisal yontem
olarak ise hem denklem hem de sistemlerin coziimiinde sik¢a kullanilan ve etkin
yontemlerden biri olan 4. mertebeden Runge-Kutta yontemi kullanilmis ve sonuclar
grafiksel olarak sunulmustur. Boylece, sistemin ¢oziimiinde baslangic degerleri ve
tahmin edilen parametre degerleri kullanilarak, her bir alt popiilasyondaki dinamiklerin
zaman i¢inde nasil degistigi incelenmis ve ilgili parametre degerleri i¢in her bir alt
popiilasyona ait grafikler elde edilmistir. Sistem dinamiginin davranisini 6nemli 6l¢iide
etkileyen parametreler géz oniinde bulundurularak, bu parametrelerin farkli degerleri
icin grafikler olusturulmus ve biyolojik olarak yorumlanmigtr.

Tezde Onerilen (4.2) matematiksel modelinin sayisal ¢oziimleri icin baslangic
deger kosullar1 S(0) = 4800, £(0) = 28, I(0) = 7, R(0) = 4650, B(0) = 30 olarak ele
alinmigtir. F(0) = 28 degeri, parametre tahmini kisminda da kullanilmis olan Irak’ta
2022 yilinda goriilen kolera vaka sayisidir (HSD, 2023).

Sekil 9.1°de (4.2) sisteminin iletim katsayis1 bulunan (;’1n farkli 8,= 0.001, SB,=
0.0001, Br= 0.00001, Br= 0.000005 degerleri icin duyarli bireylerin popiilasyonunun

zamana bagl degisimi incelenmistir. (3, degeri azalinca enfekte olan popiilasyondaki
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artis azalacagindan dolayr bu durum duyarli bireylerin sayisinin zaman igerisinde
azalmasinin gecikmesine neden olacaktir. Bu durum Sekil 9.1°de gozlenmistir.

Burada, gergek verilere en iyi uyan 3 degeri 5, = 0.001 olarak hesaplanmusgtir.
Bp’in  simiilasyondaki degerleri dikkate alindiginda, simiilasyonun ilerleyen
zamanlarinda 3 azaldik¢a duyarli bireylerin sayisindaki azalmanin gittik¢ce yavasladigi
goriilmektedir. Ornegin, 3, = 0.001 iken duyarli bireyler hizli bi sekilde enfekte
olurken (azalirken) S5, = 0.000005 iken duyarli bireyler 200 giinden sonra ayni
seviyeleri gormektedir. Bu durum ani geligsen kolera salgininin hizli bir gsekilde enfekte

oranlarin artirdig1 seklinde yorumlanabilir.
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Sekil 9.1. Farkh ), degerleri icin duyarh bireylerde (S) niifus degisimi

Ayni zamanda, Sekil 9.2’de hastaligin iletim katsayist olan S, nin farkli (5,=
0.001, Bip= 0.0001, Br= 0.00001, ve Bxp= 0.000005 degerleri icin enfekte olan
popiilasyonun zamanla nasil degistigi aragtirilmisgtir.

Sekil 9.2 incelendiginde, parametre tahmin yontemiyle elde edilen 3;, = 0.001
degeri i¢in, salgiin ani artisindan dolay1 enfekte birey sayisinda pik noktaya hizli bir
sekilde ulastigi, zaman igerisinde azalarak kararli hale geldigi soylenebilir. 55’ 1n diger
degerleri (SBp= 0.0001, Bp= 0.00001, B,= 0.000005) karsilastirlldiginda enfekte
sayisinda zaman icerisinde azalma oldugu, hastaligin kararli bir azalma egiliminde
oldugu goriilmektedir. Bu durum, duyarli bireylerin salgindan korunmakta gerekli
onlemleri alamadigi, karar vericilerin tedbirler ve halki egitme konusunda daha fazla

calismalar yapmasi gerektigi seklinde yorumlanabilir.
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Sekil 9.2. Farkh 3, degerleri icin enfekte bireylerde (I) niifus degisimi

Sekil 9.3’te vibriolarin enfekte ¢evreden insana gegis orani olan [, ile, hastaliga maruz

kalan bireyler arasindaki dinamikler gorsellestirilmistir. Sekil 9.3 incelendiginde,

parametre tahmin yontemi sonucunda bulunan .= 0.1 degeri icin viriise maruz kalan

birey sayisinin, 3.’ nin diger degerlerine (5.= 0.4, 5.= 0.7, 5.= 0.9) gore artig gosterdigi

gozlemlenmistir. [, degerleri artikca maruz kalan bireylerin sayisindaki artis da dikkat

cekicidir.
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azimsanmayacak seviyede oldugunu gosterdigi soylenebilir. Bu durum karantina ve
cevresel faktorlerde hijyene onem verilmesi gerektigi seklinde yorumlanabilir. Belirli
zaman sonra maruz kalan bireylerin sayisinin kararli bir yapiya dondiigii ve hastaligin
kontrol altina alinabildigi goriilmektedir.

Sekil 9.4’de once enfekte olup sonra asi, ila¢ vb. herhangi bir tedavi yontemi ile veya
kendi halinde iyilesen bireylerin farkli ~ degerleri i¢in nasil degistigi
gosterilmigtir. Burada -y notasyonu, enfekte olan bireylerin iyilesme orani ifade
etmektedir. v degerleri arttikca beklendigi lizere iyilesme oran1 da zaman igerisinde artig

gostermekte ve boylece iyilesen popiilasyon sayisi artarak ilerlemektedir.
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Sekil 9.4. Farkh v degerleri icin iyilesen bireylerde (R) niifus degisimi

Sekil 9.5°de benzer sekilde farkli v degerlerinin enfekte bireyler iizerinde nasil
bir etkiye sahip oldugu ele alinmistir. Sekilden de goriilecegi gibi, artan v degerleri daha
az enfekte popiilasyona sebep olmakta, enfekte popiilasyonun daha hizli kararli hale
gelmesini saglamaktadir. Bu siireg, iyilesen popiilasyon sebebiyle duyarli popiilasyonun
sayisinin azalmasina ve bdylece enfekte olanlarin sayinin zaman igerisinde azalmasi
pozisyonu olarak yorumlanabilir.

Sekil 9.6 ve 9.7°de sudaki bakteri konsantrasyonunun sirasiyla farkli § ve £’ye
gore durumlari gosterilmistir. Burada o bakteri kaynakli 6liim oranini temsil ederken, &
de enfekte olanlar sebebiyle bakterideki vibrio gecis oranini ifade etmektedir. Boylece,
sudaki bakterinin enfeksiyon oranmi iizerinde dogrudan etkili parametrelerin sudaki

temizlikte nasil bir role sahip oldugunu anlamak olduk¢a 6nemlidir. § degerleri arttik¢a
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Sekil 9.5. Farkli v degerleri icin enfekte bireylerde (I) niifus degisimi

sudaki bakteri konsantrasyonunun artisinda yavaglama dikkat ¢cekmektedir. Bu durum
Olen bakterilerin sudaki etkinli§inin azalmasi seklinde yorumlanabilir. Diger taraftan,
Sekil 9.7°ye gore, enfekte olanlar sebebiyle bakterideki vibrio gegis oraninin artmasi
sonucu (mavi egriden mor egriye dogru ilerledikce) sudaki bakteri konsantrasyonunun
arttig1 ve boylece cevredeki kullanim halinde olan ve boylece yer alti sularinin zaman

icerisinde yiiksek oranda enfeksiyon icerdigi gézlenmektedir.
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Sekil 9.6. Farkh o degerleri icin sudaki bakteri konsantrasyonu (B) niifus degisimi
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Sekil 9.7. Farkh £ degerleri icin sudaki bakteri konsantrasyonu (B) niifus degisimi

Son olarak, ilgili tiim sekiller incelendiginde, en kiiciik kareler egri uydurma (parametre
tahmini) yonteminin etkili sonuclarinin (4.2) modelini dogruladig1 ve olusturulan bu
modelin kolera hastalifinin dinamiklerini ve gelecek hareketlerini Ongdrmede

kullanilabilecegini gostermektedir.
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10. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, kolera hastaligi icin gelistirilen bir matematiksel modelde
gelistirme yapilmig ve gelistirilen bu modelin sistem analizi yapilmistir. (4.2)’de
gerceklestirilmis ve Irak’tan elde edilen gercek veriler kullanilarak modelin parametre
degerleri tahmin edilmistir. Sistemin tahmin edilen parametreleri (4.2)’de dogrulanmig
ve kolera salgininin gelecekteki ilerleyisini tahmin etmek i¢in bu degerler ile birlikte
farkli varyasyonlar da ele alinarak sayisal simiilasyonlar gerceklestirilmistir.  Bu
bolimde, c¢alisma siiresince elde edilen sonuglar ve sonuclara dayali Oneriler

sunulmaktadir.

10.1. Sonuclar

Bu calismada elde edilen sonuglar agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

e Kolera salginimin modellenmesi i¢in daha Once olusturulan bir matematiksel
model gelistirilmis, etkinligi ve dogrulugu incelenmistir. Olusturulan model, bir
kolera salgiinin en 6nemli bilesenleri olan duyarli popiilasyon (.S), viriise maruz
kalan popiilasyon (F), enfekte popiilasyon (I), enfekte sonrast iyilesen
popiilasyon (R) ve sudaki bakteri konsantrasyonu miktar1 (B) gibi
kompartimanlart icermektedir. Bu baglamda, modelin kolera salgininin temel
bilesenlerini etkili bir sekilde yakaladigi sOylenebilir. Bu acidan bakildiginda
caligma, onerilen modelin koleranin ilerleyisini dogru bir sekilde tespit ettigini ve

gelecekteki seyrine iligkin tahminler sagladigin1 gostermektedir.

e Bir bulagici hastaligin matematiksel modelinin sahip olmasi gereken bazi 6nemli
ozelliklere deginilmis ve gelistirilen sistemin biyolojik agidan anlamli ve 1yi
konulmus bir problem olmast durumu ele alinmigtir. Boylece, negatif olmayan
cOziim bolgesi, diger bir ifadeyle her bir popiilasyonun pozitif bolgede kalmasi
(veya sifir olmasi) ile modelin kompartimanlarinin (popiilasyonlar) sinirh
olmasinin garanti edilmesi sonucu modelin biyolojik ag¢idan anlamlilig1

gosterilmisgtir.

e Modelin denge noktalar1 hesaplanmis ve hastaliksiz denge noktasinin yerel

kararlili1 analiz edilmistir. Bu sayede sistemin denge noktalarinin hangi kosullar
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altinda kararli oldugu belirlenmistir.

e Salginlarda ikincil enfeksiyon orani olarak tamimlanan, hastalifin gelecekteki
seyrine dair Onemli veriler sunan temel iireme sayisi, model kapsaminda
hesaplanmugtir. Farkli parametrelerin etkisine ve bunlarin temel iireme sayisini ne
kadar onemli Ol¢iide etkilediine odaklanarak bu saymin bir duyarlhilik analizi

yapilmistir.

e [rak’ta ilk kolera vakasi 20 Haziran 2022 tarihinde Siileymaniye sehrinde ortaya
cikmistir.  Bu c¢alismada, kolera modelinin parametreleri (sekiz parametre)
Irak’tan elde edilen gercek veriler kullanilarak en kiiciik kareler egri uydurma
teknigi ile yapilan tahminler sonucunda elde edilen degerlere dayali olarak sayisal
simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Matematiksel modelin parametre degerlerini
belirlemek amaciyla uygulanan en kiiciik kareler egri uydurma yonteminin
algoritmasi da sunulmustur. Aymi zamanda, bu parametre degerlerine dayanan
uydurulmus egri ve gercek veriler birlikte sunulmustur. Modeli ¢6zmek igin,
catallanma analizini iceren bir tahmin edici-diizeltici tipli Adams-Bashforth
sayisal yontemi kullanilmis ve sayisal simiilasyonlar yoluyla kolera salgininin
gelecekteki seyrine iligkin tahminler yapilmasina olanak saglanmistir. Bazi kritik
parametrelerin ilgili popiilasyon kompartimanlar iizerindeki etkisi de ayrintili

olarak incelenmis ve matematiksel biyoloji literatiirii acisindan yorumlanmaistir.

10.2. Oneriler

Bu calisma sonrasinda gelecek arastirmacilara calismalarina yol gostermesi

acisindan asagidaki oneriler sunulabilir:

e (Calismada kullanilan tamsay1 dereceli sistem yerine farkl: tiirden (lokal olmayan,
singiiler olmayan, iistel ¢ekirdek iceren, Mittag-Leffler ¢ekirdegi iceren vb.) kesirli
tiirev operatorii kullanilarak olusturulan bir sistem ele alinarak kolera hastaliginin
gelecekteki seyrine dair alternatif tahminler yapilabilir. Bu sekilde, farkl: tiirdeki
tiirev operatorlerinin tamsay1 dereceli sistemlerle iligkisi de incelenmis olmakla
birlikte, kesirli tiirevlerin, kalitsal 6zellikleri ve hafiza etkisini de gbz 6niine almast

gercegini kullanarak farkli bir acis1 degerlendirilebilir.
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e Farkli biyolojik modeller i¢in parametreleri tahmin ederken, daha biiyiik bir veri
kiimesi kullanmak faydali olabilir. En kiiciik kareler teknigi kullanarak egri
uydurma yontemine ek olarak, "maksimum olasilik" gibi alternatif teknikler de

diisiiniilebilir.
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