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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

UC BOYUTLU LINEER OLMAYAN BiR FARK DENKLEM SiSTEMININ
COZULEBILIRLIGI

Fatih Furkan GULEN

NECMETTIN ERBAKAN UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI
ENSTITUSU MATEMATIK ANABILiM DALI

Dog¢. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
2026, 42 Sayfa

Jiiri
Do¢. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.
Birinci bdliimde, fark denklemlerinin 6nemi hakkinda genel bilgilere yer verilmektedir.

Ikinci boliimde, cesitli tipteki fark denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin ¢dziimleri ile
ilgili yapilmis ¢aligsmalar kapsaminda bir literatiir arastirmasi sunulmaktadir.

Ugiincii boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremlere yer verilmekte ve bilineer
fark denkleminin ¢6ziimii ele alinmaktadir.

Dordiincii boliimde, ¢aligmanin ana kismini olusturan

_ o ay,tby,, _ 4z, +byz,
xn+] - xn d s yn+] - yn > n+l = “n
Y, +ay,,

a,x, +b,x, _
3%n 3"l,n€N0

c,z,+d,z, ox, +dyx, |

fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligi ele alinmakta ve ¢6ziim i¢in formiiller verilmektedir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde ele alinan fark denklem sistemi ile ilgili bazi sonuglar ve
oneriler sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Bilineer fark denklemi, ¢oziilebilirlik, fark denklem sistemi, fark
denklemi, lineer fark denklemi, periyodik ¢oziim.
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ABSTRACT

MS THESIS

SOLVABILITY OF A THREE-DIMENSIONAL SYSTEM OF NONLINEAR
DIFFERENCE EQUATIONS

Fatih Furkan GULEN
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SCIENCE
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Adyvisor: Assoc.Prof.Dr.Durhasan Turgut TOLLU
2026, 42 Pages

Jury
Assoc. Prof. Durhasan Turgut TOLLU
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI

This thesis consists of five chapters.
The first chapter provides general information on the importance of difference equations.

The second chapter presents a comprehensive literature review on the solutions of various types
of difference equations and systems of difference equations.

In the third chapter, fundamental definitions and theorems concerning difference equations are
introduced, and the solution of the bilinear difference equation is analyzed.

In the fourth section, which constitutes the main part of the study, the solvability of the difference
equation system

Y =y ay, +by,., _ a4z, tbz, _
n+l = n d s yn+1 _yn s n+l T “
Yy, +ay,.

n—1

a,x, +b,x, _
3%n 3"l,n€N0

4
c,z, +d,z cx, +dsx

n—1
was discussed, and the formulas of the solution were given.

In the fifth chapter, the results and recommendations related to the difference equation system
discussed in the fourth chapter are presented.

Keywords: Bilinear difference equation, linear difference equation, periodic solution,
solvability, system of difference equations, difference equation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida
sunulmustur.
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1. GIRIS

Merak duygusu, insani bilinmeyeni anlamaya yonlendirirken, ihtiyaglar ise onu
cOziimler {iretmeye ve yasamini kolaylastirmaya itmistir. Bu iki temel unsur,
insanoglunun dogayi, evreni ve kendi varligini1 daha iyi kavrayabilmesini saglamis,
bilimin ve bilim dallarinin ortaya ¢ikmasini saglamistir.

Tarihsel siirecte bilim dallar1 arasinda matematigin 6nemi biiyliktiir. Matematik,
ilk olarak sayma ve 6l¢me gibi temel ihtiya¢lar dogrultusunda sekillendigi halde; daha
sonra karmasik yapilarin analiz edilmesine yonelik analitik araclar gelistirilmistir.
Gliniimiizde matematik hem teorik hem de uygulamali diizeyde; miihendislik, biyoloji,
tip, astronomi ve eckonomi gibi pek c¢ok alanda yeni yontem ve modellerin
olusturulmasinda kullanilmaktadir.

Matematigin 6nemli bir alt dali olan uygulamali matematik, matematigin gergek
yasam problemlerine uygulanmasindan ortaya ¢ikan bir disiplindir. Bu disiplinde arag
olarak genellikle matematiksel denklemler kullanilir. Problemin tiirline gore adi
diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler, fark denklemleri vb. denklemler
kullanilabilir. Ornegin, eger problem siirekli degiskenlerle modelleniyorsa diferansiyel
denklemler, kesikli degiskenlerle modelleniyorsa fark denklemleri kullanilir. Ozellikle,
bagimli degiskenin 6nceki degerlerinin sonraki degerlerini etkiledigi durumlarda fark
denklemleri oldukg¢a giiglii araglar olarak karsimiza ¢ikar. Bu durumun en bilinen

orneklerinden birisi Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisi olan

F.,=F

n+2 n+l

+F,, nel (1.1)

fark denklemidir. Fibonacci dizisi, her bir elemanin kendisinden once gelen iki elemanin
toplami oldugu bir dizidir. Bu dizinin elemanlar1 olan sayilara ise Fibonacci sayilari denir.

Fibonacci sayilart (1.1) denkleminin Fj =0, F =1 baslangic degerleri ile baslamasi

sonucu ortaya ¢ikar (Koshy 2001).

Diger 6nemli bir 6rnekse lojistik fark denklemi olarak bilinen
X, = MX, (l—xn) (1.2)

fark denklemidir. Lojistik fark denklemi; ekonomi, miihendislik, biyoloji gibi ¢esitli

alanlarda ortaya ¢ikar. Niifus dinamigi ve sistemleri modellemelerinde siklikla kullanilir.
(1.2) denklemindeki X, degiskeni, n. zaman araligindaki niifus biiylkligiinii veya

sistemin durumunu ifade eder. £ ise artig oranini belirten bir parametredir. Lojistik fark



denklemi, bir¢cok alanda ortaya c¢iktig1 i¢in iizerinde bir¢ok arastirma yiiriitiilmiistiir
(Elaydi 1999).

Fark denklemleri birgok alanda kullanilabildigi i¢in sadece matematikgilerin
degil, diger bilim dallarindaki arastirmacilarin da caligma alani haline gelmistir.
Literatiirde bulunan ¢o6ziime kavusmamis problemler sayesinde fark denklemleri
giincelligini koruyacak ve bilim insanlarinin kullandig1 6nemli araglardan birisi olacaktir.

Bu calismanin ana yapisi su sekildedir. Ikinci boliimde, konuya iliskin mevcut
literatiir ve temel kaynaklar kapsamli bir sekilde incelenmis; Ugiincii boliimde, fark
denklemleri ile ilgili bazi temel tanim ve teoremler verilmis, bilineer fark denklemi
(Riccati tipi fark denklemi) ile ilgili baz1 bilgiler verilmis ve bu denklemin ¢6ziimii ile
ilgili bilgiler sunulmustur. Dordiincii boliim, tezin odak noktasini olusturan tigiincii
mertebeden bir fark denklem sisteminin ¢éziimiine ayrilmistir; bu kisimda incelenen
denklemin ¢oztiimii ile ilgili bilgiler verilmistir.

Arastirmanin amact

Bu arastirmanin temel amaci, belirli bir fark denklem sisteminin ¢Ozim
davranigini ortaya koymak ve 6zellikle bilineer fark denklemi gercevesinde bu sistemin
¢Oziimiinii sistematik bigimde elde etmektir. Fark denklemlerinin siirekli olmayan
sistemlerde yaygin kullanim alanina sahip olmasi, bu sistemlerin davraniglarinin ayrintili
olarak incelenmesini gerekli kilmaktadir. Bu g¢alisma kapsaminda, Once fark
denklemlerine iliskin temel kavramlar ve ¢6ziim yontemleri ele alinmis, ardindan
literatlirde 6nemli bir yere sahip olan bilineer fark denklemleri tizerinde durulmustur. Son
olarak, ¢alismanin odagini olusturan 6zel bir fark denklem sisteminin ¢6ziimii baz1 6zel
durumlar g6z 6niinde bulundurularak sistemin ¢éziimii incelenmistir. Boylece hem teorik
hem de uygulamaya doniik yonleriyle fark denklemlerinin analizi i¢in biitiinciil bir
yaklagim sunulmast amaglanmastir.

Arastirmanin onemi

Bu c¢alismanin 6nemi, fark denklemlerinin hem teorik hem de pratik yonlerine
katki saglayarak belirli bir fark denklem sisteminin ¢oziimiinii kapsamli bigimde ortaya
koymasidir. Arastirma, ilgili literatiirde yer alan yontemleri biitlinciil bir bakis acisiyla bir
araya getirirken, bilineer tipi fark denklemlerine iliskin ¢6ziim tekniklerinin

uygulanabilirligini 6rneklendirmektedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
Elsayed ve arkadaslar1 (2014), yaptiklar1 calismada a, b, ¢, d, e parametreleri ve

X_;, X, baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

b+cx, |
9
d+ex,

=ax, + neN,

n+l

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin global yakinsakligini, smirliligini ve
periyodik ¢ézlimlerinin varligini incelemislerdir.

El-Metwally ve arkadaslar1 (2001), yaptiklari ¢alismada
X =a+px e ,neN;
ikinci mertebeden fark denkleminin global kararliligini, siirlilik yapisini ve pozitif
¢Oziimlerinin periyodik karakterini incelemislerdir. Yazarlar bu denklemin bir niifus

modeli olarak diisiiniilebilecegini belirtmislerdir.

Ozturk ve arkadaglar1 (2006), yaptiklari ¢alismada «, 3,y pozitif sayilar ve
baslangi¢ kosullart V_;, ), negatif olmayan keyfi reel sayilar olmak iizere,

a+ e’
n+l -

, neN;
)

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin yakinsakligini,

sinirliligini ve denklemin periyodik karakterini incelemislerdir.

Bozkurt (2013), yaptig1 ¢alismada

a-e’+ et

yray, By,

}/n+l: nENO

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin lokal ve global
davranigin1 ve kararlilik karakterini katsayilarin durumlarina bagl olarak incelemis ve

pozitif ¢oziimlerin yar1 dongiisii ile ilgili durumlardan bahsetmistir.
Elsayed (2009), yaptig1 calismada a, b, ¢, d pozitif sabitler olup X, X

baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

n+l

rasyonel fark denkleminin ¢6ziimlerinin davranigini incelemistir.

Stevi¢ (2004), yaptig1 calismada X_j, X, baslangi¢ kosullar reel sayilar olan



X
=—=1_  neN,
I+x x,

xn+l
n-1

rasyonel fark denkleminin ¢6ziilebilirligi ve ¢oziimlerinin davraniglari ile ilgili bazi teorik
aciklamalar vermistir.

Stevi¢ (2011), yaptigi galismada, (b,) . ve (c,) . iki periyotlu periyodik

diziler ve X_,, X_; baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere,

X = xn—2
n b ’
n +c X xmz

n”"n-1

neN,

fark denklemini ele almistir ve bu fark denkleminin ¢oziilebilir oldugunu gdosterip elde
edilen bazi formiillerin ¢oziimlerin davranislarini belirlemedeki uygulamalarina yer

vermistir.
Stevi¢ (2013), yaptig1 ¢alismasinda « ve g parametreleri ve X, ), baslangic

degerleri pozitif sayilar olmak lizere,

a g1
xn+1:_+_’ n+1:_+_’ neNO
xi’l yi’l xl’l yl’l
fark denklem sisteminden elde ettigi formiilleri kullanarak sistemin her ¢oziimiiniin iki
periyotlu ¢ozlime yakinsadigini gostermistir.

Mcgrath ve Teixeira (2006), yaptiklar1 calismada, a, b, ¢, d parametreleri ile x_,
ve x, baslangic degerleri keyfi reel sayilar olmak iizere,

X, +bx,

‘xn+1 = xn’ n EI\IO
cx, | +dx,

fark denkleminin ¢éziimlerinin varligin1 ve davranisini incelemislerdir.

Tollu ve arkadaslar1 (2017), yaptiklar1 ¢alismada

aynfl
Vet = , nelN,

bynyn—l + cyn—lyn—2 + d

fark denkleminin pozitif ¢dzlimlerinin davranisini incelemislerdir. Burada a, b, ¢, d

katsayilar1 pozitif reel sayilar ve V,, V., }, baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel
sayilardir. Yazarlar denklemin pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik kararliligini,
coziimlerin periyodikligini, sinirliligini ve salinimini incelemislerdir.

Sedaghat (2009), yaptig1 calismada



ax ax x
— n—1 , an — n”"n-1 , a,b> O
xXx ,+b x, +bx,,

n’'n-1

n+l1

fark denklemlerinin ¢oziimlerinin global davranislarina dair sonuglar elde etmistir. Bu
rasyonel fark denklemlerinin yasakli kiimesini agikca belirtilmis ve yasakli kiimelerin
disindaki baslangic degerleri i¢in c¢oziimlerin 0 veya pozitif bir sabit noktaya
yakinsayabilecegini ve ¢dzlimlerin 2 periyotlu ya da sinirsiz olabilecegini gostermistir.

Abo-Zeid (2014), yaptig1 calismada 4, B negatif olmayan reel sayilar, C, D > 0
ve [,k negatif olmayan tam sayilar, / <k olmak iizere,

A+ Bx
x,, =—2=2k neN,

n+l k
C+ DH X,

i=l
rasyonel fark denkleminin pozitif c¢oziimlerinin global kararliligini ve periyodik
karakterini incelemistir.

Raouf (2012), yaptig1 ¢alismada a, b, ce R ve x,, x, € R olmak lizere, birinci

mertebeden Riccati tipi fark denkleminin bir genellestirmesi olan

c
X, =a+—+ , nelN,
X xnxn—l

n

ikinci mertebeden fark denkleminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranisini ve kararlilik
ozelliklerini incelemistir.
Amleh ve arkadaslar1 (2008), yaptiklar1 ¢aligmada negatif olmayan parametreler
ve payday1 her zaman pozitif yapan baslangic kosullari i¢in,
L oat Bx.x,  +yx,
" A+Bxx Cx |

n”n-1

nelN,

rasyonel fark denkleminin global kararlilik karakterini, periyodikligini ve ¢dziimlerin
negatif olmayan parametreler ile negatif olmayan baslangi¢c kosullarina bagliligini
incelemistirler.

Stevi¢ ve arkadaslar1 (2018), yaptiklar1 calismada a, b, ¢ parametreleri, x , , x,

baslangi¢ degerleri kompleks sayilar ve ¢ # 0 olmak lizere,

c
X, =at+t—+ , nelN,
X, XX,

n

ikinci mertebeden fark denkleminin ¢éziimiiniin ii¢lincli mertebeden lineer homojen bir
fark denkleminin karakteristik denkleminin kokleri ile temsil edilebilecegini gostermistir.

Brand (1955), yaptig1 calismada



_ax,+b
cx, +d

n+l

Riccati tipi fark denkleminin ¢oziimiinii karakteristik denkleminin koklerine gore formiile

edip ¢oziimlerin parametrelere gore davranisini incelemistir.

Tollu ve Yazlik (2024), yaptiklar1 ¢alismada ae[O,oo) ve x,, x, baslangic

degerleri reel sayilar olmak iizere,

X X ,—da
_ "n-1""n-2
x,=——"——,nelN;
X1 ~ X2

ikinci mertebeden fark denkleminin kapali bigimde ¢oziilebilir oldugunu gostermislerdir.
Burada ¢6ziimleri Fibonacci sayilari ile iliskilendirerek ayrintili olarak analiz etmistirler.

Stevi¢ ve Tollu (2023), yaptiklart ¢alismada ne N, kve j iki dogal sayi,
X, ¥, , 1<k+I, baslangi¢c degerleri ve a, b, ¢, d, a, f, y, & parametreleri reel
sayilar olmak tiizere,

B ay, , +by n(k+1) 4 ax, , + ﬁxn—(lm)
‘xn - xnfk d 4 yn -
cyn—l + yn—(k+l)

k
VX, t 5xn—(k+1)

fark denklem sisteminin genel ¢éziimiinii ayrintili olarak elde edebilmek icin yeni bir

yontem sunarak ¢6ziilebilir oldugunu gostermistirler.

Sahinkaya ve arkadaglar1 (2021), yaptiklar1 calismada a € [0,00) Ve Xy, Voo Zo
baslangi¢ degerleri reel sayilar olmak iizere,

X =—-"—, nelN,

n+l ’ n+l T 2 n+l ’

Xn+yn yn+Zn Zn+xn

_xy,ta _V.z,ta _z,x,t+a

fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugunu gdstermisler ve buna ek olarak iyi tanimli
¢Ozlimlerin asimptotik davranigini incelemislerdir.

Kara ve arkadaglar1 (2020), yaptiklart ¢calismada neN,, k ve [ pozitif tam
sayllar, a, b, ¢, d, a, 3, y, 6 parametreleri ve x_ ;, y ;, j=Lk+I/, baslangig
degerleri reel sayilar olmak tizere,

5xn—kyn—(k+l)
:Byn—(k+1) +rx,,

_ Y, X, (1) _
xn = ayn_k +— yn =0ox

+
n—k
bxn—(k+l) +Cy,,

fark denklem sisteminin c¢oziilebilirligini ve ¢oOziimlerinin asimptotik davranigini

incelemislerdir.



Tollu ve arkadaslar1 (2021), yaptiklar1 calismada q,b parametreleri ve
X, Xy, YV, V, baslangi¢ degerleri keyfi reel sayilar olmak iizere,

a b

yn+1

nelN,

n+l

B I+y,x,, ’ B I+x,p,. )
fark denklem sisteminin ¢oziimleri i¢in formiiller vermislerdir. Bunun i¢in pratik bir
yontem vererek sistemin genel ¢Oziimiinii elde etmisler ve sistemin iyi taniml
¢Ozlimlerini karakterize etmislerdir. Son olarak iyi tanimlanmis ¢oziimlerin davraniglarini

incelemislerdir.

Yalginkaya ve arkadaslart (2008), yaptiklari calismada b, ¢, d, e ve
X, X, V,,» Y, baslangi¢c degerleri pozitif reel sayilar olmak iizere,

_byn+c _dxn+e

n+l ’ n+l

X

, neN,

n-1 n—1
fark denklem sisteminin ¢oziimiiniin davranislarini ve periyodikligini incelemislerdir.

Kurbanl ve arkadaglar1 (2011), yaptiklar1 ¢calismada y,, v ,, x,, x, € [O, +oo)
baslangi¢ degerleri reel sayilar olmak iizere,

X Y
n—1 - n—1
yn+1 i

X = ,
y.x,  +1 xy,  +1

n+l

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini incelemislerdir.

Kara ve Yazlik (2019), yaptiklart ¢alismada k,/eN, x,, y .,,=11+] ve
(a, )neNn (b, )neNo (a, )neN0 (B, )neNo keyfi reel sayilar olmak iizere,

xnfkynfkfl ynkanfkfl

x = 2 y = 2
yn—l (an + bnxn—kyn—k—l) ! xn—l (an + ﬂnyn—kxn—k—l)

n

nelN,

fark denklem sisteminin ¢dzlimlerinin davraniglarini ve ¢o6ziimiin periyodikligini
incelemislerdir.

Yazlik ve arkadaslar1 (2013), yaptiklari ¢alismada

_1—
X, =1,

n+l

Gt St
B YnZn- " X YVna
fark denklem sisteminin ¢dzlimlerini incelemis ve ¢oziimlerin padovan sayilari ile iligkili
oldugunu agiklamiglardir.
Karatas ve arkadaslar1 (2006), yaptiklar1 ¢alismada baslangic degerleri negatif

olmayan reel sayilar olmak {izere,



X
_ n—>5
xn+l - , € NO

I+x ,x
fark denkleminin pozitif ¢oziimlerini ve ¢ekimliligini incelemislerdir.

Tollu ve arkadaslar1 (2013), yaptiklar1 calismada, birbiriyle iliskili olan

1
'xn+l =
1+x,
ve
1
yn+] _1 + yn

Riccati tipi fark denklemlerinin genel ¢oziimlerini verip bu ¢dzlimlerin Fibonacci
sayilariyla temsil edilebildigini gostermisler ve ¢ozlimlerin limit durumundaki
davraniglarini incelemislerdir.

Halim ve arkadaslar1 (2015), yaptiklar1 ¢calismada x,, x | baslangi¢c degerleri ve

a, b, c, A, B, C parametreleri pozitif reel sayilar olmak iizere,

k-1
k J o k—j k
ax, +b E x)x, 7 +ex,
— J=1
X, = y , k=3, nel
Axt +B E x/x T+ Cxt

n”"n-1
J=1

ikinci mertebeden lineer olmayan fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin global
cekimliligini, ¢6ziimlerin asimptotik davranigini ve periyodikligini incelemislerdir.

Yazlik ve kara (2019), yaptiklari caligmada nelN,,
(a,), . »(b,) o () o 5(B,), dizieri iki periyotlu ve x, y, ie {0,1,....k}
baslangic degerleri sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere,

ax . .y by ..x
—_ n"n—k+1) n—k _ “n/ n—k+1""n—k
Xy = B> Veu = ta,,,, neN;

e, x, =,
fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugunu gostermislerdir. Denklem sisteminde
a, =b, ve a; =b, oldugu durumda da ¢6ziimlerin asimptotik davranigini incelemislerdir.
Taskara ve arkadaslar1 (2020), yaptiklar1 ¢alismada x ,, x ,, ¥ ,, v, baslangi¢

degerlerive a, b, ¢, d, a, B, y, 6, p parametreleri reel sayilar olmak iizere,

_ ay, ., + b(xn—2yn—l )p*l _ ax,  + ﬂ(yn—an—l )IH
= , =

n p-1 p-1
cyn—l + dxn—Z }/xn—l + 5yn—2

, heN,



fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugunu ve elde edilen formiiller kullanilarak iyi
tanimli ¢ozlimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.
Elsayed ve arkadaslar1 (2013) yaptiklar1 ¢calismada baslangi¢c degerleri sifirdan

farkli olmak lizere,

_ xnyn—l _ ynxn—l ne N
- = 0

- > i+l
yn—l i yr/—Z X t xr/—2

n-1 —

n+l

fark denklem sisteminin ¢oziimlerini incelemislerdir.
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3. ON BILGILER

Bu boliimde tezin daha iyi anlasilmasini saglayacak olan temel kavramlar,

verilecektir.
3.1. Bazi Tanimlar ve Teoremler

Tanim 3.1. 7 verilen bir fonksiyon ve / bir reel say1 olsun.

Ef (x)=/ (x+h)

islemine f in Otelenmesi, E ye ise Oteleme operatorii denir.

Tanim 3.2. £ verilen bir fonksiyon ve / bir reel say1 olsun.

A ()= £ (x4 )~ £ (x)

islemine f ’in ileri farki, A ya ise ileri fark operatorii denir. Ayrica h reel sayisina fark

aralig1 denir.

Tanmm 3.3. f verilen bir fonksiyon olsun.
I (x)=1(%)
seklinde tanimlanan [ operatdriine birim operator veya ozdeslik operatorii denir.

Burada basitce goriiliir ki; / birim operator olmak iizere, A ve E operatorleri arasinda

A = E —1 bagintis1 vardir.
Tamm 3.4. f verilen bir fonksiyon olsun. A™" ile gdsterilen ve
AAf (x) =AM (x) = £ (x)
seklinde tanimlanan operatore fers fark operatorii denir.
Simdi, tezin sonraki kisimlarinda kullanilacak olan alt indis gosterimini tanitalim.

Alt indis gosteriminin kullanimi islemlerde kolaylik saglamakla kalmayip sade bir

gorilinlim i¢in siklikla tercih edilmektedir.
Bir f fonksiyonu y=f (X) kuraliyla verilmis olsun. a bir reel sayi, n bir
degisken ve h fark araligi olmak iizere, x=a+nh bagimsiz degisken degistirmesi

kullanilarak, y=f (x) degeri y,=f (a+nh) seklinde yazilabilir. Bu durumda
f(a+nh) gosterimi yerine Y, gosterimi kullanilabilir. Bger a=0 ve A =1 alimrsa,

f(x)=f(n) olur ki, bu »n degiskeninin sadece tam say1 olmak zorunda olmadigini



11

gostermektedir. Fakat tezin ilerleyen kisimlarinda », bir tamsayr degiskeni olarak
disiiniilecektir.

Yukaridaki diisiincelerden

Eyn :yn+1
Ve
Ayn =Vt =V

oldugu goriilebilir.

Asagidaki teoremin ispatina verilen kaynaktan ulasilabilir.

Teorem 3.1. A™' ters fark operatorii
n—1

A_Iyn:ZO-l_zyi (31)
i=0

esitligini saglar. Yani A™' aslinda bir toplam operatoriidiir. Burada Z; bir keyfi sabittir

(Bereketoglu, Kutay, 2012).

Tamim 3.5. Bagimsiz degisken n, bagimli degisken y ve k bir pozitif tamsay1 olmak

lizere, bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin farklarini iceren

F (19,00 Y0s 5V, ) =0 (3.2)
seklindeki bagintilara fark denklemi denir. Eger (3.2) denklemi

Vo =S (s es Vi) (3.3)
seklinde ise ona normal fark denklemi denir. Eger (3.3) denklemi

Vea = (Vs V) 34

seklinde ise, yani denklemde n bagimsiz degiskeni agik¢a goriinmiiyorsa bu denkleme
skaler fark denklemi denir (Bereketoglu, Kutay, 2012).

Bagimsiz degisken n € N, ve bagimli degisken y olmak {izere

yn+yn—l:n (35)
1
yn+2_yn+]yn+_:0 (36)
Y
yn74
Vi1 = (3.7)
1 yn+.yn—l+yn—2

birer fark denklemidir.
Fark denklemlerinde O6nemli bir kavram mertebedir. Bir fark denkleminin

mertebesi, denklemde goriilen en biiyiik indis ile en kii¢lik indis arasindaki farka esittir.
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Yukaridaki 6rneklerde (3.5) fark denklemi birinci mertebeden, (3.6) denklemi ikinci
mertebeden ve (3.7) denklemi ise besinci mertebeden bir fark denklemidir. Buna gore
(3.2)-(3.4) denklemlerinin mertebeleri k£ +1 dir.

Uyan 3.1. Eger fark denklemi alt indis gosterimi ile degil de klasik fonksiyon tarzinda

verilmisse, bu durumda mertebe argiimentler arasindaki farka esittir.

Tammm 3.6. N iizerinde tanimhi bir X, fonksiyonu her neNigin (3.3) denklemini

sagliyorsa, o zaman X, fonksiyonuna N iizerinde (3.3) denkleminin bir ¢6ziimii denir.
(3.3) fark denkleminin,

l//(n,cl,cz,...,ck+1 ) =0

veya

x=@(n,¢,¢,000)

seklinde k+1 tane ¢,c,,...,c;,, € R keyfi sabitlerini igeren ¢oziimiine genel ¢oziim adi

verilir. Genel ¢oziimden, keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek elde edilen ¢oziimlere de
0zel ¢oziim denir (Bereketoglu, Kutay, 2012).

Tamm 3.7 k. basamaktan bir fark denkleminin bir 6zel ¢dziimiinii bulmak i¢in o ¢oziime

iliskin
X0 = 0 0<i<k-1 (3.8)
ya da
Nx, =a,, 0<i<k-1 (3.9)

bi¢iminde ilk & tane ardisik degerin belirtilmesi gereklidir. Burada n, e N, «, ..., |
reel sabitler, (3.8) ya da (3.9) kosullarina baslangi¢ kosullar: ad1 verilir. k. basamaktan
bir fark denklemi ve (3.8) ya da (3.9) baslangi¢ kosullarindan meydana gelen probleme
bir baslangi¢ deger problemi denir.

Teorem 3.2. k. basamaktan

Xoor = f (%00 %, 0o X,y ), nEN (3.10)
skaler normal fark denklemi ve

Xo=0Qyy X, =0 X = Q) (3.11)
baslangi¢ kosullar1 verilsin. f fonksiyonu bagli oldugu degiskenlere gore tanimli ise, o

zaman (3.10)-(3.11) baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢6ziimii vardir.
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. X
Ornek 3.1 x,,,=——, X, =35 baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiiniin x = >
+Xx " Sn+1

n

oldugunu gosterelim.
Verilen denklemin genel ¢oziimii
1
‘xn =
c+n
dizisidir ¢iinkii denklemi saglar ve denklemin mertebesine esit sayida keyfi sabit igerir.

Burada n =0 alinirsa

elde edilir. Boylece baslangi¢c deger probleminin ¢oziimii

5
X =
" Sn+l

elde edilen bu ifade, denklemin bir 6zel ¢oziimiidiir.

Tanim 3.8. {xn }:Ozf . dizisi (3.4) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Eer n>—k i¢in

X,4p =X, sartin1 sagliyorsa {xn}j:_ , SOziimiine p periyotludur denir. Bu sart1 saglayan
en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyod denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamim 3.9. a,,,(n), a,(n), ..., a,(n) ve g(n), n nin reel fonksiyonlar: olmak iizere,

4 (”)y,m ta, (”)yn Tty (”)yn-k = g(”) (3.12)
seklindeki bir fark denklemine (k + 1) . mertebeden lineer fark denklemi denir. Aksi halde
(3.12) fark denklemine lineer olmayan fark denklemi veya nonlineer fark denklemi denir.
Burada her 7 i¢in a,,, (n)# Odir.

Lineer fark denklemleri, (3.12) denklemindeki g(n) fonksiyonu ve a,(n),

i€ {0, 1,2, n} katsay1 fonksiyonlarinin durumlarina gore asagidaki gibi siniflandirilirlar:

i) Eger g(n)=0 ise, yani g fonksiyonu dzdes olarak sifir ise denkleme lineer

homojen fark denklemi, aksi halde homojen olmayan veya nonhomojen lineer fark
denklemi,

i1) a, katsayilar1 sabit ise denkleme sabit katsayili lineer fark denklemi,
111) a, katsayilarindan en az biri bagimsiz degiskenin fonksiyonu ise denkleme

degisken katsayili lineer fark denklemi denir.
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Ornek 3.2. Asagidaki verilen denklemleri mertebe, homojenlik ve lineerlik bakimindan

inceleyelim.

X, —X,,,+2x,=0 (3.13)
X, s+3sinax, ,—x,, +x,=0 (3.14)
X, +7x,—2n=0 (3.15)
X, X, =e'x (3.16)
x,,=tann (3.17)

Coziim (3.13) denklemi 2. mertebeden, homojen lineer fark denklemidir.
(3.14) denklemi 5. mertebeden, homojen lineer fark denklemidir.

(3.15) denklemi 1. mertebeden, homojen olmayan lineer fark denklemidir.
(3.16) denklemi 3. mertebeden lineer olmayan bir fark denklemidir.

(3.17) denklemi fark denklemi degil, bir fonksiyondur.
3.2. Lineer Homojen Fark Denklemlerinin Coziimleri

Burada bazi1 6zel durumlar incelenecektir. Once birinci mertebeden lineer fark
denklemlerinin ¢oziimlerinin nasil elde edildigi, sonra da yiiksek mertebeden sabit
katsayilt lineer homojen fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin nasil elde edildigi ele

alinacaktir.
3.2.1. Birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin ¢oziimleri

Bu kisimda ilk olarak daha kolay anlagilabilen durumu verecegiz. a bir sabit

olmak iizere,

X

n+l

=ax,, nelNj (3.18)

denklemini diisiinelim. Bu denklemin genel ¢6ziimii iterasyon yapilarak bulunabilir.

Burada iki durum ortaya ¢ikar @ #1 olsun. Bu durumda, ¢6ziime baslayabilmek igin

verilen X, baslangi¢c degerini, n =0 i¢in (3.18) denkleminde kullanarak
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X, = ax,
_ _ 2
X, =ax, =a’x,

_ 2. _ 3
X,=ax,=a’x,=ax,

I
N}
[\S]
=
Il

X, =ax, e=a'x,

yazilabilir. Boylece (3.18) denkleminin genel ¢oziimiiniin
x,=a"x,

oldugu goriiliir.

Eger a =1ise dogrudan

=X, =...=X, oldugundan ¢6ziim X, = X, olur.

n+l1 n

Ornek 3.3. x,, =—x,, x, =4 homojen baslangi¢ deger probleminin ¢ziimii
x, =4 (—l)"
seklindedir.
Simdi daha genel bir durum olan
X =, +g, g#0 (3.19)

denklemini ele alalim. (3.19) un genel ¢6ziimii yine iterasyonla,

n—1 o n
X, =a"x,+ gz a'=a"x,+g

k=0 l-a
seklinde bulunabilir.

Ornek 3.4. x , =—x, +4, x, =3homojen olmayan baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii
x,=(-1)"+2

seklindedir.

Son olarak birinci mertebeden lineer homojen olmayan en genel denklemi, yani

xn+1 :anxn +gn’ n EI\IO (320)
fark denklemini diisiinelim. Burada a, ve g, reel say1 dizileridir ve tiim n € N, degerleri
icin a, # 0 dir. Bu durumda, (3.20) nin genel ¢6ziimii

. :Lﬁa(k)Jx0+}i(ﬁa( j)]g(k) G321)

k=n, k=ny \_j=k+1

seklindedir.
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(3.20) denkleminin tim 6zel durumlarinin ¢oziimleri (3.21) formiiliinden elde
edilebilir. Asagidaki 6rnek bunun i¢in verilmistir
Ornek 3.5. a, =1 ve g, =n alinirsa (3.20) denklemi
X, =x,+n, neN

denklemi elde edilir. Bunun genel ¢éziimii (3.21) den

X, =X,+ nn=l)

, neNj

olarak bulunur. Burada 7, = O olduguna dikkat edilmelidir.

3.2.2. Yiiksek mertebeden sabit katsayilh lineer homojen fark denklemlerinin

coziimleri

Sabit katsayili lineer homojen fark denklemleri genel olarak ¢oziilebilen

denklemlerdir. Eger (3.12) denkleminin katsayilari reel sabitler ve g(n) =0 ise, denklem
ayy,,+ay, +-+a.,v, =0, a.  #0 (3.22)
olur. Bir dizinin bu denklemin ¢6ziimii olabilmesi i¢in kendisi ile 6telemeleri arasinda
sadece katsay1 farki olmalidir. Bu sart1 saglayan ancak iistel bir dizi olan A" dizisidir.
A", (3.22) denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii, yani 40 olsun. Bu durumda
EX =" B2 =2", E'A =2, A=

olup bunlar (3.22) denkleminde yerlerine yazilirsa

ATt (aoﬂpk+1 +a A+ +a,, ) =0

esitligi bulunur. A" sifira esit olamayacagindan

a A" +al +va, =0 (3.23)
olur. (3.23) denklemine (3.22) denkleminin ‘“karakteristik denklemi” denir. (3.23)
denkleminin koklerine ise “karakteristik kokler” denir. Bilindigi gibi bu denklemin & +1
tane reel veya kompleks kokleri vardir. (3.22) denkleminin genel ¢oziimii bu kokler
yardimiyla yazilir. Burada anlatim1 kolaylastirmak i¢in (3.22) denkleminde k£ =1 secerek
mertebeyi 2 alacagiz. Boylece (3.22) denklemi

ayy,,tay, +a,y, =0, a,#0 (3.24)
denklemine indirgenir. (3.24) denkleminin karakteristik denklemi

a > +ad+a, =0 (3.25)
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olup karakteristik kokler

2 2
A= —a, ++ja; —4a,a, 2= —a, —+Ja; —4a,a,
b

2a, 2a,

olur. Bu durumda (3.24) denkleminin genel ¢6zlimii i¢in ii¢ durum ortaya ¢ikar. Simdi bu

durumlar1 inceleyelim. AZGIZ —4610612 olsun.

A>0 durumu: Karakteristik koklerin reel ve farkli olmast durumudur. Bu durumda
v, =A" ve y, =4, ifadeleri (3.24) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimiidiir. Bu
cozlimler yardimiyla genel ¢6ziim

Vo =6h 04 (3.26)
seklinde verilir. Bu sekilde bir ¢6zlimiin varligi iizerine teorik detaylar i¢in (Bereketoglu,

Kutay, 2012) kaynagina bakilabilir.

A=0 durumu: Karakteristik koklerin reel ve esit olmasi durumudur. Bu durumda
A=A4=-a12a, olup ¥, =4 ve ¥, =4, ifadeleri (3.24) denkleminin lineer bagimli
iki ¢oziimiidiir. Bu ¢oziimler yardimiyla genel ¢6ziim

_al "
v=(¢ +Czn)[2—%] (3.27)
seklinde verilir.
A<0O durumu: Karakteristik koklerin kompleks ve farkli olmasi durumudur. Bu
durumda @, B €R ve f#0 olmak iizere 4 =a+iff, 4, =a—if olupy,=4", ¥, =4,
ifadeleri (3.24) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimiidiir. Bu ¢oziimler yardimiyla
genel ¢ozim

v, =r"(c,cosnf+c,sinnd) (3.28)

seklinde verilir.
3.3. Bilineer Fark Denklemi ve Coziimii

Bu kisimda “bilineer fark denklemi” olarak bilinen
Ax,+B

X = ,
" Cx, +D

neN,, (3.29)

birinci mertebeden rasyonel fark denklemi ele alinacaktir. (3.29) denklemi bazi

kaynaklarda “Riccati fark denklemi” ismiyle de anilir. Bunun nedeni bu denklemin sabit
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katsayili Riccati diferansiyel denkleminden uygun bir ayriklagtirmayla elde
edilebilmesidir (Kulenovi¢ ve Merino 2002).

(3.29) denklemi c¢oziilebilen bir denklemdir. Cozilebilirlikten kastimiz, (3.29)
denklemini saglayan ve n bagimsiz degiskenine bagli sonlu sayida formiiliin
bulunabilmesidir. Simdi (3.29) denklemini incelememizi kolaylastiran bazi 06zel
durumlar ele alalim.

Eger C=0 ise (3.29) denklemi lineer homojen olmayan bir fark denklemidir. Bu
durumda ¢6ziim Onceki kisimda ifade edildigi gibi elde edilir.

Eger AD— BC =0 ise bu denklem, tiim 7 degerleri i¢in,

A B
xn+1 :E:B

(3.30)
halini alir. Bu asikar bir durumdur.

Eger A+ D=0 ise (3.29) fark denkleminin her ¢6zlimii iki periyotludur. Aslinda
bu esitlik her ¢éziimiiniin iki periyotlu olmas i¢in gerek ve yeter sarttir. Bu durumda
(3.29) denkleminin genel ¢oziimii, bir x, € R\ {A /C } baslangi¢ degeri i¢in

(x) =l Do*B  AGtB (3.31)
" In=0 Cx,— A4 Cx,— A4

seklindedir.

Yukaridaki degerlendirmelerden su sonuca variriz ki; (3.29) denkleminin diizgiin
bir sekilde incelenmesi i¢in
C#0, AD—BC+#0, A+D=0 (3.32)
kosullar1 saglanmalidir.

(3.29) denklemi i¢in (3.32) sartlar1 saglansin. Bu sartlar altinda (3.29)
denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.
(3.29) denkleminin her iki tarafi C ile ¢arpilip yine her iki tarafina D eklenirse

BC-4D

+D=(A+D)+— 3.33
( ) Cx,+D (333)

Cx

n+l

bulunur. (3.33) nin her iki tarafi

t, =] [(Cx, +D) (3.34)
k=0
ifadesiyle carpilirsa

n+l n

[1(Cx, +D)=(4+D)[ [(Cx, + D)+(BC - AD)ﬁ (Cx, +D)
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veya
t ,=(A+D) +(BC-AD) | (3.35)

ikinci mertebeden homojen lineer fark denklemi elde edilir. (3.35) denkleminin

karakteristik denklemi
A =(A+D)A-(BC-A4D)=0 (3.36)

denklemidir ve onun kokleri

A+D+\J(4+ D) +4(BC - AD)
2

ﬂ'l,z =

seklinde verilir. Coziimiin yapist bu koklere gore belirlenir. Bu yiizden ¢6ziimiin yapisini

etkileyecek olan iki durumu inceleyelim.

Eger (A+ D)* +4(BC— AD) # 0 ise, (3.35) denkleminin genel ¢dziimii
f=cA +6,4 (3.37)
seklindedir.

A+D+.\J(4+ D) +4(BC - AD)
2“1,2 = B

(3.35) denkleminin karakteristik kokleridir. Ayrica (3.34) den

k
H(CS;” +D) 4
Cs+D=40 =i (3.38)
(Cs” +D) e

J=0

oldugu goriiliir. Bu durumda, (3.34) ve (3.37) den (3.29) denkleminin genel ¢6zimii

=L M—D (3.39)
Ol oA

olarak bulunur. Burada ¢, =¢,(x,), ¢, =¢,(x,) keyfi sabitler ve 4,4, yukarida verildigi
gibidir.
Eger (A+ D)’ +4(BC—AD)=0 ise, (3.36) karakteristik denkleminin kokleri

cakisik olup
A+D
ﬂ'l,z = 5

olarak elde edilir. Bu durumda (3.35) denkleminin genel ¢oziimii
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A+D ) (3.40)

6 = (e +c4n)[

dir. Boylece (3.34) ve (3.40) dan (3.29) denkleminin genel ¢6ziimii

1( c,+cyn A+D_DJ (3.41)

e e +e,(n-1) 2

olarak bulunur. Burada ¢; =¢;(x,), €y =Cy (XO) keyfi sabitlerdir.
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4. UC BOYUTLU BiR FARK DENKLEM SiSTEMININ COZUMU

Bu bolimde
ay, +by a,z +b,z a.x. +b.x
_ 1 1YV -1 _ 2 hZ -1 _ 3 3t
xn+1 _xn - d . ’ yn+1 _yn . d - H Zn+l _Zn . d . 2 neNO’ (41)
ay,tay,, ¢z, +d,z, X, +dyx,

fark denklem sisteminin ¢oziilebilir oldugu gosterilecektir. Burada a,,b,,c,,d; (i=1,2,3)
parametreleri ve x_;,y .,z ; (j=0,1) baslangi¢c degerleri ¢6ziimii iyi tanimli yapan reel
sayilardir. (4.1) sistemi uygun bir degisken degistirmeyle bilineer fark denklemine
doniisiir. Bu yiizden bu boliimdeki bazi sonuglari elde etmek i¢in dnceki boliimde tanimi
ve Ozellikleri verilen bilineer fark denkleminin c¢oziimiinden yararlanilacaktir. Bu
boliimdeki bazi parametre kisitlamalari 6nceki boliimdeki bilineer fark denkleminin
incelenmesinde ortaya ¢ikan kisitlamalara dayanir.

Buna bagli olarak burada, yine 6nceki boliimde ¢6ziimleri verilen bazi lineer fark
denklemlerinin ¢oziimlerinden de yararlanilacaktir.
4.1. (ad, - be,)(a,d, —byc, )(ad; —byc;) =0 Ozel Durumu

Burada (4.1) sisteminin ¢oziimlerini elde etmek i¢in bazi kisitlamalar ele
aliacaktir. Bu kisitlamalar sistemin parametrelerinin bazi kosullar1 saglamasini
gerektirmektedir. S6z konusu kosullari elde etmek icin
(ala’1 -bc, )(azaf2 -byc, )(a3d3 —b303) =0 (4.2)
esitliginde ortaya ¢ikan alt durumlari inceleyelim.

[lk olarak, (4.2) nin birinci ¢arpanim ele alalm. Yani ad, —bc, =0 olsun. Bu

durumda (4.1) sisteminin birinci denkleminde d, =b,c, / a, esitligi kullanilirsa
X, =X, (4.3)

birinci mertebeden fark denklemini elde ederiz. (4.3) {in genel ¢oziimii

al n
= % (4.4)
cl

olup bu ¢6zlim (4.1) sisteminin ti¢lincii denkleminde kullanilirsa
a,a, +b,c
= 13 371 z

- n
ac,+cd,

denklemi elde edilir ki bunun genel ¢6zliimii de
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+b !
y :LMJ . ws)

a,c, +cd,
olur. (4.5) ifadesi (4.1) sisteminin ikinci denkleminde kullanilirsa

yo= a,a,a, +a,b,c, + ab,c, +b,cd,
n+l —

n
a,a,c, +b,cc, +ac,d, +cd,d,

denklemi elde edilir ki bunun genel ¢6ziimii de

a.a,a, +a,b.c, +ab,c, +b,cd ’
:(123 2731 172~3 213]0 (46)

a,a,c, +b,c.c, +ac,d, +cd,d,
olur. Bu durumda (4.1) sisteminin genel ¢oziimii (4.4) (4.5) ve (4.6) ile verilir.

Ikinci olarak (4.1) sisteminin ikinci denkleminde d2 = b202 / a, esitligi kullanilirsa

_(12
yn+1 __yn
cZ

birinci mertebeden fark denklemini elde ederiz. Bu denklemin genel ¢6ziimii

a, '
=11 N 4.7)
G
olup bu ¢6zlim (4.1) sisteminin birinci denkleminde kullanilirsa
+b,
n+l = a1a2 102 xn
a,c, +c,d,

denklemi elde edilir ki bunun genel ¢6zliimii de
aa,+bec, )

X, :[Mj X, (4.8)
a,c, +¢,d,

olur. (4.8) ifadesi (4.1) sisteminin iiglincii denkleminde kullanilirsa

_aaa,;+abce, + a,b,c, +byc,d,

n+l n

a,a,c, +bc,c, +a,cd, +c,dd,

denklemi elde edilir ki bunun genel ¢6ziimii de

a,a,a; +ab,c, +ab,c, +bc,d, |
22[123 3016 T 654 321]20 (4.9)

a,a,c, +bc,c; +a,cd, +c,dd,
olur. Bu durumda (4.1) sisteminin genel ¢6ziimii,(4.7) , (4.8) ve (4.9) ile verilir.
Ugiincii ve son olarak, (4.1) sisteminin iigiincii denkleminde d3 = b3C3 / a; esitligi

kullanilirsa
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birinci mertebeden fark denklemini elde ederiz. Bu denklemin genel ¢oziimii

a, '
Z,=|—| %, (4.10)
G

olup bu ¢6zlim (4.1) sisteminin ikinci denkleminde kullanilirsa

_ Oy + b,c,

yn+l n

a,c, +cid,

denklemi elde edilir ki bunun genel ¢6ztiimii de

a,a, +byc, !
= — 4.11
¥ (a3c2 +c3d2j Yo ( )

olur. (4.11) ifadesi (4.1) sisteminin birinci denkleminde kullanilirsa

_aa,ay+ ab,c, +abc, +bcd,

n+l n

a,a,c, +bycc, +ac,d, +c,dd,

denklemi elde edilir ki bunun genel ¢6ziimii de

aa.a. +ab.c, +abec, +bed, |
’1:[123 192%3 3172 132]x0 (412)

a,a,c, +b,c.c, +a,c,d, +c,dd,

olur. Bu durumda (4.1) sisteminin genel ¢oziimii, (4.10), (4.11) ve (4.12) ile verilir.
4.2. Genel Durum

Bu durum, genel olarak parametrelerin tamaminin sifirdan farkli oldugu
durumdur. Fakat sistemin Onceki 0zel durumlara indirgenmemesi sartiyla bazi
parametrelerden bazilar sifir olabilir.

Bu durumda (4.1) sistemi

z X
a, Y +b, a, —"-+b, a, —"+Db,
‘xrl+1 _ yn—] yn+l _ Zn—l Zn+l _ ‘xn—l
- y > - z ’ - X > ne N)a
X z
nooo - +d, Y c, —"—+d, nocy—"-+d,
n—1 n—1 n—1

seklinde yazilabilir. Bu yazilistan goriilebilir ki

X
Sy, ooy By oneN,, (4.13)

xn—l yn—l Zn—l
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degisken degistirmeleri yapilabilir. (4.13) degisken degistirmelerinin uygulanmasiyla
(4.1) sistemi
— alvn +bl _ aZWn +b2 _ a3un +b3

= neN (4.14)
1 0
ey +d,’ cw +d,’ cu, +d,’ ’

n+l T n+l T

sistemine indirgenir. (4.14) sistemi bilineer fark denklemlerinin {i¢ boyutlu bir sistemidir.
Bu sistemin denklemleri birbiri i¢inde kullanilarak, birbirinden bagimsiz olan

_ Au,+B,

U, = , neN,, 4.15
} Cu,+D, ‘ (4.15)
v +B,
V3= Ay, + B, neN, (4.16)
C2vn+D2
Aw +B
_AMED e, (4.17)

S Cw, +D,’
denklemleri elde edilir. Burada katsayilar
A =(aa,a, + ab,c; + ashc, +beyd,)
B, =(a,a,b, + ab,d; + bb,c, +bd,d

C, =(aya,c, +b,cic, +ac,d, +c,dd
a,byc, +b,cd; +byc,d, +d\d,d

a,ab, +a,b,d, +bb,c;, +b,dd,

a,a,c, +b,c.c, +ac,d, +cd,d

)

(a :)

=( )
Azz(a a,a, +a,b,c, +a,b,c, +b,c,d )
=( )

=( )

=( )

abc, +b,c,d, +bc,d, +dd,d

o

=(aya,a, + abc, + a,byc, + bye,d,)
B, =(a,a;b, +a;bd, +b,byc, +b,d d,)
C=( )
D, =(a,b,cy +beyd, +byed, +dd,d,)

a,a,c, +bc,c, +a,cd, +c,dd

olarak verilir. (4.15)-(4.17) denklemleri (3.29) formunda olup bunlarin hepsi
As, +B

sn+3 = >
Cs, +D

neN, (4.18)

denklemi ile temsil edilebilir. Yani bu denklem {izerinde yapilan tiim islemler, katsayilar
diizenlenerek (4.15)-(4.17) denklemlerine uygulanabilir. Simdi bu denklemin ¢6ziimiini
elde edelim. Oncelikle (4.18) denklemini yine birbirinden bagimsiz ii¢ denklem olarak

yazalim. Bunun i¢in, i =0,1,2 olmak iizere,
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n=3k+i, keN, (4.19)

indis ayrigimini yapalim. Boylece Sy, = S,(f) seklinde ifade edecegimiz alt dizileri elde

ederiz ve (4.18) denklemini

_ Asy,+B

Syesiy = , keN 4.20
3k 3 CS3k+,-+D 0 ( )
veya

. As“+B

W -k~ keN 4.21
k+l CS/?)-FD 0 ( )

seklinde {i¢ bagimsiz denklem olarak ifade edebiliriz. Simdi bu denklemlerin ayni1 anda

genel ¢oziimlerini bulalim. (4.21) in her iki tarafi C ile carpilip yine her iki tarafina D

eklenirse
: BC—-A4D
Cs") +D=(A+D)+——"— 422
el (A+D) 01D (4.22)
bulunur. 4+ D #0 olsun. Bu durumda (4.22) denkleminin her iki tarafi
k
1" =] J(Cs" + D) (4.23)
=0
ifadesiyle carpilirsa
k+1 ] k ) k-1 )
[1(Cs" +D)=(4+D)[ [(Cs" + D) +(BC - AD)] [ (Cs\” + D)
=0 j=0 j=0
veya
1" =(A+ D)t +(BC - AD)t", (4.24)

ikinci mertebeden homojen lineer fark denklemi elde edilir. Bu denkleme ait karakteristik

denklem
2> —(A+D)A—(BC—-A4D)=0

seklindedir. Bu denklemin kokleri

_ A+D+(4+D) +4(BC - AD)
- 2

_ 4+D—\[(4+D) +4(BC— D)
2

olarak elde edilir. Burada A =(A4+ D)Z +4(BC— AD) olarak tanimlanur.
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Elde edilen (4.24) denklemi ¢oziilebilir olup, A’nin durumlarina bagli olarak toplam
sekiz  farkli ¢oziim durumu ortaya c¢ikmaktadir. Bu tez kapsaminda,
A %0, A, #0, A, =0 Ve A =0, A, =0, A, =0 durumlart ayrintili bigimde
incelenecek; geri kalan alt1 durum ise ekler boliimiinde tablo halinde sunulacaktir.
(4.24) denkleminin, (A + D)> +4(BC — AD) # 0 durumundaki genel ¢oziimii
i =a"A ¢l (4.25)

seklindedir. Burada Cl(i) ve Cgi) keyfi sabitler ve

A+ D+\J(A+D)* +4(BC - AD)
}H,z = B

olup (4.24) denkleminin karakteristik denkleminin kokleridir. (4.23) den

k
[T<s+D)
i =0 t/(cl)
Cs"+D =25 = (4.26)
(i) _
(Cs;’+D) !
j=0
oldugu goriiliir. O halde (4.18) denkleminin genel ¢oziimii
1 D)2k 4 D) 2k
Sapss :E[ f)l f’ll C(l)ﬂz —Dj, keN,, (4.27)
o’ +c,
olarak bulunur.
Bu durumda (4.15) denkleminin genel ¢oziimii
¢4 4 ) /1;
u3k+[ = ( (I)Z'lk 1 +C§l) _Dlj (4.28)
olur. Burada C(Z) —cl’)(uo,ul,uz) Cgl) _czl)(”oa”p“z) ve
A +D,£(4 +D,) +4(BC,— 4D))
ha= ;
olarak verilir.
Yukarida elde edilen sonuca gore (4.16) denkleminin genel ¢6ziimii
cOA +c A
Vi = ( pOFIEEE —Dzj (4.29)

olur. Burada C(l) = Cll)(VO,Vsz) Cél) = czl)(v07vl’v2) ve

A, +D, £(4, +D,) +4(B,C, - 4,D,)
2

Ay =

olarak verilir.
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Son olarak, (4.17) denkleminin genel ¢oziimii

z) +C (i)
W3k+1 - C [ ) /11 /12 _D3j (430)

+c(’)

U]

olur. Burada Cl =q o

(W07W1’W2) 6 _czl)(WOaWan) ve

L _AtD J(4y+ D) +4(B,C, — A,D,)
5,6 2
seklinde elde edilir.
(4.24) denkleminin, (A4 + D)> +4(BC — AD) = 0 durumundaki genel ¢oziimii

A+D

Ao =

seklindedir. Bu durumda, (4.24) denkleminin karakteristik denklemi g¢akisik koklere
sahiptir.

Buna gore (4.18) denkleminin genel ¢6zliimii,

_1( o"+d’k  A+D

= -D|, keN,, i=0,12 431
S3k+i C cll)+C§')(k ) 2 j €N, 1 (4.31)

olarak elde edilir.
Bu durumda (4.15) denkleminin genel ¢oziimii

Lf_a’+e'k  A4+D 430
Uy =77 .
oo+ (k-1) 2 1 (432)

o) — () _
olur. Burada ¢\ = ¢\ (uy,u,u,), ¢ =S (uy,u,,u,) ve

A+D

ho=—0—

olarak verilir.

Yukarida elde edilen sonuca gore (4.16) denkleminin genel ¢éziimii

1 "+c’k  4,+D, n 433
Vit =— - )
oo+ (k-1) 2 ? (4.33)

olur. Burada Cl(l) =q' (VO,Vsz) C(l) cgl)(vo,vl,vz) ve

A, + D,
2

Ay =

olarak verilir.

Son olarak, (4.17) denkleminin genel ¢6ziimii
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1[ ¢ +ck A3+D3_D3]

Woo =7 | o o 4.34
T e (k=) 2 (439
(0 _ L0 (0 _ .0
olur. Burada ¢, =¢, (WO,W1,W2), ¢, =¢ (Wo,Wsz) ve
A, +D
l _ 3 3
5,6 2
seklinde elde edilir.
Diger taraftan (4.13) degisken degistirmelerinden
x =ux , neNg, (4.35)
Vu =V Vs MEN, (4.36)
z =wz ,, heN, (4.37)

denklemleri elde edilir. Amacimiz bu denklemlerin genel c¢oziimlerinde Onceden
buldugumuz (un) , (V,,) ve (W,,) dizilerini kullanarak (4.1) sisteminin genel ¢éziimiinii

olusturan (¥, ), (3,) ve (2,) dizilerini bulmakur. (1,), (v,) ve (W,) dizileri alt
dizilerine ayrismis halde formiile edilmistir. Bu yiizden (4.35)-(4.37) denklemleri de ayni
indisli alt dizileri bulunacak sekilde ayristirllmalidir. Bu amagla, (4.19) indis ayristmini
yine kullanarak, (4.35) denkleminden, k € N i¢in

Yk TUsp Xy Xspnt =W Xaps Xapra = Uspan X

denklemlerini ve bunlar yardimiyla da (Xn) dizisinin ayni alt dizilerini ¢6ziim kabul eden

ve birbirinden bagimsiz olan

Xjsn = Usp gy Uy Xy (4.38)
Xz = Usp sl ol Xy (4.39)
Xajrg = Usp gl sty 0 Xy (4.40)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin genel ¢oziimleri sirasiyla

k-1

Xy = x—lH”S_/’+2u3_1‘+lu3_/’ (4.41)
=0
k-1
X3p = Xo | | Usj 3ty joUs g (4.42)

j=0



k=1

Xyp = Uy I I Uy gy j3Us 5.
Jj=0
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(4.43)

formiilleri ile ifade edilir. Burada X; =X, esitligi kullanildi. Bu formiiller daha agik

olarak

= 1 c(l)ﬂ{“ +C(1)ﬂ,2j+1
xlAfl = XIH( ( 1 2 _Dl

a7 a7
W\ GGG\ A+’ A
(3)qJ (3)9J (2) 97 (2) 97
oA+ A oA+ A
1 2 72 1 1 2
x( —DJ[ -D,

EDEEOTEN

k-1 1 c(z)j'lj"'l + C(z)ﬂé]"*'l
X = an{ ( : 2 _D2

(2)9J 2)q)
el P4+
(1) g j+1 (1) g j+1 (3)gJj (3)gJj
C +cC C +c
x[l’“ 2 A —DJ[ LA tG A QD

M7 M aJ (3) -1 G) i1
o A +e'h a A+ A
h 1 POYINRCyIS
v =ux ] ® a0 D
W GGG o A+ 4
(2) 9+ (2) 9j+1 (1) g j+1 (1) 9 j+1
o AT+ A o AT+ A
I 2 I 2
x( —Dz)[ -D,

R T NFE

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde (4.36) denkleminden, keN o 1¢in

Vae =VaVsis Vit =VanVseo Vako = Va2 Van

denklemleri ve bu denklemler yardimiyla
Ykr2 = Vaks2Vakr1 V3 skt
Vs = VakraVars2 Vs Vi

Vakea = VageaVaia3Vaea Vaka

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin genel ¢oziimleri sirasiyla

k-1
Va1 =V I I V3ji2V341Y3;

J=0

k-1

YV =W I I V313V342V3 50
=0

k-1

Vg = Vlyol I V304V343V3 40
=0

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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formiilleri ile ifade edilir. Burada ), =V,), esitligi kullanildi. Bu formiiller daha acik

olarak

P 1 cl(l)il_jﬂ +C£])ﬂ.2‘j+l
y}k—l:yfll_‘[ _Dl

1) qj M) qJ
j=0 C1C2C3 Cl( 21]"'02)2‘2]

()97 L 3 g @974 D)
oA+ A oA+ A

o e o0 g —D; @277 @ j—l_DZ
oA oA oA A

= 1 c(2) j+1+c(2) j+l
Y :yoH[ ( ) <2ﬂ)1 j %nﬂzj -D,
A\ GGG a7 A +674

DA N R
N ~m 0 Pl e e D
o A+ A o AT e A

k-1 1 c(3) j+1+c(3) Jj+l
wav,yul_[( ( LA TG 4 - D,

(3 ) L o370
- QGG A+ A4
(2) g7+ L (2) /4 M) g+ L (1) 94
o' AT e, A o' AT+’
1 2 2 D 1 2 772 D
X( ) ZJ[ .

DY YIEOPY, D27 1 D77
cl //{'l +c2 ﬂ“Z cl /ll +02 //{‘2

seklinde yazilabilir.

Son olarak, (4.37) denkleminden, ke No icin

o SWiZsks 3k = Wan B Z3k2 = WannaZakn

denklemlerini ve bunlar yardimiyla da
Z3ks2 = Wapa W Wai 23
2353 = WaisWa s Wapn Zag

Z3prs = WaeaWsiisWain 23

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin genel ¢oziimleri sirasiyla

k-1
Zagt T 2] I Waje2Ws Wi
Jj=0
k-1
Zy = 20| | W343Wsj42Ws 4
=0
k-1
Z3pp1 = leol I Wi aWs;3Ws 00
=0

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

4.61)

formiilleri ile ifade edilir. Burada Z; =WZ, esitligi kullanildi. Bu formiiller daha agik

olarak
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ﬁ 1 Cl(l)ﬂljﬂ +C21)ﬂzj+1 D
Z31 = 2o 0 0 !
0\ GGG ¢ j’ll T Z’z/

| | (4.62)
A+ K+
S SrEry=arery=aat 28l R ey = eyt 2
o AT+ A AT+
k-1 1 ( 01(2) /11j+1 i c<2> /12/*1 D]
= ZO -
Jj=0 CIC2C3 Cl(z)j’ll +C22)j,2] ’ (4 63)
l)ﬂlﬁrl +021)ﬂ~2j+1 D cf3)ﬂ1] +023)ﬂzj D )
1)] M g7 1 (3) 91 (3) 9.j-1 3
oA ey A a’ A +e A
11 1 ROFYRNROp Y
Z}kﬂ :WIZUH : (f; J %3)12] _D3
=0 CICZC G j'1 +¢ /'lz
(4.64)

2)/1'j+1 +C22)ﬂ’2j+1 D Cl(l)ﬂ'ljﬂ +C(1)ﬂ2j+1 _D
R IR TS L U Y U,

seklinde yazilabilir.

Sonu¢ olarak, (Ai + D, )2 S 4(B,~C,» = 147-D,») #0 durumunda (4.1) sisteminin
genel ¢coziimii (4.44)-(4.46), (4.53)-(4.55) ve (4.62)-(4.64) formiilleri ile temsil edilir.
(4.24) ikinci mertebeden homojen lineer fark denkleminde (A+ D)’ +4(BC—AD)=0

oldugu durumda genel ¢6ziim
i i i A + D ¢
1 =(cf” +cf >k)(Tj (4.65)

seklinde elde edilir. Burada Cl( ve 6‘2 keyfi sabitlerdir.
(4.19) indis ayrisimini yine kullanarak, (4.35) denkleminden, £ € N igin
e = U Xy Xapr Tl Xsps Mg S UgpipXapn
denklemlerini ve bunlar yardimiyla da (Xn) dizisinin ayni alt dizilerini ¢6ziim kabul eden

ve birbirinden bagimsiz olan (4.38)-(4.40) denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin genel
¢oziimleri sirasiyla (4.41)-(4.43) formiilleri ile ifade edilir.

Burada X, =U X, esitligi kullanildi. Bu formdiller daha ac¢ik olarak
il D +ck  A+D
2 1 1
e 1H[CCC[ (e 2 D

m (0 (z) (0
5 (1) -::)Cz k A+ D, D, (l) t)cz k A, +D, _D,
+c’ (k-1) 2 + (k-1) 2

(4.66)
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1 o’ +d’k  A4,+D,
-D
XOH(CCC( Ovd (k-1 2
(4.67)
" +c’k A+ D, _p, " +c’k A+ D, D
X (1) 0] (l) (@) 3
+c§ (k- 1) 2 +c, (k 1) 2
1 D +ck A+ Dy
Tk MIXOHLCCC{ (’)+c(’)(k n 2 P o
4.68

P +c’k A, +D, e +cPk A +D,
x (z) () -D, X0 0] —D,
+c (k—l) 2 q’ +c (k 1) 2

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde (4.36) denkleminden, keN o i¢in

Vak =V Vi =VaeaVaeo Vakrz = Vaka2Vaen
denklemleri ve bu denklemler yardimiyla (4.47)-(4.49) denklemleri elde edilir. Bu

denklemlerin genel ¢ozlimleri sirasiyla (4.50)-(4.52) formiilleri ile ifade edilir. Burada

Y1 =W, esitligi kullanildi. Bu formiiller daha agik olarak

k-1 (1) (i)
1 +c¢’k A +D,
- -D
Y3kl y‘lg)(qczq( <’>+c§’>(k—1) 2 ‘J

(4.69)
c(‘)+c(’)k A +D c(’)+c(')k A +D
X 3 3 _D3 2 2 _D2
a’+d"(k-1) 2 o+ (k-1) 2
(’) +czl)k A,+D,
-D
y°H(ccc ( <’>+c§’>(k o2
(4.70)
« (’) +C§’)k A +D, D (” +c£’)k A+ D, D,
TP (k1) 2 TP (k1) 2
1 cl(’) +cz’)k 4, + D,
-D
4.71)

¢ +c§’>k A, +D, D "+’ A +D, D
" (’)+c(’)(k ) 2 N+ (k-1) 2
2 1 2

Son olarak, (4.37) denkleminden, kK € N icin

2 TWZyics L3k T WanZaes Zake = WakaZaia
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denklemlerini ve bunlar yardimiyla da (4.56)-(4.58) denklemleri elde edilir. Bu

denklemlerin genel ¢ozlimleri sirasiyla (4.59)-(4.61) formiilleri ile ifade edilir. Burada

Z, =Wz, esitligi kullanildi. Bu formiiller daha acik olarak

1 " +ck A +D,
S 1H(ccc[ O el (k-1) 2 Dl]
(4.72)
y " +ck A+ D, D, " +c’k A4, +D, b
D+ (k-1) 2 "+ (k-1) 2 ’
] D4k A,+D,
3k _ZOH{CCc [ Dy (k1) 2 DzJ
o (4.73)
y e +ck A1+D1_D " +c’k A, +D, )
"+ (k-1) 2 "+ (k-1) 2 ’
ST " +c’k A+ D,
“Beel T 0H[CCC [ (’)+c§’)(2k N 2 D3j
(4.74)

y " +c’k  A,+D, _p, "+’ A +D, D
"+ (k-1) 2 "+ (k-1) 2 1

seklinde yazilabilir.
Sonug olarak, (4, +D, )2 +4(BC,—AD,)#0 durumunda (4.1) sisteminin genel

¢Oziimii (4.66)-(4.68), (4.69)-(4.71) ve (4.72)-(4.74) formiilleri ile temsil edilir.
4.3. |4 +D||+|4, + D,|+|4,+ D;|=0 Ozel Durumu

Burada (4.1) sisteminin ¢oziimlerini elde etmek i¢in (4.15)-(4.17) denklemlerinin

her ¢6ziimiiniin 6 periyotlu oldugu duruma karsilik gelen
|4, +D\|+|4, + D,|+|4, + D,| =0

durumu ele alinacak ve bu durumda ¢oztimler kapali formda ifade edilecektir.

(4.22) denkleminde A+ D =0 olsun. Bu durumda (4.22) denklemi

BC+ A4
(i) _
Cs), —A= s~ (4.75)
halini alir. Bu denklemin her ¢6ziimii 6 periyotludur ve
5051, Z’AS0+B As,+B As,+B - (4.76)
Cs,—A Cs,—A Cs,— A"
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seklinde verilir.

Bu durumda (4.15)-(4.17) denklemlerinin genel ¢oziimleri, sirasiyla

o Auy+B, Au,+B, Au,+ B, 4.77)
e Cl”o _Al ’ Clul _Al ’ C1u2 _Al ’
vy Avy+B, Av,+B, Av,+B, (4.78)
e szo _Az ’ CZVI _Az ’ szz _Az ’
wo,w],w2,A3W°+B3,A3W1+B3,A3W2+BS,... (4.79)
C3W0 _A3 C3W1 _A3 C3W2 _A3
seklindedir. Burada
Xy
_XN _aythy,
X, oYotdy,
‘= X, _ (a1a2 +blc2)z0 +(a1b2 +b1a’2)z_1 ’
x (4 +ed)zy+(bye, +dd,)z, 450
x, Ax,+Bx, (4.80)
u3 ==,
x, Cx,—4x,
u, = Yo _ (Alal +Blcl)y0 +(A1b1 +Bld1)y—l .
X3 (Clal _A1cl)yo +(C1b1 _Aldl)y—l
- (A1 (ala2 +b1C2)+Bl (a201 +cza’1))zO +(A1 (alb2 +bld2)+Bl (bzc1 +a’la’2))z_1
: (C1 (ala2 +b1c2)—A1 (azc1 +(:2a’1))zO +(C1 (alb2 +b1d2)—A1 (bzc1 +d1d2))z4
N
Yo
b= 2o a,z,+b,z
1 s
Yo GZytdyz,
P (c12a3 +b203)x0 +(a2b3 +b2d3)x_1
2 s
» (a302 +c3d2)x0 +(b3c2 +a’2d3)x_1 @50)
s _ Ay 4By, '
3 ’
v, Cyy—4y,
_Va_ (A2a2 +BZCZ)ZO 4—(A2b2 JrB2a’2)z_1
4 s
W3 (Czaz _Azcz)zo +(C2b2 _A2d2)271
b (A2 (c12a3 +bzc3)+B2 (a302 +c3d2))x0 +(A2 (c12b3 +b2af3)+B2 (b3c2 +c172c173))x_1
L=

(C2 (a,a, +bycy)— 4, (asc, +c3d2))x0 +(C2 (a,b, +b,d,)— 4, (bye, +d,d, ))xi1 ’
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2 _ a3, +byx ,

e z, X +dix
w, _4 _ (aa; +byc,) vy +(ab +bd,) vy, ’
z, (alc3 +cld3)y0 +(b]c3 +dla’3)y_l
(4.82)
W = Z _ Azy+ Bz |
: z, Cyzy—Az,
o (/13a3 +B3c3)x0 +(A3b3 +B3d3))c_l
4 B
A (C3a3 —A3c3)x0 +(C3b3 - Ad, )x_1
o (A3 (a1a3 +b,c, ) + B, (alc3 +cd, ))yo +(A3 (a3b1 +b,d, ) + B, (blc3 +dd, ))yi1
L =

(C3 (a1a3 +byc, ) -4, (alc3 +cd, ))y0 + (C3 (a3b1 +byd, )— A, (b]c3 +dd, ))y_1
seklindedir. Bu esitlikler (4.1) sistemi ve (4.13) degisken degistirmeleri kullanilarak elde
edildi.

(un) , (vn) ve (Wn) dizileri alt dizilerine ayrismis halde formiile edilmistir. Bu

ylizden (4.35)-(4.37) denklemleri de ayni indisli alt dizileri bulunacak sekilde

ayristirtlmalidir. Bu amagla, ¢ =0,...,5 olmak iizere,

n=6p+q, peN,, (4.83)
indis ayrisimin1 yapalim. Bu durumda (4.35)-(4.37) denklemleri

Xspig =UopagXepegrs P €N, (4.84)
Voprqg = VeprgVoprq-1> P E Ny, (4.85)
Zpeg = WeprgZoprg1r D ENG, (4.86)

olur. (4.84)-(4.86) denklemlerinin ¢oziimleri, sirastyla

p-1 5
x6p+q—l = xq—] H u6€+q+a

p-l/ 5
Zépﬂ]—l = Zq—l I I I I W66’+q+a

0=0 \ a=0

olarak bulunur. Ayrica (4.77)-(4.79) ¢oziimlerinden goriiliir ki
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Us, =Ugs Ugp U Ugpp =Uys Ug,z =Usy Ug, g =Uy, Ug,s =Us,

Vep = Vo> Veprt =Vio Vepsa T=Vas Vepiz = Vo Vepra = Vas  Vepes = Vso

Wep = Woo Wept = Wi Wepio =Was W3 =W Wi =Wy, W5 = Ws,

esitlikleri vardir. Bu esitliklerden asagidaki formiiller elde edilir.

i Au,+ B, Au,+ B, Au, + B,
Xep-1 = X (”69”60+1“69+2“69+3“60+4”60+5) =X | Uk, C 1C 1C 1
6=0 Mo — A4 Ly — 4, G, — 4,
2 Auy + B, Au,+ B, Au,+B,
Xep = on(“69+1“69+2”69+3“69+4“69+5”69+6) = Xo | UplhU, C 1 C 1 C y
6=0 Uy — A4 Gy — A4, G, — A
P Auy+ B, Au, +B, Au,+B,

X, =X (u u u u u Uu ) =X, | Uu,u
6prl — M 60+2U60:3U60+aU60+5U60-6H66+7 1| UpthU
! 0 Cuy—4, Cu,— A4 Cu,— 4

N
I

~
L

( ) Au, + B, Au,+ B, Au,+ B,
u u u u u u =X, | Uu,u
660+37760+4760+5760+6"660+77"66+8 2 07172

Cu,— A, Cu,— A4, Cu, -4

Xepr2 = X2

3]

]
L

Au,+ B, Au,+ B, Au,+ B,
Cl”o - Al Clul - Al Clu2 - Al

Xeop+z = X3 (u69+4u66+5u69+6u60+7u66’+8u69+9) =Xy | U,

e

]
L

( ) Au, + B, Au,+ B, Au,+ B,
X, =X Uy Uy Uy Uy U U =X,| u,u,u
6p+4 4 60+5%60+6%60+71%60+8M6019U60110 4| UplhU,
p Cluo —Al Clul —Al Cluz — Al

6-0

p-1
B (v v v )_ - Av,+B, A,v,+B, A,v,+B,
Yep-1 = Vo 60V60+1V60+2V60+3V60+4V60+5 ) = V_1| VoY1V C 1C 1C y
0=0 Vo — A, Ly — A, Ly, — 4,

S

-
B (v v b v )_ - Av,+B, Ay, +B, Ay, +B,
Yepr = No 60+1V60+2V60+3V60+4V6045V6016 ) = Vo | VoV1Va

Cvy—4, Cyy—4, Cy, — 4,

6=0
p-1
= W] T (Veou2VeossVsoraVeossVooraVeoss ) = 31| VoWV A+ B, Ay +B, 4y, +B,
YVepi1 = Vi 66+2V60+3V60+4V60+5V60+6Ve0+7 ) = V1| YoV1Va C A C A, C A
=0 o A Loy — 4, Ly, — 4,
p-1
= 13 | [ (Veou3VeosaVeossVoorsVsos1Vsoss ) = V2 | VoViv A+ B, A4y +B, 4v,+B,
Vepir =W 60+3V60+4V60+5V60+6V60+7V60+8 ) = V2 | VoV1V2 C A C A, C A
0=0 Mo m A Ly =4, LY, =4,
p-1
= 13 [ [ (VeouaVsorsVeorsVoosrVeossVeoso ) = V3| VoWV A,v,+ B, 4y +B, A4y, +B,
Yepss = V3 60+4V60+5V60+6V60+7V6048V60+9 ) = V3| Vo1V C 4 C A C A
60 Vo T A Loy — A, Ly, — 4,
p-1
Ay, +B, A,v,+B, Av, + B,

Yop+a = V4 I | (V6€+5V69+6v69+7v69+8v66+9v69+10) = V4| Vo1V
6-0 Cyvy—4, Cvy— 4, Cv, — 4,
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p-1 AW, + By Aw, + B, Aw, + B,
Zop-1 = 2 (W69W69+1W60+2W69+3W69+4W66+5 ) = 2| MWW, C 4, C 4; C 4
0=0 sWo =43 LWy = Ay LW, = 4,
- Aw, + B, Aw, +B; Aw, + B,
Zop = ZOH(W60+1W69+2W66+3W6€+4W6€+5W69+6) = Zo| Mo C A, C A4, C A
-0 3Wo =y LWy = Ay LWy — 4,
p-1 A3Wo + B3 Aswl +B3 A3W2 +B3
Zep+1 = 2 (W69+2W69+3W69+4W60+5W69+6W69+7 ) = A o, C A4, C 4, C %
0-0 Wo = Ay by — Ay LW, — A
- Aw, + B, Aw, +B; Aw, + B,
Zopr2 = ZzH(W69+3W69+4W69+5W69+6W69+7W69+8) Rl e C 4, C 4, C 4
6-0 Wy — A3 LW — A3 LW, — A,
p-l 4wy + By Ayw, + B 4w, + B,
Zopss = Z3H(W66’+4w69+5W66’+6W69+7W60+8W69+9) =) M C 4, C 4, C 4
0-0 Wo = A3 LW — Ay LW, — 4,
p-1 AW, + By Aw, + B, Aw, + B,
Zopra = 24 (W66+5W60+6W66’+7W69+8W69+9W60+10) = Za| WoWiW, C A, C 4, C A
6-0 Wo — A3 LW — Ay LW, — 44
Uyshsedls, Vo Vise Vs Ve Wy Wise W ifadelerinin X, iy Yoo Vi 2 Ve 2

cinsinden ifadeleri (4.80)-(4.82) deki gibidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, ¢aligma ile ilgili sonug ve Onerilere yer verilecektir.
5.1 Sonuclar

Bu c¢alisma kapsaminda, lineer olmayan fark denklem sistemlerinin
¢oziilebilirligine yonelik bir ¢alisma yiritilmistir. a,b,c,d, (i=1,2,3) parametreleri
birer reel say1 ve x_;,y_;,z ; (j=0,1) baslangig degerleri, ¢oziimii iyi tanimli yapan reel
sayilar olmak tizere,

ay, +by, a,z, +byz a,x, +byx
toy, +dy,, ’

n—1

=y —t—== z =z —'1—" pelN,

X
n n+l n ’
¢z, +d,z X, +dix, |

n+l = n+l

n—1
seklinde tanimlanan {i¢ boyutlu fark denklem sisteminin kapali formda ¢dzlimleri elde
edilmistir. Sistem ele alinirken bilineer fark denkleminin genel c¢oziimiinden
yararlanilmistir. Bilineer fark denkleminin bazi 6zel durumlari da ¢6ziim formiillerinin
elde edilmesinde dikkate alinmistir. Kullanilan yontemler fark denklemlerinin teorisinden
bilinen, lineer fark denklemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan yontemlerdir. Ayrica sistemi
ticiincli mertebeden bir bilineer fark denklemine indirgemek i¢in kullanilan degisken

degistirme yontemi de ¢alismanin 6nemli bir pargasidir.
5.2 Oneriler

Incelenen ii¢ boyutlu fark denklem sisteminin daha yiiksek boyutlara
genellenmesi yeni bir ¢alisma konusu olabilir. Elde edilen daha genel sistemlerin ayni ya
da benzer degisken degistirmelerle bilineer fark denklemlerinin sistemlerine indirgenerek
¢oziiliip ¢ozlilemeyecegi arastirilabilir. Bu ¢alismada oldugu gibi, 6zel durumlar ¢oziim
icin verilecek olan formiillerin farkli olmasi durumlarini ortaya cikarabileceginden

detayl1 olarak incelenmesi diisiiniilebilir.



39

KAYNAKLAR

Abo-Zeid, R. (2014). Global behavior of a higher order difference equation, Mathematica
Slovaca, 64(4), 931-940.

Amleh, A. M., Camouzis, E., ve Ladas, G. (2008). On the dynamics of a rational
difference equation, part I. /nt. J. Difference Equ, 3(1), 1-35.

Bereketoglu, H., ve Kutay, V., (2011). Fark Denklemleri, Gazi Yaym Dagitim. Ankara

Bozkurt, F. (2013). Stability analysis of a nonlinear difference equation. International
Journal of Modern Nonlinear Theory and Application, 2(1), 1-6.

Brand, L. (1955). A sequence defined by a difference equation. The American
Mathematical Monthly, 62(7), 489-492.

Camouzis, E., ve Ladas, G. (2008). Dynamics of third-order rational difference equations
with open problems and conjectures. Chapman and Hall/CRC.

Elaydi, S., An Introduction to Difference Equations, third edition, Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer, New York, 1999.

Elsayed, E. M., El-Dessoky, M. M., & Asiri, A. (2014). Dynamics and behavior of a
second order rational difference equation. J. Comput. Anal. Appl, 16(4), 794-807.

Elsayed, E. M., El-Dessoky, M. M., & Alghamdi, M. A. (2013). On the solutions of some
systems of difference equations. Archives Des Sciences, 66(5), 369-378.

Elsayed, E. M. (2009). Qualitative behavior of difference equation of order two.
Mathematical and Computer Modelling, 50(7-8), 1130-1141.

El-Metwally, H., Grove, E. A., Ladas, G., Levins, R., ve Radin, M. (2001). On the
difference equation X,,, =&+ fx,_ e Nonlinear Analysis: Theory, Methods &
Applications, 47(7), 4623-4634.

Halim, Y., Touafek, N., ve Yazlik, Y. (2015). Dynamic behavior of a second-order
nonlinearrational difference equation. Turkish Journal of Mathematics, 39(6),
1004-1018.

Kara, M., Yazlik, Y., ve Tollu, D. T. (2020). Solvability of a system of higher order
nonlinear difference equations. Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics,
49(5), 1566-1593.

Kara, M., ve Yazlik, Y. (2019). Solvability of a system of nonlinear difference equations
of higher order. Turkish Journal of Mathematics, 43(3), 1533-1565.

Karatas, R., Cinar, C., ve Simsek, D. (2006). On Positive Solutions of the Difference
Equation xn= xn— 5. Int. J. Contemp. Math. Sci, 1(10), 495-500.

Kulenovic, M. R., ve Merino, O. (2002). Discrete dynamical systems and difference
equations with Mathematica. Chapman and Hall/CRC.



40

Kurbanli, A. S., Cinar, C., ve Yalginkaya, 1. (2011). On the behavior of positive solutions
of the system of rational difference equations X, =X , / (ynx,,_l +1),

Vo1 =V / (X,,yn_l +1) Mathematical and Computer Modelling, 53(5-6), 1261-
1267.

McGrath, L. C., ve Teixeira, C. (2006). Existence and behavior of solutions of the rational
equation x,,, =(ax, , +bx,)/(cx,, +dx,)xx,, n=0,1,... The Rocky Mountain
Journal of Mathematics, 649-674.

Ozturk, 1., Bozkurt, F., ve Ozen, S. (2006). On the difference equation
Vo =0+pe’ [y+y . Applied Mathematics and Computation, 181(2), 1387-
1393.

Raouf, A. (2012). Global behaviour of the rational Riccati difference equation of order
two: the general case. Journal of Difference Equations and Applications, 18(6),
947-961.

Sedaghat, H. (2009). Global behaviours of rational difference equations of orders two and
three with quadratic terms. Journal of Difference Equations and Applications,
15(3), 215-224.

Stevié, S., ve Tollu, D. T. (2023). On a two-dimensional nonlinear system of difference
equations close to the bilinear system.

Stevié, S., Iricanin, B., Kosmala, W., ve Smarda, Z. (2018). Representation of solutions
of a solvable nonlinear difference equation of second order. Electronic Journal of
Qualitative Theory of Differential Equations, 2018(95), 1-18.

Stevi¢, S. (2013). On a system of difference equations which can be solved in closed
form. Applied Mathematics and Computation, 219(17), 9223-9228.

Stevi¢, S. (2011). On the difference equation).X, =X, , / bn +ox, X,.,  Applied
Mathematics and Computation, 218(8), 4507-4513.

Stevié, S. (2004). More on a rational recurrence relation. Appl. Math. E-Notes, 4(1), 80-
85.

Sahinkaya, A., Yal¢inkaya, 1., ve Tollu, D. T. (2020). A solvable system of nonlinear
difference equations. lkonion Journal of Mathematics, 2(1), 10-20.

Taskara, N., Tollu, D. T., Touafek, N., ve Yazlik, Y. (2020). A solvable system of
difference equations.

T. Koshy, Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, John Wiley,New York, 2001.

Tollu, D. T., ve Yazlik, Y. (2024). Solvability and solution character of a hyperbolic
cotangent-type difference equation of second-order. Journal of Applied
Mathematics and Computing, 70(4), 3053-3099.



41

Tollu, D. T., Yalcinkaya, I., Ahmad, H., ve Yao, S. W. (2021). A detailed study on a
solvable system related to the linear fractional difference equation. Math. Biosci.
Eng, 18(5), 5392-5408.

Tollu, D. T., Yazlik, Y., ve Taskara, N. (2017). Behavior of positive solutions of a
difference equation. Journal of applied mathematics & informatics, 35(3_4),217-
230.

Tollu, D. T., Yazlik, Y., ve Taskara, N. (2013). On the solutions of two special types of
Riccati difference equation via Fibonacci numbers. Advances in Difference
Equations, 2013, 1-7.

Yalginkaya, 1., Cinar, C., ve Atalay, M. (2008). On the solutions of systems of difference
equations. Advances in difference equations, 2008, 1-9.

Yazlik, Y., ve Kara, M. (2019). On a solvable system of difference equations of higher-
order with period two coefficients. Communications Faculty of Sciences
University of Ankara Series A1 Mathematics and Statistics, 68(2), 1675-1693.

Yazlik, Y., Tollu, D. T., ve Taskara, N. (2013). On the solutions of difference equation
systems with Padovan numbers. Applied Mathematics, 4(12), 15-20.



EKLER

Asagidaki tabloda (4.24) denkleminin genel ¢oziimleri verilmistir.

Tablo 1:
un Vn Wn
Al # 0, 1 c /'L”1 “'/‘iz 1 c]mﬂl/ +c;“lf 1 L:”lf +c;”iz/
- f -D, D T — -D, -
A, #0, | € "2+ C\e A+ C \c"A " +e A
A, #0
Al = O, 1 cl(i) + c;i)k A4 +D, b 1 clmil/ + ciz’/lz’ b 1 :3’/1" + c:)/iz/
Az i O’ C] C](i) i C;i) (k _1) 2 1 CZ 0:2111/4 4 c;nlz/fl 2 C} fs)ll/fl " );3)/12
A, #0
3
Al e 3 0, 1 “'l'“ +c"A ﬁ'“ 1 (Z) +c§l> 4, +D, 1 A+ DA
—_ _ Dl —_ _ D2 _ Lt 2 2
A. =0 C cmﬂ +c"2 C c(l +cl) k-1 2 (o R MR
2 ’ 1 2 1 2 3 2
A, #0
3
A #0 1A A 1 cmﬂ. + (2)/1 @, .0
1 ’ e ) m _D' r (2) 4 j-1 (2) 4j-1 _DZ i C +C2 ¢
Az;t(), C\ ¢ A +c 2 C\¢ A +c A C C(i) ()(k )
A, =0
3
A=0, | 1 "+ 4+D, y 1 4% 440, (2 +ca)
—_— — SN _D —_—
i i 2 (3) 5 -1 3
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