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edilmistir.
Biz ¢aligmamizda ikinci dereceden rekiirans bagintlarinin uzayinda ortonormal bazlari ele aldik.

Bu ortonormal bazlar kullanarak dik izdiigiim matrisi elde ettik. Elde edilen dik izdiigim matrisi,
elemanlart Genellestirilmis Fibonacci sayilari olan Hankel matrisidir. Son olarak da dik izdiisim
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ikinci dereceden rekiirans bagmtilart ile ilgili birgok aragtirma yapimmstir. Bu caligmalarin

bazilarinda Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve Modified Pell sayilan ile ilgili ozdeslikler elde

matrisinden faydalanip {Gn} Genellestirilmis Fibonacci dizisi ve tammlamig oldugumuz {u”} ile {v”}

dizilerinin elemanlari arasinda baz zdeslikler elde ettik.
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Many researches have been carried out on the second order recurrence relation. In some of these
studies, identities have been obtained with Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas and Modified Pell
numbers.

We have studied orthonormal bases in the space of recurrence relations in the second degree. By
using orthonormal bases have been obtained orthogonal projection matrix. The resulting orthogonal
projection matrix is the Hankel matrix with the Generalized Fibonacci numbers. Finally, using the

orthogonal projection matrix, we obtain identities between elements of {GH} Generalized Fibonacci

séquence, {H"} and {vﬂ} sequernces.
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1. GIRIS

Fibonacei sayt dizisi ve Fibonacci sayilarinm rekiirans bagintilarma benzer
rekiirans bagintisina sahip birgok sayi dizisi arastirmacilarin ilgi odagi olmugtur. Bu
sayr dizilerinin gesitli genellestirmeleri tamimlanmis ve ozellikleri incelenmistir.

Rekiirans dizileri ile ilgili genis bilgiye Koshy> nin “ Fibonacci and Lucas Numbers

with  Applications” isimli kitabindan ulasabiliriz. Bu ¢ahismamizda {G}

Genellestirilmis Fibonacci dizisi, {un} ve {vﬂ} dizilerini gz dniine alacagiz. Bu diziler
ile ilgili genis bilgi iiciincii boliimde verilecektir. Ayrica R" in R(p,1) alt uzayindaki
bazlar yardimiyla dik izdiisiim matrisi elde edilecektir. '

Dupree ve Mathes tarafindan 2012 yilinda “Singular values of k — Fibonacci and
k — Lucas Hankel matrices” adli gahismada R" nin R(k,1) alt uzayi ele alinmis ve bu

uzaydaki elemanlar dikkate ahnarak dik izdiigiim matrisi

f—n+| f~n+2 .ﬂ)
Sz Sons

o=

o H e S
seklinde verilmistir. Bu matrisin k& — Fibonacci sayilari ile tammh Hankel matrisi
oldugu ifade edilmistir.
Daha sonra 2015 yilinda Hawkins, Johnson ve Mathes tarafindan tekrar ayni
| R(k,1) uzayi ele alinarak lc—*H , Hanke! matrisinin dik izdiisiim matrisi oldugunun yeni

bir ispatit verilmigtir. R(k,]) uzayinda ortonormal bazlar ile dik izdiigim matrisi

iliskilendirilerek Fibonacci ve Lucas sayilari arasinda gesitli dzdeslikler bulunmugtur.

Alp ve Koger, Modified Pell dizisinin ait oldugu R(2,1) uzaymnda dik izdiigiim
matrisini Pell sayilari ile tamim!li Hankel matrisi

P P

—n+l -n+2

P P

PO
i —n+2 —-n+3 E
Pl : : _
P B .. P

n—l
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olarak elde etmistir. Bu matris kullanilarak Pell, Peli-Lucas ve Modified Pell sayilar ile
ilgili 6zdeglikler elde edilmistir.

Yukaridaki makalelerde & —Fibonacci dizisi ve Modified Pell dizisi
kullam!mistir. Bu rekiirans dizilerinin bir genellestirmesi olan {G,} dizisine

calismamizn {iciincii bdliimiinde yer verdik. R( p,l) uzayindaki ortonormal baziari goz

Oniine alarak dik izdiisiim matrisini

Hn:ﬂl u—n+2 MO
_}?_ u—n+2 —n+3 ”‘l
u,|
uO ul urr—l

seklinde elde ettik. Bu matrisin Hankel matrisi oldugu agiktir. Bu matris kullanilarak
{G,}.{u,} ve {v,} dizilerinin elemanlar: ile ilgili bazi 6zdeslikler elde ettik. Elde

edilen tiim bu sonuglari ¢alismamizin dérdiincii boliimiinde gorebiliriz. Dolayisiyla elde

ettigimiz tiim sonuglar yukaridaki ii¢ ¢alismada elde edilen sonuglarin genel bir halidir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Birgok yazar ikinci dereceden rekiirans bagntilarryla ilgili caligmalar yapmustir.
Bu b&liimde 6zellikie‘ Genellestirilmis Fibonacci sayilari ve Horadam saytlar: ile ilgili
olanlari ele alacagiz. Ayrica matrislerin normlari ile ilgili gahymalari da inceleyecegiz.

Alp ve Koger, R(2,1) uzayindaki ortonormal bazlari géz 6niine alarak Pell
sayilari ile tanimli Hankel matrisini elde etmistir. Elde edilen bu matrisi ve ortonormal
bazlar1 kullanarak Pell, Modified Pell ve Pell-Lucas sayilari arasinda zdeslikler elde
etmiglerdir (Alp ve Koger, 2018).

Dupree ve Mathes, k—Fibonacci ve k—Lucas sayilart ile tammli Hankel
matrislerini gbz oniine almistir. Ayrica R(k,1) k —Fibonacci dizilerinin iki boyutlu
uzaymnda dik izdiisiim matrisi elde etmisler ve bu matrisin k — Fibonacci ve k- Lucas
sayilari ile tanimli Hankel matrisi olduunu gdstermislerdir (Dupree ve Mathes, 2012).

Hawkins, Johnson ve Mathes, Dupree ve Mathes tarafindan tamimlanan R(k,1)
uzayndaki ortonormal bazlar1 g6z oniine alarak dik izdiigiim matrisini elde etmislerdir.
Elde edilen bu matris, elemanlar1 k—Fibonacci sayilari olan Hankel matrisidir
(Hawkins, Hebert-Johnson ve Mathes, 2015).

Horadam, bu makalesinde W, (a,b; p,q) ile gosterilen Horadam sayilarmi n =2
icin

W(a.b;p.q)=pW, ,—qW,, ; Wo=a,W,=b
rekiirans bagmtisi ve baslangi¢ kosullar ile tanimlamistir. Ayrica Horadam sayilarinm
ozelliklerini ve diger sayilar ile arasindaki iliski incelenmigtir (Horadam, 1965). |

Horzum ve Koger, % (x;a,b; p.q) Horadam polinomunu # >3 i¢in

h(x) = pxh,_(x)+gh, (%)
rekiirans bagintisi ve
h(x)=a, b(x)=bx
baslangic kosullart ile tanimlamislardir. Ayrica bu makalede Horadam polinomlarinin
sagladigi baz1 6zdeslikler elde edilmistir (Horzum ve Koger, 2009).
Kalman ve Mena, 4,ve A, baslangic sartlari ve

An+2 = aAnH +bAn



rekiirans bagmtisi ile tamimh {A”} dizisini g6z 6niine almistir. Tim bu dizilerin
kiimesini ise R(a,b) ile gdstermigler ve bu uzay iginde {Au} dizisinin &zelliklerini

elde etmislerdir (Kalman ve-Mena, 2003).

Mansour, Horadam dizisinin elemanlarimi géz ©niine almistir. Horadam
sayilarmin kuvvetlerinin toplami ile ilgili sonuglar1 vermistir (Mansour, 2003).

Shen, k- Fibonacci ve k—Lucas sayilari ile tammli Toeplitz matrisini goz
niine almustr. Bu matrislerin spektral normlari igin alt ve iist sinirlar elde etmistir.
Ayrica bu matrislerin Hadamard ve Kronecker carpimlari sonucunda elde edilen
matrislerin spektral normlari igin alt ve iist smirlar elde étmistir (Shen, 2012).

Solak, Fibonacci ve Lucas sayilari ile Circulant matrisleri tanimlamig ve
normlarini incelemistir (Solak, 2005).

Salalg ve Bahsi, Fibonacci ve Lucas sayilan ile tanimhi Hankel matrislerini
tanimlayarak, normlarini elde etmislerdir (Solak ve Bahsi, 201 1.

Solak ve Bahsi, Fibonacci ve Lucas sayilari ile tammli Toeplitz matrislerini

tanimlayarak, normlarini elde etmislerdir (Solak ve Bahsi, 2013).
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3. ON BILGILER
Bu bdliimde {Gﬂ} Genellestirilmis Fibonacci , {un} ve {vﬁ} dizilerini tanitarak, bu
dizilerle ilgili yapilan calismalardan bahsedecegiz. Ayrica Hankel matrisi, dik izdistim,
ortogonal baz ile ilgili tanim ve teoremleri verecegiz.
Tanmm 3.1 #n2>1 igin

G, =pPG,+G,, (3.1
rekiirans bagintisi ve G, =a,G =b baslangic kosullari ile tammlanan diziye
Genellestirilmis Fibonacci dizisi denir.

(3.1) rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi, _
A —pl-1=0 (3.2)
seklinde olup (3.2) denkleminin kdkleri
6}5:p+\/;m i ﬁ:p_ p2+4

2 2

seklindedir.

Genellestirilmis Fibonacci dizisinin ilk birkag terimini asagidaki tabloda

gorebiliriz.

n G,(a,b;p.1)

0. a

1 b

Z pb+a

3 p'b+pa+b

4 pb+pla+2pb+a \

5 p'b+pla+3p’b+2pa+b

6 p’b+pla+dp’b+3p’a+3pb+a ]




a,b ve p nin alacag: farkli degerler igin {Gﬂ(a,b;p,l)} Genellestirilmis

Fibonacci dizisinin bazi 6zel durumlari asagida verilmistir.

1) a=0,b=1;p=1I igin {FH} Fibouacci dizisini elde ederiz.
2) a=2b=I;p=1igin {L } Lucas dizisini elde ederiz.

3) a=0,b=1p=2igin {P} Pell dizisini elde ederiz.

4) a=2,b=2;p=2i¢in {Q,} Pell-Lucas dizisini elde ederiz.
5) p=1ligin {T,} Tagiuri dizisini elde ederiz.

6) a=1b=1p=1icin {g,} Modified Pell dizisini elde ederiz.

Yukarida verilen dizilerin ilk birkag eleman: asagidaki tabloda verilmistir.

n 0 1 2 3 4

FE 0 1 1 2 3

£y 2 1 3 4 7

} 0 i 2 5 12

0, 2 2 6 14 34

T, a b a+b a+2b 2a+3b
q, 1 1 ~3 7 17

(3.1) rekiirans bagmtisini saglayan G, igin Binet formiil,
G, =Aa" - Bp"
dir. Burada 4= L. ve B= = seklindedir. @ ve £ ise (3.2)deki
a-p a-p

karakteristik denklemin kokleridir.

Tanim 3.2 n>1 igin

uml :pun_i_un—l (33)

rekiirans bagntisi ve

Uy

=0,u,=b



baslangig kogullart ile tanimlanan diziye {u"} dizisi denir.
(3.3) rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi,

A —pA—1=0
scklinde olup (3.4) denkleminin kokleri

dir. , i¢in Binet formiilii,

u,=b o =p
a-p
seklindedir. Ayrica
u_} - (__l)H-l u'.

esitligi mevcuttur.

Tanmm 3.3 n>1 igin

Vil = PV, + Vni
rekiirans bagintist ve

v, =2b,v, = pb

baglangic kosullar ile tanimlanmis diziye {v"} dizisi denir.

(3.5) rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi,
A2 —pi-1=0
seklinde olup (3.6) denkleminin kokleri

_ p+\/p2+4
2

dir. Ayrica (3.5) rekiirans bagintisinin Binet formiilii,

B= p—\/pz +4

2

a veE

= (pb—2bB)a" —(pb—2ba) 5"
n a——ﬂ
seklindedir. {vn} dizisinin clemanlarinin negatif indisleri igin
Yoy = (_l)i"r

egitligi mevcuttur.

(3.4)

(3.5)

(3.6)



{u,} ve {v,} dizilerinin elemanlari arasinda agagidaki 6zdeslikler vardir.

1
=—u v

m b m m

~t, e (P°+4)=2(=1)"0"p

Uy

vm vnﬁ- 1

umum-(-l(pz D 4) + pb2 (_])m = bvzmﬂ

uv

m i+l

- buz;”.*.{ o (_1)m+lb2

u =bu,,,, +(-1)"b*

m+ivm

pvnéﬁ = un _un—4

b
uu,., =—— ., +ED"y
n n+k p_+4( 2n+k ( ) k)

(3.7)

(3-8)
(3.9
(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)

n nin pozitif ve negatif ilk birkag degeri igin {G,}.{u,} ve {v,} dizilerinin

elemanlarini asagidaki tabloda gorebiliriz.

n G, u, v,
-3 -pla+p’b—-2ap+b pb+b —p’b-3pb
i) pla—pb+a -pb pb+2b
-1 b—pa b —-pb

0 a 0 2b

1 b b pb

2 pb+a pb pPh+2b

3 p’b+pa+b pb+b p'h+3ph




Tanim 3.4 H, :(h,_,) Hankel matrisinin, ij -inci elemant 7, j =0,1,...,n—1 i¢in
h.=h

if i+

olarak tanimlanir. Yani nxn Hankel matrisi

hy oo ke, By

hy B e B h,

H=| 1 &+ = i
By By oo M s
-1 e M My,

seklindedir (Hogben, 2006).

Teorem 3.1 A, Hankel matrisi simetrik bir matristir (Hogben, 2006).

Tamm 3.5 A nxn bir matris olsun. Eger 4> = 4 oluyorsa 4 matrisine idempotent

matris denir (Fraleigh, 1995).

Tanmm 3.6 R" de u ve w iki vektdr olsun. Eger
(u, w) =0

ise u ve wvektdrierine ortogonal vektdrler denir (Fraleigh, 1995).

Tamm 3.7. R” -de {VsVyseen,v, )} sificdan farkl vektdrler olsun. Eger bu vektdrler
icindeki farkli her vektor ¢ifti ortogonal ise {v],vz,...,vk} kiimesi R" de ortogonaldir
denir. Yani {v,.v,,...,v,} ortogonal kiime ise

(vov,)=0i% i j=12,...k
dir (Fraleigh, 1995).
Teorem 3.2 R” de sifirdan farkli ortogonal vektdrlerin kiimesi {v,,vz,...,vk} olsun. O
zaman {v,,v,,...,v,} kiimesi lineer bagimsizdir ve bu kiimenin gerdigi alt uzay igin bir
bazdir (Fraleigh, 1995).
Ispat {v,v,,.... v, } kiimesi ortogonal oldugundan

(vv)=0i# ji]=12,...k (3.14)
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seklinde yazilabilir. {vp vl,...,vk} ortogonal kiimesinin lineer bagimsiz oidugunu
gostermek icin agagdaki ifadeyi g6z 6niine alahm.

v, =5V sy, Fe s v
Bu denklemin her iki tarafini v, ile carptigimizda

(vov, Y =(s +50y +o ot 5 T V)
= <s,vl,vj> +<52v2,vj> +.. .(Sj_lv_,._l,vj>
bulunur. (3.14) ifadesi géz oniine alinirsa
(vf’ vf) =4
elde edilir ki v, #0 ifadesi ile geligir. Bu nedenle v, diger vektdrlerin lineer birlegimi

olarak yazilamadigindan {v,v,....,v,} kiimesi lineer bagimsizdir ve I¥ W vy )

kiimesinin gerdigi uzay igin bir bazdur.

Tamim 3.8 W, R" in bir alt uzay: olsun. # alt uzaymmn bir bazini {ql,qz,...,q,{}
seklinde alalim. Eger

i)(q;q,)z(), i#J

0 Jal =

ise {¢,.9,,---,4,} vektorleri ortonormaldir (Fraleigh, 1995).

Tamm 3.9 4, nxn bir matris olsun. Eger R" de sifirdan farkli v siitun vektorii igin
Av=Av
esitligi saglaniyorsa A sayilarina A4 matrisinin zdegerleri denir. v vektorlerine de 4

matrisinin 1 zdegerlerine karsilik gelen 6zvektdrleri denir (Fraleigh, 1995).

‘Teorem 3.3 A, nxn bir matris ve A,A4,...,4, skaler, v,v,,....,v, sifirdan farkli
vektorler olsun. C matrisi j— inci siitun vektorii olarak v, ye sahip mx»n matris olsun.

D matrisi



I

seklinde olsun. 4C =CD olmasi igin gerek ve yeter sart A, 4,,...,4, skaler ifadelerinin

A matrisinin dzdegerleri olmasi ve v, lerin 4 matrisinde A, zdegerlerine karsilik

gelen 6zvektdrler olmasidir (Fraleigh, 1995).

ispat CD matrisi
Tt 1 ™4 0

CD=|v, v, ... v, 4,
L4 Y0 A,
T T

=l Aw 4w .. Ay,
VR \

seklinde bulunur. Diger yandan AC matrisi

T 1 T T 7 i
AC=A4{v, v, ... v, |=|4vy, Av, ... Ay

n

o 1 Lo \

n

olarak elde edilir. AC =CD olmasi igin gerek ve yeter sart 4v, = A,v, oldugu goriiliir.

Tamm 3.10 4, nxn bir matris olsun. Eger C'AC = D matrisini saglayan tersinir bir
C matrisi varsa ve C'AC=D matrisi k('isegen bir matris ise 4 matrisi
kosegenlestirilebilirdir denir (Fraleigh, 1995).

Teorem 3.4 A nxn matrisinin 6zdegerleri 4,4,.,...,4, ve bu dzdegerlere karsilik gelen

ortoniormal dzvektorler b,,b,,...,b, olsun. Bu takdirde

A=Abb] +,bbl +...+A,bb!
dir (Fraleigh, 1995).
Teorem 3.5 ¥, R" uzayinm bir alt uzayi ve x € R" olsun. Bu takdirde
- = =1
X=X +x
dir. x vektdriiniin ¥ uzayi lizerine dik izdiigiimii R"’ den R"’ e lineer doniistimdiir ve
T(x] = proj, (;c) —x ile gosterilir (Bretscher, 2015).

Teorem 3.6 V', R" uzaymmn bir alt uzay: ve u,,u,....,%, V'’ nin ortonormal bazlari
olsun. O zaman

proj, (x) = (u, ,x) T S +(um,x) U,
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dir (Bretscher, 2015).

Teorem 3.7 ¥, R" uzaymn bir alt uzay: ve u,u,,...,u, ¥V’ nin ortonormal bazlari

R

olsun. x vektdriiniin ¥ uzay! iizerine dik izdlistim matrisi
P= ulu,T A umumT

dir (Bretscher, 2015).
Teorem 3.8 R" uzaymm ¥ alt uzay: igin izdiigsiim matrisi hem idempotent hem de
simetrik bir matristir. Aksine hem idempotent hem de simetrik olan her nxn matris
izdiistim matrisidir (Fraleigh, 1995).
Tanim 3.11 4 matrisi kare matris ve A" matrisi 4 matrisinin eslenik transpozu oimak
iizere A4 matrisinin 6zdegerlerinin karekokiine 4 matrisinin singiiler degerleri denir
ve o, ile gosterilir (Fraleigh, 1995).
Tanim 3.12 4 matrisinin maksimum singiiler degerine 4 matrisinin spektral normu
denir ve ||4], ile gosterilir. Yani

|4], = max 4, (4" 4)

isisn

dir (Fraleigh, 1995).
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4, DIK izDUSUM KULLANILARAK GENELLESTIRILMIS FIBONACCI
SAYILARI iLE ILGILi OZDESLIKLER

Bu bolimde R" in R(p,1) alt uzay1 gbz Oniine alinarak dik izdiistim matrisi

elde edilecektir. Bu matris kullamlarak G, ,u, ve v, saylari ile ilgili dzdeslikler

verilecektir.

R" uzziymm Genellestirilmis Fibonacci sayilarindan olusan R(p,1) alt uzaym:

cle alalim. R" deki vektdrlerin bu iki boyutlu uzay iizerine dik izdiigiim matrisi # nin

cift degerleri i¢in

u—n+1 il""—nq—Z u‘D
U U U
—n+2 - 1
e I @
un =
U, U M,
seklindedir. Burada
-+l u-—n+2 ”u
U u "
—n+2 —n+3 !
H, = !
i, U, e U

matrisi {u,} dizisinin elemanlari ile tamml Hankel matrisidir. {u,} dizisinin

elemanlari yerine {v,} dizisinin elemanlarini kullanirsak

V—n+l Vgn+2 vn
v v Vv
_ —n+2 —-n+3 l
H, = : 2
Vo V; e Vo

seklinde {vn} dizisinin elemanlar: ile tanimli olan Hankel matrisini elde ederiz. H,

Hankel matrisini # nin tek degerleri igin ilerleyen béliimlerde R(p,1) uzay lizerine dik
izdiisim matrisi ile iliskilendirecegiz.

Teorem 4.1 7 ¢ift iken; —EHH Hankel matrisinin spektral normu;

n

ﬁHn
(74

n

=1

2



dir.
Ispat EH” matrisinin simetrik matris oldugu agiktir. —&Hu matrisinin 6zdegerlerini

i . un

bulmaliyiz. ﬁh'“ matrisinin karakteristik polinomu;
u

n

Aar-2pg

i

= A= (A-1)

seklindedir.

M—ﬁHU‘:O denkleminin kokleri A, =1 ve k=3,4,....,n i¢in 4, =0
u

n

dir. Simetrik bir matrisin spektral normu maksimum &zdegerine esit oldugundan

ﬁ Hﬂ
u

n

=1 oldugu agiktr.

2

Teorem 4.2 n=2m+1 igin; H, Hankel matrisinin 5zdegerleri
2
21 — Uy (p +4) ve /lz = Vin Vel
pb pb
dir. Bu dzdegerlere karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla
U= (U e estyyeensthy) VE V=(V ey Vosenn V)

seklindedir.

Ispat A, matrisinin karakteristik polinomu;

2 2 _ 32
|/1[ —Hr] = /1"4 [/12 _ 2v2m+1 A4 (p + 4)(u22nr+l b ))
P

p
seklindedir. |4/ - H | =0 denkleminin kokleri

umumH (pz +4) /’12 — vam+1
pb ’ pb

ve k=3,4,...,n igin A, =0 dir.

A=

Bu dzdegerlere karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla
_ T _ T
U=(U_pyyenerUyseesty) V8 V=(V_ee,VoseeesVy)

dir.



Teorem 4.3 n(n=2m+1) igin; H, matrisinin spektral normu;

s . mift
P
I4.], = 5

umurn-{-l (p + 4) m tek

pb
dir.
ispat H_ matris simetrik matris oldugu igin H, matrisinin maksimum 6zdegeri spektral

normu verir. Dolayisiyla Teorem 4.2 den

vam-l-l m Qlﬁ
pb ’
1], = 2
- umumﬂ (p +4) m lek

El

pb

oldugu agiktir.

Simdi ﬁHu Hankel matrisinin dik izdiisiim matrisi oldugunu gosterirken
u

"

kullanacagimiz 2x2 tipindeki £ matrisini tanimlayalim.

Tamim 4.1 £ 2x2 matrisi,

0 &
E=
(b pb]

{u,} dizisinin elemanlarin: iireten matristir.

Em _ bmAl [umv-l um ]
U, Uy
dir.

ispat Matrislerin ¢arpma islemi g6z oniine alindiginda ve gerekli diizenlemeler

Sonug 4.1 meZ igin,

yapildiginda ispat agiktir.

Teorem 4.4 1€ Z ve s {0} UZ" olmak lizere

35 1 : iU
i+4i _ T2(s+1) 1425
Z 1+4i-1 E - 1+2s E

p pb

dir.
Ispat Sonug 4.1 kullanilirsa katsayilarin esitliginden



uz(m)
Z U = Ui

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. l“ } dizisinin Binet formiiliint kullanirsak

.r+4n _ﬁl+4.’
Lt b
BB e)

] 5

24 c 4i
S Z —ﬁgﬁ

B b CC’ a4x+4 _l _b ﬁr ﬁ4‘v+4 _1
T a-Bl at-1 a-p\ pi-1

b [a4v+r+4 —-a' ﬁ4s+1+4 _ﬂ.l J

el &' -1 8 -1
[l )
"o @)
- 244_“, ~u4s+,+4 —u,_4 -i-u,
-p'-4p’

olur. (3.12) esitliginden

i 0= “PVisu2 + PVia
1+4i —'}74 _4p2
= Va2 " Vi
p’+4p
elde edilir. (3.13) esitliginde n=25+2 ve k=¢—2 ahnirsa

”2(s+1)
Mﬂ+4 - Upios

olarak bulunur.

Teorem 4.5 n ¢ift iken; ﬁH matrisi R(p,1) uzay: iizerine dik izdiisiim matrisidir.

it
PI

Ispat Teorem 3.8 den dik izdiisiim matrisi hem idempotent hem de simetrik bir matris

olmaldir. £ H, matrisinin simetrik matris oldugu aciktir. O halde 2H ‘matrisinin
u

u
f? H

idempotent oldugunu gdstermeliyiz. Bunun igin

H} =24,
p

oldugunu gdstermemiz yeterlidic. H, matrisini £ matrisi ile



1 s 1

E°
P e
—_—~ —_—r
u—m-l u-n+2 Ll u—l uO

U pg Upes - Ug Yy

H” =
U, Uy U, 3 U,
Uy, U; U, , U,
_lmEU 1 =2
bt bﬂ*}
seklinde ifade edebiliriz. Burada n = 2m alirsak
1 —n+2 ] —n+4 1 -2 1 0
bfm-l b-n+3 . e F E F E
ﬁ] - —~n+d _{H_; E—n-i—ﬁ L—‘EU 1 EZ
b b b b I -|m
_ 2 o L s s _ 20+ )=2{m+1)
Hu - . : ’ . " _[bz(.u)-z(mu)—n E -
] -2 1 0 l n—6 l n—4 e
—E 8 e e
b b b b
1 1 1 1 _
—:TEG _E2 . _“:_S_En-4 — En 2
b b b b
elde edilir.
H2 ., - 1 EZ(f+r)—2(m+i) 1 E2(1‘+jl)72(m+i) i
u - Z bz(nn—zmq)—z bl(mj\—Z(mH -1
r=l i.J=1
m m ’
e 1 2(i+ [ )-4m+4(r—1)
= b i.j=1
olup Teorem 4.4 den

m=1 1 "
2 _ 2(i+j)-4m+as
H v Z 2(i+ ) )-4m+ds-2 E
s=0 b i,j'—‘]

m

— “om 1 E2(i+j)—4m+2(m~l)
pbb—l bZ(HHA.m-e-Z(m—l)—I

i,j=1

s
_ Yam [ 1 E20+ j)ﬁ2(m+i)i|
bz(i+j)—2(m+l)4

i,j=1



sonucuna ulagilir. Yani £HH matrisi idempotent matristir.
u

n

Sonug 4.2 n ¢ift ve —n+1<i,j<n—1 igin

[

17

1
_F
Ui T 2 U
n un 0

1+k—n+1uk+_f—n+l

e~
1l

elde edilir.

Ispat —‘BHu matrisinin idempotentligi ile matrislerin garpma islemi g6z Oniine

alindiginda ispat agiktir.

Sonug 4.3 n gift ve —n+1<i,j<n-1 iken

n-1
pz u:’—zuj—t = unui+j~n+l
=0

dir.
ispat Sonug 4.2 de n—k—1=t seklinde aldigimizda ve gerekli islemleri yaptigimiz

takdirde verilen ifadeyi elde ederiz.

Ornek 4.1 Sonug 4.3 de {un} dizisinde b=1 ve p=2 aldigimizda Pell sayisi dizisini

elde edecegimiz agiktir. Buradan

n—

1
23 PP, =PP
t]

J-t 1" i fntl
1=

bulunur (Alp ve Kocer 2018).

Simdi, R(p,1) uzaymda {G”} dizisinin elemanlarindan olugan bazlari

kullanarak dik izdiisiim matrisi olan £ H, Hankel matrisini elde edelim.

U

n gift ve §={Gy,Gre++:G,55 G ) =(G,)", € R(p.1) seklinde siitun vektdriinii

ele alalim. Ayrica
n-1

5= (-GG 3G G =((-1)" Gy

=

siitun vektdriinii tamimlayalim.

(55



n - n-l

GG, _, +(pa —ab) .

kiimesi R(p,1) de ortogonal bir bazdir. Hs“h =“sl”2 =”Z—l:G,f =
k=0

p
5 st . )
U= H ve v = ||SL|‘ seklinde tanimlanan {u,v} ortonormal bir bazdir.
& |
Teorem 3.7 den dik izdiigiim matrisi
P=uu" +w'
dir. Bu dik izdiisiim matrisi £ H, dir.
uﬂ
Ornek 4.2 n=6 igin
a -p'b-p'a-3p’b-2pa-b
b pb+pla+2pb+a
b+ ~p’b— pa—
§= zp “ ve st= i~
pb+pa+b pb+a
p’b+p*a+2pb+a —b
\p'b+pla+3p’b+2pa+b a
dir. Buradan

”S”2 = "SL"2 =p*p*+2p'ab+ 7p°b* + pta’ +12p°ab + 16p*p* +5pa’

+22p°ab+13p°b* +7 p*a® +12abp +3b* +3a°
olup kisaca "sl]2 :Hs‘LHZ =X ile gosterelim. Dolayisiyla # ve v vektorleri

a
b
1 pb+a
u_ﬁ p’b+pa+b
p’b+ p*a+2pb+a
p*b+p*a+3p*b+2pa+b

ve
—p'b-p'a-3p°b-2pa—b
p’b+pla+2pb+a
1 ~p’b—pa->b
% pb+a
-b

a

lup

(4.2)



seklinde yazihr. (4.2) ifadesinden dik izdiisiim matrisi P = %(SST +st(sH) olup

p'o+3p’b+b —pb-2pb pb+b  —pb b 0 )

-p’b—2pb pb+b —pb b 0 b |

p p p’b+b —pb b 0 b pb l
P’b+4p’h+3pb —pb b 0 b pb p'b+b |

b 0 b pb ph+b  pbe2ph |

0 b pb p’b+b pb+2pb p4b+3p3b+bj

dir.

Ornek 4.3 Omek 4.2de a=1,b=1 ve p=2 aldigimizda

. ,
:2030(5‘5 +5H(sM))
29 -12 5 2 1 0
iz 5§ =2 1 6 1
1S 2 1 0 1 2
T35 2 0 1 2 5
I 0 1 2 5 12
0 1 2 5 12 29

matrisi elde edilir. Bu matris Modified Pell dizisinin uzayinda elde edilen dik izdiisiim

matrisidir (Alp ve Koger, 2018).

Ornek 4.4 Omek4.2de a=0,b=1ve p=£ aldizimizda

(ss" +5°(sM))

TR+ Ak 3k
K'+3° +1 —k* =2k K41 —k I 0
-k =2k k+1 —k I 0 i
~ k E +1 —k 1 0 1 k
Tk 4K 43k - 0 1 % K+l
1 0 1 k K+l K +2k
0 ko B+l E+2k K +3k2+1
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matrisi elde edilir. Bu matris k& — Fibonacci sayilarinin uzayr R(k,1) de elde edilen dik

izdiiglim matrisidir {Dupree ve Mathes, 2014). Bu matriste k=1 alirsa klasik

Fibonaccei dizisinin elemanlarn ile tanimli matris

F= 4—10(SST +s1(sH)")

5 -3 2 -11 0
-3 2 -1 1 0 1
1 2 -1 1 0 11
“8/-1 1 0 1 12
1 0 1 1 2 3
0 1 1 2 3 5)
dir.
Teorem 4.6 n ciftve —n+1<i,j<n-1 iken
uiﬂ—n»rl (GnGn-i + (pal - ab)) = un (GﬁG_,' +(‘_1)[+J Gn—.'—lGrJ—,/fl) (43)

dir.
ispat (4.1) ve (4.2) de verilen matrislerin i —inci elemanlarmm esitliginden,
P _ P i+,

;zi,-”ﬁm = m(G,Gj +(-D"G, G, )

(G,G

n—1

n

=Gy )ty =1, (GG, + (-G, G, )

n—i-1

dir. Burada G, =a ve G_, =b— pa oldugu goz 6niine alinirsa

Uy 0t (GG, +(pa” —ab))=u,(GG,+-1)"G, G, )

nn=1 n=i-l

elde edilir.

(4.3) ifadesinde i ve j yerine 6zel degerler vererek Genellestirilmis Fibonacci
sayilari ve {1} dizisinin elemanlar: arasinda baz: 6zdeslikler elde edilebilir.
1) (4.3) ifadesinde 7= j =0 ahrsak;

(G G —J:Jb+p¢:22)u_”+I =u (a’+G-))

n=n-l n=

u, GG _ —ab+ pd

" |

a +G>

n-1

i

=l

u u, , +u
olur. Burada u_, = (-1)"'u, ve —- = Py T
u u

n—l

oldugu goz 6niine alinirsa

n-1



=1

a’ +Gnl_{

U, GG - pG. —ab

74

=1

elde edilir.

2) (4.3) ifadesinde =0,/ =-1 alidifimizda
(G G - GDG—I )u—n = un (GOG—E B GnGn—l )

n -1

U _ =—u

= "

dir.
3) (4.3) ifadesinde i= j:g alirsak

E_

(GG, —G,G )y =u, [G: + G.: 1]
2

(GG, +(pa’ —ab))b

n-A—

2 2

G,+G, =
= it U
2 2 n

elde edilir.

4) (4.3) ifadesinde i=n—1,j=1 alinirsa
(G,G,.,-G,G_ ) =4,(G, G +GG,)

n—

(GnG:H . GOG-J)b =u, (G, +aG, ;)
b(G,G,., +(pa* - ab))=u,(4G,, +aG,)

n = n-l

olarak bulunur.

Simdi de R(p.1) uzayinda baska bir ortogonal baz kullanarak n in ¢ift olma

durumunda ﬁHH dik izdiisiim matrisini elde edelim.
u

(3.2) deki Genellestirilmis Fibonacci sayisinin karakteristik denkleminin pozitif
kokii @ ve negatif kokii S olsun. @f=-1 oldugu agiktr. a ve S deBerlerini

kullanarak



I~
2

stitun vektorlerini ele alahm. {S,t} R(p,1) de ortogonal bazdir. Dolayisiyia

P:—]5s5"+ : # (4.4)
sl

o

matrisi R(p,l1) uzay: iizerine dik izdiigiim matrisidir. Bu dik izdiigiim matrisi, f«HH
u

n

seklindedir.

Ornek 4.5 n =6 aldigimizda s=(l,cx,a2,...,as)7. ve e‘=(1,/6’,,82,,..,ﬂ5)T olup @ ve

B nin degerleri verine yazilirsa

1

p+a/pt+4

2
preppt+4+2

2
5= p3+p2\/p2+4+3p+\/p2+4
2
PP Pt A +apt+2ppt+4+2

2
pP+pt pz+4+5p3+3p2-\/p2+4+5p+\/p2+4
2

ve

1

p-P +4
"
P —pp +4+2

2
= P -pp+4+3p—yp’ +4
2
P —p P +4+4p —2ppP+4+2

2
r-r pr+4+5p° —3pip’ +4 +5p—\p*+4
\ 2




vektorleri bulunur. Ayrica

z{ﬁwmf—z

2

12
2(:0;“_ W] =3
2

5

= ve ||
P+ pyp’ +4 | P’ -pp*+4

olup bulunan degerler dik izdiigiim matrisinde yazilirsa;

- P +pyp’ +4 55"+ P -ppi+4 '
3 12 3 12 '
2(&”‘1_\“0"’”_4} = Q[MJ 2

2

I =

dir. Elde edilen P dik izdiisiim matrisi

p'b+3p’b+b -p’b-2pbh p*b+b —pb b 0 A
-p’b-2pb  pb+b  —pb b 0 b
. P ph+b -pb b 0 b pb
LT byt iph —pb b 0 b pb pb+b
b 0 b pb p’h+b p’b+2pb
0 b pb pb+b phi2pb p'h+3pib+b)

seklindedir.
Ornek 4.6 Ornek 4.5te a=1,b=1 ve p=2 aldigimizda:
1 ., 1 ,
P= A it
4060+ 287072 4060 — 28702

29 -12 5 2 1 0
12 5 2 1 0 1
15 =21 0 1 2
352 1 0 1 2 5
1 0 1 2 5 12
0 1 2 5 12 29

elde edilir. Bu matris Modified Pell dizisinin uzay: tizerine dik izdiisiim matrisidir (Alp

ve Koger, 2018).

Ornek 4.7 Omek 4.5te a=0,b=1 ve p=1 aldigimizda



P= ! ss’ + : "

100+44+/5 100 - 44+/5

5 3 2 -11 0

3 2 <1 1 0 1
112 -1 1 0 1 1
T8 -1 1 0 1 1 2
01 1 2 3

0 1 2 35

elde edilir. Bu matris klasik Fibonacci dizisinin uzay1 lizerine dik izdiisiim matrisidir.
Teorem 4.7 n ¢ift ve 0<4, j<n-1 iken

1+ )+l I+
a ’ &
0.’.2” —I + ;n —I = ;{_uff,‘—nﬂ . (43)

n

dir.

ispat (4.1) ve (4.4) de verilen matrislerin i/ —inci elemanlarmin esitliginden

a]n _ l ﬁ2n _1 u ur‘+j—pi+|

n

o —1 a4 ﬁ_—l ﬁiﬂ.: b2,

elde edilir. @” ~1= par ve B —1=pp esitlikleri dikkate alinirsa sonug agiktir.
Ornek 4.8 (4.5) ifadesinde i =1, j = n—1 olarak alinirsa

b ai?-#] ,B’Hl

+
u, a’-1 g7-1

b (B-a)(a"-p)

u, (an _ﬁn )2
a_” _ n
u,=b s
a-f

bulunur. Buda {u,} dizisinin Binet formiiltdiir.

Su ana kadar elde edilen dik izdiistim matrisi # nin cift degerleri i¢indi. Simdi »
nin tek degerleri i¢in dik izdiisiim matrisini elde edelim. 7= 2m + 1 icin

\

U

t—m V—m
U=\ U, ve v=| vy,

U v

m i



~J
=]

siitun vektorlerini ele alaiim. Teorem 4.2 den bu vektérierin H_ Hankel matrisinin

ozvektorleri oldugu gdriiliir.

2 2u u 2v v
e =

m ] m_m+l

Pty ff - 2o

P
dir. u_, =(=1)"u, ve v, =(~1)'v, ifadeleri dikkate alinrsa;

m m m
Z Uy, = ~Z uy, +uyv, +Z wy, =0
i=1

i=—m i=l

oldugu goriliir. Bu esitlikten {x,v}, R(p,1) uzaymnda ortogonal bir bazdir. Teorem 3.7

den bazlar kullanilarak R(p,1) uzayi iizerine dik izdiisiim matrisi

P=—"F i P (4.6)
2u u 2v vy

m™~ -+l m o+l

seklinde elde edilir.

Teorem 4.8 H , {vn} dizisinin elemanlariyla tanimli Hankel matrisi olmak tizere (4.6)

ifadesinde verilen dik izdiisiim matrisi

41 m+l o .
= pe 5 H + ( ) f w' 4.7)
umumﬂ (p + 4) u2mu2m+2 (p + 4)

dir.

Ispat {v”} dizisinin elemanlart ile tamimli Z, Hankel matrisinin 6zdegerleri Teorem

2
4
4.2 den %:MF ve /12:1)5");%3 dir. Bu ozdegerlere karsilik gelen
P p

5 o - T e i}
dzvektorler ise; u =(U_pyeestlys...tt,) Ve v=(v_m,...,v0,...vm) dir. Teorem 3.4 den

; u'”u""“"l (pl +4) 1 uuT Vme—H ._E_VVI"
ph pb |

¥

drr. “u“2 ve "v”2 nin degerleri yerine yazilirsa

elde edilir. Buradan

olup (4.6) da yerine yazilirsa



C 2uu 2v v

mm+l m" m+l

Pt 2b (H]_iwf')_ki T

> R vV
Zumumﬂ p e 4 ‘ 2'5 2vam+l
elde edilir. (3.7) ve (3.8) ifadelerinden
I Ly - LA——
anumﬂ (p + 4) 2vmvm+l 2umum+l (p‘ % 4)

olup gerekli islemler yapilirsa

m+l 2

e 2 v 2
umum+l(p +4) HZmu2m+2(p +4)

bulunur.

Sonu¢ 4.4 n tek ve —m<i,j<m i¢cin

1yl a2
Py o VTP, PD L, s

iy & J % i) 2
‘?‘umumﬂ ?'vmvmﬂ (p +4)u2mu2m+2 (p +4)umu

ot
dir.
ispat (4.6) ve (4.7) deki dik izdiisim matrislerinin ij —inci elemanlarinin esitliginden
sonug aciktir.
(4.8) ifadesinde i ve j yerine dzel degerler alirsak u, ve v, arasinda saglanan
asagidaki 6zdeglikleri elde edebiliriz.
1) (4.8) ifadesinde i= j =0 alirsak

20 1ym+l
YO i i S VS L B}
21’ v (p— + 4)u2|aru2m+2 umum+1 (p fic 4)

mm+]

2u U, (p2 + 4) _ 452p(___1)m+l + 2vam+l

i

2b2 (pl + 4)z£2mu2m+2 - sz (pz = 4)u2n1u2m+2 sz(pz ks 4)u211fu2m+2

olup gerekli islemler yapildiginda

VY,V —( p2 +4)u =2h* p(=D"

mum+l

clde edilir.

Burada b=p=1 olarak alinirsa Fibonacei ve Lucas sayilari arasinda bilinen

L L. . —5FEF., =2-D"

m i+l m= m+l
esitligi elde edilir.

Aynizamanda p=2 ve b=1 i¢in; Pell ve Pell —Lucas sayilar1 arasinda



QIUOUH-I 8P P 4(_1)/1;

m= m+l

ozdesligi elde edilir.

2} (4.8) ifadesinde i= j=m alirsak

P P, PED"h b
2u, 4., v v - (p + ),V U " umum+z(p2+4) "
Y + Vst _ PPN (B2t + 0 1))+ V318,

2U Vi (PZ +A)U U 2

olur. Buradan

_ 2
bu4m+2 =Vt ~ pb

elde edilir.

Bu dzdeslikte b= p=1 aldxglmlzda Fibonacci ve Lucas sayilar: arasindaki

4nr+¢ L F

Im* 2me2 T

ozdesligi bulunur.

p=2 ve b=1 i¢in; Pell ve Pell —Lucas sayilar1 arasindaki

J 4m+2 Q_m 2me2

6zdegligi elde edilir.



5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmada ikinci dereceden rekiirans bagntilarinin uzayindaki {G”} \ {un} ve

{v"} dizileri ele alinmistir. Bu uzaydaki ortonormal bazlar gz &niine alinarak elde

edilen dik izdiigiim matrisi verilmistir. Dik izdiigiim matrisinden yararlanilarak {Gﬂ},
{u} ve {v,} dizilerinin elemanlar: arasinda bazi zdeslikler elde edilmistir. Bu

Szdesliklere 6zel degerler verilerek Fibonacci ve Lucas sayilari ile Pell ve Pell-Lucas
sayilar arasinda dzdeglikler bulunmugtur.

Bu ¢aligmada {G”} Genellestirilmis Fibonacci dizisi yerine Horadam dizisi

kullanilarak, yapilan tiim calismalarin genel hali ve Horadam sayilari igin yeni

dzdeslikler elde edilebilir.
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