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Doc. Dr. Yasin ASAR

Matematiksel modelleme ozellikle son yillarda bir ¢ok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir.
Matematiksel modellemenin bulasici hastaliklardaki uygulamalar1 cogu bulagict hastaligi ortadan kal-
dirmak i¢in izolasyon, karantina, as1 ve tedavi gibi durumlarin siklikla gerekli oldugunu gostermistir.
Bir popiilasyondaki bulasici hastaliklarin hareketlerini incelemek ve gelecekteki durumlarini tahmin
etmek icin matematiksel modellerden yararlanilmistir. Bu tezde, bir popiilasyondaki duyarli (S), la-
tent (L), akut (A), tastyici (C), iyilesmis (R) ve astlannus (V) bireylerin yer aldig1 bir Hepatit-B hasta-
liginin matematiksel modeli ele alinmigtir. Modelin daha detayli analizini yapmak ve hafiza etkisini
ortaya koymak i¢in Caputo kesirli mertebeden tiirev kullanilmistir. Modeli olusturan sistemin biyo-
lojik olarak anlamliligin1 gostermek acisindan negatif olmayan ¢dziim bolgesi ve kompartimanlarin
sturliligl gosterilmistir. Ayrica ilgili sistemin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi incelenmistir. Modelin
hastalikli ve hastaliksiz denge noktalar1 hesaplanmis ve bu denge noktalarinin kararlhilik analizi ya-

pilmistir. Salgin hastaliklarda ikincil enfeksiyon orani olarak bilinen ve hastaligin gelecekteki seyri

il



hakkinda 6nemli bilgiler veren temel iireme say1s1 hesaplanmistir. Bununla birlikte Tiirkiye’deki ger-
cek veriler kullanilarak Hepatit-B hastalig1 icin olugturulan modelin parametreleri tahmin edilmis ve
parametre degerleri kullanilarak sayisal simiilasyonlar yapilmistir. Sayisal simiilasyonlar yardimiyla
Hepatit-B hastaliginin gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulmus ve kesirli tiirev ile tamsay1
mertebeli tiirev arasindaki iligki ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli tiirevi, Hepatit-B, kararlilik analizi, parametre tahmini, temel

tireme sayisi, varlik ve teklik
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Mathematical modeling has been widely used in many fields of science, engineering,
finance, etc. Illustrative applications of mathematical modeling to infectious diseases have
shown that isolation, quarantine, vaccination and treatment are often necessary to eradicate
most infectious diseases. Mathematical models have also been used to investigate the inte-
ractions of infectious diseases in the population and to predict their future course. In this
thesis, a new mathematical model of the Hepatitis-B disease involving susceptible (S), latent
(L), acute (A), carrier (C), recovered (R), and vaccinated (V) individuals is constructed and
its qualitative properties are discussed. In order to analyze the model in more detail and to
take into account the memory effect, the Caputo fractional derivative is used. Moreover, the

non-negative solution region and the boundedness of the compartments are provided in order



to show the biological significance of the proposed model. In addition, the existence and uni-
queness of the solution of the system are examined. Disease-free equilibrium and endemic
equilibrium points of the model are calculated and the stability analysis of these equilib-
rium points is performed. The basic reproduction number, which is known as the secondary
infection rate in epidemics and gives important information about the future course of the
disease, is calculated. Meanwhile, a total of 12 parameters of the constructed Hepatitis-B
disease are estimated by using real data from Turkey and numerical simulations are achieved
according to these estimated parameter values. With the help of numerical simulations, pre-
dictions about the future direction of Hepatitis-B disease are performed and the relationship
between the fractional derivative and the integer-order derivative is discussed.

Keywords: Caputo fractional derivative, Hepatitis-B, stability analysis, parameter estimation,

basic reproduction number, existence and uniqueness
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1. GIRIS

Son yillarda literatiirde, bulasici hastaliklart modelleyen ve gelecekteki seyirlerini aras-
tiran bircok caligma yer almaktadir. Bu hastaliklardan biri, karaciger enfeksiyonunun yol
actig1 diinya capinda yaygin olarak goriilen ve Hepatit-B virlisiiniin (HBV) neden oldugu
Hepatit-B hastaligidir. Bu hastaligin kaynagi olan enfekiyon, karacier enzimlerinin yiik-
selmesine neden olup kan yoluyla, viicut sivilariyla ve mukoza temasi ile insandan insana
bulagmaktadir. Baz1 insanlarda HBV, enfekte olduktan sonra hastalifa yol agmaksizin vii-
cutta yasamini siirdiirebilir. Baz1 enfekte olmus kisilerde ise hastalig1 atlatmalarina ragmen
viriis viicuttan atilamaz. Bu enfekte olmus kisilerde bulunan viriis, herhangi bir belirti gos-
termese bile kisinin tagiyicilig1 ve hastaligi bulastirma riski devam eder. Hepatit-B hastaligi,
akut enfeksiyonlu bireyler ve kronik enfeksiyonlu bireyler olmak iizere ikiye ayrilir. Akut
HBYV, yakalanan bireylerin enfeksiyona maruz kaldiktan sonraki ilk 6 ay icinde ortaya ¢i-
kan belirtileriyle anlasilan kisa siireli bir hastaliktir. Akut Hepatit-B’ye yakalanan bireylerde;
bitkinlik, istahsizlik, bulant1 veya kusma, ates, sarilik (sar1 cilt veya goz rengi, koyu renkli
idrar, kil renkli digk1), kas, eklem ve mide agris1 gibi semptomlar goriilmektedir. Fakat akut
asamada cogu birey herhangi bir semptom belirtisi gdstermez. Bununla birlikte, baz1 du-
rumlarda insanlar sarilik, eklem agrisi, kusma, yorgunluk, koyu renkli idrar ve karin agrisi
gibi semptomlar1 gosteren akut bir HBV hastaligina sahiptir. Kronik HBV ise yakalanan bi-
reylerde Hepatit-B viriisiiniin viicuda girerek 6 aydan uzun siire enfeksiyonun gecmedigi ve
karaciger hasari (siroz), karaciger kanseri ve 6liim gibi kotii sonuglar dogurabilecek sekli-
dir (Acibadem, 2021). Akut HBV nin bilinen bir tedavisi yoktur ancak kronik HBV ilag
kullanilarak kontrol altina alinabilir.

HBYV enfeksiyonu, insandan insana hem yatay hem de dikey yollarla bulagir. Bir insan-
dan diger bir insana HBV, kan veya su, cinsel temas, giivenli olmayan siringalarin veya ig-
nelerin yeniden kullanilmasi yollariyla bireylere tekrardan bulagabilir. Bu tiir bulagsma; yatay
bulasma olarak bilinir. HBV ile enfekte olmus bir anne de viriisii yeni dogan bebegine aktara-
bilir ve buna da dikey bulagsma adi verilir. HBV’nin yaygin bulagma yollar1 arasinda, perkiitan
(paranteral) bulagsma, erken donem cocukluk cagi enfeksiyonu, cinsel temasla bulagma, kon-
tamine su veya yiyecek, kan nakli, giivenli olmayan enfeksiyon, saglik ¢alisanlarinin mesleki

maruziyeti gibi bulagsma yollar1 ve risk gruplar1 bulunmaktadir (Devin ve digerleri, 2018).



Tablo 1.1°’de HBV’nin bulagsma yollar1 ve risk gruplar gosterilmistir (Hoyrazli, 2012).

Tablo 1.1. HBV’nin bulagsma yollar1 ve risk gruplar

Bulagma yolu Risk gruplari

Perkiitan (paranteral) bulasma | Cogul transfiizyon yapilan hastalar,

hemodiyaliz hastalar1, damar i¢i madde bagimlilari
ve dovme yaptiranlar, saglik personeli

Cinsel temasla bulagma Erkek escinseller ve ¢ok partnerli heteroseksiieller
HBYV tasiyicilarinin cinsel partnerleri

Dikey bulagsma HBYV tasiyicis1 annelerin bebekleri

Yatay bulagma Koétii hijyen ve diisiik sosyoekonomik durum,

kalabalik yasam sartlari

Asagida verilen Sekil 1.1°de ise Hepatit-B hastaliginin dogal bulagma seyri sematik ola-

rak gosterilmisgtir:

Karaciger \.
Kanseri \

Akut Kronik Karaciger

HB | HB Siroz * Nakli
Karaciger
yetmezligi

Sekil 1.1. HBV dogal seyri (Avrupa Hastahk Onleme ve Kontrol Merkezi, 2007)

Viral Hepatit kavramu, ilk olarak milattan 6nce V. yiizyilda "Hippocrates epidemik (en-
feksiyoz) sarilig1" seklinde ifade edilerek tamimlanmistir. Tip tarihi incelendiginde, ilk defa
eski Yunan ve Romalilara ait belgelerde ayn1 zamanda sarilik olarak da bilinen bu hasta-
liga deginildigi goriilmektedir. Bunlarin cogu Hepatit-A viriisiinden kaynaklanirken, kan ve
kan {triinlerinin yaygin oldugu yerlerde, HBV’nin insandan insana bulagma gegisleri goz-
lenmeye baglamistir (Mahoney, 1999). Kan ve kan iiriinleri ile dogrudan bulasan Hepatit
formu, ilk kez 1883 yilinda Lurman tarafindan tanimlanmis ve HBV enfeksiyonunun top-
lum icin 6nemi ilk olarak Almanya’nin Bremen kentinde cicek hastalifina kars1 bir agilama

kampanyasi sirasinda ortaya ¢ikmistir  (Lurman, 1885). 1947°de Hepatit A ve B terimleri,



Mccallum ve Bauer tarafindan bulasici (salgin) ve serum Hepatiti (hastaligin ilk kesfedildi-
ginde aldig1 isim) arasinda ayrim yapmak i¢in verilmistir (MacCallum ve digerleri, 1947).
Bu terimler, 1973 yilinda Diinya Saglik Orgiitii’niin (DSO) viral Hepatit iizerine caligan bi-
limsel grubu tarafindan kabul edilmigtir. Ulusal Saglik Enstitiileri’nde (USE) Blumberg ve
arkadaslar1, Avustralyali bir kisinin serumunda ¢ok sayida kan transfiizyonu olan hastanin
serumu ile agar jeli lizerinde ¢okelti formunda bir antijen oldugunu géstermis ve bu prote-
ine giinlimiizde "Hepatit-B yiizey antijeni (HBsAg)" olarak bilinen "Avustralya antijeni-Au
antijeni" adin vermiglerdir. Zamanla bu proteinin B tipinin Hepatit ile iligkili oldugu acikca
goriilmiis ve 1968 yilinda Prince, Okochi ve Murakam‘in liderli§indeki arastirmacilar, Au
antijenin (Hepatit-B yiizey antijeni) sadece Hepatit-B tipi ile enfekte olan hastalarin serum-

larinda bulundugunu gostermiglerdir (Prince, 1968), (Okochi ve Murakami, 1968).

Sekil 1.2. HBV elektron mikroskopik goriiniimleri (Hoyrazh, 2012)

Viral Hepatit viriisii, tim diinyada yaygin olarak goriilen, iilke ekonomilerini ¢ok yakin-
dan ilgilendiren ve halk saglhigini tehdit eden bulagici bir hastaliktir. Diinya genelinde, has-
taligin biiyiikk oranda ge¢ donemde semptomlar belirtmesi, hastalarin biiyiikk ¢ogunlugunun
enfeksiyonu tagidiklariin farkina varmamasi ve Hepatit’e dikkat cekmek amaciyla 28 Tem-
muz "Diinya Hepatit Giinii" olarak belirlenmistir. Diinya Saglik Orgiitii (DSO) verilerine
gore diinya genelinde kiiresel olarak 250 milyondan fazla insan kronik HBV enfeksiyonu
ile yasiyor ve Hepatit-B, her y1l yaklasik 900.000 kisinin hayatina mal oluyor. Bu nedenle
HBYV salgini, diinyada kiiresel olarak halk sagligim tehdit etmeye devam etmektedir (DSO
2020(b)).

Hepatit-B yaygiliginin en yiiksek oldugu bolgeler, yetiskin niifusunun sirasiyla % 6,2
ve % 6,1’inin hastalikli oldugu DSO Bat1 Pasifik bolgesi ve DSO Afrika bolgesidir. DSO



58 3 prevalans

B -za c:
T

B2

Sekil 1.3. Kronik HBV prevalans1 (Hastahk Onleme ve Kontrol Merkezi, 2008)

Dogu Akdeniz bolgesi, DSO Giineydogu Asya bolgesi ve DSO Avrupa bolgesi’nde ise ge-
nel niifusunun sirastyla tahmini % 3,3, % 2,0 ve %]1,6’s1 enfekte olmus ve DSO Amerika
bolgesinde niifusun % 0,7’si enfekte olmus bireylerdir (DSO 2020(b)).

2016 yihi itibari ile 27 milyon kisi (Hepatit-B enfeksiyonu ile yasadig1 one siiriilen ve
tiim insanlarin %10,5’ini olusturan kisiler) enfeksiyonlarinin farkindayken; teshis konulan
kisilerin 4,5 milyonu (%16,7) tedavi gérmektedir. En son DSO tahminlerine gore, kronik
olarak HBV ile enfekte olmus bes yasin altindaki ¢ocuklarin orani, 1980’den 2000’lerin
bagina kadar olan ag1 6ncesi donemdeki yaklasik %5°lik orandan 2019°da %1’in altina kadar
diigmiistiir.

Kronik HBV, giivenli, elde edilebilir ve etkili asilarla 6nlenebilen bir bulagici hastalik-
tir (DSO 2020(b)). DSO; iilkeleri, hepatit-B enfeksiyonu tastyicilik oranlari acisindan diisiik
(<%?2), orta (%2-8) ve yiiksek (>%8) endemik bolgelere ayirmistir (DSO 2020(c)). Ulke-
mizde Hepatit-B yiizey (surface) antijeni (HBsAg) pozitifligi, bolgeler arasi farkliliklar gos-
termekle birlikte ortalama %4’ tiir ve iilkemiz Hepatit-B acisindan orta endemik bolgesinde
yer almaktadir (Turan, 2017).

Tirkiye‘de, Hepatit-B epidemiyolojisi ile ilgili bir¢ok arastirma ve ¢alismalar yapilmis-
tir. Bunlarin sonuglarina gore, iilkemizde yaklasik 6,8 milyon saglikli kiside Hepatit-B yii-
zey antijeni (HBsAg) pozitifligi vardir. Test sonucu kisinin Hepatit-B agisina basariyla tepki

gosterdigine veya akut bir Hepatit-B enfeksiyonundan iyilestiine isaret eden, antiHBs pozi-



tifligi %30 ve %40 araliginda bulunmustur. Bu sonuclar dogrultusunda iilkemizde, kaninda
HBYV enfeksiyonu bulunan bireylerin %50°‘lere yakin oldugunu goriilmektedir. Bu durum,
Tirkiye‘de halkin yarisinin Hepatit-B enfeksiyonu tasiyan kisiler ile temas ettigini ortaya
koymaktadir (Goldstein ve digerleri, 2002).

Ulkemizde, yaklasik 3,3 milyon kisinin Hepatit-B ile enfekte oldugu tahmin edilmekte-
dir (Akarca, 2008). Ulkemizde, hastaligin bulaginin aym yas gruplarinda bulunan bireylerde
fazlaca goriildiigii, gebelerde HBsAg ve 6zellikle de HBeAg prevalansinin diisiik olmasi ne-
deniyle vertikal gecisin (anneden ¢ocuga hastaligin bulasma yolu veya dikey yolla bulagsma)
diisiik oldugu bireylerde ise daha az goriildiigii bilinmektedir. HBV bulagmasi, aile icinde
baslica ¢cocukluk ve adolesan donemde gerceklesmektedir. Tiirkiye’de kronik karaciger has-
taliklarinin demografik profili de bunu desteklemektedir (Furuncuoglu ve digerleri, 2008).

Avrupa tilkeleri ile kiyaslandiginda, genel popiilasyonda Hepatit-B prevalansinin en yiik-
sek oldugu iilkelerden biri de Tiirkiye’dir (ECDC, 2010). Kronik Hepatit-B enfeksiyonlari,
tilkemizin hemen hemen her kosesinde goriilmektedir. Giineydogu Anadolu bolgesinde ya-
pilan bir calismada, kirsal alanda yasayan saglikli bireylerde HBsAg pozitifligi %8,2 iken

sehirde yasayanlarda bu oran %6,2 olarak tespit edilmistir (Dursun ve digerleri, 2005).
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Sekil 1.4. Tiirkiye’de HBV tasiyicilik oranlarimin bolgesel dagihmn (TURKHEP, 2010)

Orta dogu ve Akdeniz iilkelerinde en sik rastlanan bulas yolunun yatay gecis oldugu
kabul edilmektedir. HBV enfeksiyonunun, dikey gecis durumunda daha fazla kronik HBV

hastaligina egilim gosterdigi de bilinmektedir (Furuncuoglu ve digerleri, 2008).
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Sekil 1.5. Tiirkiye’de HBV tasiyicilik oranlarimin yasa gore dagihmm (TURKHEP, 2010)

Hepatit-B viriisiiniin viicut disinda en az 7 giin canli kaldig1, bu siire zarfinda viriisiin ag1
tarafindan korunmayan bir kiginin viicuduna girerse enfeksiyonu bulastirmaya sebep olabi-
lecegi bilinmektedir. Hepatit-B viriisiiniin ortalama kulugka siiresi 75 giin olmakla birlikte
30 ile 180 giin arasinda da degisiklik gosterebilmektedir. Viriis, enfeksiyondan sonraki 30 ile
60 giin icinde tespit edilirse, kronik Hepatit-B’ye doniisebilir (DSO 2020(b)). Kismen c¢ift
sarmalli DNA’dan olusan ve dairesel genomlu olan Hepatit-B viriisii (HBV), ters kopyalan-
mastyla birlikte RNA ara formu aracilifiyla ¢ogalir (Locarnini, 2004). Yani; HBV, bir DNA
viriisii olmasina karsin “revers transkriptaz” enzimi kodlar ve bu enzim sayesinde RNA ara-
cist iizerinden replike olur. Enfekte hiicre ¢ekirdeginde bir minikromozom seklinde bulunur
(Locarnini, 2004).

Kronik HBV tagiyicilart i¢in yaygin olarak bulunan etkili bir tedavi yoktur. Hepatit-B
agist ile agilama, en etkili 6nleme tedbiridir (Shepard ve digerleri, 2006). Viral zarf protein-
lerinden (HBsAg) birinin kullanimina dayanan HBV enfeksiyonunun onlenmesi i¢in birkag
ag1 gelistirilmigtir. Ag1 bireylerin % 85-90’1na kars1 koruma saglar (Shepard ve digerleri,
2006). Temel agilar, 3 dozlu HBV agilamasin1 ve HBV dogum dozunu (yani dogumdan
sonraki 24 saat icinde) igerir. 1991°de DSO, Hepatit-B agilamasinin 1995°e kadar HBsAg
tastyict yayginligi % 8 olan tiim tilkelerde ve 1997’ ye kadar tiim tilkelerde ulusal agilama
sistemine dahil edilmesini tavsiye etmistir. 2002’ye kadar, 154 iilkede HBV ile rutin bebek
asilamas1 mevcuttu (Lavanchy, 2004). 1998 yilinda iilkemizde Hepatit-B asis1, rutin ¢ocuk-
luk cagi as1 takvimine eklenmistir. 2005-2009 yillar1 arasinda tilkemizdeki okullarda yapilan

asilama, destek amacli ve risk grubundaki cocuklarda uygulamaya alinmistir. Hepatit-B asis1



tilkemizde, bebeklerde ilk dozu dogumda, 2. ve 3. dozlarini ise 1 ve 6 aylikken, risk grubun-
daki bebeklerde ise 0,1 ve 6 ay takvimi ile 3 doz olarak iicretsiz bir sekilde uygulanmaktadir.
1990 yilinda 5 yas alti ¢cocuklarda 370 olan akut Hepatit-B vaka sayisi, 2018 yili itibariyle
7’ye kadar diigmiistiir. 5 yas alti cocuklardaki akut Hepatit-B hastaliginin goriilme siklig1 da
1990 yilinda 100.000 de 6,2 iken, 2018 yilinda 100.000 de 0,1 olarak gerceklesmistir (Ana-
dolu ajansi, 2021).

Epidemiyolojik ¢aligmalar, bulasici hastaliklarin bir toplumdaki etkisini anlama ve gele-
cekteki seyrini yorumlamada 6nemli bir rol oynamaktadir. Diger taraftan matematiksel mo-
delleme; model olusturma, parametrelerin tahminini yapma, degisken parametrelerle model-
lerin hassasiyetini kontrol etme ve sayisal simiilasyonlarin1 hesaplama yontemleriyle arasti-
rilmaktadir. Bu tiir aragtirmalar, popiilasyonda yayilan hastalik oranin1 anlamaya ve modelde
kullanilan parametreleri kontrol etmeye yardimci olmaktadir. Bu tiir hastalik modellerine
genellikle bulasici (salgin) hastaliklar (bir kisiden digerine gecen hastalik) denir (Ashraf ve
digerleri, 2019), (Ashraf ve digerleri, 2018).

Bu tez ¢aligmasi on boliimden olusmaktadir.

Tezin birinci boliimiinde, HB hastaliginin bulagsma yollar1 ve diinyada HB hastaliginin
bireylere bulagsma oranlar1 hakkinda bazi verilerden bahsedilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, bircok salgin hastaligin matematiksel modellerle cesitli bolge-
lerde yayilim hareketlerinin yonleri iizerinde calisma yapan bilimsel eserlere deginilmistir.
Ayrica Hepatit-B hastaliginin matematiksel modellemesi iizerine kaynak arastirmasi yapil-
mistir. Bununla birlikte, kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlarinin kisa bir tarihine
deginilmistir.

Tezin tigiincii boliimiinde, ¢alisma boyunca kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve te-
oremlerden bahsedilmistir. Ayn1 zamanda kesirli tiirev ve integral ile ilgili baz1 6zellikler
verilmigtir.

Tezin dordiincii bolimiinde, Hepatit-B hastaliginin enfeksiyona kars1 bagisiklik tepkisi-
nin cesitli yonlerini analiz etmek i¢in, kesirli mertebeden yeni bir matematiksel model olus-
turulmustur. Ayrica tam sayili mertebeden kesirli mertebeye gecis icin boyutsal tutarliliga
dikkat ¢ekilmigtir.

Tezin besinci boliimiinde, olusturulan kesirli mertebeden matematiksel modelin negatif
olmayan ¢oziim bolgesi, simirliligi, hastaligin temel iireme sayisi, denge noktalar1 hesaplan-

mis ve hastaliksiz denge noktasinin kararlilik analizi yapilmisgtir.



Tezin altinci boliimiinde, olusturulan kesirli mertebeden matematiksel modelin ¢oziimii-
niin varlik ve tekligi incelenmistir.

Yedinci boliimde, olusturulan kesirli mertebeden matematiksel modelin parametre de-
gerlerinin belirlenmesi i¢in kullanilan en kiigiik kareler egri uydurma yonteminin ¢aligma
algoritmasi verilmistir. Ayrica tahmin edilen bu parametre degerleri ve gercek veriye gore
uydurulan egri sunulmustur.

Tezin sekizinci boliimiinde, bahsi gecen matematiksel modelin ¢dziimiinii bulmak i¢in
kullanilan Adams-Bashforth tahmin edici-diizeltici say1sal yontemin temel algoritmasi veril-
migtir.

Tezin dokuzuncu boliimiinde, olusturulan Hepatit-B kesirli mertebeden matematiksel
modelin sayisal ¢oziimleri elde edilmis ve sonuclar grafiklerle gosterilmistir. Ayrica bulunan
sonuglarin ve elde edilen bulgularin biyolojik dnemi tartisilmig ve ilgili yorumlar yapilmistir.

Tezin son boliimiinde ise elde edilen sonug¢lar maddeler halinde sunulmus ve bundan

sonra benzer calismalar yapacak olan arastirmacilara onerilerde bulunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Literatiirde bir¢ok arastirmaci tarafindan HBV gibi salgin olan hastaliklarin ¢esitli bolge-
lerde yayilim hareketlerinin yonlerini ve enfeksiyon sirasinda bagisiklik tepkisini matema-
tiksel modellerle gosteren bir¢ok calisma yapilmagtir.

Daniel Bernoulli’nin 1766 yilinda yayimladigi, “An attempt at a new analysis of the mor-
tality caused by smallpox and of the advantages of inoculation to prevent it” isimli bilimsel
calismasi, bulasici hastaliklar ile ilgili ilk matematiksel modellerin yer aldigi calismadir. Yap-
t181 calismasinda Bernoulli, bu donemde cicek hastaligi icin gelistirilen bir agilama yontemi
olan variolation (ci¢ek asis1) tartismalarin1 matematiksel bir model olusturarak degerlendir-
mistir. Bernoulli, olusturdugu matematiksel modelle, yapilacak olan siirekli agilama netice-
sinde, beklenen ortalama omiir siiresinin toplum i¢in 26 y11 7 aydan 29 yil 9 aya c¢ikacagim
ispatlamigtir (Bernoulli ve digerleri, 2004).

Yapilan bu tiir ¢calismalar, bulagic1 hastaliklarda yayilma oraninin tahmin edilmesine ve
bununla birlikte matematiksel modellere yeni bir yon kazandirmaya cok biiyiik katki sun-
maktadir. Bu baglamda, en temel bulasic1 hastalik modeli olan SIR modelini kullanan Mc-
Kendrick ve Kermack isimli bilim insanlari, 1927 yilinda yayimladiklar: “A Contribution
to the Mathematical Theory of Epidemics” makaleleri ile bulasic1 hastaliklarin matematik-
sel modellemesine yeni bir ivme kazandirmiglardir (Braurer, 2008). A. G. McKendrick ve
W. O. Kermack caligmalarini, 1932 ve 1933 yillarinda yayinladiklar1 makaleler ile gelistir-
mislerdir. Kermack-McKendrick Modeli, kapali bir popiilasyonda zaman i¢inde gerceklesen
bulagici bir hastali§in yayilmasini agiklamaya calisan bir matematiksel modeldir.

1906’da Hamer, kizamik hastaliginin yeniden tekrarlamasi (niiksetmesi) tizerine bir ma-
tematiksel model gelistirmistir (Hamer, 1906). Ross ise sitma hastaliginin dinamikleriyle ve
hastaligin kontrolii ile ilgilenmis, 1911°de sitma hastaginin, diferansiyel denklem sistemleri
kullanarak matematiksel modelini olusturmusgtur. 1926 yillindan itibaren bulagic1 hastalik-
larla 1lgili bir¢ok epidemik model gelistirilmigtir (Ross, 1911).

Anderson ve May, HBV’nin tasiyicilarda yayilmasi iizerindeki etkilerini gdstermek i¢in
basit bir matematiksel model kullanmislardir (Anderson ve May, 1991). Anderson ve Willi-
ams, yasa ve cinsel aktiviteye gore heterojen karisimi iceren HBV nin cinsel bulagsma model-

lerini aciklamistir (Anderson ve digerleri, 1992), (Williams ve digerleri, 1996). Edmunds



ve digerleri, HBV’nin enfeksiyon yasi ile tastyicilik durumunun gelisimi arasindaki iliskiyi
gostermistir (Edmunds ve digerleri, 1993). Medley ve digerleri, enfeksiyon yayginligini bii-
yiik ol¢iide bulagma hizi, enfeksiyonda ortalama yas ve enfeksiyondan sonra tasiyici sinifinin
gelisme ihtimalini iligkilendiren bir geri bildirim mekanizma modeli vermiglerdir (Medley
ve digerleri, 2001). Thornley ve digerleri ise Yeni Zelanda’daki kronik Hepatit-B enfeksiyo-
nunu tahmin etmek i¢in Medley modelini uygulamistir (Thornley ve digerleri, 2008).

Gelismekte olan tilkelerde HBV’nin yayilmasi, gelismis iilkelerdekinden farklidir. Ed-
munds ve digerleri, cocukluktaki HBV’nin bulagsma oraninin salgin hastalik diizeyinin temel
belirleyicisi oldugunu ve ayrica gelismekte olan iilkelerde cinsel temas oranlarint modelle-
miglerdir (Edmunds ve digerleri, 1996). Gelismekte olan iilkelerdeki cinsel temas oranlari
hakkinda ¢ok az sey bilinmektedir. McLean, Blumberg ve Edmunds gelismekte olan iilke-
lerde HBV bulagsma modellerini incelemis ve Williams, Birlesik Krallik’ta bir HBV modeli
tanimlamigtir (McLean ve digerleri, 1994), (Edmunds ve digerleri, 1996(a)), (Williams
ve digerleri, 1996). Ciupe ve digerleri, akut HBV enfeksiyonunu, efektor hiicrelerin aktivas-
yonu ve ilerlemesine iliskin zaman gecikmesinin roliinii incelemek i¢in standart bir bagisikli-
lik tepki modelini genisletmis ve HBV enfeksiyonunu kontrol etmeden 6nce de varolan veya
ag1 ile uyarilan antikorlarin roliinii arastirmiglardir (Ciupe ve digerleri, 2007(a)), (Ciupe
ve digerleri, 2007(b)), (Ciupe ve digerleri, 2014). Min ve arkadaglari, HBV enfeksiyonuna
duyarlilig1 agiklamak i¢in bir kitle eylemi yerine standart bir model iglevi kullanmigken,
Gourley ve digerleri de bu modelin zaman gecikmeli bir uzantisim gelistirmistir (Min ve di-
gerleri, 2008), (Gourley ve digerleri, 2008). Hews ve digerleri, modelin mevcut verileri daha
1yi temsil etmesine ve temel tireme sayis1 bakimindan daha gercek¢i degerler elde etmesine
yardime1 olmak amaciyla HBV popiilasyonu i¢in lojistik bir biiyiime ve standart bir model
kullanmistir (Hews ve digerleri, 2010).

Yavuz ve Bonyah, 2019 yilinda yaptiklar: calismasinda kesirli mertebeden olusturduklari
dinamik sistozomiyaz modeli Liouville — Caputo ve Atangana-Baleanu tiirev operatorlerini
kullanarak incelemislerdir. Ayrica Laplace doniisiimii ve Sumudu — Picard entegrasyon tek-
nigi araciligiyla yinelemeli sema kullanarak iki operator icin bazi 6zel ¢oziimler elde etmis-
lerdir (Yavuz ve Bonyah, 2019).

Yavuz ve Ozdemir, 2020 yilinda yaptiklar1 ¢calismasinda SIR modelini kullanarak bi-
reylerin kalic1 bagisiklik kazandiklar1 hastaliklarin bulagma hareketlerini simiilasyonlar ile

gostermis ve elde ettikleri siimiilasyonlar1 yorumlamiglardir. (Yavuz ve Ozdemir, 2020).
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Yavuz ve arkadaglari, 2020 yilinda yaptiklar1 calismada HIV hastali§inin yayilmasini ta-
nitan bir matematiksel modeli incelemislerdir. Ayrica Lyapunov fonksiyonel yaklagimi kul-
lanilarak endemik denge noktasinin kiiresel hareketlerini tartisip, teorik sonug¢larinin etkinli-
gini goz Oniinde bulundurarak ve keyfi mertebeli tiirevin etkisini gdzlemlemek i¢in modelin
niimerik simiilasyonlar1 ve grafiksel sunumlarini gergeklestirmislerdir (Yavuz ve digerleri,
2020).

Yavuz ve Sene, 2020 yilinda yaptiklari ¢alismalarinda kesirli mertebeden bir av-avelr mo-
delini ele almiglardir. Riemann-Liouville integralinin niimerik ¢oziimlerinin ayrigtirilmasina
bagli yeni bir ayristirma modeli tanitmiglar ve av-avci kesirli modeline karsilik gelen niime-
rik ¢oziimlerin ayrigtirilmasini elde etmiglerdir (Yavuz ve Sene, 2020).

Naik ve digerleri, 2020 yilinda yaptiklar1 ¢alismalarinda kaotik davranisa yol agan kan-
ser hiicreleri, saglikli CD4+T lenfositleri ve enfekte olmus CD4+T lenfositleri arasindaki
etkilesimleri iceren kesirli mertebeden Caputo anlaminda HIV-1 modelini sunmuslardir. Ke-
sirli mertebeden tiirevin siire¢ icerisindeki hareketliligin dnemli bir etkiye sahip oldugunu
gostermiglerdir (Naik ve digerleri, 2020).

Evirgen ve Yavuz, 2018 yilinda yaptiklar1 calismalarinda Caputo-Fabrizio tiirevinin, op-
timizasyon problemlerinde optimal ¢dziim yoriingelerini arastirip optimal ¢oziimler bulmak
icin hem uygulanabilir hem de verimli oldugunu gostermisglerdir (Evirgen ve Yavuz, 2018).

Tamsay1 mertebeli adi diferansiyel denklemleri kullanarak olusturulan matematiksel mo-
dellerin, biyolojik sistemlerin yayilimlarin1 anlamada yeterli olmadig1 ispatlanmistir (Djord-
jevic ve digerleri, 2003). Biyolojik sistemler i¢in, kesirli mertebeden matematiksel modelleri
kullanmak daha yakin sonuclar vermektedir. Ciinkii kesirli mertebeden matematiksel model-
ler ile kurulan sistemler, tam sayili mertebeden matematiksel modellere gore daha kapsamli
sonuglar vermektedir (Ahmad ve digerleri, 2020).

Diger taraftan, kesirsel diferansiyel teorisi, Leibniz’in 1695°deki ¢aligmalarina dayan-
maktadir. Leibniz ve Newton tarafindan ortaya konulan tam sayili mertebeden tiirev ve in-
tegral kavramlarinin daha genellestirilmis sekli olarak kabul edilen kesirli mertebeden tiirev
ve integral kavramlari, aslinda tam sayili mertebeden tiirev ve integral kavramlar kadar es-
kiye dayanmaktadir. Kesirli mertebeden tiirev ile ifade edilmek istenen kavram aslinda her-
hangi bir mertebeden (keyfi) tiirevi ifade etmektedir. Kesirli diferansiyel denklemlerin ortaya
cikmasi, diferansiyel denklemlere kesirli analiz uygulanmasi yoluyla elde edilen bir genelle-

meden meydana gelmistir. Bu fikir ilk kez, 1695 yilinda L’ Hospital tarafindan ortaya atilmig-
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tir. L’ Hospital, Leibniz’e yonelttigi bir soruda, %Ef) seklindeki ifadede (Leibniz gosterimi
olarak da bilinir), n = % olacak sekilde alinirsa sonucun ne olacagini sormustur. Leibniz bu
soruya, “Bu agikar bir paradokstur (aykir1 bir sonug) fakat bir giin bu aykir1 sonugtan oldukca
yararli sonuclar ortaya ¢ikarilacaktir.” cevabini vermistir (Miller ve Ross, 1993). L’Hospital
bu sorusuyla, ilk defa kesirli mertebeden tiirev kavramini literatiire kazandiran isim olmus-
tur. Ayrica L’Hospital, 1819°da bir calismasinda, ilk kez keyfi mertebeden tiirev kavramindan
bahsetmistir.

Matematigin gercek hayat ile i¢ ice olan 6nemli uygulamalarinda yer alan kesirli tiirev
ve bunu iceren kismi diferansiyel denklemlerden, 6zellikle kesirli mertebeden tiirevli olan-
larimin kullanimi yaygin hale gelmistir. Son zamanlarda bir¢ok bilim adami yaptiklar: calis-
malarinda, gercek hayat problemlerine yonelmislerdir. Bu egilim, yeni model yapilarindan
gercek hayat problemlerine ve kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin uygulanmasina kadar
gelmektedir. Fiziksel olaylar1 belirten diferansiyel denklemlerin mertebeleri, s6z konusu fi-
ziksel olayin degisim hizin1 belirlemektedir. Tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemler, bazi
fiziksel olaylar1 aciklama konusundaki birtakim eksiklikleri kapatmasinda ve fiziksel olayla-
rin anlagilmasinda 6nemli rol oynamaktadir (Podlubny, 1998), (Diethelm, 2010), (Aguilar
ve Baleanu, 2014), (Gomez ve digerleri, 2014), (Baleanu ve digerleri, 2016), (Zhang ve
digerleri, 2016) .

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari; uygulamali bilimler, miihendislik, finans, je-
oloji, termal bilimler, sismoloji, s1v1 akiskanlari, elastik teorisi, termodinamik ve hidrodina-
mik gibi bilim dallarinda pek ¢ok uygulamaya sahiptir (Celik ve Duman, 2012), (Gorial,
2011), (Jafari ve Gejii, 2006). Buna karsin bu alandaki en erken sistematik ¢alismalar, XIX.
yiizyilda Liouville, Riemann ve Holmgren tarafindan yapilmistir (Podlubny, 1999). Kesirli
analiz lizerine Leibniz diginda, Riemann, Euler, Liouville, Laplace ve Fourier gibi bir¢ok
inlii matematik¢inin de ¢aligmalart olmustur. Fiziksel siire¢ ve sistemlerin, kesirli matema-
tiksel modellerinin elde edilmesindeki bu siire¢ ve sistemlerin sahip oldugu ozelliklere gore
Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov gibi farkli kesirli tiirev modelleri kullanil-
mistir. Bunun bir sebebi de her bir kesirli tiirevin, digerlerine gore farkli ozellik ve avan-
tajlara sahip olmasidir (Kisela, 2008). Tam say1 mertebeli tiirev yerel modellemeyi, kesirli
mertebeli tiirev ise global modellemeyi saglar. Bu yiizden, kesirli tiirev iceren diferansiyel
denklem modelleri kullanilarak farkl tiirden calismalar yapilmis ve bu ¢alismalar literatiirde

daha kapsamli matematiksel modellerin ortaya ¢ikmasina sebep olmustur (Demir ve diger-
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leri, 2013), (Demir ve Ozbilge, 2014), (Demir ve digerleri, 2015), (Bayrak ve Demir,
2018), (Huang ve Liu, 2005), (Kilbas, 2006), (Podlubny, 1999), (Atangana ve Baleanu,
2016), (Atangana ve Koca, 2017).

Literatiirde, kesirli mertebeden tiirev anlaminda sik¢a kullanilan tiirevler, Caputo ve Riemann-
Liouville kesirli tiirevleridir. Bu tiirev tamimlari, gercek hayat probleminde; madde tasinima,
akigkanlar mekanigi, popiilasyon modelleri, kontrol sistemleri ve finansal degisimler gibi
pek cok alanda etkili bir sekilde uygulanmustir. Ayrica son yillarda farkl tiir cekirdek kul-
lanilarak tamimlanmis kesirli tiirev operatorleri de mevcuttur. Ornegin, 2015 yilinda iistel
fonksiyonu ¢ekirdek olarak kullanan Caputo-Fabrizio (Caputo ve Fabrizio, 2015) ve 2016
yilinda Mittag-Leffler fonksiyonunu ¢ekirdek olarak kullanan Atangana-Baleanu (Atangana

ve Baleanu, 2016) kesirli tiirev tanimlar1 ortaya konmustur.
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3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde ¢alisma boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve teoremler iize-

rinde durulacaktir.
Tammm 3.1 Karmagik diizlemin sag yarisinda yakinsak olan z > 0 icin,
[(z) = / e tdt (3.1)
0

['(z) seklinde ifade edilen fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Podlubny, 1998).

Faktoriyel fonksiyonunun keyfi mertebeye genislemesi olarak ifade edilen Gamma fonksi-

yonu asagidaki ozelliklere sahiptir:

I(z+1) =2 (z€N), (3.2)
T(z+1) = 2I(2), (3.3)
F(%) =/, (3.4)
PN —2) = ——. (3.5)

Tanim 3.2 a,b > 0 olmak iizere Beta fonksiyonu,

1
6(a,b):/ (1=t at (3.6)
0

veya }
Bla,b) = 2/2(sin 0)%*~(cos §)*~1de, 3.7)

0

00 uafl

6(@, b) :/0 WCZU (38)

integralleri ile tanimlanir (Podlubny, 1998).

Beta fonksiyonu simetrik bir fonksiyondur. Beta fonksiyonu asagidaki bagintilara sahiptir:

B(a,b) = E((Z)—i(z)) (3.9)
Bla,1—a) =T(a)(1 —a) = Smﬂm. (3.10)
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Tammm 3.3 o > 0 olmak iizere bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

Zf‘ak+1 (z € C, Re(er) > 0) (3.11)

k=0

seklindedir (Kilbas, 2006).

Aynm1 zamanda Mittag-Leffler fonksiyonu {iistel fonksiyonun bir genellestirilmesi olarak da
ifade edilmektedir. Bu fonskiyon 1903 yilinda, Isvecli bir matematikci olan Magnus Gustaf

Mittag-Leffler tarafindan ortaya konulmustur. Mittag-Leffler fonksiyonunda o = 1 alinirsa,

D OO:I;
ZszJrl kzk_: (3.12)

k=0

seklindeki iistel fonksiyon bulunur.

Tanim 3.4 «, 5 > 0 olmak iizere, iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

0 k

Eop(x :Zfak:Jrﬂ) (z,8 € C, Re(a) > 0) (3.13)

k=0

seklinde tamumlanmir (Kilbas, 2006).

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu Ravi P. Agarwal ve Arthur Erdelyi tarafindan 1953

yilinda bulunmustur. Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Eaaly) = Ea(@/), (3.14)
Evaly Zr Y v, (3.15)
k=0
e 1 o yk+1 ev—1
E == = 3.16
12( ka+2 yz(k+1)! y (3.16)
k=0 k=0
Bio(y) =) =or— v % 7= > 2~ coshy, (3.17)
=0 k=0
Y smhy
E = 3.18
2.2 ;rzmz ;0(2k+1) y (3.18)

Tanim 3.5 f fonksiyonu t > 0 zaman degiskeninin tek degerli bir fonksiyonu olsun. f(t)

Jonksiyonunun Laplace doniigiimii

L{f(t)} = F(s) = /OOO ft)e ®dt, (seC) (3.19)

olarak tamimlanmir (Povstenko, 2015).
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Tanmm 3.6 ¢ > 0 ve L{f(t)} = F(s) olsun. O halde ters Laplace doniigiimii

c+100
LUF(s)} = £(¢) 271m / Fls)etdt, t>0, (s€C)  (320)

100

olarak tamimlanmir (Povstenko, 2015).

Laplace doniisiimiiniin, baz1 temel 6zellikleri asagida verilmistir:

1. L{g(t)} = G(s), L{f(t)} = F(s) ve ¢1,c2 € R olmak iizere

Li{cif(t) + cag(t)} = a1 L{f (1)} + c2L{g(t)} = c1F(s) + c2G(s) (3.21)

esitligi saglanir (Linerlik 6zelligi).

2. f(t) fonksiyonunun integrali I{f(¢)} = fo 7)dr olmak tizere Laplace doniisiimii
L{If(t)} = 1F(s) seklindedir.
Benzer sekilde n kath 1™ f(t) fo dty |, "ty - fo” ' f(t,)dt, integralinin Laplace
doniistimii;
LA (1)} = - F(s) (322
seklindedir.

3. t > 0 olmak iizere, f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin konvoliisyon ¢arpimi asagidaki gibi-

dir:
= [ ste=nigmiar = [ srgte - ryar
0 0
Konvoliisyon ¢arpiminin Laplace doniisiimii ise;
L{f(t) * g(t)} = F(s)G(s)

seklindedir. Burada L{f(t)} = F(s) ve L{g(t)} = G(s) bi¢ciminde ifade edilmekte-
dir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziimleri bulunurken, ters Laplace
doniisiimii uygulandiginda iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki sekilde elde
edilir (Diethelm, 2004):

a—p
L—l{ i }:tﬁ_lEaﬁ(—)\ta). (3.23)
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Ozel olarak, 3 sirasiyla 3 = 1, 3 = 2 ve 3 = « degerleri alirsa,

a—1
L‘l{si - A} = B (—\t9), (3.24)
a—2
Ll{si T A} = 1B a(—AtY), (3.25)
1
Ll{ " A} =t E, o (= t%) (3.26)
S

sonuglart elde edilir. Eger analitik ¢oziimlerde bu sonuglar elde ediliyorsa ¢oziim i¢in bir
yarar saglamaktadir. Fakat ters Laplace doniisiimii alindiginda, Mittag-Leffler gibi 6zellikleri
bilinen cebirsel fonksiyonlar elde edilemiyorsa, Laplace doniisiimii icin ¢oziimlerde niimerik

metotlara gecis yapilir.

Tamm 3.7 f : (0,00) — R fonksiyonu icin o > 0 mertebeden ¥ D;* Riemann-Liouville

kesirli integral operatorii

SED7f(t) = ﬁ /Ot(t — 1) f(r)dr, t>0 (3.27)
veya .
SEIef(t) = ﬁ /0 (t—7)* f(r)dr, t>0 (3.28)

ile tamimlanir (Podlubny, 1999). Burada KV 10 f (t) = f(7) esitligi saglanur.

Tanmm 3.8 f : (0,00) — R fonksiyonu icin o« > 0 mertebeden Riemann-Liouville kesirli

tiirev operatorii

n ot -
m(%) fo(t_f)(T_),de, 0<n—-1l<a<n,n=]la]l,n€N,

o " Dif(t) =
(%)nf(tL a=nneN

(3.29)
ile tamimlanir (Podlubny, 1999).

Daha 6nce de bahsedildigi gibi literatiirde bircok farkl tiirden kesirli tiirev operatorii
mevcuttur. Bu tiirev operatorleri baz1 yonleriyle dierlerine gore avantaja sahip olabilmek-
tedir. Ornegin, Caputo kesirli mertebeden diferansiyel tanimi, Riemann-Louville taniminin
Laplace doniisiim ifadesinin uygulamalarinda ortaya c¢ikan baslangi¢ degerlerin hesaplan-
mas1 veya deneysel yolla olgiilmesi problemini ortadan kaldirmak igin 1960’11 yillarda ital-
yan matematik¢i Caputo tarafindan Onerilmistir. Caputo taniminin avantaji, Caputo kesirli
mertebeden diferansiyel denklemleri icin tanimlanan baslangi¢ kosullari ile tamsay1 merte-
beli diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢ kosullarinin fiziksel olarak yorumla-

nabilir sekilde olmasidir. Bu sebepten calismalarda daha ¢ok kesirli mertebeden diferansiyel
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denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimlerinde Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirev

operatorii yerine, Caputo kesirli mertebeden tiirev operatorii kullanilmaktadr.

Tanmm 3.9 f : (0,00) — R fonksiyonu icin o > 0 mertebeden Caputo kesirli tiirevi

1
CDpf) =4 T
(4)" (1), a=nneN

t

t ()" f(r) _ —
= fo (tﬁT)a_anT, 0<n—-1l<a<mn,n=][a],n €N, (3.30)

ile verilir (Podlubny, 1999). § D® operatirii

o Df (¢ IFf (1) = f(1)

ve

o I (6 DY f(E) = f(t) -

olarak verilen iki temel ozelligi saglar.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev operatorleri arasinda, tanimlardan da anla-
stlacag tizere belirleyici farklar bulunmaktadir. Bu farklar1 belirtmek amaciyla, tam sayili
mertebeli tiirevlerin bir kisminin ézellikleri goz oniine alinabilir. Ornegin, « = n (n € N*)

olmasi durumunda bir f(¢) fonksiyonunun n. mertebeden Laplace doniisiimii;

n

L{ fom (t)} =s"F(s) =Y _ fH(0)s" (3.31)

k=1
ile verilir (Povstenko, 2015). Burada " *(0) degerleri fiziksel olarak yorumlanabilirdir.
Ayrica Riemann-Liouville ve Caputo o mertebeden kesirli tiirevlerinin Laplace doniistimleri

asagida verilmistir.

Tanmm 3.10 f(t) fonksiyonu icin o > 0 mertebeden Caputo kesirli tiirevinin Laplace donii-

[y

L {gpg f(t)} = s"F(s) — Y fP(0)s*1 (3.32)
0

it

ile tanimlanir (Povstenko, 2015).

Tanmm 3.11 f(¢) fonksiyonu icin o« > 0 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevinin

Laplace doniisiimii

n—1
L [Ofo(t)] = s"F(s) = > _ DFI"f(0")s" ', m—l<a<n (3.33)

k=0

ile tamimlanmir (Povstenko, 2015).
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Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniigiimii, Tanim 3.10 ve Tanim 3.11 g6z
oniine alindiginda fiziksel olarak yorumlanamayan oD " f ()], baslangi¢ kosullarini ice-
rir. Halbuki, Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii fiziksel yoruma sahip olan f*)(0)
tam sayil1 mertebeli baglangi¢ kosullarini icerir. Bu sebepten dolay1 Caputo kesirli tiirevinin
Riemann-Liouville tiirevine gore fiziksel uygulamalar acisindan daha kullanish oldugu soy-
lenebilir. « = n (n € N*) olmak iizere, temel analizin en klasik 6zelliklerinden biri f(t)

fonksiyonunun 7. mertebeden tiirevi ile integral arasindaki baglanti:
DRI f(t) = f(#),
morft) # f(t)

olarak verilir. Bu durum, D" operatoriiniin /™’in sol tersi oldugu anlamina gelir. Ayrica;

S
—

k

D) = (1) = S 1) 1> 0 (3.34)
0 |

e
Il

esitligi gegerlidir. « > 0 olmak iizere Riemann-Liouville tiirevi igin D" 1™ f(t) = f(t) esitligi
gecerlidir. Buradan hareketle Caputo kesirli tiirevi i¢in 6nemli bir sonug agagidaki gibi elde

edilir.
FEDEf0) = 1° [P (0)
ol
— "D f(1)
- 1) - §f<k><o>%.

Bu durum Caputo kesirli tiirevinin klasik mertebeden tiirev 6zelliklerine benzedigini bir kez

daha gostermektedir. Bu son esitliklerden

i
L

tkﬁ*OL

L — )
oty O -39

oD} f(t) = § D f(1) +

i

0

esitligi elde edilir. Bu esitlik, Riemann-Liouville ile Caputo kesirli tiirevleri arasinda dogru-
dan esitlik olmadigin1 gosteren en 6nemli sonugtur. Ancak, bazi1 6zel durumlarda bu esitlik

saglanir.
Tamm 3.12 Caputo anlaminda Caputo—Fabrizio kesirli mertebeden tiirevi,
o M(a) [!
o CDEf() = r(i / I (y) exp(=A(t = y))dy, (3.36)
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ve

—M(a) [°
§ O = _<a) / f'(y) exp(=A(t = y))dy, (3.37)
t
olarak tamimlanir. Burada 0 < o < 1, M («) standardizasyon fonksiyonudur ve \ = a
-«

seklindedir (Losada ve Nieto, 2015).

Tanm 3.13 f(¢) fonksiyonu icin o > 0 mertebeden Caputo—Fabrizio kesirli tiirevin Laplace

doniigiimii,
LAGTODy T f(t)} = %QL{f”"@)}L{ X {‘ ﬁta] }
YL} = O —p O = fU0) e
p+a(l—p)

olarak tamimlanmir (Losada ve Nieto, 2015).

Tamm 3.14 f(¢) fonksiyonu icin o (0 < o < 1) mertebeden Caputo—Fabrizio kesirli integ-

rali,

CF 1o 4 (1) = / £(s >0 (3.39)

olarak tamimlanir.

Burada M («) = ﬁ ,0 < a < 1 seklindedir (Losada ve Nieto, 2015).

Tamim 3.15 Caputo anlaminda, Atangana-Baleanu kesirli tiirevi asagidaki sekilde tanimla-

nir.

ABC Nna
SO DYf

—y)*)dy, (3.40)

ve

1—a

ABC o () — /f —))dy. (3.41)

Burada 0 < o < 1 i¢in N(«) standardizasyon fonksiyonudur ve A\ =

@ seklinde-
-«
dir (Atangana ve Baleanu, 2016).

Tamim 3.16 f{¢) fonksiyonu icin Atangana-Baleanu kesirli tiirevin Laplace doniigiimii,
t—71)*
L ABCDoz t / / ( d
@D e = 2 [ e - U ar L)

N (o) p*L{f(t)}(p) — p*~' f(0)
Cl-a P+ =

(3.42)

—-p

olarak tamimlanmir (Atangana ve Koca, 2016).
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Tanim 3.17 f{t) fonksiyonu icin Atangana-Baleanu o (0 < o < 1) mertebeden kesirli integ-
rali,

11—«

1) = e O+ o / £($)(t — )>ds (3.43)

olarak tamimlanmir (Atangana ve Koca, 2016).

Tamm 3.18 t*'"'E,, ,, (£\t*) fonksiyonunun Laplace déniigiimii,

a—o
S 1

L t“l—lEam(iAta)} = =T (3.44)

seklinde tamimlanir (Diethelm, 2004). Burada o, oy > 0 olmak iizere, E, ., iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonudur.
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4. KESIRLI MERTEBEDEN HEPATIT-B EPIDEMISI iCIN YENI BIR
MATEMATIKSEL MODEL

Bulagic bir hastaligin bulagma hareketlerinin modellenmesinde, popiilasyonu ayrik kom-
partmanlara yani hastaligin zamanla degisen kompartmanlarina ayirmak yaygindir. Bu tezde,
uzun yillardir var olan Hepatit-B hastaliginin enfeksiyona karsi bagisiklik tepkisinin cesitli
yonlerini analiz etmek icin kesirli mertebeden yeni bir matematiksel model formiile edil-
mistir. Bu baglamda Hepatit-B hastali§inin bulagsma hareketlerinin anlagilmasi i¢in toplam
popiilasyon N (t) alti kompartmana ayrilmigtir (Zou ve digerleri, 2010) .

Birinci kompartmanda (S) hastaliga duyarli bireyler yer almaktadir. Bu bireyler hastaliga
heniiz yakalanmamis fakat hastaliga yakalanma ihtimali olan bireylerdir.

Ikinci kompartmanda (L) hastali§a maruz kalmus fakat hastalikta belirti gdstermeyen ayni
zamanda hastaliklarin1 duyarli bireylere bulastirabilen bireyler bulunmaktadir.

Uciincii kompartmanda, (A) akut enfeksiyonlu bireyler yer almaktadir. Bu popiilasyon-
daki bireyler Hepatit-B hastaligina maruz kaldiktan sonra kisa siirede iyilesen veya viriisii
duyarl: bireylere bulastirabilen enfeksiyonlu bireylerdir. Bu gruptaki bireyler ayn1 zamanda
HBYV kaynakli 6liime maruz kalabilmektedirler.

Dordiincii kompartmanda (C) tasiyict bireyler yer almaktadir.

Besinci kompartmanda (R) Hepatit-B viriisiine kars1 bagisiklik kazanip iyilesen bireyler
yer almaktadir.

Altinct kompartmanda ise (V) asilama sonrast bagisiklik kazanmigs bireyler yer almakta-
dir. Bu bireylerin ¢cok az bir kismui tekrar hastaliga maruz kalabilmektedir.

Buna gore toplam popiilasyon
N(t)=S(t)+ L(t) + A(t) + C(t) + R(t) + V(t) 4.1

olarak ifade edilebilir.

Bu bilgiler dikkate alinarak, iizerinde ¢alisacagimiz alti kompartmandan olugan adi dife-
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ransiyel denklem sistemi su sekilde olusturulur:

s

dt
dL

dt
dA

dt
c
dt
dR
dt
av
dt

=qA —oC — pC,

=rA— puR — ¢C,

— = (A+eBC)S — (p+) L,

=YL+ ANokA — pA — pgA —qA—rA,

=A1-96)+~S—uV —nV.

— =A(1—rKA)+nV — (u+ BA+eBC +7) 85,

(4.2) sisteminde verilen parametre degerleri Tablo 7.1°de sunulmustur.

4.2)

Olusturulan modelde, Hepatit-B akut grubunda yeni dogan viriisli popiilasyonun, akutlu

bireylerden toplam Olenlerin ve akuttan bagisiklik kazanan niifusun toplamindan daha az

oldugu varsayilmistir (Zou ve digerleri, 2010). Bu durumda

Aok < p+ pg +r

4.3)

saglanir. Aksi takdirde, enfeksiyon oldugu siirece akutlu bireyler hizla artmaya devam ede-

cektir, yani C' # 0, A # 0ve t < 0igin dA/dt > 0 olur. (4.2) sisteminde verilen modelin

bulagsma diyagrami Sekil 4.1°de goriilmektedir.

w uL uA ppA
| L v
S (BA+BC)S L YL A
AS(1 —xA
e (Duyarli) (Latent) (Akut)
¥S nv rd
A(1—8) v AKA
(As1)
ulr

C ucC
(Tasiyici)
@C

R uR
(iyilesen)

Sekil 4.1. Popiilasyonda HBV bulasma diyagram

Diger taraftan, tamsay1 mertebeli sistemler basarili sonuclar vermesine ragmen, kesirli

mertebeden diferansiyel denklemlerin (KDD) gercek olaylara tamsay1 mertebeli denklem-

lere gore daha gercekci sonuglar verdigi bilinmektedir. KDD’leri tamsay1 mertebeli denk-

lemlerden ayiran temel 6zellik, KDD’lerin tamsayili diferansiyel denklemlerde bulunmayan
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yerel olmama (non-local) 6zelligidir. Ayrica bir¢ok salgin hastalik dogal olarak hafiza ve
kalitsal ozelliklerle iliskilidir. Bu olay, KDD’ler kullanilarak basariyla yansitilabilir. Ayrica
KDD’ler, modelleme yapilirken ithmal edilmesi gereken parametrelerden kaynaklanan hata-
lar1 en aza indirir. KDD’lerin bu yararl 6zellikleri nedeniyle, kesirli mertebeli diferansiyel
denklemler kullanilarak bir¢ok hastalik modeli calisiimistir.

Kesirli sistemlerde, boyutsal tutarlilik, denklemlerin sol ve sag taraflarindan alinan 6l¢ii
birimlerinin tutarli oldugunu gosteren ¢cok onemli bir aragtir. Bu tutarlilik, denklemlerin sag
tarafinda yer alan parametrelerin mertebelerinin degistirilmesiyle (olusturulan bu modelde
parametrelerin kuvvetini « yaparak) saglanabilir, Bu baglamda, (4.2)’de verilen model Ca-

puto anlaminda kesirli mertebeye su sekilde genisletilebilir:

SDES (t) = A% (1 — k*A) + 0V — (u® + B“A +e*B*C +~*) S,

§DPL(t) = (B"A+¢e"B°C) S — (u* +4*) L,

SDFA(t) = YL + A0 KA — p*A — ugA — ¢ A — 1A, (4.4)
§DRC (1) = ¢*A— *C — p°C,

§DYR(t) =r"A— p*R — ¢°C,

CDV (1) = A* (1 — 6%) + %S — pu*V —n°V.

Denklem (4.4) ile verilen kesirli mertebeden sistemin baglangi¢ kosullar

seklindedir. (4.4) sisteminde 0 < o < 1, ((S(t), L (t),A(t),C (t),R(t),V (t)) € RS dur.
Eger (4.4) sisteminde o = 1 alinirsa sistem tam sayili mertebeden adi diferansiyel denk-
lem (4.2) sistemine indirgenir. (4.4) sisteminde S(t), L(t), A(t), C(t), R(t), V (t) fonksi-
yonlarinin ve bu fonksiyonlarin Caputo kesirli tiirevlerinin ¢ > 0 iken siirekli oldugu varsa-

yilmaktadir.
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5. ONERILEN MODELIN MATEMATIKSEL ANALIZI

Bu boliimde (4.4) ile verilen sistem i¢in negatif olmayan ¢dziim bolgesi, sinirliligi, temel

tireme sayisi, denge noktalar1 ve kararhilik analizi ele alinmaktadir.

5.1. Negatif Olmayan Coziim Bolgesi ve Sitmirhhik

Denklem (4.4) ile verilen sistemin negatif olmayan ¢oziim bolgesini belirlemek icin
RS = {Q(t) € RS - Qt) > 0} ve Q(t) = [S(t),L(t),A(t),C(t),R(t),V (t)]" kiime-
sini gdz Oniine alalim. Denklem (4.4)’de verilen sistemin ¢Oziimlerinin negatif olmadigini

gostermek icin oncelikle Lemma (5.1)’1 verelim.

Lemma 5.1 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi (Lin, 2007)). f(t) € Cla,b] fonk-
siyonu verilsin. 0 < o < 1icin § D} f(t) € C(a,b] olmak iizere, f(t) fonksiyonu Caputo

kesirli tiirevi kullanilarak

seklinde yazilabilir. Burada 0 < 7 < t,¥t € (a, b dir.

Not 5.1 Eger f(t) € C[0,b] ve 0 < o < 1 ise Caputo kesirli tiirevi § Dy f(t) € (0, b] seklin-
dedir. Eger; ¥t € (0,0],§D; f(t) > Oise f(t) artan fonksiyon ve ¥ t € (0,b], §D; f(t) <0

ise f(t) azalan fonksiyondur.

Teorem 5.1 Baslangi¢ kosullar: (4.5) ile verilen kesirli mertebeden (4.4) sisteminin ¢oziimii

RS ile sumurlidur:

Ispat (4.5) baslangig kosulu ile verilen (4.4) denklem sisteminin (0, c0) zaman araliginda
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cOziimiiniin negatif olmadigimi gosterelim:

CDeS (t)]goo = A%6* > 0,

6 DA (t)| a=0 > 0, (5.1)

(5.1) sisteminin altinci kompartimaninda (1 — §*) ifadesi basarili agt dogum oranini gos-
terdiginden dolayr A®(1 — 6°) ifadesinin her zaman pozitif veya sifir oldugu goriilmek-
tedir. (S(0),L(0),A4(0),C(0),R(0),V(0)) € RY ise sistem (5.1) ve Not (5.1)’den
(S(t),L(t),A(t),C(t),R(t),V (t)) ¢oztimii hiper diizlemin i¢inde kalir. Ayn1 zamanda
negatif olmayan siirlarin her biri hiper diizlemde vektor alam RS ’y1 temsil eder, yani RS,

diizlemi negatif olmayan bir kiimedir.

(4.4) sisteminin ¢oziimiiniin sinirlt oldugu Teorem (5.2)’de gosterilmistir.

Teorem 5.2

A = {(S(t), L(t), A(t),C(£), R(t), V() € RS| 0< S(t)+ L(t) + A(t)

a

Aa
+C(t) + RO+ V() <=}
bolgesi, (4.4) denklem sistemi i¢in bir pozitif invaryanttir.

Ispat Egri "sonsuza giderken" ¢6ziim fonksiyonlarinin kompakt bir kiime ile sinirli kalmala-
rin saglayan bazi kogullar vardir. Biyolojik acidan bu sinirlilik hi¢ bir popiilasyonun sinirsiz
biiylimedigi anlamina gelir. Alt1 boyutlu sisteme dahil olan popiilasyonlarin toplamini yeni
bir N = S+ L+ A+C+ R+V fonksiyonu ile gosterelim. O zaman N toplam popiilasyonun
Caputo kesirli tiirevi
CDEN () = A° — "N — iy A

seklindedir. Bu

§DYN (t) < A — p°N (5.2)

oldugunu gostermektedir. Denklem (5.2) nin Laplace doniisiimii alinirsa

a

s“D(N) — s*719(0) < o pr®(N)
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elde edilir. Ayn1 zamanda

O(N) < A%+ N(0)
Sa + ,ua SCM _'_ ,LLa

yazilabilir. Denklem (3.32) ve (3.44)’den (S, Lo, Ao, Co, Ro, Vo) € RE. ise toplam populas-

yonun
N(t) < A"Egap1(—pt") + Eo i (—p“t*)N(0)
< E(NataEa,aJrl(_,uata) + Ea,1<_ﬂata)
< A 1
- ope (1)
A
S -
MO(

sinirl oldugu gosterilmis olur.

5.2. Temel Ureme Sayisi

Salgin hastaliklarda kitlesel olarak bilinen bilimsel kavramlardan biri de temel lireme
sayis1 veya temel bulasicilik katsayisidir. R ile gosterilen bu katsayi, viriisiin bulastig1 her bir
kisinin kendisinden baska ortalama kac kisiye bulastirabilecegini gosteren say1 yani beklenen
ikincil vaka sayisidir.

Ele aldigimiz modelin homojen olmayan bireyleri bolmelerle gruplandirilabilen hetero-
jen bir popiilasyon grubu icerdigini varsayiyoruz.

(4.4) sisteminin temel iireme sayisint hesaplamak icin (Driessche ve Watmough, 2002)’de

verilen teknik kullanilmistir. O zaman
O =[SW),L{),AW).C{t),RE),V )]
kiimesini goz oniine alalim. (4.4) sistemi
Q'=F(®)-V®)

seklinde yazilabilir. Burada Py = p® + A + e**C + > ve P, = p® + pfy + ¢ + ¢
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olmak tizere,

0 —A*6* (1 — k*A) =V + P S
(/BQA+5aﬂac>S (Ma+¢a)L
0 —*L — A0k A+ B A
F(@) = S ove=| " 2
0 —q*A+ *C + poC
0 PR —r*A — pC
0 V(e + ) — A2(1 = 6) — 428

seklinde bulunur. Matris yontemi ile £y denge noktasindaki enfekte olmayan kompartimanin

F ve V matrisleri ' = {%} veV = {%} , 1 < 14,5 < 3 seklinde hesaplanir. O

halde bu matrisler

0 B*Sy €*B*Sy ne e 0 0
F=10 0 0 ) V= — o Py — A%O“K” 0
0 O 0 0 —q° 0¥ + p”

seklinde bulunur. Burada /" matrisi negatif olmayan, V' matrisi ise tekil olmayan matrislerdir.
Spektral yaricap olarak kabul edilen F'V ~! matrisi (4.4) sisteminin R, ile gosterilen temel
tireme sayisidir ve

Aaﬂad}a(ﬂa +(pa +6aqa)(na _’_6aua)
,LLO‘(,LLO‘ + wa)(lua + (pa)@]oz + ’7& + Moz)<uoz + M?—] + qoc 4+ ra — KocAa(Soz)

Ry = (5.3)

seklinde bulunur.

Eger Ry < 1 ise, ortalama olarak enfekte olan bir birey, bulagicilik donemi boyunca bir-
den az yeni hastalikl1 bireyler ortaya ¢ikarir ve enfeksiyonun yayilma hizi azalmaktadir. Bu
durum enfeksiyonun giderek sonecegini ve salginin duracagini gosterir. Ry > 1 ise, enfekte
olan her birey ortalama olarak birden fazla yeni hastalikli bireyler ortaya ¢ikarir ve enfek-
siyonun yayilma hizi artmaktadir. Bu durum da hastaligin varlifin1 koruyacagi ve salginin
bitmeyecegi anlamina gelmektedir. Ry = 1 ise, her bir enfeksiyonlu hasta, ortalamada bir
enfeksiyona yol aciyor demektir. Bu durumda hastalik varligin1 koruyacak; ama ne salgina
doniisecek ne de bitecektir. Boylece temel iireme sayisinin ([?y) biyolojik sistemlerin gele-

cekteki hareketlerini belirledigi goriilmektedir.
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5.3. Onerilen Sistemin Denge Noktalar1 ve Kararlihk Analizi

Epidemiyolojide bir sistemin kararlilik analizi, sistemde enfekte olmus bireylerin ha-
reketlerindeki davraniglar belirler. Bu boliimde, onerilen (4.4) sisteminin denge noktalari
verilmektedir. Daha sonra, sistemin dengesi i¢in varlik kosullar1 ve kararlilik sonuglart elde
edilir.

Sistem (4.4)’tin sag kisimlari sifira esitlenir ve enfekte olan kompartimanlar sifir alinirsa,
enfekte olmayan denge noktalari (disease-free equilibrium-(EODN)) elde edilir. Bu durumda

denklem sistemi:

A (1 — KYA) +n*V — (u* + YA+ *B*C + %) S =0,
(BYA+e“pC)S — (u* + ) L =0,

YL 4+ AR A — p* A — uH A —q*A—1r*A =0, (5.4)
¢"A—*C —p*C =0,
r*A—pu*R— o*C =0,

A (1 —=06%) +~%8 — p*V —n*V = 0.
seklinde olur. (5.4) sisteminde enfekte olan kompartimanlar (hastalikli) "L, A, C" sifir ali-
nirsa, EODN Ej = (5, 0,0,0,0, Vp) seklinde bulunur. Burada;

At ) ARt T o)
P+ 1) P (e 4+ %)
seklindedir. Bir diger denge noktasi enfekte olan £* = (5™, L™ A** C*™* R*™ V**) denge
noktasidir (endemic equilibrium (EDN)).

So = (5.5

(DAY + p® + piy + g% + ) (PP + 1Y) _ S
Yo+ B0+ pe + %)  Ro’
(DAY + u® + piy + 4% + 1) (9" + 1) (1 +1%)So
(e +n)So(S* B ((p% + p) +e29%) + (¢ + p*) A6k
(A0 = 5™ (p™ +9%)) + 1% (™ + p*) (A" = So(A*6* + 7))
(4 n*)So(S* B (9™ + ) +£%%) + (9% + p*)A**K*)’
A = TR +0%)So(A%0% — 57 +9%)) + 17 (p” + ) (A% = (A% +97)) g o
(1> +1%)So(S*B*((p* + p*) +e%q%) + (p* + p*)A*0°K%) C
q*(p® 4 n*)So(A%0% — S*(u* +9%)) + (¢ + p*) (A6 +7%))

S** —

L** —

¢ (5% + 72)S0(5" B + i) 4 £24%) + (77 + o) Aonre)
poe = @t )R 4 0%)So(AY — S (p® +9%)) + 0 (0 + p®) (A% — So(A%6% + %))
(1 + 1) So(S*B((9* + ) +e%q™) + (p* + p*)A*G*K")
g (P +n%)So(A%6 — S*(u™ + 7)) + 1% (¢ + p*)(A*0” +7%))
P +n)So(S* B (9 + p) +2%¢) + (9% + po)A*6k)
e AT AYE® 4 oSt

pe+n®
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seklindedir.
Onerilen model (4.4) igin sistem (5.4) ile elde edilen denge noktalarmin kararlilik ana-

lizlerini yapmak i¢in asagidaki teoremleri verelim:

Teorem 5.3 Kesirli mertebeden Hepatit-B epidemik modelinin enfekte olmayan denge nok-

tast Ey, Ry < 1 ise asimptotik kararlidir, Ry > 1 ise kararsizdir.

Ispat E, enfekte olmayan denge noktasinda, kararliligi incelemek igin Jacobian matrisi

—(p* 4+ %) 0 —AN*o* K™ —e**S) 0 ne
0 () BS €3S 0 0
T(Ey) = 0 (s AR — Py 0 0 0
0 0 q* —(p*+p*) 0 0
0 0 r® @ —p 0
e 0 0 0 0 —(u*+7°)

seklindedir. Matrisin karakteristik denklemi

Do(A) = A+ A +* + 0%+ u*) N+ AN+ B*A+C*) =0
olarak bulunur. Burada
AT = 2p% 4 " 4 % — AR + Py,

B BaAa(luaéa_’_na)
pe (e £y 4 0)

B* — uQOL _ (Aaéaﬁa +P2)(2ﬂaspa _i_wa) _i_’uagoa +Mawa _'_gaawa
_BQAQ<MQ(SQ + ncx)

pe (e 4 4 1%)
X (2% 4 pu® 4 o + ™ + ")

/(/}a7

C(*: ¢a(ﬂa+(’0a_’_€@qa)_(AOC(SOCI{/OC_'_P2)

seklindedir. Routh—Hurwitz kriterine gore A* > 0, C* > 0 ve A*B* — C* > 0 kosullan
saglanirsa ®o(A)’nin tiim koklerinin reel kisimlari negatiftir ve boylece Fj kararlidir. Bu

kosullarin saglandigini gosterelim:

A" =20 + o + % — AR+ p* + puy + ¢+ >0,

C" = (1= Ro)(A"0°K™ — (™ + iy + 4% + 7)) (1™ + p®0™ + p*y™ + ¢*¢?) > 0,
A'B* - (" = (/f“ — (A%0UR™ + Py) (2u™p™ 4 %) 4 ™ 4 p ™ + oM

BaAoz(’ua(;a_}_na)
- ) (2 + a_|_wa_Aa5aHa+P
Ma(ﬂa‘i")/a‘i"r]a)w ) ( H ' 2)

N <6a/\“(u“5°‘ +1%)
P+ 1)
+ (Aaéaﬁa +P2)(N2a +[l,a _1_9004 _{_luawoz +90a¢a)> >0

P 4 9% 4 e%¢%)
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olur. Esitsizlik (4.3) den A* > 0 oldugu agikardir. Ayrica Ry < 1ise C* > 0 esitligi saglanir.
Boylece (4.4) sistemi icin hastaliksiz denge noktasinin (EODN) kararli oldugu sonucuna
ulagmis oluruz. Fakat Ry > 1 ise (4.4) sistemi icin Routh—Hurwitz kriteri saglanmadigindan

denge noktasi kararli degildir.
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6. COZUMUN VARLIK VE TEKLIGi

Bu boliimde bagslangi¢ kosullar: (4.5) ile verilen kesirli mertebeden (4.4) sisteminin ¢o-

ziimiiniin varlik ve teklik durumu incelenecektir. i1k olarak (4.4) sisteminin her iki tarafinin

Tanim 3.8’de verildigi iizere Riemann-Liouville integrali alinirsa, asagidaki Volterra-tipi in-

tegral denklemleri elde edilir:

S(t)—5(0) = (o) / (t—7)" (A6 (1 — K™A(t)) +n*V (¢)

/\/-\

— (U + BA(t) +e*BC(t) + %) S(t))dr,

L(t)—L(0) = ﬁ/{) (t—71)" ((B*A(t) +eBYC(t)) S(t) — (u* + ™) L(t))dr,
1 ! acl { 1o oea o B
A()— A(0) = m/g (t— 1) (U L(E) + A6 RA(R)
—ugA(t) — g*A(t) — 7 A(t))dr, (6.1)
CH=C0) = w5 [ (=7 (A0 = o) = i) ar
1 t acl { o N N
R() - R(0) — m/ (t— 1) (P A(t) — WO R(E) + 0°C(1))dr,
1 t a1/ ra o o o o
V) - V() = W/o (£ =7 (A (1= 6%) + 4°S(t) — u*V () — V() dr.
Simdi, @1, 2, ©3, @4, p5 Ve g cekirdek fonksiyonlari,
p1(t,S) = A% (1 —r"A(t)) + 0"V (1) (u* + B*A(t) +*B*C(t) + %) S(t),
o (t,L) = (BYA(t) +e“BC(t)) S(t) — (u* 4+ ¥°) L(t),
w3 (t, A) = YOL(t) + A*0"R“A(t) — p* A(t) — piA(t) — " A(t) —r*A(t)  (6.2)
s (t,C) = q*At) — " C(t) — p*C(1),
ps (6, R) = r*A(t) — u*R(t) + ¢ C(t),
we (t,V) = A*(1—=6%) +*S(t) — p*V(t) —n*V (1)

seklinde tanimlanmis olsun. Bu durumda asagidaki Teorem yazilabilir.

Teorem 6.1 Denklem (6.2) sisteminde verilen @1, 2, 03, P4, p5 ve pg cekirdekleri ||S| <

my, L] < ma, A < ms, [|C]] < ma, [|R]] < ms, |

By = P U g = AR — =y — g

a5 = 1%, q¢ = U + n° olmak iizere
0 < a1, 492,93, 94,95, 96 < 1

32

VI < me, i = p* + f%ms +

©* 4 pe,

(6.3)



esitsizligi gerceklesirse Lipschitz kosulunu saglar.

Ispat S; ve S,, ¢y ¢ekirdegi icin iki fonksiyon olsun. Benzer sekilde L, ve Lo, ¢, ¢ekirdegi
icin iki fonksiyon; A; ve A, 3 cekirdegi icin iki fonksiyon; C; ve Cs, ¢4 ¢ekirdegi igin
iki fonksiyon; R; ve Ra, o5 cekirdegi icin iki fonksiyon; V) ve Vb, @g ¢ekirdegi icin iki

fonksiyon olsun. O halde

[p1 (£, S1) — 1 (£,5)] :‘Awﬂl—WA%HfVW”HWA+fﬁ@+W%&
— (A% (1 — k% A) + 1V (1 + B7A + e2BC +~%) Sy) H
(1™ + B%ms + e B%my +7°) |1S1 — Sall = 1 [|1S1 = Sall
Iz (t.21) = @2 (t L) | = ||(8°A+22BC)S = (4 + )

—((B*A+epC)S — (1™ + ¢*) L2)

IN

< (u® + %) |Ly = Lo| = g2 || L1 — Lof|,
s (t, A1) — 3 (L, A2)|| = ‘ YL+ A0k Ay — Ay — pp AL — qC AL — 1A
—(Y*L 4+ A9 k" Ay — %Ay — i As — ¢“As — 1% As)|| (6.4)
< (AR = gy =g =) A= Al = g5 A= A
la (t,C) = pa (6, C)ll = [[a"A= ¢"Cr = pCr = (@A = ¢°Co = i°C)|
< (¢ + ) |01 = Coll = |G = Call.
lips (0. ) = o5 (L Rl = [[r"A = p" B+ ¢°C = (1A= 1Ry + ¢°C)|
< (Ma) | Ry — Raf| = g5 [| Ry — Rafl,
s (8.V) = 0o (L V)l = [[A%(1 =6 + 478 = uVi = W4

—(A%(1 = 6%) + 98 — pu*Vo = n*Va)

< (W) IVi=Val = gs Vi = V2

elde edilir. Boylece, 0 < q1, q2, 3, q4, G5, g6 < 1 ise Lipschitz kosullar1 @1, ©s, @3, @4, @5 Ve

we cekirdekleri i¢in saglanir. Sonug olarak Teorem (6.1) ispatlanmis olur.
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V1, P2, P35 P4, P5 Ve g cekirdekleri dikkate alinirsa (6.1) sistemi su sekilde yeniden yazi-

labilir:

,1
=

Oé

’1 '1 '1 ’1 ’—J
/Q\}—"EHEHQ)—‘Q’—‘

ey [
ﬁ/ (t— )
%/ (t— )"
%/ (t— )
%/ (t— )
o [0

34

/ (t—71)"" (T,
/ (t—71)"" (T,
/ (t—71)"" (T,
/ (t—71)"" (T,
/ (t—71)"" (T,
/ (t—71)"" (T,

S)dr

L) dr,
A) dr,
C) dr,
R) dr,

V)dr.

7' Sn 1)d

(1, Lp—q) dr,

7' An 1)d
T Cn 1)d
T Rn 1>d

T Vn 1)d

(6.5)

(6.6)



sekline dontisiir. Burada Sy (t) = S (0), Lo (t) = L(0), A (t) = A(0), Cy (t) = C(0),
Ry (t) = R(0) ve Vj (t) = V (0) seklindedir. O zaman denklem sistemini:

Uo(t) = Sp(t) = S (t) = —— / (t = 7)™ (g1 (. Sut) — 1 (. Su_s)] dr,

An(t) = Ly(t) = Loy (1) = —— / (t = 1) (02 (7, Lur) — 2 (7, L)) dr,

1 t a1
= m /(; (t - T) [903 (7-7 Arhl) — ¥3 (7-7 An72>] dT? (67)
0.(t) = Co(t) — Cous (1) = ﬁ / (t = 7)™ (4 (7. Cos) — 04 (7, Coa)] dr
Q, (t) = R, (t) - R, (t) = FLCE) /0 (t - 7—)&71 [905 (T, Rn—l) — ¥5 (Tv Rn—Q)] dr,

T.() = Va(t)— Vi, <t>:ﬁ / (t =) (6 (7, Vit) — 6 (7, Vo)) dr

seklinde yazabiliriz. Burada S,, (t) = >0, W,, (t), L, (t) = 37 Ay (1), Ay (1) = D27, @ (1),
Co(t) =201 00 (), R () = D25, (), Vi (1) = 327, T (t) seklindedir. (6.7) siste-

minde her kompartiman i¢in iki tarafin normu alinirsa,

1w, @) = ||sn<t>—sn_1<t>||sﬁ / (t = 1) 1 (. Sus) — 1 (73 Sus)] dr|
1 ¢ o1

2O = 1) = Loy (0] € 775 / (t = 1) (2 (7, Lur) — @2 (rs L2 dr]|
20 = 14(0) ~ Ara (1)

< ﬁ / (t =7 s (7, Ant) — 03 (s Ans)] dr 68)
RO ||cn<t>—cn1<t>usﬁ / (t = 1) 04 (7, Cos) — pa (7, Coa)] 7
1. @) = ||Rn<t>—Rn1<t>usﬁ / (t = 1) (05 (7. Rur) — 5 (7, Ru_s)] d7]|
I, ()] = ||vn<t>—vn1<t>usﬁ / (t = 1) 06 (7, Vi) — @6 (7, Vo)) dr
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bulunur. Lipschitz kosullari ¢ekirdekler i¢in (Teorem 6.1) saglandigindan

15n (£) = Sna (D]
1L (&) = Ly (D)
[An (8) = Ay (B)]
1Cn () = Coa (1]
[Bn (8) = B (B)]

Ve (£) = Vit ()]

olur. Daha sonra esitsizliklerden

<

<

<

< T /
< T /
< o) /
< /
< o) /
< o /
Fq(loz) /0:
oy
]
]
Y
ol

saglanir. Bu sonuglar asagidaki teoremi verir.

(6 =) [Sue1 — Su—lldr,
(t=7)" " | Lot = Lol dr,
(t — 1) " |[Ap_y — Ap_s|| dr.
(t=7)" |Cps = Cos d,
(t=7)"" | Ryt = Roms| dr,

(t — T)Oé_l ||Vn—1 — Vn_QH dT

(t =) [ Woms (7)) dr,
(t =7 Aus (1) dr,
(t =7)""" | Pas (7)) dr.
(t =) 1©n1 (7] dr,
(t =7)"" Qs (1) dr,

(t=7)"" | Tumr (1)l dr

(6.9)

(6.10)

Teorem 6.2 Caputo kesirli operator ile tanimlanan (4.4) HBV sisteminin bir ¢oziimii 1,4,

bulunabilmesi sartiyla

seklindedir.

q4

tOé

tYmax

I'(a+1)

<1, i=1,23

6.11)

Ispat S (t), L (t), A(t), C(t), R (t) ve V (t) fonksiyonlarmnin sinirh oldugu ve 1, @, @,
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Y4, 5 ve pg cekirdekleri icin Lipschitz kosulu saglandigindan, (6.10) sistemi:

a0l < 1500l { e b

AL @I < Lo (¢ { qinﬁ}
o0l < "{ = o
001 = Rt ”{ }

olarak yazilabilir. (6.12) sistemindeki fonksiyonlarin verilen HBV modelinin ¢6ziimii oldu-

gunu gosterelim. O zaman

S(t)=5(0) = Sp(t)—wn (),
L(t)=L(0) = Ln(t) = (1),
A —A(0) = Ay (t) — s (1), (6.13)
C(t)—=C(0) = Cu(t)—onlt),
R(t) = R(0) = Ry(t)—salt),
V(E)=V(0) = Vo(t)—en(t),

seklinde oldugu varsayilir. Simdi (6.13) sisteminde verilen terimlerin
|woo (2) Uoo (t) oo (D) = 0, || 0cs () Soo ()| = Ove[lews (B)]| — 0

kosullarini sagladiginm gosterelim:

n @l < | [ 0= 1 0:9) = (Sl
R ALt L O Y CCHIG [P LA RS
< Fagp S-Sl

.01 < 5 [ -0 D - (Ll
< o [T e D Ll 619
< Faa L= Lol
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b @ < | [ €= lea(md) = g Al

< o [ A - m Al 616
< %IIA—&HH?

len O < | e [0 a0 - wm e
< w0 [0 e (O - Collar 617
< %HC—M,

I O] < Hﬁ [ =0 s . B = s (B

< ﬁ/ot (t =) lps (7, R) — 5 (7, Ruy)|| dr (6.18)
< rrag IR Aol
ve
O e e G R I
o) s
< vt [ T ) e elar 619)
< Fang IV - Vel

oldugu biliniyor. Aym sekilde iteratif formiil ile devam edilirse sistem:

e n+1
n < Sv o 1Y,
ol < {rmsy) o

DNCIEE S
bl < {ry ) ge
oo 0 < { e} e
Ol < {res ) @0

veE

e ()] < {ﬁ} @r



halini alir. Esitsizlikler dikkate aldiginda t,,,, noktasi

A\~

seklindedir.

oo ] < { s
a0l < {
bl < {
lon 0] <
I @l < {

t'(rxnlll’ n+1 n
@ < {res) @t

Teorem 6.1°in sonuglar1 dikkate alinarak, limit n — oo icin esitsizliklerin her iki tarafina

uygulanir ve [[wss ()] = 0, [[Uoc ()]] = 0, |20 ()] = 0, llos (D) = 0, [lsce ()] = O,

lless ()]] — 0 seklinde bulunur.

Teorem 6.3 Caputo kesirli operator tarafindan tammlanan (4.4) HBV sisteminin ¢oziimii

tektir.

Ispat (4.4) sisteminin S, (t), L, (), A, (t), Cy (t), Ry (t) ve Vi (t) gibi bagka ¢oziimleri

oldugunu varsayalim. O zaman

S(t) =51 (1)
L(t) = L1 (t)
At) = A (1)
C(t) = Ci(t)
R(t) = B (1)
V()= Vi(t)

t

- Fw ¢
_ ﬁ/ot(t
_ ﬁ/ot(t
“rw k¢
_ ﬁ/{(t
ol

(t -

—7)* " o1 (7,8) = 1 (7, S1)] dr,
=) 2 (7, L) = 2 (7, L)] dr,
— 1) s (1, A) — 3 (7, A1)] dr. (6.20)
=) 4 (1,C) = u (7,C1)] dr,

- T)a_l [ps (1, R) — @5 (7, Ry)] d,

)% s (1, V) — e (1, V2)] dr,
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yazilabilir. (6.20) sisteminin her iki tarafina norm uygulanirsa su esitsizlik sistemi elde edilir:

t

I50-S 0 < i [ 6= e () — 1 (S
LO-L0O] < pi [ C=0" e (n D) =g (r Ll i
4O - 401 < s [ -0 laEm A —pEAdld G20
CO-C0l < s [ 6= a0 - euln ool ar
RO =R @l < i [ 6= o (R = s R
VOVl < o [ 60 s n V) - il ar

V1, P2, ©3, P4, 5 Ve pg cekirdekleri Lipschitz kosulunu sagladigindan,

Qi

IS0 -Si01 < 725150 - 501,
ILO =L@ < 5B IO - Lo,
A=Al < 72140 -4 (622)
Icw-Ciol < FEEIe® -l
IR =R O < 2 170 = R 0]
V-0l € 2SIV O -V,

elde edilir. Ayrica

I~ 501 (1- - 255) < o
Lo -ol(1-:255) < o
40 - 401 (1- 7255 ) < o 623)
cw-ciol(1-+25) < o
IR - RO (1- 7 255) < o
Vo -l (1- 25 ) < o

bulunur. Dolayisiyla S (t) = Sy (¢), L (t) = Ly (t), A(t) = A1 (t), C (t) = C1 (t), R(t) =
Ry (t) ve V (t) = Vi (1) esitliklerinin ispatin1 gerektiren ||.S (t) — Sy (¢)|| = 0, | L (t) — Ly (t)]| =

4

)



0, 1A() = A (B =0, 1€ (1) = CL (B =0, |[R () = By ()] = 0ve [V () = Vi (D)l =
0 esitlikleri elde edilir. Bu ise sistemin tek ¢oziime sahip oldugunu belirtir. Sonug olarak

Teorem (6.3) ispatlanmis olur.
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7. PARAMETRE TAHMINI

Parametre tahmini (PT) teknigi, gercek verilere en uygun egriyi elde ederken gercek ve-
rilere en yakin parametre degerlerini bulmamizi saglayan, son zamanlarda oldukca popiiler
olan cok kullanigh bir yontemdir. PT yontemi sayesinde, olusturulan matematiksel model
icin en gercek¢i parametre degerleri hesaplanir. Literatiirdeki ¢alismalarin cogunda para-
metrelerin sayisal degerleri onceki caligmalarda kullanilan tahmini parametre degerleridir.
Bu yontem sayesinde, modele 6zgii parametre degerleri hesaplandigindan, bu 6zel ve daha
dogru degerlerin kullanilmas1 elde edilen modelin tutarliligin1 daha agik bir sekilde ortaya
koymaktadir. Daha gercekci bir matematiksel model ¢alismast i¢in parametre tahmini son
derece onemlidir. Parametre tahmini, hastalifin gelecekteki tahminini ve salginin bulagma

dinamiklerini daha iyi anlamak icin olusturulan modelin giivenilirligini artirir.

Bu yontem, modele 6zgii parametre degerlerinin hesaplanmasi ve bdylece en uygun pa-
rametre degerlerini kullanma esasina dayandigindan ¢aligmanin sonuclarinin yorumlanmasi

acisindan da oldukca onemlidir. Bu yontemin calisma prensibi agagidaki algoritma ile ifade

edilebilir:

* Problem ¢6ziimii i¢in sabitlerin (c) belirlenmesi:
mcinHX(c, cdata) — ydatal|3 = chlnz (X (¢, edata;) — ydata;)* . Burada cdata ve
ydata matris veya vektor; X (¢, cdata) %onksiyonu ydata ile ayn1 booyutlu matris veya
vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere, cdata girdi degerleri, ydata ise ¢ikt1 deger-

lerini gosterir.

» Eger parametrelerde sinir s6z konusu ise, bu durumda alt ve iist sinir sirasiyla [b ve ub

olarak belirlenebilir. Burada c, [b ve ub vektor veya matris olabilir.

* Isqcurvefit MATLAB kodu basitge veri uydurma problemleri i¢in uygun bir arayiiz

saglar ve asagidaki vektor degerli fonksiyonu hesaplamak i¢in kullanic1 tanimli bir
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fonksiyon gerektirir:

X(c, cdata) =

X(c, cdata(1))
X (e, edata(2))
X (e, cdata(3))

X(c, cdata(k))

Bu boliimde, olusturulan egrideki degerler ile gercek degerler arasindaki farklarin kare-

lerinin toplamini en aza indirme prensibine dayanan "en kiiciik kareler egri uydurma tekni-

gini" kullanarak parametreleri model i¢in daha uygun hale getirmeye ve en dogru (yaklasik

cOziime en yakin) egri bulunmaya calisilmisgtir.

Boylece en kiiciik kareler egri uydurma yontemi yardimiyla tahmin edilen 13 biyolojik

parametre Sekil 7.1°de gosterildigi gibi elde edilmistir. Gercek HBV vakalari, Sekil 7.1°de

kirmiz1 dairelerle gosterilirken, gercek verilere en 1yi uydurulan egri mavi diiz bir ¢izgi ile

gosterilmistir. Onerilen HB modelinin yaklasik ¢oziimiiniin gerek vakalara en iyi sekilde

uydurulmasi ile edilen ve Sekil 7.1°de grafigi verilen egriyi olusturan parametre degerleri de

Tablo 7.1 de listelenmistir.

Parametre Parametrenin Anlami Deger Kaynak
A“ Dogum orani 0.0120 Tahmin edildi
ue Dogal 6liim oram 3.4857¢ — 05 (TUIK, 2021)
1 HBY hastaligindan 6liim orani 0.1134 Tahmin edildi
o Hastaligin bulagma katsayisi 0.4 Tahmin edildi
(s Latent’ten Akut’a gecis orani 0.1049 Tahmin edildi
q“ Akut’tan Tastyici’ya gecis orani 0.1204 Tahmin edildi
o Tasiyic1 sinifindaki bireylerin i1yilesme orani 0.2000 Tahmin edildi
v Asilama orani 0.0010 Tahmin edildi
0 Bagarili agilama yapilmayan dogumlarin orani 0.3000 Tahmin edildi
K HB akut viriislii annelerin enfekte orani 0.1100 Tahmin edildi
ne Asinin etkisiyle bagisikligin azalma orani 0.1000 Tahmin edildi
e* Akut’a gore azaltilmig bulagsma hizi 0.1000 Tahmin edildi
re Akut enfeksiyonlu bireylerin iyilesme orani 0.1590 Tahmin edildi

Tablo 7.1. Parametre tahmini yontemiyle elde edilen ve sayisal simiilasyonlarda kulla-

nilan parametre degerleri

Bu degerleri elde ederken Tiirkiye’de 1999-2019 yillar1 arasinda goriilen Hepatit-B vaka-

lar1 dikkate alinmigtir. Boylece gercek veri kullanilarak en iyi egri uydurulmaya ¢alisilmigtir.
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Sekil 7.1. 1999-2019 yillar1 arasinda Tiirkiye’de goriilen HBV vaka sayilar1 ve para-
metre tahmini sonunda bulunan degerler

Hepatit-B epidemisi i¢in olusturulan modelde 13 farkli parametre degeri bulunmakta
olup, parametrelerden dogal 6liim orani (1) parametre tahmini yontemiyle hesaplanmamaisg
literatiirdeki verilere gore alinmistir (TUIK, 2021). Bir Tiirk vatandaginin ortalama yagsama
omrii 78.6 yildir (TUIK, 2021), bu ise giinliik bazda ; = 1/(78.6 x 365) degerine karsi-
lik gelir. Ayrica Tiirkiye’nin toplam niifusu 83 milyon 384 bin 680 kisi (TUIK, 2021) ve
HBV olmadiginda sinirlandirilmig niifus A/ seklindedir. Her niifus kompartmaninda bulu-
nan bireyler, toplam popiilasyona (/N (¢)) boliinerek niifus oranlar (baslangi¢ kosullari) be-
lirlenir. Boylece ilgili baglangi¢ kogsullar1 S(0) = 0.8565, L(0) = 0.01223, A(0) = 0.10675,
C'(0) = 0.00489, R(0) = 0.00734 ve V' (0) = 0.01224 seklinde bulunmugtur.
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8. MODEL ICIiN BIR NUMERIK METOT

Lineer olmayan adi veya kismi diferansiyel denklem sistemlerinin analitik ¢éziimlerini
elde etmek oldukca zordur. Bu yiizden analitik ¢oziimlerin elde edilemedigi durumlarda
yaklagik-analitik veya niimerik metotlardan yararlanilir. Son yillarda, kesirli diferansiyel
denklemler (KDD), akiskanlar mekanigi, elektrik agi, sinyal yonlendirme, dinamik sistem-
lerin kontrol teorisi, goriintii yonlendirme, optik gibi fen ve miihendislik bilimlerinin farkli
dallarinda sayisiz uygulama alan1 bulmustur. Lineer olmayan kesirli kismi diferansiyel denk-
lemlerin yaklasik ya da analitik ¢oziimlerini bulmak i¢in literatiirde Adomian ayristirma me-
todu (ADM) (Wazwaz, A. M., 1999), Laplace analiz metodu (Durbin, F., 1974), homotopi
analiz metodu (Liao, S., 2009), homotopi pertiirbasyon metodu (Esen ve digerleri, 2012),
diferansiyel doniigsiim metodu gibi farkli yontemler mevcuttur.

Bahsedilen niimerik yontemlerin disinda 6zellikle son yillarda sikca kullanilan yontem-
lerden birisi de Adams-Bashforth tipi tahmin etme-diizeltme metodudur (Owolabi, 2019),
(Yavuz ve digerleri, 2020), (Naik ve digerleri, 2020). Bu tez ¢alismasinda niimerik yontem
olarak bu metottan yararlanilmistir. Yontemin temel bilesenlerini ve ¢6ziim adimlarini ta-
nimlayabilmek icin oncelikle asagidaki kesirli diferansiyel denklem (KDD) i¢in baslangi¢

deger problemini ele alalim:

§Dey(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo

(8.1

Burada OCDgf)y(t) Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirevi gosterir (Podlubny, 1999), (Ca-
puto, 1967). (8.1) ile verilen problemin ¢oziimiiniin varligini ve tekligini saglamak i¢in, f nin
en azindan [to, T'] x D iizerinde sinirli oldugu ve ikinci degiskene gore bir Lipschitz kosu-
lunu yerine getirdigi varsayilmaktadir (Diethelm, 2002). Bu takdirde (8.1) problemi asagi-
daki forma esdeger bir Volterra integral denklemi olarak yeniden formiile edilebilir (Kilbas,

2000).

1 t
y(t) = y(to) + —/ f(s,y(s))ds. (8.2)
( 0) F( Oé) " ( ( )
Adi diferansiyel denklemlerin (ADD) sayisal ¢oziimiinde, Adams yontemleri en ¢ok kulla-
nilan ortiik (Adams-Moulton) ve agik (Adams-Bashforth) dogrusal ¢ok adimli yontemlerden
birini temsil eder. Adams yontemlerinin genis popiilaritesi, temel olarak iyi stabilite 6zel-

liklerinden, makul hesaplama maliyetinden ve uygulama kolayligindan kaynaklanmaktadir.
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Bu nedenle, Adams yontemlerini KDD’lere genellestirmek icin ¢esitli ¢aligmalar yapilmig-
tir. Gercekten de kalict bir bellegin varligir ve bunun sonucunda ¢oziimiin orijinden uzakta
degerlendirilmesi i¢in gereken hesaplama cabasinin artmasi, verimli algoritmalarin gelisti-
rilmesini gerektirir.

Yakin zamanda, KDD’ler icin bazi Adams formiilleri kullanilarak gelistirilen bir tahmin
edici-diizeltici yontemini incelemeye biiyiik ilgi gosterildi (Diethelm, 1998). Bu yaygin ola-
rak kullanilan yontemin dogrulugu ve sayisal verimliligi iizerine 6nemli sayida ¢alismalar

yapilmistir (Diethelm, 2002).

8.1. KDD’ler icin tahmin edici-diizeltici yontemler

Tahmin edici-diizeltici yontemler teknigini ilk olarak (Young, 1954)’de uygulamustir.
Bu teknik, denklem (8.1)’deki f(¢,y(t)) fonksiyonunun uygun bir par¢ali interpolasyon po-
linomu ile degistirilmesinden olusur. (Cameron ve digerleri, 1984)’de, yakinsama ozellikle-
rinin bir aragtirmasi saglandi ve ardindan, (Lubich, 1986)’de lineer kararlilik analizi yapildi.
Adams yontemleri Adams carpim kareleme (ACK) terimi, bu kurallarin basit bir genelleme
oldugunu gostermektedir.

Son zamanlarda, iki ¢arpim kareleme kurali, KDD’lerin sayisal ¢dziimlenmesinde 6zel-
likle dikkat ¢ekmistir. yj ve y(¢j) icin sayisal yaklagiklik olan,  adim arahiginda f; =
f(t;j,y;) olarak gosterilen, esit aralikli bir adim ¢; = t, + jh verildiginde, acik 1 adiml
ACK yontemi (veya carpim dikdortgen kurali) (Cameron ve digerleri, 1984) ve (Diethelm,

1998) caligmalarinda verilmistir.

n—1
Un = Y0 +h* Y baj1fy, (8.3)
j=0
b (n+1)* —n®
" I(a+1)

ile verilen, ortiik 1 adimli ACK yontemi (veya ¢carpim yamuk kurali) (Cameron ve digerleri,

1984) ve (Diethelm, 1998) su sekilde yazilabilir:
Yo = Yo+ hanofo + 0D Buif (8.4)
j=1

ile verilen denklemde
(n=1)"—n*(n—a—1
I'(a+2)

apo =
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veE

1 n =0,

n (n_l)a+1_2na+l+(n+1)a+l .
T(at2) ) n=12,

seklindedir.

Not 8.1 Coziimiin tiim degerleri {y; ?;01 Yn 'nin degerlendirilmesinde yer aldigindan, 1-
adim terimi biraz yanulticidir. Bu nedenle denklem (8.3) ve denklem (8.4), asagidakilere gore
1 adimly yontemler degildir ve terim-adim, hesaplamay: baslatmak icin gereken baslangic

degerlerinin sayisti ile iligkilendirilebilir.

(Cameron ve digerleri, 1984) calismalarinda, ODE’ler i¢in karsilik gelen Adams Moulton-
Bashforth prosediiriinii KDD’lere genellestirmek amaciyla bir 6ngoriicii-diizeltici algorit-
mas1 tanitmuglardir. Onerilen yontemde, bir 6n yaklagiklik y? iiretmek i¢in kullamlir. Burada
kisaca P(R)C(T') yontemi olarak anilacak olan sonu¢ semasi (burada P ve C, sirasiyla tah-

min edici ve diizeltici, R ve T dikdortgen ve yamuk kurallar1 anlamina gelir) yazilabilir:

Yh = Yo+ h 3250 by f
Yn = Yo + haan,OfO + he Zyzl ﬁnfjfj + haﬁ()f(tna yﬁ)

(8.6)

Denklem (8.4) esas olarak dikkat ¢ekicidir. Ciinkii, dogruluk ve uygulama kolaylig1 arasinda
1yi bir kolaylik saglar. Daha onceki bazi sonuglarin genellestirilmesiyle (Hoog ve digerleri,
1973), gercek ¢oziimiin yeterince diizgiin olmasi kosullari, £-adiml ortilk ACK yontemle-
rinin A**! gibi yakinsadigini gosterir. Benzer sekilde, k-adimh agik ACK’larin da h* gibi
yakinsadig1 bilinmektedir (Cameron ve digerleri, 1984).

Bununla birlikte, cogu durumda, denklem (8.1)’in ¢oziimii, orijinde birinci tiirevin sii-
reksizligini sunar ve bu nedenle, 6nceki sonu¢ KDD’ler i¢in ¢ok az ilgi ¢ekicidir (Lubich,
1983). Bu nedenle, (Diethelm, 2004)’de, temeldeki kareleme kurallarindaki hatalarin aras-
tirllmasina dayanan yakinsama ozelliklerinin ayrintili bir analizi, ¢6ziim ve verilen veriler
hakkinda daha genis bir varsayim dizisi altinda gergeklestirilmisgtir.

(Diethelm, 2002)’de, diizeltici adimin ¢oklu uygulamalar1 yoluyla tahmin edici-diizeltici
yonteminin dogrulugunun nasil gelistirilebilecegi ele alinmistir. Diizeltici yineleme sayisini

w ile ifade ederek yontem su sekilde yazilabilir:

Uy = yo + h®anofo + h* 3071 Buif;

yr[?] =y + h° Z;:& br—j-1f; (8.7)
y’g] = \I;n—i_haﬁof(tTwygiuu l= 17"'7“'
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(Diethelm, 2004) calismasinda s6z edilen Lemma 3.1, bu yontemin asagidaki gibi kullanil-

diginm gosterir:

Q(hmintttra) eger  §Dgy(t) € C2([0,T]),
popax, | Y(tn) — Yn |[= § Q(Rmin(Hpe2=a)) eger y(t) € C*([0,T)), (8.8)
o Q(htre), eger f(t,y) € C*([0,T] x D).

Sonug olarak, maksimum sira (bu durumda diizeltici yontemin sirast), bir dizi 7 diizeltici yi-
nelemesinden sonra elde edilir. 7 = 1/a oldugunda § D¢ y(t) € C*([0,T]) ve i = 1 — o/«x
oldugunda y(t) € C*([0,T]) (burada [z] en kiigiik tamsay1 > x’i gdsterir). Tek bir diizel-
tici adiml tigiincii durumda, elde edilebilecek maksimum 1 + « sirasina ulasilir ve iyiles-
tirme miimkiin degildir. Bununla birlikte, algoritmalar (8.6) ve (8.7) agirliklarin ii¢ dizisinin
{bn}, {ano} ve {B,} degerlendirilmesi ve iki farkli ayrik evrisimin hesaplanmasi i¢in makul
miktarda hesaplama gerektirir (Hairer ve digerleri, 1985).

Hesaplamay1 azaltmak amaciyla, burada y%’ ! tahminini degerlendirmek icin alternatif bir
yaklasim onerilir. Burada amag (8.4) metodun agik bir versiyonunu tiiretmek, ayni katsay1
dizilerini kullanan {a, o} ve {5, } diizeltici yinelemede yeniden kullanmak i¢in, tahmin edi-
cide ele alinan doniistimdiir.

Bu nedenle, carpim yamuk kuralina (8.4) benzer acik ACK yontemimiz, ilk alt araliklarda
[tj,tjs], 7 =0,1,...,n—2, f(t) degistirilerek turetilir. y(¢) f; ve f;11’i interpolasyon yapan
birinci derece polinom p;(s) aracihigiyla [t,,_1, t,] araliginda, p,_;(s) yerine 6nceki polinom
Pn—2(s) genisletilir. Dolayisiyla denklem (8.2)’den, bazi basit manipiilasyonlardan sonra, bu

acik 2 adimli ACK yontemini (degistirilmis bir yamuk kural1) su sekilde yazabiliriz:

n—1

Yn = Yo + h*[anofo + Z Bn—ifi — Bofa—2 +2Bofn-1], n>2. (8.9)

j=1

Denklem (8.2), tahmin edici-diizeltici yonteminde kullanildiginda, daha az hesaplama
adimi icermesi gibi 6nemli bir avantaja sahiptir. Denklem (8.4) ve Denklem (8.7), ayn1 ayrik
doniigiime sahip oldugundan, elde edilen algoritma, degistirilmis P(7")C(T") yontemi olarak

adlandirilacaktir. Bu durumda asagidaki sistem elde edilir:

O, = anof (to, o) + iy Buif (85, ;),
yP = yo + h*(Pn — Bof (tn—2,yn — 2) + 2B f (tp—1, Yn—1), (8.10)
Yn = Yo + h*(Pn + Bof (tn, yh))-

Denklem (8.10), tahmin ediciyi ve tiim tahmin edici-diizelticinin hesaplama adimlarini de-

gerlendirmek i¢in daha 6nce gerceklestirilen hesaplamanin ¢ogunu yeniden kullandigindan,
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Denklem (8.6) deki yontemin kabaca yaris1 kadar iglem adimi gerektirir. Bununla birlikte,
Denklem (8.10), yo ve y; olmak iizere iki baslangi¢ degeri gerektiren 2 adimli bir yontemdir.

Bu tezin amaci, denklem (8.2) ¢oziimii i¢in ¢arpim kareleme kurallarim1 tanimlamak ve
kesirli diferansiyel denklemleri i¢in genellestirilmis Adams-Bashforth tipi diferansiyel denk-
lemlere genisletmektir. Ortaya ¢ikan yontemlere kesirli genellestirilmis Adams-Bashforth
yontemleri diyoruz. I = [0, 7] integrasyon araliginda tek tip genellestirilmis denklemler

tizerinde kullanildiginda basitlik i¢in ¢y = 0 olarak alinabilir.
tn =nh, n=0,1,..,N, h=T/N. (8.11)

Bu doniisiimler kullanilarak, (8.2) ¢6ziimii agagidaki gibi ayriklastirilabilir.

M n+ko
Yo =10+ h* Y waifi Fh D> wasf;, n=M+1,.N—k, k<0 (812
j=0 j=0

Burada y,, = y(t,), fn = f(tn,Yn), Wn j Ve w, h’den bagimsizdir ve M, yontemin sirasina ve
a kesir mertebesine baglidir. Bu tiir yontemler i¢in her zamanki gibi, ilk olarak M + 1 ve ks
toplam iist noktalar iizerinde sayisal bir ¢oziim degerleri i¢in denklem (8.12)’in ¢6ziimii ele
almir. Baz1 {j = 0,1,2,...iN} ve h = T'/N tamsayilartyla tek bir {¢t; = jh} doniisiimini
ele alalim. Bu yontemde, yj ~ y(tj),(j = 1,2, ..., k) tahminlerinin 6nceden hesaplanmis
olmast, ¥ yaklasimini agagidaki formiil araciligiyla elde etmeye fayda saglayacaktir.
ot

Y(tit1) = y(ty) /tk f(z,y(2))dz, (8.13)
[tk, txr1] aralifinda (8.13) integrali alinir. Elbette, denklem (8.13) de ifadelerin higbiri tam
olarak bilinmemekte, ancak y;, degeri mevcut, dyle ki bu y(tx) i¢in bir yaklagimdir ve y(t)

yerine kullanilabilir. Integral yerine asagidaki iki noktali yamuk karesel formiilii yazilabilir:

b —a
[ a1z~ "5 0@ + 900 (8.14)

Bu nedenle, denklem (8.14) bilinmeyen ;1 degeri i¢in bir denklem tanimlar, bu

Ter1 — tk

Sty y(8) + F (b, (te0)) 8.15)

Ye+1 = Ui +

seklindedir. Burada, y(t;) yerine yj ve y(tx+1) yerine yx,1 yazilmasi gerekir. Bu sekilde tek

adimli Adams-Moulton yontemi icin asagidaki denklemi elde ederiz.

t —t
Yp+1 = Y + M(f(tk,yk) + f(tht1, Yrs1)) (8.16)

2
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Bu bolimde, o € [0, 1] mertebesinden Caputo kesirli tiirevinin yaklagimi i¢cin Adams
Bashforth metodunun kesirli versiyonunu ele aliyoruz. Bu niimerik metod, kesirli analizin
temel teoremini iki asamali Lagrange polinomu ile birlestirerek formiile edilmistir (Owolabi,
2019), (Yavuz ve digerleri, 2020), (Naik ve digerleri, 2020). Kesirli mertebeden Caputo
tiirev sistemi

SDef(t) = G(t, f(t), f(0)=fo, 0<t<T < o0, (8.17)

seklindedir. Denklem (8.17) kesirli mertebeden sisteminin kesirli analizin temel tanimindan

1 t 1
£~ 10) = s [ 9po) =) ar (5.18)
I'(a) Jo
integral tipine doniistiiriilebilir. Buradat = ¢,,.1,n = 0, 1, 2, ... seklinde alinirsa
1 tnt .
f(tnia) = f(0) = —/ 9(7, (7)) (1 — 7)) dr, (8.19)
L(a) Jo

denklemi elde edilir. Aym sekilde t =¢,,,n = 0,1,2,... alinirsa

_ 1 tn a—1
f(tn) = f(0) = () /O g(1, f(7)) (tn — 1) Y7 (8.20)
denklemi elde edilir. Denklem (8.19)’den Denklem (8.20) taraf tarafa ¢ikarilirsa
1 tnt1
Fltwsn) =) + a5 [ 9(r S0t =) 821)

1

- / g ()t — )N

ve Lagrange enterpolasyonunu kullanarak g (7, f(7)) tizerinde denklem (8.21) gibi daha basit
halde yazilabilir. Boylelikle son sekliyle

tn, 1) [ 2Rt ot 1 ht* ot
ftny) = f(tn)+g( ’f){ SR W R }

hT () a a+1 a a
g(tn1, fur) [Dtn 77+ 1 th
— 8.22
+ hT'(a) a a+1 * a+1 (8.22)

yaklagim denklemine sahip oluruz. Bu denklem, Caputo tiirevinin sayisal yaklagtirmasi i¢in
iki asamali kesirli Adams-Bashforth metodu olarak bilinir (Owolabi, 2018), (Naik ve diger-
leri, 2020).
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Kesirli mertebeden (4.4) HBV sisteminde kesirli Adams-Bashforth metodu kullanilarak

Syt — S,
Lot — Ly,
Anst — A,
Coir—C,
Ry — R,
Va1 — Vo

95(tn, Sy L, A, Cry Ry, Vi) [2ht%+1 Ak

hT' () a a+1

+gS(tn717 Snfla Lnfla Anfla Cnfly Rnfla anl)

hT ()

«Q a—+1 a—+1

ht o+t 1 e
x{ nl D +— ]’

91(tn, Sy Ly A, Cry Ry, Vi) {%tﬁﬂ AR

hT'(c) o a+1

+9L(tn—1, Sn—1, Ln—1, An—1,Cpn_1, Rp—1, V1)

hT'(c)

x[htzﬂ 5+ 1 t%}

a a+1 a+1

« a+1

gA(tn7 S’n,; Ln, An; OTH Rnu Vn) |:2htg+1 _ t?""ln + 1

hT' (@)

+gA(tn—17 Sn—lu Ln—h An—h Cn—l; Rn—la Vn—l)

hT' (@)

« [htZH 19+ 41 th }

«Q a—+1 +a—|—1

90 (tn, Sny Ly Ap, Cy Ry, Vi) [2ht3+1 1t n+1

hT' () a a+1

_I_gC(tnfl; Snfla Lnfla Anfb Cnfla Rnfla Vn71>

hT'(a)

Qo a—+1 +a+1

y {htgﬂ t2tn 41 e }

gV(tna Sna Ln7 An7 Cna Rn; Vn)

9R<tm Sna Ln7 An7 Cn; R’ru Vn) |:2ht707f+1 ti"+1n + 1

hT'(a) o a+1

+gR(tn—17 Sn—lv Ln—la An—la Cn—la Rn—la Vn—l)

hT' (@)

y {ht;jﬂ Cittte1 g ]

Q a—+1 +oz—i—l

hI'(@) a a+1

+gV (tnfla Snfla Lnfla Anfla Cnfly Rnfl) anl)

hT' (@)

ht® tott 1 o
% |: n+1 A n+ + n :|

Qo a—+1 a—+1

51

{thgﬂ AR N

hte
(e

hto

(%

hte
(6]

hto
(6]

hto

«

hto
(6]

toz+1
o

(8.23)

ta+1:|

(8.24)

toz+1:|

(8.25)

tcx+1:|

(8.26)

thrl :|

(8.27)

toc+1
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¢Oziim iterasyonlar1 elde edilir. Ayrica
gs tna Sn7 LTL) A?"m Cn7 Rn7 Vn )
gL tnv S’na Ln7 A’ru CTM an Vn )
ga tm Sm Lm Am Om Rm Vn )

( )
( )
( )
9c(tns Sns Ly Ay Cry R, Vi),
9r(tn, Sns L, An, Coy R, Vi),
( )

gv tnv S’na Ln7 An7 Cnv an Vn )
degerleri

95(tn, Sny Ly Ap, Cry Ry, Vi) = A% (1 — k“A) + 9V
— (p*+ BYA+e°B°C +7%) S,
9r.(tn, Sny Ly Ap, Coy Ry, V3 = (BYA4e%6°C) S — (u* +¢%) L,
9a(tns Sy Ly Ay s Ry Vi) = 9L + A“OkOA — A — p% A
—q“A —1r%A,
9o (tn, Sny L, Ap, Cny Ry, Vi) = %A — °C — p®C,
9r(tn, Sny L, Ay, Cy Ry, Vi) = 19A — u®R — °C,
gv(tn, Sny Ly Apy Cry Ry, Vi) = A% (1= 0%) + %S — pu*V — n*V,

fonksiyonlarindan hesaplanarak sayisal ¢oziimiin algoritmasi tamamlanir.
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9. MODELIN NUMERIK COZUMU VE SIMULASYON

Niimerik simiilasyon performans optimizasyonu i¢in 6zellikle miihendislik, temel bilim-
ler, finans alanlarinda test, egitim, 68retim ve tahmin gibi bircok amag i¢in kullanilir. Cogu
zaman simiilasyon modelleri ¢calismak icin bilgisayar deneyleri de kullanilmaktadir. Simii-
lasyon ayrica bilimsel modelleme ile dogal sistem veya insan sistemlerinin ¢aligsmalarina
derinlemesine bakis icin de kullanilir. Simiilasyon alternatif durumlarin ve hareket tarzlari-
nin nihai gercgek etkilerini gostermek icin kullanilabilir. Simiilasyon ayrica gergek sistemin
erisemedigi veya tehlikeli, uygulamanin kabul edilmedigi veya dizayn edilmis ancak heniiz
tiretilmemis ya da basitce ortada olmayan sistemlerin uygulanamadigir zamanlarda da kul-
lanighidir. Simiilasyondaki temel hususlar, 6nemli 6zelliklerin ve davraniglarin secimi hak-
kinda gecerli kaynak bilgilerinin edinilmesini, simiilasyonda yakinlagtirma ve varsayimlarin
basitlestirilmesinin kullanimi1 ve simiilasyon sonuclariin dogrulugunu ve gegerliligini icerir.
Model dogrulamasi ve gecerliligi i¢in simiilasyon teknolojisi olusturulan modelin etkinligi-
nin ve gecerliliginin test edilmesinde, 6zellikle uygulamali bilimlerde sik¢a kullanilan ve
giderek onem kazanan bir aractir (Wikipedia, 2022). Bu baglamda, bir modelin niimerik
simiilasyonu o modelin temel aldig1 gercek-hayat probleminin gelecekteki davranislart hak-
kinda tahminlerde bulunmaya yardimci olur.

Bu kisimda, olusturulan Hepatit-B modelinin niimerik ¢éztimleri ele alinacaktir. Coziim
yontemi olarak Boliim 8’de detaylar1 verilen Adams-Bashforth tipi tahmin etme-diizeltme
metodu kullanilacaktir. Cok adimli Adams-Bashforth yontemleri istenen herhangi bir dogru-
luk siras1 i¢in bulunabilir. Yine Runge—Kutta yontemlerinden farkli olarak, Adams—Bashforth
yontemleri, daha yiiksek dogruluk derecelerine gidildik¢e daha kiiciik kararlilik bolgelerine
sahiptir. Cok adimli yontemler, yiizeysel olarak daha verimli olsalar da, biiyiik 6l¢iide sonraki
boliimde ele alacagimiz adim boyutu se¢imi ile ilgili bazi pratik konularla ilgilenmediklerin-
den, uygulamada tek adimli yontemlere gore daha az yaygin olarak kullanilmaktadir (Diet-
helm, 2004).

Matematiksel biyolojide sayisal simiilasyon yaparak bir hastaligin gelecekteki seyri ile
ilgili tahminlerde bulunmak ve olusturulan modellerin niimerik ¢éziimlerini hesaplamak ol-
duk¢a Onemlidir. Bu boliimde, denklem (4.4) ile verilen sistemin kararli denge noktalarinin

biyolojik onemi tartisilip, elde edilen sonuglarin davraniglar incelenecektir.
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Denklem (4.4) ile verilen o = (0, 1] kesirli mertebeden sisteminin sayisal parametre deger-
leri Tablo 7.1°de verilmistir. Ayn1 zamanda, Denklem (4.4) sistemindeki baslangic deger ko-
sullar1 S(0) = 0.8565, L(0) = 0.01223, A(0) = 0.10675, C(0) = 0.00489, R(0) = 0.00734
ve V' (0) = 0.01224 seklinde alinmustir. Tiim simiilasyonlarda t = 20 (yil) zaman araligi ele
alinmis ve sonunclar MATLAB R2019b paket programu ile elde edilmistir.

Sekil 9.1°de (4.4) sisteminde hastaligin bulagsma katsayisi olan S’nin 8 = 04,8 =
0.5,8 = 0.6 ve § = 0.7 farkli degerleri icin duyarl: bireylerdeki popiilasyonun zamana
bagli degisimi incelenmistir. Burada parametre tahmini yontemiyle gercek veriye en uygun
B degeri S = 0.4 olarak hesaplanmistir. Bu degere gore duyarli bireylerin sayisinin 5’nin

simiilasyondaki diger degerlerine gére zamanla artig gosterdigi gdzlemlenmistir.

0.9
=3 = 0.4 (Tahmin Edilen Deger)
$#=05
0.85 $#=0.6
$#=07
@ 08l /
—
[0}
>
o
o 0751
©
>
a 07f
0.65
0.6 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zaman (Yil)

Sekil 9.1. Farkl /5 degerleri icin duyarh bireylerde (S) niifus degisimi

Benzer sekilde, Sekil 9.2, Sekil 9.3, Sekil 9.4, Sekil 9.5 ve Sekil 9.6’da hastali§in bu-
lasma katsayisi olan S’nin farkli § = 0.4,5 = 0.5,8 = 0.6 ve § = 0.7 degerleri i¢in
sirasiyla latent, akut, tastyici, iyilesen ve asilanmig bireylerdeki popiilasyonun zamana baglh
degisimi incelenmisgtir. Parametre tahmini yontemiyle elde edilen 5 = 0.4 degeri i¢in latent
stirecindeki bireylerin sayisinin 5’nin diger degerlerine (0.5, 0.6,0.7) gore daha az oldugu
ve zamanla latent bireylerin sayisinin daha kararli duruma geldigi goriilmektedir. Akut bi-
reylerin sayisinin da 5 = 0.4 degeri i¢in diger degerlere gore 6nemli derecede az oldugu ve

simiilasyon siiresi sonunda sifira yaklastig1 gbzlemlenmistir.
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Sekil 9.2. Farkh [ degerleri icin latent bireylerde (L) niifus degisimi
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Sekil 9.3. Farkl 5 degerleri icin akut bireylerde (A) niifus degisimi

Sekil 9.4’te ve Sekil 9.5’te tastyict ve iyilegmig bireylerin sayisinin § = 0.4 degeri i¢in di-
ger degerlere gore yine daha az oldugu goriilmektedir. Iyilesen bireylerin diger 3 degerlerine
gore daha az olmasi, duyarl: bireylerin sayisinin zamana gore azalmasindan kaynaklandigi

diisiiniilebilir.
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Sekil 9.4. Farkh § degerleri icin tasiyici bireylerde (C) niifus degisimi
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Sekil 9.5. Farkl 5 degerleri icin iyilesen bireylerde (R) niifus degisimi
Sekil 9.6’ya gore, parametre tahmini sonucunda bulunan 3 degerine karsilik gelen agsilan-

nus birey sayisinin, 5’nin diger belirlenen degerlerine kiyasla 6nemli bir farklili§1 olmadigi

gozlenmistir.
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Asilanmis Bireyler (V)

Sekil 9.6. Farkh (3 degerleri icin asilanmig bireylerde (V) niifus degisimi

Sekil 9.7, Sekil 9.8, Sekil 9.9, Sekil 9.10, Sekil 9.11 ve Sekil 9.12°de farkli kesirli merte-
beden o degerleri icin sirasiyla hastaligin kompartimanlarinin duyarli, latent, akut, tasiyic,
iyilesen ve agilanmig bireylerdeki popiilasyonun zamana bagli degisimi ele alinmis ve ge-
lecekteki seyri tahmin edilmeye calisilmistir. Sekil 9.7°de uzun donemde tiirev mertebesi
azaldik¢a (kesirli tiirev durumu) duyarl: bireylerdeki salinimin daha kararli oldugu ve du-
yarli birey popiilasyonunun sayisinin tamsayili mertebeye gore daha az oldugu goriilmek-
tedir. Sekil 9.8’e gore, latent bireylerde goriilen pik noktast o = 1 degeri i¢in yaklagik 6-8
yillart arasinda gergeklesirken a’nin kesirli degerleri i¢in daha gec yillarda gerceklesmig-
tir. Ornegin, o = 0.85 igin latent bireylerde pik noktasinin 10-14. yillar arasinda oldugu

goriilmektedir. Bu durumun kesirli mertebeden tiirevlerin hafiza etkisine sahip olmasindan

T T T T T
= 3 = 0.4 (Tahmin Edilen Deger)
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Sekil 9.7. Farkh « degerleri icin duyarh bireylerde (S) niifus degisimi
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Sekil 9.8. Farkli o degerleri icin latent bireylerde (L) niifus degisimi

Sekil 9.9°da akut bireylerin zamana bagh degisimi incelenmis ve kesirli durumlarda akut
birey sayisinin daha fazla oldugu gozlenmistir. Zamanla kesirli durumlar ile tamsay1 mer-
tebeli durumun birbirine yaklastig1 ve kararl hale geldigi goriilmektedir. Sekil 9.10’a gore,
tastyict bireylerde goriilen pik noktast o = 1 degeri i¢in yaklasik 2-4 yillar1 arasinda ger-
ceklesirken o’nin kesirli degerleri i¢in daha geg yillarda gergeklesmistir. Ornegin, o = 0.85
icin tagtyici bireylerde pik noktasinin 4-6. yillar arasinda oldugu goriilmektedir. Bu durumun
benzer sekilde, kesirli mertebeden tiirevlerin hafiza etkisine sahip olmasindan kaynaklandig1

sOylenebilir.
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Sekil 9.9. Farkh o degerleri icin akut bireylerde (A) niifus degisimi
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Sekil 9.10. Farkh « degerleri icin tasiyici bireylerde (C) niifus degisimi

Sekil 9.11 ve Sekil 9.12°de ise sirasiyla iyilegen ve asilanan bireylerin zaman igerisindeki
degisimi kesirli mertebeli durumlar ve tamsay1 mertebeli durum i¢in incelenmistir. Zamanla
kesirli durumlar ile tamsay1 mertebeli durumun farkl o degerleri i¢in, o degeri arttik¢a po-

piilasyonda bulunan iyilesen ve asilanan bireylerin sayisinin da arttig1 gozlemlenmistir.
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Sekil 9.11. Farkl « degerleri icin iyilesen bireylerde (R) niifus degisimi
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Sekil 9.12. Farkl « degerleri icin asilanmus bireylerde (V) niifus degisimi

Sekil 9.13’te (4.4) sisteminde basarisiz as1 orani olan n’nin farklip = 0.1,7 = 0.2,n =
0.3 ve n = 0.4 degerleri i¢in duyarl: bireylerdeki popiilasyonun zamana bagl degisimi in-
celenmigtir. Burada parametre tahmini yontemiyle gercek veriye en uygun 7 degeri 7 = 0.1
olarak hesaplanmistir. Sekil 9.13’e gore n degeri arttik¢a popiilasyondaki duyarl bireyle-
rin sayisinin da arttigr gézlemlenmistir. Benzer sekilde Sekil 9.14’te farkli n degerleri i¢in
astlannug bireylerin sayisinin, zamana bagli degisimi incelenmisgtir. Simiilasyon sonuglarina
gore zamanla 1) degerleri arttik¢a asilanms birey sayis1 da azalmaktadir. Burada Sekil 9.13’te
gozlemlenen durumun tersi ortaya ¢cikmasi beklenen bir durumdur. Dider bir ifadeyle, ) de-
gerlerinin artmasi (basarisiz asilarin ¢cogalmasi) asilanmug bireylerin sayisinda azalisa sebep

olacagi gibi duyarli bireylerin sayisini arttiracaktir.
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Sekil 9.13. Farkl ) degerleri icin duyarh bireylerde (S) niifus degisimi
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Sekil 9.14. Farkl ) degerleri icin asilanmis bireylerde (V) niifus degisimi

Sekil 9.15°de (4.4) sisteminde asilama orani olan ’nin v = 0.001, v = 0.002, v = 0.003
ve v = 0.004 farkli degerleri i¢in duyarl: bireylerdeki popiilasyonun zamana bagl degisimi
ele alinmistir. Burada, baslangi¢c esnasinda farkli « degerleri icin popiilasyondaki duyarli
bireylerin sayimnin birbirine yakin oldugu gézlemlenip, ilerleyen yillarda v degeri arttikca
popiilasyondaki duyarli bireylerin sayisinin azaldigi goriilmektedir. Bu durum hastalia hig
yakalanmamis (duyarli) bireylerin asilanmasi sonucu HB viriisiine kars1 tam korunma sag-
ladiklan (etkin as1) seklinde yorumlanabilir. Bununla birlikte belirli bir zaman aralifindan
sonra, tekrar popiilasyondaki duyarl: bireylerin sayisinin arttigi goriillmektedir. Benzer se-
kilde Sekil 9.16°da farkli v degerleri icin popiilasyondaki latent bireylerin zamana bagl

degisimi incelenmistir. Sekil 9.16’ya gore, ~’nin latent popiilasyonu iizerinde belirgin bir et-
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kiye sahip olmadig1 gbzlemlenmektedir. Bu da asilamanin latent bireylere uygulanmadiginin

bir sonucu olarak yorumlanir.
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Sekil 9.15. Farkh ~ degerleri icin duyarh bireylerde (S) niifus degisimi
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Sekil 9.16. Farkh - degerleri icin latent bireylerde (L) niifus degisimi

Sekil 9.17°de farkl v degerleri icin popiilasyondaki asilanmig bireylerin zamana bagh
degisimi incelenmistir. Burada v degeri arttik¢a popiilasyondaki asilanmis bireylerin sayi-
sinin arttig1 goriilmektedir. Bu da aginin HB viriisiine kargt etkili oldugu ve tam koruma
sagladig1 seklinde yorumlanabilir.

Sekil 9.18’de (4.4) sisteminde latent popiilasyonundaki bireylerin akut sinifina gecis
orani olan v ’nin farkli ¢ = 0.1049,¢ = 0.1149,v¢ = 0.1249 ve ¢y = 0.1349 degerleri i¢in

duyarli bireylerdeki popiilasyonun zamana bagli degisimi incelenmistir. Burada, ¢ = 0.1049
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Sekil 9.17. Farkh ~ degerleri icin asilanmis bireylerde (V) niifus degisimi

degeri parametre tahmini yontemi uygulandiktan sonra elde edilen degerdir. ¢ degeri arttikca
popiilasyondaki duyarl: bireylerin sayisinin azaldig1 goriilmektedir. Bu da hastalikli bireyler
(latent ve akut) arasinda gecis oraninin artmasiyla, popiilasyondaki duyarli bireylerin sayi-

sinin azalmasina neden olmaktadir.
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Sekil 9.18. Farkh v degerleri icin duyarh bireylerde (S) niifus degisimi

Sekil 9.19°da farkli ¢ degerleri icin popiilasyondaki latent bireylerin zamana bagh degi-
simi incelenmistir. Burada, i) degeri arttik¢ca popiilasyondaki latent bireylerin sayisinin azal-
dig1 goriilmektedir. Sekil 9.19’a gore her ne kadar simiilasyonun ilk yillarinda (0-2) farkli
v degerleri icin latent bireyler arasinda belirgin bir fak goriilmemese de ilerleyen yillarda
(10-20), popiilasyondaki latent bireyler arasinda daha ayirt edici ve belirgin bir fark goriil-

mektedir.
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Sekil 9.19. Farkh ¢ degerleri icin latent bireylerde (L) niifus degisimi

Sekil 9.20°de farkli ¢/ degerleri icin popiilasyondaki akut bireylerin zamana bagli degi-
simi incelenmistir. Burada 1) degerleri arttik¢a popiilasyondaki akut bireylerin sayisinin da
arttig1 goriilmiistiir. Ayrica, farkli ¢ degerleri icin simiilasyon siirecinde popiilasyondaki akut

bireylerin sayisinin kararli duruma geldigi gozlemlenmistir.
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Sekil 9.20. Farkh v degerleri icin akut bireylerde (A) niifus degisimi
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10. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, gelistirilen yeni bir Hepatit-B matematiksel modelinin Caputo kesirli merte-
beden tiirev kullanilarak matematiksel analizi yapilmis ve Tiirkiye’den gergek veri ile bu
modelin parametre degerleri tahmin edilmistir. Denklem (4.4) sistemi i¢in tahmin edilen
parametre degerleri kullanilarak sayisal simiilasyonlar gerceklestirilmis ve Hepatit-B epide-
misinin gelecekteki siiregleri ongoriilmeye calisilmigtir. Tezin bu kisminda, ¢alisma boyunca

elde edilen sonuclar ve oneriler sunulmustur.

10.1. Sonuglar

Bu tez calismasinda elde edilen 6nemli sonuglar su sekilde siralanabilir:

* Uygun parametreler kullanilarak Hepatit-B hastali§in1 modelleyen yeni bir matematik-
sel yap1 olusturulmus ve elde edilen bu modelin etkinligi ve dogrulugu incelenmistir.
Olusturulan yapr Hepatit-B hastaligin en temel bilesenleri olarak kabul edilen duyarl:
(S), tastyici (C) ve iyilesmis (R) bireylerin yanisira latent (L), akut (A) ve asilanmis
(V) bireyleri de icermektedir. Bu anlamda olusturulan modelin Hepatit-B i¢in olduk¢a
etkin bir model oldugu sdylenebilir. Inceleme sonucunda olusturulan modelin, Hepatit-
B hastaliginin siireclerini sezgisel olarak dogru bir sekilde modelledigi ve gelecekteki

seyri hakkinda tahminler sundugu goriilmiistiir.

* Gelistirilen modelin daha detayli analizini yapmak ve hafiza etkisini dikkate almak
icin Caputo tipi kesirli mertebeden tiirev operatorii kullanilmigtir. Grafiksel yontemler
yardimiyla elde edilen sonuclar dikkate alindiginda kesirli mertebeden tiirevin klasik
(tamsay1) mertebeye gore daha anlamli sonuglar verdigi goriilmiistiir. Boylece Hepatit-
B hastaliginin gelecekteki seyri acisindan kesirli tiirev operatorii ile tamsay1 mertebeli

tiirev arasindaki iligski ortaya konmustur.

* Modeli olusturan sistemin biyolojik olarak anlamliligin1 gostermek acisindan nega-
tif olmayan ¢oziim bolgesi ve modelin kompartimanlarinin simirlili§i ele alinmagtir.

Ayrica ilgili sistemin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi sabit nokta teoremi kullanilarak
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incelenmistir. Boylece olusturulan sistemde ¢oziimiin var ve tek olmasi icin gerekli

kosullar elde edilmistir.

* Modelin hastalikli (endemic) ve hastaliksiz (disease-free) denge noktalar1 hesaplanmig
ve bu denge noktalarinin kararhilik analizi yapilmigtir. Boylece sistemin denge nokta-

larinin hangi kosullar atinda kararli oldugu ortaya konmustur.

* Salgin hastaliklarda ikincil enfeksiyon orami olarak bilinen ve hastalifin gelecekteki
seyri hakkinda 6nemli bilgiler veren temel iireme sayist By = 0.1997¢~* olarak he-
saplanmugtir. Bu ise biyolojik olarak Hepatit-B’nin popiilasyon icinde zamanla azalip

yok olacagi seklinde yorumlanir.

* Tirkiye’deki gercek veriler kullanilarak Hepatit-B hastalig1 i¢in olusturulan modelin
parametreleri "en kiiciik kareler egri uydurma" yontemiyle tahmin edilmis ve sayisal
simiilasyonlar bu degerlere gore yapilmistir. Sayisal simiilasyonlar yardimiyla Hepatit-
B hastaliginin gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulmusg her bir kompartimani

parametrelerin nasil etkiledigi ortaya konmustur.

10.2. Oneriler

Bundan sonraki benzer ¢alismalarda arastirmacilara yol gostermesi acisindan asagidaki

Oneriler sunulabilir:

* Calismada kullanilan Caputo kesirli tiirev operatoril yerine Riemann-Liouville, Caputo-
Fabrizio veya Atangana-Baleanu gibi farkl tiir tiirev operatorleri kullanilarak Heaptit-
B’nin gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulabilir. Béylece farkli tiir tiirev

operatorleri arasindaki iligki de ortaya konmus olur.

 Farkl: tiir biyolojik modeller iizerinde parametre tahmini yapilirken daha ¢ok veri se-
tinden yararlanilabilir. Ayrica en kiiciik kareler egri uydurma yontemi disinda maksi-

mum olabilirlik gibi farkli yontemlerden de yararlanilabilir.

* Parametrelerin temel iireme sayis1 (Ry) iizerinde ne kadar etkili oldugunu belirlemek

adina hassasiyet analizi yapilabilir.
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