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her türlü ifade ve bilginin kaynağına eksiksiz atıf yapıldığını bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and presented in

accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as required by these

rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and results that are not

original to this work.

Muhittin SUSAM
Tarih: 16/02/2022

ii



ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Matematiksel modelleme özellikle son yıllarda bir çok alanda yaygın olarak kullanılmaktadır.

Matematiksel modellemenin bulaşıcı hastalıklardaki uygulamaları çoğu bulaşıcı hastalığı ortadan kal-

dırmak için izolasyon, karantina, aşı ve tedavi gibi durumların sıklıkla gerekli olduğunu göstermiştir.

Bir popülasyondaki bulaşıcı hastalıkların hareketlerini incelemek ve gelecekteki durumlarını tahmin

etmek için matematiksel modellerden yararlanılmıştır. Bu tezde, bir popülasyondaki duyarlı (S), la-

tent (L), akut (A), taşıyıcı (C), iyileşmiş (R) ve aşılanmış (V) bireylerin yer aldığı bir Hepatit-B hasta-

lığının matematiksel modeli ele alınmıştır. Modelin daha detaylı analizini yapmak ve hafıza etkisini

ortaya koymak için Caputo kesirli mertebeden türev kullanılmıştır. Modeli oluşturan sistemin biyo-

lojik olarak anlamlılığını göstermek açısından negatif olmayan çözüm bölgesi ve kompartımanların

sınırlılığı gösterilmiştir. Ayrıca ilgili sistemin çözümünün varlığı ve tekliği incelenmiştir. Modelin

hastalıklı ve hastalıksız denge noktaları hesaplanmış ve bu denge noktalarının kararlılık analizi ya-

pılmıştır. Salgın hastalıklarda ikincil enfeksiyon oranı olarak bilinen ve hastalığın gelecekteki seyri
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hakkında önemli bilgiler veren temel üreme sayısı hesaplanmıştır. Bununla birlikte Türkiye’deki ger-

çek veriler kullanılarak Hepatit-B hastalığı için oluşturulan modelin parametreleri tahmin edilmiş ve

parametre değerleri kullanılarak sayısal simülasyonlar yapılmıştır. Sayısal simülasyonlar yardımıyla

Hepatit-B hastalığının gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulmuş ve kesirli türev ile tamsayı

mertebeli türev arasındaki ilişki ortaya konmuştur.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli türevi, Hepatit-B, kararlılık analizi, parametre tahmini, temel

üreme sayısı, varlık ve teklik
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Mathematical modeling has been widely used in many fields of science, engineering,

finance, etc. Illustrative applications of mathematical modeling to infectious diseases have

shown that isolation, quarantine, vaccination and treatment are often necessary to eradicate

most infectious diseases. Mathematical models have also been used to investigate the inte-

ractions of infectious diseases in the population and to predict their future course. In this

thesis, a new mathematical model of the Hepatitis-B disease involving susceptible (S), latent

(L), acute (A), carrier (C), recovered (R), and vaccinated (V) individuals is constructed and

its qualitative properties are discussed. In order to analyze the model in more detail and to

take into account the memory effect, the Caputo fractional derivative is used. Moreover, the

non-negative solution region and the boundedness of the compartments are provided in order
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to show the biological significance of the proposed model. In addition, the existence and uni-

queness of the solution of the system are examined. Disease-free equilibrium and endemic

equilibrium points of the model are calculated and the stability analysis of these equilib-

rium points is performed. The basic reproduction number, which is known as the secondary

infection rate in epidemics and gives important information about the future course of the

disease, is calculated. Meanwhile, a total of 12 parameters of the constructed Hepatitis-B

disease are estimated by using real data from Turkey and numerical simulations are achieved

according to these estimated parameter values. With the help of numerical simulations, pre-

dictions about the future direction of Hepatitis-B disease are performed and the relationship

between the fractional derivative and the integer-order derivative is discussed.

Keywords: Caputo fractional derivative, Hepatitis-B, stability analysis, parameter estimation,

basic reproduction number, existence and uniqueness
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Bölüm 9. MODELİN NÜMERİK ÇÖZÜMÜ VE SİMÜLASYON . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

Γ Gamma fonksiyonu

β(x, y) Beta fonksiyonu

Eα(y) Mittag-Leffler fonksiyonu
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1. GİRİŞ

Son yıllarda literatürde, bulaşıcı hastalıkları modelleyen ve gelecekteki seyirlerini araş-

tıran birçok çalışma yer almaktadır. Bu hastalıklardan biri, karaciğer enfeksiyonunun yol

açtığı dünya çapında yaygın olarak görülen ve Hepatit-B virüsünün (HBV) neden olduğu

Hepatit-B hastalığıdır. Bu hastalığın kaynağı olan enfekiyon, karaciğer enzimlerinin yük-

selmesine neden olup kan yoluyla, vücut sıvılarıyla ve mukoza teması ile insandan insana

bulaşmaktadır. Bazı insanlarda HBV, enfekte olduktan sonra hastalığa yol açmaksızın vü-

cutta yaşamını sürdürebilir. Bazı enfekte olmuş kişilerde ise hastalığı atlatmalarına rağmen

virüs vücuttan atılamaz. Bu enfekte olmuş kişilerde bulunan virüs, herhangi bir belirti gös-

termese bile kişinin taşıyıcılığı ve hastalığı bulaştırma riski devam eder. Hepatit-B hastalığı,

akut enfeksiyonlu bireyler ve kronik enfeksiyonlu bireyler olmak üzere ikiye ayrılır. Akut

HBV, yakalanan bireylerin enfeksiyona maruz kaldıktan sonraki ilk 6 ay içinde ortaya çı-

kan belirtileriyle anlaşılan kısa süreli bir hastalıktır. Akut Hepatit-B’ye yakalanan bireylerde;

bitkinlik, iştahsızlık, bulantı veya kusma, ateş, sarılık (sarı cilt veya göz rengi, koyu renkli

idrar, kil renkli dışkı), kas, eklem ve mide ağrısı gibi semptomlar görülmektedir. Fakat akut

aşamada çoğu birey herhangi bir semptom belirtisi göstermez. Bununla birlikte, bazı du-

rumlarda insanlar sarılık, eklem ağrısı, kusma, yorgunluk, koyu renkli idrar ve karın ağrısı

gibi semptomları gösteren akut bir HBV hastalığına sahiptir. Kronik HBV ise yakalanan bi-

reylerde Hepatit-B virüsünün vücuda girerek 6 aydan uzun süre enfeksiyonun geçmediği ve

karaciğer hasarı (siroz), karaciğer kanseri ve ölüm gibi kötü sonuçlar doğurabilecek şekli-

dir (Acıbadem, 2021). Akut HBV’nin bilinen bir tedavisi yoktur ancak kronik HBV ilaç

kullanılarak kontrol altına alınabilir.

HBV enfeksiyonu, insandan insana hem yatay hem de dikey yollarla bulaşır. Bir insan-

dan diğer bir insana HBV, kan veya su, cinsel temas, güvenli olmayan şırıngaların veya iğ-

nelerin yeniden kullanılması yollarıyla bireylere tekrardan bulaşabilir. Bu tür bulaşma; yatay

bulaşma olarak bilinir. HBV ile enfekte olmuş bir anne de virüsü yeni doğan bebeğine aktara-

bilir ve buna da dikey bulaşma adı verilir. HBV’nin yaygın bulaşma yolları arasında, perkütan

(paranteral) bulaşma, erken dönem çocukluk çağı enfeksiyonu, cinsel temasla bulaşma, kon-

tamine su veya yiyecek, kan nakli, güvenli olmayan enfeksiyon, sağlık çalışanlarının mesleki

maruziyeti gibi bulaşma yolları ve risk grupları bulunmaktadır (Devin ve diğerleri, 2018).

1



Tablo 1.1’de HBV’nin bulaşma yolları ve risk grupları gösterilmiştir (Hoyrazlı, 2012).

Tablo 1.1. HBV’nin bulaşma yolları ve risk grupları

Bulaşma yolu Risk grupları
Perkütan (paranteral) bulaşma Çoğul transfüzyon yapılan hastalar,

hemodiyaliz hastaları, damar içi madde bağımlıları
ve dövme yaptıranlar, sağlık personeli

Cinsel temasla bulaşma Erkek eşcinseller ve çok partnerli heteroseksüeller
HBV taşıyıcılarının cinsel partnerleri

Dikey bulaşma HBV taşıyıcısı annelerin bebekleri
Yatay bulaşma Kötü hijyen ve düşük sosyoekonomik durum,

kalabalık yaşam şartları

Aşağıda verilen Şekil 1.1’de ise Hepatit-B hastalığının doğal bulaşma seyri şematik ola-

rak gösterilmiştir:

Şekil 1.1. HBV doğal seyri (Avrupa Hastalık Önleme ve Kontrol Merkezi, 2007)

Viral Hepatit kavramı, ilk olarak milattan önce V. yüzyılda "Hippocrates epidemik (en-

feksiyoz) sarılığı" şeklinde ifade edilerek tanımlanmıştır. Tıp tarihi incelendiğinde, ilk defa

eski Yunan ve Romalılara ait belgelerde aynı zamanda sarılık olarak da bilinen bu hasta-

lığa değinildiği görülmektedir. Bunların çoğu Hepatit-A virüsünden kaynaklanırken, kan ve

kan ürünlerinin yaygın olduğu yerlerde, HBV’nin insandan insana bulaşma geçişleri göz-

lenmeye başlamıştır (Mahoney, 1999). Kan ve kan ürünleri ile doğrudan bulaşan Hepatit

formu, ilk kez 1883 yılında Lurman tarafından tanımlanmış ve HBV enfeksiyonunun top-

lum için önemi ilk olarak Almanya’nın Bremen kentinde çiçek hastalığına karşı bir aşılama

kampanyası sırasında ortaya çıkmıştır (Lurman, 1885). 1947’de Hepatit A ve B terimleri,
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Mccallum ve Bauer tarafından bulaşıcı (salgın) ve serum Hepatiti (hastalığın ilk keşfedildi-

ğinde aldığı isim) arasında ayrım yapmak için verilmiştir (MacCallum ve diğerleri, 1947).

Bu terimler, 1973 yılında Dünya Sağlık Örgütü’nün (DSÖ) viral Hepatit üzerine çalışan bi-

limsel grubu tarafından kabul edilmiştir. Ulusal Sağlık Enstitüleri’nde (USE) Blumberg ve

arkadaşları, Avustralyalı bir kişinin serumunda çok sayıda kan transfüzyonu olan hastanın

serumu ile agar jeli üzerinde çökelti formunda bir antijen olduğunu göstermiş ve bu prote-

ine günümüzde "Hepatit-B yüzey antijeni (HBsAg)" olarak bilinen "Avustralya antijeni-Au

antijeni" adını vermişlerdir. Zamanla bu proteinin B tipinin Hepatit ile ilişkili olduğu açıkça

görülmüş ve 1968 yılında Prince, Okochi ve Murakam‘ın liderliğindeki araştırmacılar, Au

antijenin (Hepatit-B yüzey antijeni) sadece Hepatit-B tipi ile enfekte olan hastaların serum-

larında bulunduğunu göstermişlerdir (Prince, 1968), (Okochi ve Murakami, 1968).

Şekil 1.2. HBV elektron mikroskopik görünümleri (Hoyrazlı, 2012)

Viral Hepatit virüsü, tüm dünyada yaygın olarak görülen, ülke ekonomilerini çok yakın-

dan ilgilendiren ve halk sağlığını tehdit eden bulaşıcı bir hastalıktır. Dünya genelinde, has-

talığın büyük oranda geç dönemde semptomlar belirtmesi, hastaların büyük çoğunluğunun

enfeksiyonu taşıdıklarının farkına varmaması ve Hepatit’e dikkat çekmek amacıyla 28 Tem-

muz "Dünya Hepatit Günü" olarak belirlenmiştir. Dünya Sağlık Örgütü (DSÖ) verilerine

göre dünya genelinde küresel olarak 250 milyondan fazla insan kronik HBV enfeksiyonu

ile yaşıyor ve Hepatit-B, her yıl yaklaşık 900.000 kişinin hayatına mal oluyor. Bu nedenle

HBV salgını, dünyada küresel olarak halk sağlığını tehdit etmeye devam etmektedir (DSÖ

2020(b)).

Hepatit-B yaygınlığının en yüksek olduğu bölgeler, yetişkin nüfusunun sırasıyla % 6,2

ve % 6,1’inin hastalıklı olduğu DSÖ Batı Pasifik bölgesi ve DSÖ Afrika bölgesidir. DSÖ
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Şekil 1.3. Kronik HBV prevalansı (Hastalık Önleme ve Kontrol Merkezi, 2008)

Doğu Akdeniz bölgesi, DSÖ Güneydoğu Asya bölgesi ve DSÖ Avrupa bölgesi’nde ise ge-

nel nüfusunun sırasıyla tahmini % 3,3, % 2,0 ve %1,6’sı enfekte olmuş ve DSÖ Amerika

bölgesinde nüfusun % 0,7’si enfekte olmuş bireylerdir (DSÖ 2020(b)).

2016 yılı itibari ile 27 milyon kişi (Hepatit-B enfeksiyonu ile yaşadığı öne sürülen ve

tüm insanların %10,5’ini oluşturan kişiler) enfeksiyonlarının farkındayken; teşhis konulan

kişilerin 4,5 milyonu (%16,7) tedavi görmektedir. En son DSÖ tahminlerine göre, kronik

olarak HBV ile enfekte olmuş beş yaşın altındaki çocukların oranı, 1980’den 2000’lerin

başına kadar olan aşı öncesi dönemdeki yaklaşık %5’lik orandan 2019’da %1’in altına kadar

düşmüştür.

Kronik HBV, güvenli, elde edilebilir ve etkili aşılarla önlenebilen bir bulaşıcı hastalık-

tır (DSÖ 2020(b)). DSÖ; ülkeleri, hepatit-B enfeksiyonu taşıyıcılık oranları açısından düşük

(<%2), orta (%2-8) ve yüksek (>%8) endemik bölgelere ayırmıştır (DSÖ 2020(c)). Ülke-

mizde Hepatit-B yüzey (surface) antijeni (HBsAg) pozitifliği, bölgeler arası farklılıklar gös-

termekle birlikte ortalama %4’ tür ve ülkemiz Hepatit-B açısından orta endemik bölgesinde

yer almaktadır (Turan, 2017).

Türkiye‘de, Hepatit-B epidemiyolojisi ile ilgili birçok araştırma ve çalışmalar yapılmış-

tır. Bunların sonuçlarına göre, ülkemizde yaklaşık 6,8 milyon sağlıklı kişide Hepatit-B yü-

zey antijeni (HBsAg) pozitifliği vardır. Test sonucu kişinin Hepatit-B aşısına başarıyla tepki

gösterdiğine veya akut bir Hepatit-B enfeksiyonundan iyileştiğine işaret eden, antiHBs pozi-
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tifliği %30 ve %40 aralığında bulunmuştur. Bu sonuçlar doğrultusunda ülkemizde, kanında

HBV enfeksiyonu bulunan bireylerin %50‘lere yakın olduğunu görülmektedir. Bu durum,

Türkiye‘de halkın yarısının Hepatit-B enfeksiyonu taşıyan kişiler ile temas ettiğini ortaya

koymaktadır (Goldstein ve diğerleri, 2002).

Ülkemizde, yaklaşık 3,3 milyon kişinin Hepatit-B ile enfekte olduğu tahmin edilmekte-

dir (Akarca, 2008). Ülkemizde, hastalığın bulaşının aynı yaş gruplarında bulunan bireylerde

fazlaca görüldüğü, gebelerde HBsAg ve özellikle de HBeAg prevalansının düşük olması ne-

deniyle vertikal geçişin (anneden çocuğa hastalığın bulaşma yolu veya dikey yolla bulaşma)

düşük olduğu bireylerde ise daha az görüldüğü bilinmektedir. HBV bulaşması, aile içinde

başlıca çocukluk ve adolesan dönemde gerçekleşmektedir. Türkiye’de kronik karaciğer has-

talıklarının demografik profili de bunu desteklemektedir (Furuncuoğlu ve diğerleri, 2008).

Avrupa ülkeleri ile kıyaslandığında, genel popülasyonda Hepatit-B prevalansının en yük-

sek olduğu ülkelerden biri de Türkiye’dir (ECDC, 2010). Kronik Hepatit-B enfeksiyonları,

ülkemizin hemen hemen her köşesinde görülmektedir. Güneydoğu Anadolu bölgesinde ya-

pılan bir çalışmada, kırsal alanda yaşayan sağlıklı bireylerde HBsAg pozitifliği %8,2 iken

şehirde yaşayanlarda bu oran %6,2 olarak tespit edilmiştir (Dursun ve diğerleri, 2005).

Şekil 1.4. Türkiye’de HBV taşıyıcılık oranlarının bölgesel dağılımı (TURKHEP, 2010)

Orta doğu ve Akdeniz ülkelerinde en sık rastlanan bulaş yolunun yatay geçiş olduğu

kabul edilmektedir. HBV enfeksiyonunun, dikey geçiş durumunda daha fazla kronik HBV

hastalığına eğilim gösterdiği de bilinmektedir (Furuncuoğlu ve diğerleri, 2008).
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Şekil 1.5. Türkiye’de HBV taşıyıcılık oranlarının yaşa göre dağılımı (TURKHEP, 2010)

Hepatit-B virüsünün vücut dışında en az 7 gün canlı kaldığı, bu süre zarfında virüsün aşı

tarafından korunmayan bir kişinin vücuduna girerse enfeksiyonu bulaştırmaya sebep olabi-

leceği bilinmektedir. Hepatit-B virüsünün ortalama kuluçka süresi 75 gün olmakla birlikte

30 ile 180 gün arasında da değişiklik gösterebilmektedir. Virüs, enfeksiyondan sonraki 30 ile

60 gün içinde tespit edilirse, kronik Hepatit-B’ye dönüşebilir (DSÖ 2020(b)). Kısmen çift

sarmallı DNA’dan oluşan ve dairesel genomlu olan Hepatit-B virüsü (HBV), ters kopyalan-

masıyla birlikte RNA ara formu aracılığıyla çoğalır (Locarnini, 2004). Yani; HBV, bir DNA

virüsü olmasına karşın “revers transkriptaz” enzimi kodlar ve bu enzim sayesinde RNA ara-

cısı üzerinden replike olur. Enfekte hücre çekirdeğinde bir minikromozom şeklinde bulunur

(Locarnini, 2004).

Kronik HBV taşıyıcıları için yaygın olarak bulunan etkili bir tedavi yoktur. Hepatit-B

aşısı ile aşılama, en etkili önleme tedbiridir (Shepard ve diğerleri, 2006). Viral zarf protein-

lerinden (HBsAg) birinin kullanımına dayanan HBV enfeksiyonunun önlenmesi için birkaç

aşı geliştirilmiştir. Aşı bireylerin % 85-90’ına karşı koruma sağlar (Shepard ve diğerleri,

2006). Temel aşılar, 3 dozlu HBV aşılamasını ve HBV doğum dozunu (yani doğumdan

sonraki 24 saat içinde) içerir. 1991’de DSÖ, Hepatit-B aşılamasının 1995’e kadar HBsAg

taşıyıcı yaygınlığı % 8 olan tüm ülkelerde ve 1997’ye kadar tüm ülkelerde ulusal aşılama

sistemine dahil edilmesini tavsiye etmiştir. 2002’ye kadar, 154 ülkede HBV ile rutin bebek

aşılaması mevcuttu (Lavanchy, 2004). 1998 yılında ülkemizde Hepatit-B aşısı, rutin çocuk-

luk çağı aşı takvimine eklenmiştir. 2005-2009 yılları arasında ülkemizdeki okullarda yapılan

aşılama, destek amaçlı ve risk grubundaki çocuklarda uygulamaya alınmıştır. Hepatit-B aşısı
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ülkemizde, bebeklerde ilk dozu doğumda, 2. ve 3. dozlarını ise 1 ve 6 aylıkken, risk grubun-

daki bebeklerde ise 0,1 ve 6 ay takvimi ile 3 doz olarak ücretsiz bir şekilde uygulanmaktadır.

1990 yılında 5 yaş altı çocuklarda 370 olan akut Hepatit-B vaka sayısı, 2018 yılı itibariyle

7’ye kadar düşmüştür. 5 yaş altı çocuklardaki akut Hepatit-B hastalığının görülme sıklığı da

1990 yılında 100.000 de 6,2 iken, 2018 yılında 100.000 de 0,1 olarak gerçekleşmiştir (Ana-

dolu ajansı, 2021).

Epidemiyolojık çalışmalar, bulaşıcı hastalıkların bir toplumdaki etkisini anlama ve gele-

cekteki seyrini yorumlamada önemli bir rol oynamaktadır. Diğer taraftan matematiksel mo-

delleme; model oluşturma, parametrelerin tahminini yapma, değişken parametrelerle model-

lerin hassasiyetini kontrol etme ve sayısal simülasyonlarını hesaplama yöntemleriyle araştı-

rılmaktadır. Bu tür araştırmalar, popülasyonda yayılan hastalık oranını anlamaya ve modelde

kullanılan parametreleri kontrol etmeye yardımcı olmaktadır. Bu tür hastalık modellerine

genellikle bulaşıcı (salgın) hastalıklar (bir kişiden diğerine geçen hastalık) denir (Ashraf ve

diğerleri, 2019), (Ashraf ve diğerleri, 2018).

Bu tez çalışması on bölümden oluşmaktadır.

Tezin birinci bölümünde, HB hastalığının bulaşma yolları ve dünyada HB hastalığının

bireylere bulaşma oranları hakkında bazı verilerden bahsedilmiştir.

Tezin ikinci bölümünde, birçok salgın hastalığın matematiksel modellerle çeşitli bölge-

lerde yayılım hareketlerinin yönleri üzerinde çalışma yapan bilimsel eserlere değinilmiştir.

Ayrıca Hepatit-B hastalığının matematiksel modellemesi üzerine kaynak araştırması yapıl-

mıştır. Bununla birlikte, kesirli mertebeden türev ve integral kavramlarının kısa bir tarihine

değinilmiştir.

Tezin üçüncü bölümünde, çalışma boyunca kullanılacak olan bazı temel tanımlar ve te-

oremlerden bahsedilmiştir. Aynı zamanda kesirli türev ve integral ile ilgili bazı özellikler

verilmiştir.

Tezin dördüncü bölümünde, Hepatit-B hastalığının enfeksiyona karşı bağışıklık tepkisi-

nin çeşitli yönlerini analiz etmek için, kesirli mertebeden yeni bir matematiksel model oluş-

turulmuştur. Ayrıca tam sayılı mertebeden kesirli mertebeye geçiş için boyutsal tutarlılığa

dikkat çekilmiştir.

Tezin beşinci bölümünde, oluşturulan kesirli mertebeden matematiksel modelin negatif

olmayan çözüm bölgesi, sınırlılığı, hastalığın temel üreme sayısı, denge noktaları hesaplan-

mış ve hastalıksız denge noktasının kararlılık analizi yapılmıştır.
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Tezin altıncı bölümünde, oluşturulan kesirli mertebeden matematiksel modelin çözümü-

nün varlık ve tekliği incelenmiştir.

Yedinci bölümde, oluşturulan kesirli mertebeden matematiksel modelin parametre de-

ğerlerinin belirlenmesi için kullanılan en küçük kareler eğri uydurma yönteminin çalışma

algoritması verilmiştir. Ayrıca tahmin edilen bu parametre değerleri ve gerçek veriye göre

uydurulan eğri sunulmuştur.

Tezin sekizinci bölümünde, bahsi geçen matematiksel modelin çözümünü bulmak için

kullanılan Adams-Bashforth tahmin edici-düzeltici sayısal yöntemin temel algoritması veril-

miştir.

Tezin dokuzuncu bölümünde, oluşturulan Hepatit-B kesirli mertebeden matematiksel

modelin sayısal çözümleri elde edilmiş ve sonuçlar grafiklerle gösterilmiştir. Ayrıca bulunan

sonuçların ve elde edilen bulguların biyolojik önemi tartışılmış ve ilgili yorumlar yapılmıştır.

Tezin son bölümünde ise elde edilen sonuçlar maddeler halinde sunulmuş ve bundan

sonra benzer çalışmalar yapacak olan araştırmacılara önerilerde bulunulmuştur.
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI

Literatürde birçok araştırmacı tarafından HBV gibi salgın olan hastalıkların çeşitli bölge-

lerde yayılım hareketlerinin yönlerini ve enfeksiyon sırasında bağışıklık tepkisini matema-

tiksel modellerle gösteren birçok çalışma yapılmıştır.

Daniel Bernoulli’nin 1766 yılında yayımladığı, “An attempt at a new analysis of the mor-

tality caused by smallpox and of the advantages of inoculation to prevent it” isimli bilimsel

çalışması, bulaşıcı hastalıklar ile ilgili ilk matematiksel modellerin yer aldığı çalışmadır. Yap-

tığı çalışmasında Bernoulli, bu dönemde çiçek hastalığı için geliştirilen bir aşılama yöntemi

olan variolation (çiçek aşısı) tartışmalarını matematiksel bir model oluşturarak değerlendir-

miştir. Bernoulli, oluşturduğu matematiksel modelle, yapılacak olan sürekli aşılama netice-

sinde, beklenen ortalama ömür süresinin toplum için 26 yıl 7 aydan 29 yıl 9 aya çıkacağını

ispatlamıştır (Bernoulli ve diğerleri, 2004).

Yapılan bu tür çalışmalar, bulaşıcı hastalıklarda yayılma oranının tahmin edilmesine ve

bununla birlikte matematiksel modellere yeni bir yön kazandırmaya çok büyük katkı sun-

maktadır. Bu bağlamda, en temel bulaşıcı hastalık modeli olan SIR modelini kullanan Mc-

Kendrick ve Kermack isimli bilim insanları, 1927 yılında yayımladıkları “A Contribution

to the Mathematical Theory of Epidemics” makaleleri ile bulaşıcı hastalıkların matematik-

sel modellemesine yeni bir ivme kazandırmışlardır (Braurer, 2008). A. G. McKendrick ve

W. O. Kermack çalışmalarını, 1932 ve 1933 yıllarında yayınladıkları makaleler ile geliştir-

mişlerdir. Kermack-McKendrick Modeli, kapalı bir popülasyonda zaman içinde gerçekleşen

bulaşıcı bir hastalığın yayılmasını açıklamaya çalışan bir matematiksel modeldir.

1906’da Hamer, kızamık hastalığının yeniden tekrarlaması (nüksetmesi) üzerine bir ma-

tematiksel model geliştirmiştir (Hamer, 1906). Ross ise sıtma hastalığının dinamikleriyle ve

hastalığın kontrolü ile ilgilenmiş, 1911’de sıtma hastağının, diferansiyel denklem sistemleri

kullanarak matematiksel modelini oluşturmuştur. 1926 yıllından itibaren bulaşıcı hastalık-

larla ilgili birçok epidemik model geliştirilmiştir (Ross, 1911).

Anderson ve May, HBV’nin taşıyıcılarda yayılması üzerindeki etkilerini göstermek için

basit bir matematiksel model kullanmışlardır (Anderson ve May, 1991). Anderson ve Willi-

ams, yaşa ve cinsel aktiviteye göre heterojen karışımı içeren HBV’nin cinsel bulaşma model-

lerini açıklamıştır (Anderson ve diğerleri, 1992), (Williams ve diğerleri, 1996). Edmunds
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ve diğerleri, HBV’nin enfeksiyon yaşı ile taşıyıcılık durumunun gelişimi arasındaki ilişkiyi

göstermiştir (Edmunds ve diğerleri, 1993). Medley ve diğerleri, enfeksiyon yaygınlığını bü-

yük ölçüde bulaşma hızı, enfeksiyonda ortalama yaş ve enfeksiyondan sonra taşıyıcı sınıfının

gelişme ihtimalini ilişkilendiren bir geri bildirim mekanizma modeli vermişlerdir (Medley

ve diğerleri, 2001). Thornley ve diğerleri ise Yeni Zelanda’daki kronik Hepatit-B enfeksiyo-

nunu tahmin etmek için Medley modelini uygulamıştır (Thornley ve diğerleri, 2008).

Gelişmekte olan ülkelerde HBV’nin yayılması, gelişmiş ülkelerdekinden farklıdır. Ed-

munds ve diğerleri, çocukluktaki HBV’nin bulaşma oranının salgın hastalık düzeyinin temel

belirleyicisi olduğunu ve ayrıca gelişmekte olan ülkelerde cinsel temas oranlarını modelle-

mişlerdir (Edmunds ve diğerleri, 1996). Gelişmekte olan ülkelerdeki cinsel temas oranları

hakkında çok az şey bilinmektedir. McLean, Blumberg ve Edmunds gelişmekte olan ülke-

lerde HBV bulaşma modellerini incelemiş ve Williams, Birleşik Krallık’ta bir HBV modeli

tanımlamıştır (McLean ve diğerleri, 1994), (Edmunds ve diğerleri, 1996(a)), (Williams

ve diğerleri, 1996). Ciupe ve diğerleri, akut HBV enfeksiyonunu, efektör hücrelerin aktivas-

yonu ve ilerlemesine ilişkin zaman gecikmesinin rolünü incelemek için standart bir bağışıklı-

lık tepki modelini genişletmiş ve HBV enfeksiyonunu kontrol etmeden önce de varolan veya

aşı ile uyarılan antikorların rolünü araştırmışlardır (Ciupe ve diğerleri, 2007(a)), (Ciupe

ve diğerleri, 2007(b)), (Ciupe ve diğerleri, 2014). Min ve arkadaşları, HBV enfeksiyonuna

duyarlılığı açıklamak için bir kitle eylemi yerine standart bir model işlevi kullanmışken,

Gourley ve diğerleri de bu modelin zaman gecikmeli bir uzantısını geliştirmiştir (Min ve di-

ğerleri, 2008), (Gourley ve diğerleri, 2008). Hews ve diğerleri, modelin mevcut verileri daha

iyi temsil etmesine ve temel üreme sayısı bakımından daha gerçekçi değerler elde etmesine

yardımcı olmak amacıyla HBV popülasyonu için lojistik bir büyüme ve standart bir model

kullanmıştır (Hews ve diğerleri, 2010).

Yavuz ve Bonyah, 2019 yılında yaptıkları çalışmasında kesirli mertebeden oluşturdukları

dinamik şistozomiyaz modeli Liouville – Caputo ve Atangana-Baleanu türev operatörlerini

kullanarak incelemişlerdir. Ayrıca Laplace dönüşümü ve Sumudu – Picard entegrasyon tek-

niği aracılığıyla yinelemeli şema kullanarak iki operatör için bazı özel çözümler elde etmiş-

lerdir (Yavuz ve Bonyah, 2019).

Yavuz ve Özdemir, 2020 yılında yaptıkları çalışmasında SIR modelini kullanarak bi-

reylerin kalıcı bağışıklık kazandıkları hastalıkların bulaşma hareketlerini simülasyonlar ile

göstermiş ve elde ettikleri sümülasyonları yorumlamışlardır. (Yavuz ve Özdemir, 2020).
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Yavuz ve arkadaşları, 2020 yılında yaptıkları çalışmada HIV hastalığının yayılmasını ta-

nıtan bir matematiksel modeli incelemişlerdir. Ayrıca Lyapunov fonksiyonel yaklaşımı kul-

lanılarak endemik denge noktasının küresel hareketlerini tartışıp, teorik sonuçlarının etkinli-

ğini göz önünde bulundurarak ve keyfi mertebeli türevin etkisini gözlemlemek için modelin

nümerik simülasyonları ve grafiksel sunumlarını gerçekleştirmişlerdir (Yavuz ve diğerleri,

2020).

Yavuz ve Sene, 2020 yılında yaptıkları çalışmalarında kesirli mertebeden bir av-avcı mo-

delini ele almışlardır. Riemann-Liouville integralinin nümerik çözümlerinin ayrıştırılmasına

bağlı yeni bir ayrıştırma modeli tanıtmışlar ve av-avcı kesirli modeline karşılık gelen nüme-

rik çözümlerin ayrıştırılmasını elde etmişlerdir (Yavuz ve Sene, 2020).

Naik ve diğerleri, 2020 yılında yaptıkları çalışmalarında kaotik davranışa yol açan kan-

ser hücreleri, sağlıklı CD4+T lenfositleri ve enfekte olmuş CD4+T lenfositleri arasındaki

etkileşimleri içeren kesirli mertebeden Caputo anlamında HIV-1 modelini sunmuşlardır. Ke-

sirli mertebeden türevin süreç içerisindeki hareketliliğin önemli bir etkiye sahip olduğunu

göstermişlerdir (Naik ve diğerleri, 2020).

Evirgen ve Yavuz, 2018 yılında yaptıkları çalışmalarında Caputo-Fabrizio türevinin, op-

timizasyon problemlerinde optimal çözüm yörüngelerini araştırıp optimal çözümler bulmak

için hem uygulanabilir hem de verimli olduğunu göstermişlerdir (Evirgen ve Yavuz, 2018).

Tamsayı mertebeli adi diferansiyel denklemleri kullanarak oluşturulan matematiksel mo-

dellerin, biyolojik sistemlerin yayılımlarını anlamada yeterli olmadığı ispatlanmıştır (Djord-

jevic ve diğerleri, 2003). Biyolojik sistemler için, kesirli mertebeden matematiksel modelleri

kullanmak daha yakın sonuçlar vermektedir. Çünkü kesirli mertebeden matematiksel model-

ler ile kurulan sistemler, tam sayılı mertebeden matematiksel modellere göre daha kapsamlı

sonuçlar vermektedir (Ahmad ve diğerleri, 2020).

Diğer taraftan, kesirsel diferansiyel teorisi, Leibniz’in 1695’deki çalışmalarına dayan-

maktadır. Leibniz ve Newton tarafından ortaya konulan tam sayılı mertebeden türev ve in-

tegral kavramlarının daha genelleştirilmiş şekli olarak kabul edilen kesirli mertebeden türev

ve integral kavramları, aslında tam sayılı mertebeden türev ve integral kavramları kadar es-

kiye dayanmaktadır. Kesirli mertebeden türev ile ifade edilmek istenen kavram aslında her-

hangi bir mertebeden (keyfi) türevi ifade etmektedir. Kesirli diferansiyel denklemlerin ortaya

çıkması, diferansiyel denklemlere kesirli analiz uygulanması yoluyla elde edilen bir genelle-

meden meydana gelmiştir. Bu fikir ilk kez, 1695 yılında L’Hospital tarafından ortaya atılmış-
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tır. L’Hospital, Leibniz’e yönelttiği bir soruda, dnf(x)
dxn

şeklindeki ifadede (Leibniz gösterimi

olarak da bilinir), n = 1
2

olacak şekilde alınırsa sonucun ne olacağını sormuştur. Leibniz bu

soruya, “Bu aşikâr bir paradokstur (aykırı bir sonuç) fakat bir gün bu aykırı sonuçtan oldukça

yararlı sonuçlar ortaya çıkarılacaktır.” cevabını vermiştir (Miller ve Ross, 1993). L’Hospital

bu sorusuyla, ilk defa kesirli mertebeden türev kavramını literatüre kazandıran isim olmuş-

tur. Ayrıca L’Hospital, 1819’da bir çalışmasında, ilk kez keyfi mertebeden türev kavramından

bahsetmiştir.

Matematiğin gerçek hayat ile iç içe olan önemli uygulamalarında yer alan kesirli türev

ve bunu içeren kısmi diferansiyel denklemlerden, özellikle kesirli mertebeden türevli olan-

larının kullanımı yaygın hale gelmiştir. Son zamanlarda birçok bilim adamı yaptıkları çalış-

malarında, gerçek hayat problemlerine yönelmişlerdir. Bu eğilim, yeni model yapılarından

gerçek hayat problemlerine ve kesirli türevli diferansiyel denklemlerin uygulanmasına kadar

gelmektedir. Fiziksel olayları belirten diferansiyel denklemlerin mertebeleri, söz konusu fi-

ziksel olayın değişim hızını belirlemektedir. Tamsayı mertebeli diferansiyel denklemler, bazı

fiziksel olayları açıklama konusundaki birtakım eksiklikleri kapatmasında ve fiziksel olayla-

rın anlaşılmasında önemli rol oynamaktadır (Podlubny, 1998), (Diethelm, 2010), (Aguilar

ve Baleanu, 2014), (Gomez ve diğerleri, 2014), (Baleanu ve diğerleri, 2016), (Zhang ve

diğerleri, 2016) .

Kesirli türev ve kesirli integral kavramları; uygulamalı bilimler, mühendislik, finans, je-

oloji, termal bilimler, sismoloji, sıvı akışkanları, elastik teorisi, termodinamik ve hidrodina-

mik gibi bilim dallarında pek çok uygulamaya sahiptir (Celik ve Duman, 2012), (Gorial,

2011), (Jafari ve Gejii, 2006). Buna karşın bu alandaki en erken sistematik çalışmalar, XIX.

yüzyılda Liouville, Riemann ve Holmgren tarafından yapılmıştır (Podlubny, 1999). Kesirli

analiz üzerine Leibniz dışında, Riemann, Euler, Liouville, Laplace ve Fourier gibi birçok

ünlü matematikçinin de çalışmaları olmuştur. Fiziksel süreç ve sistemlerin, kesirli matema-

tiksel modellerinin elde edilmesindeki bu süreç ve sistemlerin sahip olduğu özelliklere göre

Riemann-Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov gibi farklı kesirli türev modelleri kullanıl-

mıştır. Bunun bir sebebi de her bir kesirli türevin, diğerlerine göre farklı özellik ve avan-

tajlara sahip olmasıdır (Kisela, 2008). Tam sayı mertebeli türev yerel modellemeyi, kesirli

mertebeli türev ise global modellemeyi sağlar. Bu yüzden, kesirli türev içeren diferansiyel

denklem modelleri kullanılarak farklı türden çalışmalar yapılmış ve bu çalışmalar literatürde

daha kapsamlı matematiksel modellerin ortaya çıkmasına sebep olmuştur (Demir ve diğer-

12



leri, 2013), (Demir ve Özbilge, 2014), (Demir ve diğerleri, 2015), (Bayrak ve Demir,

2018), (Huang ve Liu, 2005), (Kilbas, 2006), (Podlubny, 1999), (Atangana ve Baleanu,

2016), (Atangana ve Koca, 2017).

Literatürde, kesirli mertebeden türev anlamında sıkça kullanılan türevler, Caputo ve Riemann-

Liouville kesirli türevleridir. Bu türev tanımları, gerçek hayat probleminde; madde taşınımı,

akışkanlar mekaniği, popülasyon modelleri, kontrol sistemleri ve finansal değişimler gibi

pek çok alanda etkili bir şekilde uygulanmıştır. Ayrıca son yıllarda farklı tür çekirdek kul-

lanılarak tanımlanmış kesirli türev operatörleri de mevcuttur. Örneğin, 2015 yılında üstel

fonksiyonu çekirdek olarak kullanan Caputo-Fabrizio (Caputo ve Fabrizio, 2015) ve 2016

yılında Mittag-Leffler fonksiyonunu çekirdek olarak kullanan Atangana-Baleanu (Atangana

ve Baleanu, 2016) kesirli türev tanımları ortaya konmuştur.
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3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde çalışma boyunca kullanılacak olan bazı temel kavramlar ve teoremler üze-

rinde durulacaktır.

Tanım 3.1 Karmaşık düzlemin sağ yarısında yakınsak olan z > 0 için,

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt (3.1)

Γ(z) şeklinde ifade edilen fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Podlubny, 1998).

Faktöriyel fonksiyonunun keyfi mertebeye genişlemesi olarak ifade edilen Gamma fonksi-

yonu aşağıdaki özelliklere sahiptir:

Γ(z + 1) = z! (z ∈ N), (3.2)

Γ(z + 1) = zΓ(z), (3.3)

Γ(
1

2
) =
√
π, (3.4)

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
. (3.5)

Tanım 3.2 a, b > 0 olmak üzere Beta fonksiyonu,

β(a, b) =

∫ 1

0

ta−1.(1− t)b−1dt (3.6)

veya

β(a, b) = 2

∫ π
2

0

(sin θ)2a−1(cos θ)2b−1dθ, (3.7)

β(a, b) =

∫ ∞
0

ua−1

(1 + u)a+b
du (3.8)

integralleri ile tanımlanır (Podlubny, 1998).

Beta fonksiyonu simetrik bir fonksiyondur. Beta fonksiyonu aşağıdaki bağıntılara sahiptir:

β(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
, (3.9)

β(a, 1− a) = Γ(a)Γ(1− a) =
π

sin πa
. (3.10)
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Tanım 3.3 α > 0 olmak üzere bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
(x ∈ C, Re(α) > 0) (3.11)

şeklindedir (Kilbas, 2006).

Aynı zamanda Mittag-Leffler fonksiyonu üstel fonksiyonun bir genelleştirilmesi olarak da

ifade edilmektedir. Bu fonskiyon 1903 yılında, İsveçli bir matematikçi olan Magnus Gustaf

Mittag-Leffler tarafından ortaya konulmuştur. Mittag-Leffler fonksiyonunda α = 1 alınırsa,

E1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

xk

k!
= ex (3.12)

şeklindeki üstel fonksiyon bulunur.

Tanım 3.4 α, β > 0 olmak üzere, iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
(x, β ∈ C, Re(α) > 0) (3.13)

şeklinde tanımlanır (Kilbas, 2006).

İki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu Ravi P. Agarwal ve Arthur Erdelyi tarafından 1953

yılında bulunmuştur. Mittag-Leffler fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir:

Eα,1(y) = Eα(y), (3.14)

E1,1(y) =
∞∑
k=0

yk

Γ(k + 1)
= ey, (3.15)

E1,2(y) =
∞∑
k=0

yk

Γ(k + 2)
=

1

y

∞∑
k=0

yk+1

(k + 1)!
=
ey−1

y
, (3.16)

E1,2(y2) =
∞∑
k=0

y2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

y2k

(2k)!
= cosh y, (3.17)

E2,2(y2) =
∞∑
k=0

y2k

Γ(2k + 2)
=
∞∑
k=0

y2k

(2k + 1)!
=

sinh y

y
. (3.18)

Tanım 3.5 f fonksiyonu t > 0 zaman değişkeninin tek değerli bir fonksiyonu olsun. f(t)

fonksiyonunun Laplace dönüşümü

L
{
f(t)

}
= F (s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt, (s ∈ C) (3.19)

olarak tanımlanır (Povstenko, 2015).
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Tanım 3.6 t > 0 ve L{f(t)} = F (s) olsun. O halde ters Laplace dönüşümü

L−1
{
F (s)

}
= f(t) =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)estdt, t > 0, (s ∈ C) (3.20)

olarak tanımlanır (Povstenko, 2015).

Laplace dönüşümünün, bazı temel özellikleri aşağıda verilmiştir:

1. L{g(t)} = G(s) , L{f(t)} = F (s) ve c1, c2 ∈ R olmak üzere

L{c1f(t) + c2g(t)} = c1L{f(t)}+ c2L{g(t)} = c1F (s) + c2G(s) (3.21)

eşitliği sağlanır (Linerlik özelliği).

2. f(t) fonksiyonunun integrali I{f(t)} =
∫ t

0
f(τ)dτ olmak üzere Laplace dönüşümü

L{If(t)} = 1
s
F (s) şeklindedir.

Benzer şekilde n katlı Inf(t) =
∫ t

0
dt1
∫ t1

0
dt2 · · ·

∫ tn−1

0
f(tn)dtn integralinin Laplace

dönüşümü;

L{Inf(t)} =
1

sn
F (s) (3.22)

şeklindedir.

3. t > 0 olmak üzere, f(t) ve g(t) fonksiyonlarının konvolüsyon çarpımı aşağıdaki gibi-

dir:

f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ =

∫ t

0

f(t)g(t− τ)dτ.

Konvolüsyon çarpımının Laplace dönüşümü ise;

L{f(t) ∗ g(t)} = F (s)G(s)

şeklindedir. Burada L{f(t)} = F (s) ve L{g(t)} = G(s) biçiminde ifade edilmekte-

dir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri bulunurken, ters Laplace

dönüşümü uygulandığında iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu aşağıdaki şekilde elde

edilir (Diethelm, 2004):

L−1

{
sα−β

sα + λ

}
= tβ−1Eα,β(−λtα). (3.23)
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Özel olarak, β sırasıyla β = 1, β = 2 ve β = α değerleri alırsa,

L−1

{
sα−1

sα + λ

}
= Eα(−λtα), (3.24)

L−1

{
sα−2

sα + λ

}
= tEα,2(−λtα), (3.25)

L−1

{
1

sα + λ

}
= tα−1Eα,α(−λtα) (3.26)

sonuçları elde edilir. Eğer analitik çözümlerde bu sonuçlar elde ediliyorsa çözüm için bir

yarar sağlamaktadır. Fakat ters Laplace dönüşümü alındığında, Mittag-Leffler gibi özellikleri

bilinen cebirsel fonksiyonlar elde edilemiyorsa, Laplace dönüşümü için çözümlerde nümerik

metotlara geçiş yapılır.

Tanım 3.7 f : (0,∞) → < fonksiyonu için α > 0 mertebeden RL
0 D−αt Riemann-Liouville

kesirli integral operatörü

RL
0 D−αt f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ, t > 0 (3.27)

veya
RL
0 Iαt f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ, t > 0 (3.28)

ile tanımlanır (Podlubny, 1999). Burada RL
0 I0

t f(t) = f(τ) eşitliği sağlanır.

Tanım 3.8 f : (0,∞) → < fonksiyonu için α > 0 mertebeden Riemann-Liouville kesirli

türev operatörü

RL
0 Dα

t f(t) =

 1
Γ(n−α)

( d
dt

)
n ∫ t

0
f(τ)

(t−τ)α−n+1dτ, 0 ≤ n− 1 < α < n, n = [α], n ∈ N,

( d
dt

)
n
f(t), α = n, n ∈ N

(3.29)

ile tanımlanır (Podlubny, 1999).

Daha önce de bahsedildiği gibi literatürde birçok farklı türden kesirli türev operatörü

mevcuttur. Bu türev operatörleri bazı yönleriyle diğerlerine göre avantaja sahip olabilmek-

tedir. Örneğin, Caputo kesirli mertebeden diferansiyel tanımı, Riemann-Louville tanımının

Laplace dönüşüm ifadesinin uygulamalarında ortaya çıkan başlangıç değerlerin hesaplan-

ması veya deneysel yolla ölçülmesi problemini ortadan kaldırmak için 1960’lı yıllarda İtal-

yan matematikçi Caputo tarafından önerilmiştir. Caputo tanımının avantajı, Caputo kesirli

mertebeden diferansiyel denklemleri için tanımlanan başlangıç koşulları ile tamsayı merte-

beli diferansiyel denklemler için tanımlanan başlangıç koşullarının fiziksel olarak yorumla-

nabilir şekilde olmasıdır. Bu sebepten çalışmalarda daha çok kesirli mertebeden diferansiyel
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denklemlerin analitik ve nümerik çözümlerinde Riemann-Liouville kesirli mertebeden türev

operatörü yerine, Caputo kesirli mertebeden türev operatörü kullanılmaktadır.

Tanım 3.9 f : (0,∞)→ < fonksiyonu için α > 0 mertebeden Caputo kesirli türevi

C
0 D

α
t f(t) =

 1
Γ(n−α)

∫ t
0

( d
dτ

)
n
f(τ)

(t−τ)α−n+1dτ, 0 ≤ n− 1 < α < n, n = [α], n ∈ N,

( d
dt

)
n
f(t), α = n, n ∈ N

(3.30)

ile verilir (Podlubny, 1999). C0 D
α
t operatörü

C
0 D

α
t

(
RL
0 Iαt f(t)

)
= f(t)

ve
RL
0 Iαt

(
C
0 D

α
t f(t)

)
= f(t)−

n−1∑
θ=0

f (θ)v

θ!
(t− v)θ, t > v

olarak verilen iki temel özelliği sağlar.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türev operatörleri arasında, tanımlardan da anla-

şılacağı üzere belirleyici farklar bulunmaktadır. Bu farkları belirtmek amacıyla, tam sayılı

mertebeli türevlerin bir kısmının özellikleri göz önüne alınabilir. Örneğin, α = n (n ∈ N+)

olması durumunda bir f(t) fonksiyonunun n. mertebeden Laplace dönüşümü;

L

{
f (n)(t)

}
= snF (s)−

n∑
k=1

fn−k(0)sk−1 (3.31)

ile verilir (Povstenko, 2015). Burada fn−k(0) değerleri fiziksel olarak yorumlanabilirdir.

Ayrıca Riemann-Liouville ve Caputo α mertebeden kesirli türevlerinin Laplace dönüşümleri

aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.10 f(t) fonksiyonu için α > 0 mertebeden Caputo kesirli türevinin Laplace dönü-

şümü

L

[
C
0 D

α
t f(t)

]
= sαF (s)−

n−1∑
θ=0

f θ(0)sα−θ−1 (3.32)

ile tanımlanır (Povstenko, 2015).

Tanım 3.11 f(t) fonksiyonu için α > 0 mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevinin

Laplace dönüşümü

L

[
0D

α
t f(t)

]
= sαF (s)−

n−1∑
k=0

DkIn−αf(0+)sn−1−k, n− 1 < α < n (3.33)

ile tanımlanır (Povstenko, 2015).
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Riemann-Liouville kesirli türevinin Laplace dönüşümü, Tanım 3.10 ve Tanım 3.11 göz

önüne alındığında fiziksel olarak yorumlanamayan [0D
α−k
t f(t)]t=0 başlangıç koşullarını içe-

rir. Halbuki, Caputo kesirli türevinin Laplace dönüşümü fiziksel yoruma sahip olan f (k)(0)

tam sayılı mertebeli başlangıç koşullarını içerir. Bu sebepten dolayı Caputo kesirli türevinin

Riemann-Liouville türevine göre fiziksel uygulamalar açısından daha kullanışlı olduğu söy-

lenebilir. α = n (n ∈ N+) olmak üzere, temel analizin en klasik özelliklerinden biri f(t)

fonksiyonunun n. mertebeden türevi ile integral arasındaki bağlantı:

DnInf(t) = f(t),

InDnf(t) 6= f(t)

olarak verilir. Bu durum, Dn operatörünün In’in sol tersi olduğu anlamına gelir. Ayrıca;

InDnf(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0)
tk

k!
, t > 0 (3.34)

eşitliği geçerlidir. α ≥ 0 olmak üzere Riemann-Liouville türevi içinDnInf(t) = f(t) eşitliği

geçerlidir. Buradan hareketle Caputo kesirli türevi için önemli bir sonuç aşağıdaki gibi elde

edilir.

IαC0 D
α
t f(t) = Iα

[
In−αDnf(t)

]
=

[
IαIn−α

][
Dnf(t)

]
= InDnf(t)

= f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(0)
tk

k!
.

Bu durum Caputo kesirli türevinin klasik mertebeden türev özelliklerine benzediğini bir kez

daha göstermektedir. Bu son eşitliklerden

0D
α
t f(t) = C

0 D
α
t f(t) +

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(0) (3.35)

eşitliği elde edilir. Bu eşitlik, Riemann-Liouville ile Caputo kesirli türevleri arasında doğru-

dan eşitlik olmadığını gösteren en önemli sonuçtur. Ancak, bazı özel durumlarda bu eşitlik

sağlanır.

Tanım 3.12 Caputo anlamında Caputo–Fabrizio kesirli mertebeden türevi,

CFC
a Dα

t f(t) =
M(α)

1− α

∫ t

a

f ′(y) exp(−λ(t− y))dy, (3.36)
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ve
CFC
b Dα

t f(t) =
−M(α)

1− α

∫ b

t

f ′(y) exp(−λ(t− y))dy, (3.37)

olarak tanımlanır. Burada 0 < α < 1, M(α) standardizasyon fonksiyonudur ve λ =
α

1− α
şeklindedir (Losada ve Nieto, 2015).

Tanım 3.13 f(t) fonksiyonu için α > 0 mertebeden Caputo–Fabrizio kesirli türevin Laplace

dönüşümü,

L{CFC0 Dα+n
t f(t)} =

1

1− α
L{fα+n(t)}L

{
exp

[
− αt

1− α

]}
=
pn+1L{f(t)} − pnf(0)− pn−1f(0)− . . .− f (n)(0)

p+ α(1− p)
(3.38)

olarak tanımlanır (Losada ve Nieto, 2015).

Tanım 3.14 f(t) fonksiyonu için α (0 < α ≤ 1) mertebeden Caputo–Fabrizio kesirli integ-

rali,

CF
0 Iαt f(t) =

2(1− α)

(2− α)M(α)
f(t) +

2α

(2− α)M(α)

∫ t

0

f(s)ds, t ≥ 0 (3.39)

olarak tanımlanır.

Burada M(α) = 2
2−α , 0 < α < 1 şeklindedir (Losada ve Nieto, 2015).

Tanım 3.15 Caputo anlamında, Atangana-Baleanu kesirli türevi aşağıdaki şekilde tanımla-

nır:
ABC
a Dα

t f(t) =
N(α)

1− α

∫ t

a

f ′(y)Eα(−λ(t− y)α)dy, (3.40)

ve
ABC
a Dα

t f(t) =
−N(α)

1− α

∫ b

t

f ′(y)Eα(−λ(t− y)α)dy. (3.41)

Burada 0 < α < 1 için N(α) standardizasyon fonksiyonudur ve λ =
α

1− α
şeklinde-

dir (Atangana ve Baleanu, 2016).

Tanım 3.16 f(t) fonksiyonu için Atangana-Baleanu kesirli türevin Laplace dönüşümü,

L{ABC0 Dα
t f(t)}(p) =

N(α)

n− α
L

{∫ t

0

f ′(τ)Eα

[
− α(t− τ)α

1− α

]
dτ

}
(p)

=
N(α)

1− α
pαL{f(t)}(p)− pα−1f(0)

pα + α
1−p

(3.42)

olarak tanımlanır (Atangana ve Koca, 2016).
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Tanım 3.17 f(t) fonksiyonu için Atangana-Baleanu α (0 < α ≤ 1) mertebeden kesirli integ-

rali,
AB
0 Iαt f(t) =

1− α
N(α)

f(t) +
α

Γ(α)N(α)

∫ t

0

f(s)(t− s)α−1ds (3.43)

olarak tanımlanır (Atangana ve Koca, 2016).

Tanım 3.18 tα1−1Eα,α1(±λtα) fonksiyonunun Laplace dönüşümü,

L

[
tα1−1Eα,α1(±λtα)

]
=

sα−α1

sα ± λ
, (3.44)

şeklinde tanımlanır (Diethelm, 2004). Burada α, α1 > 0 olmak üzere, Eα,α1 iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonudur.
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4. KESİRLİ MERTEBEDEN HEPATİT-B EPİDEMİSİ İÇİN YENİ BİR

MATEMATİKSEL MODEL

Bulaşıcı bir hastalığın bulaşma hareketlerinin modellenmesinde, popülasyonu ayrık kom-

partmanlara yani hastalığın zamanla değişen kompartmanlarına ayırmak yaygındır. Bu tezde,

uzun yıllardır var olan Hepatit-B hastalığının enfeksiyona karşı bağışıklık tepkisinin çeşitli

yönlerini analiz etmek için kesirli mertebeden yeni bir matematiksel model formüle edil-

miştir. Bu bağlamda Hepatit-B hastalığının bulaşma hareketlerinin anlaşılması için toplam

popülasyon N(t) altı kompartmana ayrılmıştır (Zou ve diğerleri, 2010) .

Birinci kompartmanda (S) hastalığa duyarlı bireyler yer almaktadır. Bu bireyler hastalığa

henüz yakalanmamış fakat hastalığa yakalanma ihtimali olan bireylerdir.

İkinci kompartmanda (L) hastalığa maruz kalmış fakat hastalıkta belirti göstermeyen aynı

zamanda hastalıklarını duyarlı bireylere bulaştırabilen bireyler bulunmaktadır.

Üçüncü kompartmanda, (A) akut enfeksiyonlu bireyler yer almaktadır. Bu popülasyon-

daki bireyler Hepatit-B hastalığına maruz kaldıktan sonra kısa sürede iyileşen veya virüsü

duyarlı bireylere bulaştırabilen enfeksiyonlu bireylerdir. Bu gruptaki bireyler aynı zamanda

HBV kaynaklı ölüme maruz kalabilmektedirler.

Dördüncü kompartmanda (C) taşıyıcı bireyler yer almaktadır.

Beşinci kompartmanda (R) Hepatit-B virüsüne karşı bağışıklık kazanıp iyileşen bireyler

yer almaktadır.

Altıncı kompartmanda ise (V) aşılama sonrası bağışıklık kazanmış bireyler yer almakta-

dır. Bu bireylerin çok az bir kısmı tekrar hastalığa maruz kalabilmektedir.

Buna göre toplam popülasyon

N(t) = S(t) + L(t) + A(t) + C(t) +R(t) + V (t) (4.1)

olarak ifade edilebilir.

Bu bilgiler dikkate alınarak, üzerinde çalışacağımız altı kompartmandan oluşan adi dife-
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ransiyel denklem sistemi şu şekilde oluşturulur:

dS

dt
= Λδ (1− κA) + ηV − (µ+ βA+ εβC + γ)S,

dL

dt
= (βA+ εβC)S − (µ+ ψ)L,

dA

dt
= ψL+ ΛδκA− µA− µHA− qA− rA, (4.2)

dC

dt
= qA− ϕC − µC,

dR

dt
= rA− µR− ϕC,

dV

dt
= Λ (1− δ) + γS − µV − ηV.

(4.2) sisteminde verilen parametre değerleri Tablo 7.1’de sunulmuştur.

Oluşturulan modelde, Hepatit-B akut grubunda yeni doğan virüslü popülasyonun, akutlu

bireylerden toplam ölenlerin ve akuttan bağışıklık kazanan nüfusun toplamından daha az

olduğu varsayılmıştır (Zou ve diğerleri, 2010). Bu durumda

Λδκ < µ+ µH + r (4.3)

sağlanır. Aksi takdirde, enfeksiyon olduğu sürece akutlu bireyler hızla artmaya devam ede-

cektir, yani C 6= 0 , A 6= 0 ve t ≤ 0 için dA/dt > 0 olur. (4.2) sisteminde verilen modelin

bulaşma diyagramı Şekil 4.1’de görülmektedir.

Şekil 4.1. Popülasyonda HBV bulaşma diyagramı

Diğer taraftan, tamsayı mertebeli sistemler başarılı sonuçlar vermesine rağmen, kesirli

mertebeden diferansiyel denklemlerin (KDD) gerçek olaylara tamsayı mertebeli denklem-

lere göre daha gerçekçi sonuçlar verdiği bilinmektedir. KDD’leri tamsayı mertebeli denk-

lemlerden ayıran temel özellik, KDD’lerin tamsayılı diferansiyel denklemlerde bulunmayan
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yerel olmama (non-local) özelliğidir. Ayrıca birçok salgın hastalık doğal olarak hafıza ve

kalıtsal özelliklerle ilişkilidir. Bu olay, KDD’ler kullanılarak başarıyla yansıtılabilir. Ayrıca

KDD’ler, modelleme yapılırken ihmal edilmesi gereken parametrelerden kaynaklanan hata-

ları en aza indirir. KDD’lerin bu yararlı özellikleri nedeniyle, kesirli mertebeli diferansiyel

denklemler kullanılarak birçok hastalık modeli çalışılmıştır.

Kesirli sistemlerde, boyutsal tutarlılık, denklemlerin sol ve sağ taraflarından alınan ölçü

birimlerinin tutarlı olduğunu gösteren çok önemli bir araçtır. Bu tutarlılık, denklemlerin sağ

tarafında yer alan parametrelerin mertebelerinin değiştirilmesiyle (oluşturulan bu modelde

parametrelerin kuvvetini α yaparak) sağlanabilir, Bu bağlamda, (4.2)’de verilen model Ca-

puto anlamında kesirli mertebeye şu şekilde genişletilebilir:

C
0 D

α
t S (t) = Λαδα (1− καA) + ηαV − (µα + βαA+ εαβαC + γα)S,

C
0 D

α
t L (t) = (βαA+ εαβαC)S − (µα + ψα)L,

C
0 D

α
t A (t) = ψαL+ ΛαδακαA− µαA− µαHA− qαA− rαA, (4.4)

C
0 D

α
t C (t) = qαA− ϕαC − µαC,

C
0 D

α
t R (t) = rαA− µαR− ϕαC,

C
0 D

α
t V (t) = Λα (1− δα) + γαS − µαV − ηαV.

Denklem (4.4) ile verilen kesirli mertebeden sistemin başlangıç koşulları

S(0) = S0, L(0) = L0, A(0) = A0, C(0) = C0, R(0) = R0, V (0) = V0 (4.5)

şeklindedir. (4.4) sisteminde 0 < α ≤ 1, ((S (t) , L (t) , A (t) , C (t) , R (t) , V (t)) ∈ R6
+’dır.

Eğer (4.4) sisteminde α = 1 alınırsa sistem tam sayılı mertebeden adi diferansiyel denk-

lem (4.2) sistemine indirgenir. (4.4) sisteminde S(t), L(t), A(t), C(t), R(t), V (t) fonksi-

yonlarının ve bu fonksiyonların Caputo kesirli türevlerinin t ≥ 0 iken sürekli olduğu varsa-

yılmaktadır.
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5. ÖNERİLEN MODELİN MATEMATİKSEL ANALİZİ

Bu bölümde (4.4) ile verilen sistem için negatif olmayan çözüm bölgesi, sınırlılığı, temel

üreme sayısı, denge noktaları ve kararlılık analizi ele alınmaktadır.

5.1. Negatif Olmayan Çözüm Bölgesi ve Sınırlılık

Denklem (4.4) ile verilen sistemin negatif olmayan çözüm bölgesini belirlemek için

R6
+ = {Ω(t) ∈ R6 : Ω(t) ≥ 0} ve Ω(t) = [S (t) , L (t) , A (t) , C (t) , R (t) , V (t)]T küme-

sini göz önüne alalım. Denklem (4.4)’de verilen sistemin çözümlerinin negatif olmadığını

göstermek için öncelikle Lemma (5.1)’i verelim.

Lemma 5.1 (Genelleştirilmiş Ortalama Değer Teoremi (Lin, 2007)). f(t) ∈ C[a, b] fonk-

siyonu verilsin. 0 < α ≤ 1 için C
0 D

α

t f(t) ∈ C(a, b] olmak üzere, f(t) fonksiyonu Caputo

kesirli türevi kullanılarak

f(t) = f(a) +
1

Γ (α)
C
0 D

α

t f(τ)(t− a)α

şeklinde yazılabilir. Burada 0 ≤ τ ≤ t, ∀ t ∈ (a, b]’dir.

Not 5.1 Eğer f(t) ∈ C[0, b] ve 0 < α ≤ 1 ise Caputo kesirli türevi C0 D
α

t f(t) ∈ (0, b] şeklin-

dedir. Eğer; ∀ t ∈ (0, b], C0 D
α

t f(t) ≥ 0 ise f(t) artan fonksiyon ve ∀ t ∈ (0, b], C0 D
α

t f(t) ≤ 0

ise f(t) azalan fonksiyondur.

Teorem 5.1 Başlangıç koşulları (4.5) ile verilen kesirli mertebeden (4.4) sisteminin çözümü

R6
+ ile sınırlıdır.

İspat (4.5) başlangıç koşulu ile verilen (4.4) denklem sisteminin (0,∞) zaman aralığında
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çözümünün negatif olmadığını gösterelim:

C
0 D

α
t S (t)|S=0 = Λαδα ≥ 0,

C
0 D

α
t L (t)|L=0 ≥ 0,

C
0 D

α
t A (t)|A=0 ≥ 0, (5.1)

C
0 D

α
t C (t)|C=0 ≥ 0,

C
0 D

α
t R (t)|R=0 ≥ 0,

C
0 D

α
t V (t)|V=0 = Λα(1− δα) ≥ 0.

(5.1) sisteminin altıncı kompartımanında (1 − δα) ifadesi başarılı aşı doğum oranını gös-

terdiğinden dolayı Λα(1 − δα) ifadesinin her zaman pozitif veya sıfır olduğu görülmek-

tedir. (S (0) , L (0) , A (0) , C (0) , R (0) , V (0)) ∈ R6
+ ise sistem (5.1) ve Not (5.1)’den

(S (t) , L (t) , A (t) , C (t) , R (t) , V (t)) çözümü hiper düzlemin içinde kalır. Aynı zamanda

negatif olmayan sınırların her biri hiper düzlemde vektör alanı R6
+’yı temsil eder, yani R6

+

düzlemi negatif olmayan bir kümedir.

(4.4) sisteminin çözümünün sınırlı olduğu Teorem (5.2)’de gösterilmiştir.

Teorem 5.2

A =
{

(S(t), L(t), A(t), C(t), R(t), V (t)) ∈ R6
+| 0 < S(t) + L(t) + A(t)

+C(t) +R(t) + V (t) ≤ Λα

µα

}
bölgesi, (4.4) denklem sistemi için bir pozitif invaryanttır.

İspat Eğri "sonsuza giderken" çözüm fonksiyonlarının kompakt bir küme ile sınırlı kalmala-

rını sağlayan bazı koşullar vardır. Biyolojik açıdan bu sınırlılık hiç bir popülasyonun sınırsız

büyümediği anlamına gelir. Altı boyutlu sisteme dahil olan popülasyonların toplamını yeni

birN = S+L+A+C+R+V fonksiyonu ile gösterelim. O zamanN toplam popülasyonun

Caputo kesirli türevi
C
0 D

α
t N (t) = Λα − µαN − µαHA

şeklindedir. Bu
C
0 D

α
t N (t) ≤ Λα − µαN (5.2)

olduğunu göstermektedir. Denklem (5.2)’nin Laplace dönüşümü alınırsa

sαΦ(N)− sα−1Φ(0) ≤ Λα

s
− µαΦ(N)
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elde edilir. Aynı zamanda

Φ(N) ≤ s−1

sα + µα
Λα +

sα−1

sα + µα
N(0)

yazılabilir. Denklem (3.32) ve (3.44)’den (S0, L0, A0, C0, R0, V0) ∈ R6
+ ise toplam populas-

yonun

N(t) ≤ ΛαtαEα,α+1(−µαtα) + Eα,1(−µαtα)N(0)

≤ Λα

µα
(µαtαEα,α+1(−µαtα) + Eα,1(−µαtα)

≤ Λα

µα
1

Γ(1)

≤ Λα

µα

sınırlı olduğu gösterilmiş olur.

5.2. Temel Üreme Sayısı

Salgın hastalıklarda kitlesel olarak bilinen bilimsel kavramlardan biri de temel üreme

sayısı veya temel bulaşıcılık katsayısıdır.R0 ile gösterilen bu katsayı, virüsün bulaştığı her bir

kişinin kendisinden başka ortalama kaç kişiye bulaştırabileceğini gösteren sayı yani beklenen

ikincil vaka sayısıdır.

Ele aldığımız modelin homojen olmayan bireyleri bölmelerle gruplandırılabilen hetero-

jen bir popülasyon grubu içerdiğini varsayıyoruz.

(4.4) sisteminin temel üreme sayısını hesaplamak için (Driessche ve Watmough, 2002)’de

verilen teknik kullanılmıştır. O zaman

Ω′ = [S (t) , L (t) , A (t) , C (t) , R (t) , V (t)]T

kümesini göz önüne alalım. (4.4) sistemi

Ω′ = F(⊗)− V(⊗)

şeklinde yazılabilir. Burada P1 = µα + βαA + εαβαC + γα ve P2 = µα + µαH + qα + rα
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olmak üzere,

F(⊗) =



0

(βαA+ εαβαC)S

0

0

0

0


, V(⊗) =



−Λαδα (1− καA)− ηαV + P1S

(µα + ψα)L

−ψαL− ΛαδακαA+ P2A

−qαA+ ϕαC + µαC

µαR− rαA− ϕαC

V (ηα + µα)− Λα(1− δα)− γαS


şeklinde bulunur. Matris yöntemi ileE0 denge noktasındaki enfekte olmayan kompartımanın

F ve V matrisleri F =

[
∂Fi(E0)
∂tj

]
ve V =

[
∂Vi(E0)
∂tj

]
, 1 ≤ i, j ≤ 3 şeklinde hesaplanır. O

halde bu matrisler

F =


0 βαS0 εαβαS0

0 0 0

0 0 0

 , V =


µα + ψα 0 0

−ψα P2 − Λαδακα 0

0 −qα ϕα + µα


şeklinde bulunur. Burada F matrisi negatif olmayan, V matrisi ise tekil olmayan matrislerdir.

Spektral yarıçap olarak kabul edilen FV −1 matrisi (4.4) sisteminin R0 ile gösterilen temel

üreme sayısıdır ve

R0 =
Λαβαψα(µα + ϕα + εαqα)(ηα + δαµα)

µα(µα + ψα)(µα + ϕα)(ηα + γα + µα)(µα + µαH + qα + rα − καΛαδα)
(5.3)

şeklinde bulunur.

Eğer R0 < 1 ise, ortalama olarak enfekte olan bir birey, bulaşıcılık dönemi boyunca bir-

den az yeni hastalıklı bireyler ortaya çıkarır ve enfeksiyonun yayılma hızı azalmaktadır. Bu

durum enfeksiyonun giderek söneceğini ve salgının duracağını gösterir. R0 > 1 ise, enfekte

olan her birey ortalama olarak birden fazla yeni hastalıklı bireyler ortaya çıkarır ve enfek-

siyonun yayılma hızı artmaktadır. Bu durum da hastalığın varlığını koruyacağı ve salgının

bitmeyeceği anlamına gelmektedir. R0 = 1 ise, her bir enfeksiyonlu hasta, ortalamada bir

enfeksiyona yol açıyor demektir. Bu durumda hastalık varlığını koruyacak; ama ne salgına

dönüşecek ne de bitecektir. Böylece temel üreme sayısının (R0) biyolojik sistemlerin gele-

cekteki hareketlerini belirlediği görülmektedir.
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5.3. Önerilen Sistemin Denge Noktaları ve Kararlılık Analizi

Epidemiyolojide bir sistemin kararlılık analizi, sistemde enfekte olmuş bireylerin ha-

reketlerindeki davranışları belirler. Bu bölümde, önerilen (4.4) sisteminin denge noktaları

verilmektedir. Daha sonra, sistemin dengesi için varlık koşulları ve kararlılık sonuçları elde

edilir.

Sistem (4.4)’ün sağ kısımları sıfıra eşitlenir ve enfekte olan kompartımanlar sıfır alınırsa,

enfekte olmayan denge noktaları (disease-free equilibrium-(EODN)) elde edilir. Bu durumda

denklem sistemi:

Λαδα (1− καA) + ηαV − (µα + βαA+ εαβαC + γα)S = 0,

(βαA+ εαβαC)S − (µα + ψα)L = 0,

ψαL+ ΛαδακαA− µαA− µαHA− qαA− rαA = 0, (5.4)

qαA− ϕαC − µαC = 0,

rαA− µαR− ϕαC = 0,

Λα (1− δα) + γαS − µαV − ηαV = 0.

şeklinde olur. (5.4) sisteminde enfekte olan kompartımanlar (hastalıklı) "L,A,C" sıfır alı-

nırsa, EODN E0 = (S0, 0, 0, 0, 0, V0) şeklinde bulunur. Burada;

S0 =
Λα(δαµα + ηα)

µα(µα + γα + ηα)
, V0 =

Λα(µα + γα − µαδα)

µα(µα + γα + ηα)
(5.5)

şeklindedir. Bir diğer denge noktası enfekte olan E∗ = (S∗∗, L∗∗, A∗∗, C∗∗, R∗∗, V ∗∗) denge
noktasıdır (endemic equilibrium (EDN)).

S∗∗ =
(−Λαδακα + µα + µαH + qα + rα)(µα + ψα)(ϕα + µα)

ψα + βα(ϕα + µα + εαqα)
=
S0

R0
,

L∗∗ =
(−Λαδακα + µα + µαH + qα + rα)(ϕα + µα)(µα + ηα)S0

ψα(µα + ηα)S0(S∗βα((ϕα + µα) + εαqα) + (ϕα + µα)Λαδακα)

+
(Λαδα − S∗(µα + γα)) + ηα(ϕα + µα)(Λα − S0(Λαδα + γα))

ψα(µα + ηα)S0(S∗βα((ϕα + µα) + εαqα) + (ϕα + µα)Λαδακα)
,

A∗∗ =
(ϕα + µα)(µα + ηα)S0(Λαδα − S∗(µα + γα)) + ηα(ϕα + µ)(Λα − S0(Λαδα + γα))

(µα + ηα)S0(S∗βα((ϕα + µα) + εαqα) + (ϕα + µα)Λαδακα)
, (5.6)

C∗∗ =
qα(µα + ηα)S0(Λαδα − S∗(µα + γα)) + ηα(ϕα + µα)(Λαδα + γα))

(µα + ηα)S0(S∗βα(ϕα + µα) + εαqα) + (ϕα + µα)Λαδακα)
,

R∗∗ =
rα(ϕα + µα)(µα + ηα)S0(Λαδα − S∗(µα + γα)) + ηα(ϕα + µα)(Λα − S0(Λαδα + γα))

(µα + ηα)S0(S∗βα((ϕα + µα) + εαqα) + (ϕα + µα)Λαδακα)

+
ϕqα(µα + ηα)S0(Λαδα − S∗(µα + γα)) + ηα(ϕα + µα)(Λαδα + γα))

µα(µα + ηα)S0(S∗βα(ϕα + µα) + εαqα) + (ϕα + µα)Λαδακα)
,

V ∗∗ =
Λα − Λαδα + γS∗

µα + ηα
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şeklindedir.

Önerilen model (4.4) için sistem (5.4) ile elde edilen denge noktalarının kararlılık ana-

lizlerini yapmak için aşağıdaki teoremleri verelim:

Teorem 5.3 Kesirli mertebeden Hepatit-B epidemik modelinin enfekte olmayan denge nok-

tası E0, R0 < 1 ise asimptotik kararlıdır, R0 > 1 ise kararsızdır.

İspat E0 enfekte olmayan denge noktasında, kararlılığını incelemek için Jacobian matrisi

J (E0) =



−(µα + γα) 0 −Λαδακα −εαβαS0 0 ηα

0 −(µα + ψα) βαS0 εαβαS0 0 0

0 ψα Λαδακα − P2 0 0 0

0 0 qα −(ϕα + µα) 0 0

0 0 rα ϕα −µα 0

γα 0 0 0 0 −(µα + ηα)


şeklindedir. Matrisin karakteristik denklemi

Φ0(λ) = (λ+ µα)2(λ+ γα + ηα + µα)(λ3 + A∗λ2 +B∗λ+ C∗) = 0

olarak bulunur. Burada

A∗ = 2µα + ϕα + ψα − Λαδακα + P2,

B∗ = µ2α − (Λαδακα + P2)(2µαϕα + ψα) + µαϕα + µαψα + ϕαψα − βαΛα(µαδα + ηα)

µα(µα + γα + ηα)
ψα,

C∗ = −β
αΛα(µαδα + ηα)

µα(µα + γα + ηα)
ψα(µα + ϕα + εαqα)− (Λαδακα + P2)

× (µ2α + µα + ϕα + µαψα + ϕαψα)

şeklindedir. Routh–Hurwitz kriterine göre A∗ > 0, C∗ > 0 ve A∗B∗ − C∗ > 0 koşulları

sağlanırsa Φ0(λ)’nin tüm köklerinin reel kısımları negatiftir ve böylece E0 kararlıdır. Bu

koşulların sağlandığını gösterelim:

A∗ = 2µα + ϕα + ψα − Λαδακα + µα + µαH + qα + rα > 0,

C∗ = (1−R0)(Λαδακα − (µα + µαH + qα + rα))(µ2α + µαϕα + µαψα + ϕαψα) > 0,

A∗B∗ − C∗ =
(
µ2α − (Λαδακα + P2)(2µαϕα + ψα) + µαϕα + µαψα + ϕαψα

− βαΛα(µαδα + ηα)

µα(µα + γα + ηα)
ψα
)
× (2µα + ϕα + ψα − Λαδακα + P2)

+
(βαΛα(µαδα + ηα)

µα(µα + γα + ηα)
ψα(µα + ϕα + εαqα)

+ (Λαδακα + P2)(µ2α + µα + ϕα + µαψα + ϕαψα)
)
> 0
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olur. Eşitsizlik (4.3) den A∗ > 0 olduğu aşikardır. Ayrıca R0 < 1 ise C∗ > 0 eşitliği sağlanır.

Böylece (4.4) sistemi için hastalıksız denge noktasının (EODN) kararlı olduğu sonucuna

ulaşmış oluruz. Fakat R0 > 1 ise (4.4) sistemi için Routh–Hurwitz kriteri sağlanmadığından

denge noktası kararlı değildir.
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6. ÇÖZÜMÜN VARLIK VE TEKLİĞİ

Bu bölümde başlangıç koşulları (4.5) ile verilen kesirli mertebeden (4.4) sisteminin çö-

zümünün varlık ve teklik durumu incelenecektir. İlk olarak (4.4) sisteminin her iki tarafının

Tanım 3.8’de verildiği üzere Riemann-Liouville integrali alınırsa, aşağıdaki Volterra-tipi in-

tegral denklemleri elde edilir:

S (t)− S (0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 (Λαδα (1− καA(t)) + ηαV (t)

− (µα + βαA(t) + εαβαC(t) + γα)S(t)
)
dτ,

L (t)− L (0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ( (βαA(t) + εαβαC(t))S(t)− (µα + ψα)L(t)
)
dτ,

A (t)− A (0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 (ψαL(t) + ΛαδακαA(t)− µαA(t)

−µαHA(t)− qαA(t)− rαA(t)
)
dτ, (6.1)

C (t)− C (0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 (qαA(t)− ϕαC(t)− µαC(t)
)
dτ,

R (t)−R (0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 (rαA(t)− µαR(t) + ϕαC(t)
)
dτ,

V (t)− V (0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 (Λα (1− δα) + γαS(t)− µαV (t)− ηαV (t)
)
dτ.

Şimdi, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5 ve ϕ6 çekirdek fonksiyonları,

ϕ1 (t, S) = Λαδα (1− καA(t)) + ηαV (t) (µα + βαA(t) + εαβαC(t) + γα)S(t),

ϕ2 (t, L) = (βαA(t) + εαβαC(t))S(t)− (µα + ψα)L(t),

ϕ3 (t, A) = ψαL(t) + ΛαδακαA(t)− µαA(t)− µαHA(t)− qαA(t)− rαA(t) (6.2)

ϕ4 (t, C) = qαA(t)− ϕαC(t)− µαC(t),

ϕ5 (t, R) = rαA(t)− µαR(t) + ϕαC(t),

ϕ6 (t, V ) = Λα (1− δα) + γαS(t)− µαV (t)− ηαV (t)

şeklinde tanımlanmış olsun. Bu durumda aşağıdaki Teorem yazılabilir.

Teorem 6.1 Denklem (6.2) sisteminde verilen ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5 ve ϕ6 çekirdekleri ‖S‖ ≤

m1, ‖L‖ ≤ m2 , ‖A‖ ≤ m3, ‖C‖ ≤ m4, ‖R‖ ≤ m5, ‖V ‖ ≤ m6, q1 = µα + βαm3 +

εαβαm4 + γα, q2 = µα + ψα, q3 = Λαδακα − µα − µαH − qα − rα, q4 = ϕα + µα,

q5 = µα, q6 = µα + ηα olmak üzere

0 ≤ q1, q2, q3, q4, q5, q6 < 1 (6.3)
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eşitsizliği gerçekleşirse Lipschitz koşulunu sağlar.

İspat S1 ve S2, ϕ1 çekirdeği için iki fonksiyon olsun. Benzer şekilde L1 ve L2, ϕ2 çekirdeği

için iki fonksiyon; A1 ve A2, ϕ3 çekirdeği için iki fonksiyon; C1 ve C2, ϕ4 çekirdeği için

iki fonksiyon; R1 ve R2, ϕ5 çekirdeği için iki fonksiyon; V1 ve V2, ϕ6 çekirdeği için iki

fonksiyon olsun. O halde

‖ϕ1 (t, S1)− ϕ1 (t, S2)‖ =
∥∥∥Λαδα (1− καA) + ηαV (µα + βαA+ εαβαC + γα)S1

−(Λαδα (1− καA) + ηV (µα + βαA+ εαβαC + γα)S2)
∥∥∥

≤
(
µα + βαm3 + εαβαm4 + γα

)
‖S1 − S2‖ = q1 ‖S1 − S2‖ ,

‖ϕ2 (t, L1)− ϕ2 (t, L2)‖ =
∥∥∥(βαA+ εαβαC)S − (µα + ϕα)L1

−((βαA+ εαβαC)S − (µα + ϕα)L2)
∥∥∥

≤
(
µα + ψα

)
‖L1 − L2‖ = q2 ‖L1 − L2‖ ,

‖ϕ3 (t, A1)− ϕ3 (t, A2)‖ =
∥∥∥ψαL+ ΛαδακαA1 − µαA1 − µαHA1 − qαA1 − rαA1

−(ψαL+ ΛαδακαA2 − µαA2 − µαHA2 − qαA2 − rαA2)
∥∥∥ (6.4)

≤
(
Λαδακα − µα − µαH − qα − rα

)
‖A1 − A2‖ = q3 ‖A1 − A2‖ ,

‖ϕ4 (t, C1)− ϕ4 (t, C2)‖ =
∥∥∥qαA− ϕαC1 − µαC1 − (qαA− ϕαC2 − µαC2)

∥∥∥
≤

(
ϕα + µα

)
‖C1 − C2‖ = q4 ‖C1 − C2‖ ,

‖ϕ5 (t, R1)− ϕ5 (t, R2)‖ =
∥∥∥rαA− µαR1 + ϕαC − (rαA− µαR2 + ϕαC)

∥∥∥
≤

(
µα
)
‖R1 −R2‖ = q5 ‖R1 −R2‖ ,

‖ϕ6 (t, V1)− ϕ6 (t, V2)‖ =
∥∥∥Λα(1− δα) + γαS − µαV1 − ηαV1

−(Λα(1− δα) + γαS − µαV2 − ηαV2)
∥∥∥

≤
(
µα + ηα

)
‖V1 − V2‖ = q6 ‖V1 − V2‖

elde edilir. Böylece, 0 ≤ q1, q2, q3, q4, q5, q6 < 1 ise Lipschitz koşulları ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 , ϕ5 ve

ϕ6 çekirdekleri için sağlanır. Sonuç olarak Teorem (6.1) ispatlanmış olur.

33



ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 , ϕ5 ve ϕ6 çekirdekleri dikkate alınırsa (6.1) sistemi şu şekilde yeniden yazı-

labilir:

S (t) = S (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ1 (τ, S) dτ,

L (t) = L (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ2 (τ, L) dτ,

A (t) = A (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ3 (τ, A) dτ, (6.5)

C (t) = C (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ4 (τ, C) dτ,

R (t) = R (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ5 (τ, R) dτ,

V (t) = V (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ6 (τ, V ) dτ.

İteratif şekilde devam edilerek sistem:

Sn (t) = S (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ1 (τ, Sn−1) dτ,

Ln (t) = L (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ2 (τ, Ln−1) dτ,

An (t) = A (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ3 (τ, An−1) dτ, (6.6)

Cn (t) = C (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ4 (τ, Cn−1) dτ,

Rn (t) = R (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ5 (τ, Rn−1) dτ,

Vn (t) = V (0) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ϕ6 (τ, Vn−1) dτ.
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şekline dönüşür. Burada S0 (t) = S (0), L0 (t) = L (0), A0 (t) = A (0), C0 (t) = C (0),

R0 (t) = R (0) ve V0 (t) = V (0) şeklindedir. O zaman denklem sistemini:

Ψn (t) = Sn (t)− Sn−1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ1 (τ, Sn−1)− ϕ1 (τ, Sn−2)] dτ,

∆n (t) = Ln (t)− Ln−1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ2 (τ, Ln−1)− ϕ2 (τ, Ln−2)] dτ,

Φn (t) = An (t)− An−1 (t)

=
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ3 (τ, An−1)− ϕ3 (τ, An−2)] dτ, (6.7)

Θn (t) = Cn (t)− Cn−1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ4 (τ, Cn−1)− ϕ4 (τ, Cn−2)] dτ,

Ωn (t) = Rn (t)−Rn−1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ5 (τ, Rn−1)− ϕ5 (τ, Rn−2)] dτ,

Υn (t) = Vn (t)− Vn−1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ6 (τ, Vn−1)− ϕ6 (τ, Vn−2)] dτ.

şeklinde yazabiliriz. Burada Sn (t) =
∑n

j=1 Ψn (t),Ln (t) =
∑n

j=1 ∆n (t),An (t) =
∑n

j=1 Φn (t),

Cn (t) =
∑n

j=1 Θn (t), Rn (t) =
∑n

j=1 Ωn (t), Vn (t) =
∑n

j=1 Υn (t) şeklindedir. (6.7) siste-

minde her kompartıman için iki tarafın normu alınırsa,

‖Ψn (t)‖ = ‖Sn (t)− Sn−1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ1 (τ, Sn−1)− ϕ1 (τ, Sn−2)] dτ

∥∥∥∥ ,
‖∆n (t)‖ = ‖Ln (t)− Ln−1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ2 (τ, Ln−1)− ϕ2 (τ, Ln−2)] dτ

∥∥∥∥ ,
‖Φn (t)‖ = ‖An (t)− An−1 (t)‖

≤ 1

Γ (α)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ3 (τ, An−1)− ϕ3 (τ, An−2)] dτ

∥∥∥∥ , (6.8)

‖Θn (t)‖ = ‖Cn (t)− Cn−1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ4 (τ, Cn−1)− ϕ4 (τ, Cn−2)] dτ

∥∥∥∥ ,
‖Ωn (t)‖ = ‖Rn (t)−Rn−1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ5 (τ, Rn−1)− ϕ5 (τ, Rn−2)] dτ

∥∥∥∥ ,
‖Υn (t)‖ = ‖Vn (t)− Vn−1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ6 (τ, Vn−1)− ϕ6 (τ, Vn−2)] dτ

∥∥∥∥
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bulunur. Lipschitz koşulları çekirdekler için (Teorem 6.1) sağlandığından

‖Sn (t)− Sn−1 (t)‖ ≤ q1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Sn−1 − Sn−2‖ dτ,

‖Ln (t)− Ln−1 (t)‖ ≤ q2

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Ln−1 − Ln−2‖ dτ,

‖An (t)− An−1 (t)‖ ≤ q3

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖An−1 − An−2‖ dτ. (6.9)

‖Cn (t)− Cn−1 (t)‖ ≤ q4

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Cn−1 − Cn−2‖ dτ,

‖Rn (t)−Rn−1 (t)‖ ≤ q5

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Rn−1 −Rn−2‖ dτ,

‖Vn (t)− Vn−1 (t)‖ ≤ q6

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Vn−1 − Vn−2‖ dτ

olur. Daha sonra eşitsizliklerden

‖Ψn (t)‖ ≤ q1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Ψn−1 (τ)‖ dτ,

‖∆n (t)‖ ≤ q2

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖∆n−1 (τ)‖ dτ,

‖Φn (t)‖ ≤ q3

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Φn−1 (τ)‖ dτ. (6.10)

‖Θn (t)‖ ≤ q4

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Θn−1 (τ)‖ dτ,

‖Ωn (t)‖ ≤ q5

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Ωn−1 (τ)‖ dτ,

‖Υn (t)‖ ≤ q6

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖Υn−1 (τ)‖ dτ

sağlanır. Bu sonuçlar aşağıdaki teoremi verir.

Teorem 6.2 Caputo kesirli operatör ile tanımlanan (4.4) HBV sisteminin bir çözümü tmax

bulunabilmesi şartıyla
qit

α
max

Γ (α + 1)
< 1, i = 1, 2, 3 (6.11)

şeklindedir.

İspat S (t), L (t), A (t), C (t), R (t) ve V (t) fonksiyonlarının sınırlı olduğu ve ϕ1, ϕ2, ϕ3,
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ϕ4, ϕ5 ve ϕ6 çekirdekleri için Lipschitz koşulu sağlandığından, (6.10) sistemi:

‖Ψn (t)‖ ≤ ‖S0 (t)‖
{

q1t
α
max

Γ (α + 1)

}n
,

‖∆n (t)‖ ≤ ‖L0 (t)‖
{

q2t
α
max

Γ (α + 1)

}n
,

‖Φn (t)‖ ≤ ‖A0 (t)‖
{

q3t
α
max

Γ (α + 1)

}n
. (6.12)

‖Θn (t)‖ ≤ ‖C0 (t)‖
{

q4t
α
max

Γ (α + 1)

}n
,

‖Ωn (t)‖ ≤ ‖R0 (t)‖
{

q5t
α
max

Γ (α + 1)

}n
,

‖Υn (t)‖ ≤ ‖V0 (t)‖
{

q6t
α
max

Γ (α + 1)

}n
.

olarak yazılabilir. (6.12) sistemindeki fonksiyonların verilen HBV modelinin çözümü oldu-

ğunu gösterelim. O zaman

S (t)− S (0) = Sn (t)− ωn (t) ,

L (t)− L (0) = Ln (t)− ϑn (t) ,

A (t)− A (0) = An (t)− κn (t) , (6.13)

C (t)− C (0) = Cn (t)− %n (t) ,

R (t)−R (0) = Rn (t)− ςn (t) ,

V (t)− V (0) = Vn (t)− εn (t) ,

şeklinde olduğu varsayılır. Şimdi (6.13) sisteminde verilen terimlerin

‖ω∞ (t)‖ → 0, ‖ϑ∞ (t)‖ → 0, ‖κ∞ (t)‖ → 0, ‖%∞ (t)‖ → 0, ‖ς∞ (t)‖ → 0 ve ‖ε∞ (t)‖ → 0

koşullarını sağladığını gösterelim:

‖ωn (t)‖ ≤
∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ1 (τ, S)− ϕ1 (τ, Sn−1)] dτ

∥∥∥∥
≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ1 (τ, S)− ϕ1 (τ, Sn−1)‖ dτ (6.14)

≤ tαq1

Γ (α + 1)
‖S − Sn−1‖ ,

‖ϑn (t)‖ ≤
∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ2 (τ, L)− ϕ2 (τ, Ln−1)] dτ

∥∥∥∥
≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ2 (τ, L)− ϕ2 (τ, Ln−1)‖ dτ (6.15)

≤ tαq2

Γ (α + 1)
‖L− Ln−1‖ ,
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‖κn (t)‖ ≤
∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ3 (τ, A)− ϕ3 (τ, An−1)] dτ

∥∥∥∥
≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ3 (τ, A)− ϕ3 (τ, An−1)‖ dτ (6.16)

≤ tαq3

Γ (α + 1)
‖A− An−1‖ ,

‖%n (t)‖ ≤
∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ4 (τ, C)− ϕ4 (τ, Cn−1)] dτ

∥∥∥∥
≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ4 (τ, C)− ϕ4 (τ, Cn−1)‖ dτ (6.17)

≤ tαq4

Γ (α + 1)
‖C − Cn−1‖ ,

‖ςn (t)‖ ≤
∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ5 (τ, R)− ϕ5 (τ, Rn−1)] dτ

∥∥∥∥
≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ5 (τ, R)− ϕ5 (τ, Rn−1)‖ dτ (6.18)

≤ tαq5

Γ (α + 1)
‖R−Rn−1‖ ,

ve

‖εn (t)‖ ≤
∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ6 (τ, V )− ϕ6 (τ, Vn−1)] dτ

∥∥∥∥
≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ6 (τ, V )− ϕ6 (τ, Vn−1)‖ dτ (6.19)

≤ tαq6

Γ (α + 1)
‖V − Vn−1‖

olduğu biliniyor. Aynı şekilde iteratif formül ile devam edilirse sistem:

‖ωn (t)‖ ≤
{

tα

Γ (α + 1)

}n+1

qn1 Ψ,

‖ϑn (t)‖ ≤
{

tα

Γ (α + 1)

}n+1

qn2 ∆,

‖κn (t)‖ ≤
{

tα

Γ (α + 1)

}n+1

qn3 Φ.

‖%n (t)‖ ≤
{

tα

Γ (α + 1)

}n+1

qn4 Θ.

‖ςn (t)‖ ≤
{

tα

Γ (α + 1)

}n+1

qn5 Ω.

ve

‖εn (t)‖ ≤
{

tα

Γ (α + 1)

}n+1

qn6 Υ
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halini alır. Eşitsizlikler dikkate aldığında tmax noktası

‖ωn (t)‖ ≤
{

tαmax
Γ (α + 1)

}n+1

qn1 Ψ,

‖ϑn (t)‖ ≤
{

tαmax
Γ (α + 1)

}n+1

qn2 ∆,

‖κn (t)‖ ≤
{

tαmax
Γ (α + 1)

}n+1

qn3 Φ,

‖%n (t)‖ ≤
{

tαmax
Γ (α + 1)

}n+1

qn4 Θ,

‖ςn (t)‖ ≤
{

tαmax
Γ (α + 1)

}n+1

qn5 Ω,

ve

‖εn (t)‖ ≤
{

tαmax
Γ (α + 1)

}n+1

qn6 Υ

şeklindedir.

Teorem 6.1’in sonuçları dikkate alınarak, limit n→∞ için eşitsizliklerin her iki tarafına

uygulanır ve ‖ω∞ (t)‖ → 0, ‖ϑ∞ (t)‖ → 0, ‖κ∞ (t)‖ → 0, ‖%∞ (t)‖ → 0, ‖ς∞ (t)‖ → 0,

‖ε∞ (t)‖ → 0 şeklinde bulunur.

Teorem 6.3 Caputo kesirli operatör tarafından tanımlanan (4.4) HBV sisteminin çözümü

tektir.

İspat (4.4) sisteminin S1 (t), L1 (t), A1 (t), C1 (t), R1 (t) ve V1 (t) gibi başka çözümleri

olduğunu varsayalım. O zaman

S (t)− S1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ1 (τ, S)− ϕ1 (τ, S1)] dτ,

L (t)− L1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ2 (τ, L)− ϕ2 (τ, L1)] dτ,

A (t)− A1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ3 (τ, A)− ϕ3 (τ, A1)] dτ. (6.20)

C (t)− C1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ4 (τ, C)− ϕ4 (τ, C1)] dτ,

R (t)−R1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ5 (τ, R)− ϕ5 (τ, R1)] dτ,

V (t)− V1 (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 [ϕ6 (τ, V )− ϕ6 (τ, V1)] dτ,
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yazılabilir. (6.20) sisteminin her iki tarafına norm uygulanırsa şu eşitsizlik sistemi elde edilir:

‖S (t)− S1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ1 (τ, S)− ϕ1 (τ, S1)‖ dτ,

‖L (t)− L1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ2 (τ, L)− ϕ2 (τ, L1)‖ dτ,

‖A (t)− A1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ3 (τ, A)− ϕ3 (τ, A1)‖ dτ. (6.21)

‖C (t)− C1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ4 (τ, C)− ϕ4 (τ, C1)‖ dτ,

‖R (t)−R1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ5 (τ, R)− ϕ5 (τ, R1)‖ dτ,

‖V (t)− V1 (t)‖ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖ϕ6 (τ, V )− ϕ6 (τ, V1)‖ dτ.

ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5 ve ϕ6 çekirdekleri Lipschitz koşulunu sağladığından,

‖S (t)− S1 (t)‖ ≤ q1t
α

Γ (α + 1)
‖S (t)− S1 (t)‖ ,

‖L (t)− L1 (t)‖ ≤ q2t
α

Γ (α + 1)
‖L (t)− L1 (t)‖ ,

‖A (t)− A1 (t)‖ ≤ q3t
α

Γ (α + 1)
‖A (t)− A1 (t)‖ , (6.22)

‖C (t)− C1 (t)‖ ≤ q4t
α

Γ (α + 1)
‖C (t)− C1 (t)‖ ,

‖R (t)−R1 (t)‖ ≤ q5t
α

Γ (α + 1)
‖R (t)−R1 (t)‖ ,

‖V (t)− V1 (t)‖ ≤ q6t
α

Γ (α + 1)
‖V (t)− V1 (t)‖ ,

elde edilir. Ayrıca

‖S (t)− S1 (t)‖
(

1− q1t
α

Γ (α + 1)

)
≤ 0,

‖L (t)− L1 (t)‖
(

1− q2t
α

Γ (α + 1)

)
≤ 0,

‖A (t)− A1 (t)‖
(

1− q3t
α

Γ (α + 1)

)
≤ 0, (6.23)

‖C (t)− C1 (t)‖
(

1− q4t
α

Γ (α + 1)

)
≤ 0,

‖R (t)−R1 (t)‖
(

1− q5t
α

Γ (α + 1)

)
≤ 0,

‖V (t)− V1 (t)‖
(

1− q6t
α

Γ (α + 1)

)
≤ 0

bulunur. Dolayısıyla S (t) = S1 (t), L (t) = L1 (t), A (t) = A1 (t), C (t) = C1 (t), R (t) =

R1 (t) ve V (t) = V1 (t) eşitliklerinin ispatını gerektiren ‖S (t)− S1 (t)‖ = 0, ‖L (t)− L1 (t)‖ =
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0 , ‖A (t)− A1 (t)‖ = 0 , ‖C (t)− C1 (t)‖ = 0, ‖R (t)−R1 (t)‖ = 0 ve ‖V (t)− V1 (t)‖ =

0 eşitlikleri elde edilir. Bu ise sistemin tek çözüme sahip olduğunu belirtir. Sonuç olarak

Teorem (6.3) ispatlanmış olur.
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7. PARAMETRE TAHMİNİ

Parametre tahmini (PT) tekniği, gerçek verilere en uygun eğriyi elde ederken gerçek ve-

rilere en yakın parametre değerlerini bulmamızı sağlayan, son zamanlarda oldukça popüler

olan çok kullanışlı bir yöntemdir. PT yöntemi sayesinde, oluşturulan matematiksel model

için en gerçekçi parametre değerleri hesaplanır. Literatürdeki çalışmaların çoğunda para-

metrelerin sayısal değerleri önceki çalışmalarda kullanılan tahmini parametre değerleridir.

Bu yöntem sayesinde, modele özgü parametre değerleri hesaplandığından, bu özel ve daha

doğru değerlerin kullanılması elde edilen modelin tutarlılığını daha açık bir şekilde ortaya

koymaktadır. Daha gerçekçi bir matematiksel model çalışması için parametre tahmini son

derece önemlidir. Parametre tahmini, hastalığın gelecekteki tahminini ve salgının bulaşma

dinamiklerini daha iyi anlamak için oluşturulan modelin güvenilirliğini artırır.

Bu yöntem, modele özgü parametre değerlerinin hesaplanması ve böylece en uygun pa-

rametre değerlerini kullanma esasına dayandığından çalışmanın sonuçlarının yorumlanması

açısından da oldukça önemlidir. Bu yöntemin çalışma prensibi aşağıdaki algoritma ile ifade

edilebilir:

• Problem çözümü için sabitlerin (c) belirlenmesi:

min
c
‖X(c, cdata) − ydata‖2

2 = min
c

∑
i

(X(c, cdatai)− ydatai)2 . Burada cdata ve

ydatamatris veya vektör;X(c, cdata) fonksiyonu ydata ile aynı booyutlu matris veya

vektör değerli bir fonksiyon olmak üzere, cdata girdi değerleri, ydata ise çıktı değer-

lerini gösterir.

• Eğer parametrelerde sınır söz konusu ise, bu durumda alt ve üst sınır sırasıyla lb ve ub

olarak belirlenebilir. Burada c, lb ve ub vektör veya matris olabilir.

• lsqcurvefit MATLAB kodu basitçe veri uydurma problemleri için uygun bir arayüz

sağlar ve aşağıdaki vektör değerli fonksiyonu hesaplamak için kullanıcı tanımlı bir
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fonksiyon gerektirir:

X(c, cdata) =



X(c, cdata(1))

X(c, cdata(2))

X(c, cdata(3))
...

X(c, cdata(k))


.

Bu bölümde, oluşturulan eğrideki değerler ile gerçek değerler arasındaki farkların kare-

lerinin toplamını en aza indirme prensibine dayanan "en küçük kareler eğri uydurma tekni-

ğini" kullanarak parametreleri model için daha uygun hale getirmeye ve en doğru (yaklaşık

çözüme en yakın) eğri bulunmaya çalışılmıştır.

Böylece en küçük kareler eğri uydurma yöntemi yardımıyla tahmin edilen 13 biyolojik

parametre Şekil 7.1’de gösterildiği gibi elde edilmiştir. Gerçek HBV vakaları, Şekil 7.1’de

kırmızı dairelerle gösterilirken, gerçek verilere en iyi uydurulan eğri mavi düz bir çizgi ile

gösterilmiştir. Önerilen HB modelinin yaklaşık çözümünün gerçek vakalara en iyi şekilde

uydurulması ile edilen ve Şekil 7.1’de grafiği verilen eğriyi oluşturan parametre değerleri de

Tablo 7.1 de listelenmiştir.

Parametre Parametrenin Anlamı Değer Kaynak
Λα Doğum oranı 0.0120 Tahmin edildi
µα Doğal ölüm oranı 3.4857e− 05 (TUIK, 2021)
µαH HBV hastalığından ölüm oranı 0.1134 Tahmin edildi
βα Hastalığın bulaşma katsayısı 0.4 Tahmin edildi
ψα Latent’ten Akut’a geçiş oranı 0.1049 Tahmin edildi
qα Akut’tan Taşıyıcı’ya geçiş oranı 0.1204 Tahmin edildi
ϕα Taşıyıcı sınıfındaki bireylerin iyileşme oranı 0.2000 Tahmin edildi
γα Aşılama oranı 0.0010 Tahmin edildi
δα Başarılı aşılama yapılmayan doğumların oranı 0.3000 Tahmin edildi
κα HB akut virüslü annelerin enfekte oranı 0.1100 Tahmin edildi
ηα Aşının etkisiyle bağışıklığın azalma oranı 0.1000 Tahmin edildi
εα Akut’a göre azaltılmış bulaşma hızı 0.1000 Tahmin edildi
rα Akut enfeksiyonlu bireylerin iyileşme oranı 0.1590 Tahmin edildi

Tablo 7.1. Parametre tahmini yöntemiyle elde edilen ve sayısal simülasyonlarda kulla-
nılan parametre değerleri

Bu değerleri elde ederken Türkiye’de 1999-2019 yılları arasında görülen Hepatit-B vaka-

ları dikkate alınmıştır. Böylece gerçek veri kullanılarak en iyi eğri uydurulmaya çalışılmıştır.
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Şekil 7.1. 1999-2019 yılları arasında Türkiye’de görülen HBV vaka sayıları ve para-
metre tahmini sonunda bulunan değerler

Hepatit-B epidemisi için oluşturulan modelde 13 farklı parametre değeri bulunmakta

olup, parametrelerden doğal ölüm oranı (µ) parametre tahmini yöntemiyle hesaplanmamış

literatürdeki verilere göre alınmıştır (TUIK, 2021). Bir Türk vatandaşının ortalama yaşama

ömrü 78.6 yıldır (TUIK, 2021), bu ise günlük bazda µ = 1/(78.6 × 365) değerine karşı-

lık gelir. Ayrıca Türkiye’nin toplam nüfusu 83 milyon 384 bin 680 kişi (TUIK, 2021) ve

HBV olmadığında sınırlandırılmış nüfus Λ/µ şeklindedir. Her nüfus kompartmanında bulu-

nan bireyler, toplam popülasyona (N(t)) bölünerek nüfus oranları (başlangıç koşulları) be-

lirlenir. Böylece ilgili başlangıç koşulları S(0) = 0.8565, L(0) = 0.01223, A(0) = 0.10675,

C(0) = 0.00489, R(0) = 0.00734 ve V (0) = 0.01224 şeklinde bulunmuştur.
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8. MODEL İÇİN BİR NÜMERİK METOT

Lineer olmayan adi veya kısmi diferansiyel denklem sistemlerinin analitik çözümlerini

elde etmek oldukça zordur. Bu yüzden analitik çözümlerin elde edilemediği durumlarda

yaklaşık-analitik veya nümerik metotlardan yararlanılır. Son yıllarda, kesirli diferansiyel

denklemler (KDD), akışkanlar mekaniği, elektrik ağı, sinyal yönlendirme, dinamik sistem-

lerin kontrol teorisi, görüntü yönlendirme, optik gibi fen ve mühendislik bilimlerinin farklı

dallarında sayısız uygulama alanı bulmuştur. Lineer olmayan kesirli kısmi diferansiyel denk-

lemlerin yaklaşık ya da analitik çözümlerini bulmak için literatürde Adomian ayrıştırma me-

todu (ADM) (Wazwaz, A. M., 1999), Laplace analiz metodu (Durbin, F., 1974), homotopi

analiz metodu (Liao, S., 2009), homotopi pertürbasyon metodu (Esen ve diğerleri, 2012),

diferansiyel dönüşüm metodu gibi farklı yöntemler mevcuttur.

Bahsedilen nümerik yöntemlerin dışında özellikle son yıllarda sıkça kullanılan yöntem-

lerden birisi de Adams-Bashforth tipi tahmin etme-düzeltme metodudur (Owolabi, 2019),

(Yavuz ve diğerleri, 2020), (Naik ve diğerleri, 2020). Bu tez çalışmasında nümerik yöntem

olarak bu metottan yararlanılmıştır. Yöntemin temel bileşenlerini ve çözüm adımlarını ta-

nımlayabilmek için öncelikle aşağıdaki kesirli diferansiyel denklem (KDD) için başlangıç

değer problemini ele alalım:  C
0 D

α
t0
y(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0.
(8.1)

Burada C0 D
α
t0
y(t) Caputo anlamında kesirli mertebeden türevi gösterir (Podlubny, 1999), (Ca-

puto, 1967). (8.1) ile verilen problemin çözümünün varlığını ve tekliğini sağlamak için, f ’nin

en azından [t0, T ] × D üzerinde sınırlı olduğu ve ikinci değişkene göre bir Lipschitz koşu-

lunu yerine getirdiği varsayılmaktadır (Diethelm, 2002). Bu takdirde (8.1) problemi aşağı-

daki forma eşdeğer bir Volterra integral denklemi olarak yeniden formüle edilebilir (Kilbas,

2006).

y(t) = y(t0) +
1

Γ(α)

∫ t

t0

f(s, y(s))ds. (8.2)

Adi diferansiyel denklemlerin (ADD) sayısal çözümünde, Adams yöntemleri en çok kulla-

nılan örtük (Adams-Moulton) ve açık (Adams-Bashforth) doğrusal çok adımlı yöntemlerden

birini temsil eder. Adams yöntemlerinin geniş popülaritesi, temel olarak iyi stabilite özel-

liklerinden, makul hesaplama maliyetinden ve uygulama kolaylığından kaynaklanmaktadır.
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Bu nedenle, Adams yöntemlerini KDD’lere genelleştirmek için çeşitli çalışmalar yapılmış-

tır. Gerçekten de kalıcı bir belleğin varlığı ve bunun sonucunda çözümün orijinden uzakta

değerlendirilmesi için gereken hesaplama çabasının artması, verimli algoritmaların gelişti-

rilmesini gerektirir.

Yakın zamanda, KDD’ler için bazı Adams formülleri kullanılarak geliştirilen bir tahmin

edici-düzeltici yöntemini incelemeye büyük ilgi gösterildi (Diethelm, 1998). Bu yaygın ola-

rak kullanılan yöntemin doğruluğu ve sayısal verimliliği üzerine önemli sayıda çalışmalar

yapılmıştır (Diethelm, 2002).

8.1. KDD’ler için tahmin edici-düzeltici yöntemler

Tahmin edici-düzeltici yöntemler tekniğini ilk olarak (Young, 1954)’de uygulamıştır.

Bu teknik, denklem (8.1)’deki f(t, y(t)) fonksiyonunun uygun bir parçalı interpolasyon po-

linomu ile değiştirilmesinden oluşur. (Cameron ve diğerleri, 1984)’de, yakınsama özellikle-

rinin bir araştırması sağlandı ve ardından, (Lubich, 1986)’de lineer kararlılık analizi yapıldı.

Adams yöntemleri Adams çarpım kareleme (AÇK) terimi, bu kuralların basit bir genelleme

olduğunu göstermektedir.

Son zamanlarda, iki çarpım kareleme kuralı, KDD’lerin sayısal çözümlenmesinde özel-

likle dikkat çekmiştir. yj ve y(tj) için sayısal yaklaşıklık olan, h adım aralığında fj =

f(tj, yj) olarak gösterilen, eşit aralıklı bir adım tj = t0 + jh verildiğinde, açık 1 adımlı

AÇK yöntemi (veya çarpım dikdörtgen kuralı) (Cameron ve diğerleri, 1984) ve (Diethelm,

1998) çalışmalarında verilmiştir.

yn = y0 + hα
n−1∑
j=0

bn−j−1fj, (8.3)

bn =
(n+ 1)α − nα

Γ(α + 1)

ile verilen, örtük 1 adımlı AÇK yöntemi (veya çarpım yamuk kuralı) (Cameron ve diğerleri,

1984) ve (Diethelm, 1998) şu şekilde yazılabilir:

yn = y0 + hαan,0f0 + hα
n∑
j=1

βn−jfj (8.4)

ile verilen denklemde

an,0 =
(n− 1)α+1 − nα(n− α− 1

Γ(α + 2)
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ve

θn =

 1
Γ(α+2)

, n = 0,

(n−1)α+1−2nα+1+(n+1)α+1

Γ(α+2)
, n = 1, 2, ...

(8.5)

şeklindedir.

Not 8.1 Çözümün tüm değerleri {yj}n−1
j=0 yn’nin değerlendirilmesinde yer aldığından, 1-

adım terimi biraz yanıltıcıdır. Bu nedenle denklem (8.3) ve denklem (8.4), aşağıdakilere göre

1 adımlı yöntemler değildir ve terim-adım, hesaplamayı başlatmak için gereken başlangıç

değerlerinin sayısı ile ilişkilendirilebilir.

(Cameron ve diğerleri, 1984) çalışmalarında, ODE’ler için karşılık gelen Adams Moulton-

Bashforth prosedürünü KDD’lere genelleştirmek amacıyla bir öngörücü-düzeltici algorit-

ması tanıtmışlardır. Önerilen yöntemde, bir ön yaklaşıklık ypn üretmek için kullanılır. Burada

kısaca P (R)C(T ) yöntemi olarak anılacak olan sonuç şeması (burada P ve C, sırasıyla tah-

min edici ve düzeltici, R ve T dikdörtgen ve yamuk kuralları anlamına gelir) yazılabilir: ypn = y0 + hα
∑n−1

j=0 bn−j−1fj

yn = y0 + hαan,0f0 + hα
∑n

j=1 βn−jfj + hαβ0f(tn, y
p
n).

(8.6)

Denklem (8.4) esas olarak dikkat çekicidir. Çünkü, doğruluk ve uygulama kolaylığı arasında

iyi bir kolaylık sağlar. Daha önceki bazı sonuçların genelleştirilmesiyle (Hoog ve diğerleri,

1973), gerçek çözümün yeterince düzgün olması koşulları, k-adımlı örtük AÇK yöntemle-

rinin hk+1 gibi yakınsadığını gösterir. Benzer şekilde, k-adımlı açık AÇK’ların da hk gibi

yakınsadığı bilinmektedir (Cameron ve diğerleri, 1984).

Bununla birlikte, çoğu durumda, denklem (8.1)’in çözümü, orijinde birinci türevin sü-

reksizliğini sunar ve bu nedenle, önceki sonuç KDD’ler için çok az ilgi çekicidir (Lubich,

1983). Bu nedenle, (Diethelm, 2004)’de, temeldeki kareleme kurallarındaki hataların araş-

tırılmasına dayanan yakınsama özelliklerinin ayrıntılı bir analizi, çözüm ve verilen veriler

hakkında daha geniş bir varsayım dizisi altında gerçekleştirilmiştir.

(Diethelm, 2002)’de, düzeltici adımın çoklu uygulamaları yoluyla tahmin edici-düzeltici

yönteminin doğruluğunun nasıl geliştirilebileceği ele alınmıştır. Düzeltici yineleme sayısını

µ ile ifade ederek yöntem şu şekilde yazılabilir:
Ψn = y0 + hαan,0f0 + hα

∑n−1
j=1 βn−jfj

y
[0]
n = y0 + hα

∑n−1
j=0 bn−j−1fj

y
[l]
n = Ψn + hαβ0f(tn, y

[l−1]
n , l = 1, ..., µ.

(8.7)
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(Diethelm, 2004) çalışmasında söz edilen Lemma 3.1, bu yöntemin aşağıdaki gibi kullanıl-

dığını gösterir:

max
n0≤n≤N

| y(tn)− yn |=


Ω(hmin(1+µα,2)), eger C

0 D
α
t0
y(t) ∈ C2([0, T ]),

Ω(hmin(1+µα,2−α)), eger y(t) ∈ C2([0, T ]),

Ω(h1+α), eger f(t, y) ∈ C2([0, T ]×D).

(8.8)

Sonuç olarak, maksimum sıra (bu durumda düzeltici yöntemin sırası), bir dizi µ düzeltici yi-

nelemesinden sonra elde edilir. µ = 1/α olduğunda C
0 D

α
t0
y(t) ∈ C2([0, T ]) ve µ = 1− α/α

olduğunda y(t) ∈ C2([0, T ]) (burada [x] en küçük tamsayı ≥ x’i gösterir). Tek bir düzel-

tici adımlı üçüncü durumda, elde edilebilecek maksimum 1 + α sırasına ulaşılır ve iyileş-

tirme mümkün değildir. Bununla birlikte, algoritmalar (8.6) ve (8.7) ağırlıkların üç dizisinin

{bn}, {an,0} ve {βn} değerlendirilmesi ve iki farklı ayrık evrişimin hesaplanması için makul

miktarda hesaplama gerektirir (Hairer ve diğerleri, 1985).

Hesaplamayı azaltmak amacıyla, burada y[p]
n tahminini değerlendirmek için alternatif bir

yaklaşım önerilir. Burada amaç (8.4) metodun açık bir versiyonunu türetmek, aynı katsayı

dizilerini kullanan {an,0} ve {βn} düzeltici yinelemede yeniden kullanmak için, tahmin edi-

cide ele alınan dönüşümdür.

Bu nedenle, çarpım yamuk kuralına (8.4) benzer açık AÇK yöntemimiz, ilk alt aralıklarda

[tj, tj+1], j = 0, 1, ..., n−2, f(t) değiştirilerek türetilir. y(t) fj ve fj+1’i interpolasyon yapan

birinci derece polinom pj(s) aracılığıyla [tn−1, tn] aralığında, pn−1(s) yerine önceki polinom

pn−2(s) genişletilir. Dolayısıyla denklem (8.2)’den, bazı basit manipülasyonlardan sonra, bu

açık 2 adımlı AÇK yöntemini (değiştirilmiş bir yamuk kuralı) şu şekilde yazabiliriz:

yn = y0 + hα[an,0f0 +
n−1∑
j=1

βn−jfj − β0fn−2 + 2β0fn−1], n ≥ 2. (8.9)

Denklem (8.2), tahmin edici-düzeltici yönteminde kullanıldığında, daha az hesaplama

adımı içermesi gibi önemli bir avantaja sahiptir. Denklem (8.4) ve Denklem (8.7), aynı ayrık

dönüşüme sahip olduğundan, elde edilen algoritma, değiştirilmiş P (T )C(T ) yöntemi olarak

adlandırılacaktır. Bu durumda aşağıdaki sistem elde edilir:
Φn = an,0f(t0, y0) +

∑n−1
j=1 βn−jf(tj, yj),

ypn = y0 + hα(Φn − β0f(tn−2, yn− 2) + 2β0f(tn−1, yn−1),

yn = y0 + hα(Φn + β0f(tn, y
p
n)).

(8.10)

Denklem (8.10), tahmin ediciyi ve tüm tahmin edici-düzelticinin hesaplama adımlarını de-

ğerlendirmek için daha önce gerçekleştirilen hesaplamanın çoğunu yeniden kullandığından,
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Denklem (8.6) deki yöntemin kabaca yarısı kadar işlem adımı gerektirir. Bununla birlikte,

Denklem (8.10), y0 ve y1 olmak üzere iki başlangıç değeri gerektiren 2 adımlı bir yöntemdir.

Bu tezin amacı, denklem (8.2) çözümü için çarpım kareleme kurallarını tanımlamak ve

kesirli diferansiyel denklemleri için genelleştirilmiş Adams-Bashforth tipi diferansiyel denk-

lemlere genişletmektir. Ortaya çıkan yöntemlere kesirli genelleştirilmiş Adams-Bashforth

yöntemleri diyoruz. I = [0, T ] integrasyon aralığında tek tip genelleştirilmiş denklemler

üzerinde kullanıldığında basitlik için t0 = 0 olarak alınabilir.

tn = nh, n = 0, 1, ..., N, h = T/N. (8.11)

Bu dönüşümler kullanılarak, (8.2) çözümü aşağıdaki gibi ayrıklaştırılabilir.

yn = y0 + hα
M∑
j=0

wn,jfj + hα
n+k2∑
j=0

wn,jfj, n = M + 1, ..., N − k2, k2 ≤ 0. (8.12)

Burada yn ≈ y(tn), fn = f(tn, yn),wn,j vewn h’den bağımsızdır veM , yöntemin sırasına ve

α kesir mertebesine bağlıdır. Bu tür yöntemler için her zamanki gibi, ilk olarak M + 1 ve k2

toplam üst noktaları üzerinde sayısal bir çözüm değerleri için denklem (8.12)’in çözümü ele

alınır. Bazı {j = 0, 1, 2, ...iN} ve h = T/N tamsayılarıyla tek bir {tj = jh} dönüşümünü

ele alalım. Bu yöntemde, yj ≈ y(tj), (j = 1, 2, ..., k) tahminlerinin önceden hesaplanmış

olması, yk+1 yaklaşımını aşağıdaki formül aracılığıyla elde etmeye fayda sağlayacaktır.

y(tk+1) = y(tk)

∫ tk+1

tk

f(z, y(z))dz, (8.13)

[tk, tk+1] aralığında (8.13) integrali alınır. Elbette, denklem (8.13) de ifadelerin hiçbiri tam

olarak bilinmemekte, ancak yk değeri mevcut, öyle ki bu y(tk) için bir yaklaşımdır ve y(tk)

yerine kullanılabilir. İntegral yerine aşağıdaki iki noktalı yamuk karesel formülü yazılabilir:∫ b

a

g(z)dz ≈ b− a
2

(g(a) + g(b)). (8.14)

Bu nedenle, denklem (8.14) bilinmeyen yk+1 değeri için bir denklem tanımlar, bu

yk+1 = yk +
tk+1 − tk

2
(f(tk, y(tk)) + f(tk+1, y(tk+1))) (8.15)

şeklindedir. Burada, y(tk) yerine yk ve y(tk+1) yerine yk+1 yazılması gerekir. Bu şekilde tek

adımlı Adams-Moulton yöntemi için aşağıdaki denklemi elde ederiz.

yk+1 = yk +
tk+1 − tk

2
(f(tk, yk) + f(tk+1, yk+1)) (8.16)
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Bu bölümde, α ∈ [0, 1] mertebesinden Caputo kesirli türevinin yaklaşımı için Adams

Bashforth metodunun kesirli versiyonunu ele alıyoruz. Bu nümerik metod, kesirli analizin

temel teoremini iki aşamalı Lagrange polinomu ile birleştirerek formüle edilmiştir (Owolabi,

2019), (Yavuz ve diğerleri, 2020), (Naik ve diğerleri, 2020). Kesirli mertebeden Caputo

türev sistemi
C
0 D

α
t f(t) = G(t, f(t)), f(0) = f0, 0 < t < T <∞, (8.17)

şeklindedir. Denklem (8.17) kesirli mertebeden sisteminin kesirli analizin temel tanımından

f(t)− f(0) =
1

Γ (α)

∫ t

0

g (τ, f(τ)) (t− τ)α−1 dτ (8.18)

integral tipine dönüştürülebilir. Burada t = tn+1, n = 0, 1, 2, . . . şeklinde alınırsa

f(tn+1)− f(0) =
1

Γ(α)

∫ tn+1

0

g(τ, f(τ))(tn+1 − τ)α−1dτ, (8.19)

denklemi elde edilir. Aynı şekilde t = tn, n = 0, 1, 2, . . . alınırsa

f(tn)− f(0) =
1

Γ(α)

∫ tn

0

g(τ, f(τ))(tn − τ)α−1dτ (8.20)

denklemi elde edilir. Denklem (8.19)’den Denklem (8.20) taraf tarafa çıkarılırsa

f(tn+1) =f(tn) +
1

Γ(α)

∫ tn+1

0

g(τ, f(τ))(tn+1 − τ)α−1dτ (8.21)

− 1

Γ(α)

∫ tn

0

g(τ, f(τ))(tn − τ)α−1dτ

ve Lagrange enterpolasyonunu kullanarak g(τ, f(τ)) üzerinde denklem (8.21) gibi daha basit

halde yazılabilir. Böylelikle son şekliyle

f(tn+1) = f(tn) +
g(tn, fn)

hΓ(α)

{
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

}
+
g(tn−1, fn−1)

hΓ(α)

{
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

}
(8.22)

yaklaşım denklemine sahip oluruz. Bu denklem, Caputo türevinin sayısal yaklaştırması için

iki aşamalı kesirli Adams-Bashforth metodu olarak bilinir (Owolabi, 2018), (Naik ve diğer-

leri, 2020).
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Kesirli mertebeden (4.4) HBV sisteminde kesirli Adams-Bashforth metodu kullanılarak

Sn+1 − Sn =
gS(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn)

hΓ(α)

[
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

]
+
gS(tn−1, Sn−1, Ln−1, An−1, Cn−1, Rn−1, Vn−1)

hΓ(α)

×
[
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

]
, (8.23)

Ln+1 − Ln =
gL(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn)

hΓ(α)

[
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

]
+
gL(tn−1, Sn−1, Ln−1, An−1, Cn−1, Rn−1, Vn−1)

hΓ(α)

×
[
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

]
, (8.24)

An+1 − An =
gA(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn)

hΓ(α)

[
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

]
+
gA(tn−1, Sn−1, Ln−1, An−1, Cn−1, Rn−1, Vn−1)

hΓ(α)

×
[
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

]
, (8.25)

Cn+1 − Cn =
gC(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn)

hΓ(α)

[
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

]
+
gC(tn−1, Sn−1, Ln−1, An−1, Cn−1, Rn−1, Vn−1)

hΓ(α)

×
[
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

]
, (8.26)

Rn+1 −Rn =
gR(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn)

hΓ(α)

[
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

]
+
gR(tn−1, Sn−1, Ln−1, An−1, Cn−1, Rn−1, Vn−1)

hΓ(α)

×
[
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

]
, (8.27)

Vn+1 − Vn =
gV (tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn)

hΓ(α)

[
2htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+
htαn
α
− tα+1

n

α

]
+
gV (tn−1, Sn−1, Ln−1, An−1, Cn−1, Rn−1, Vn−1)

hΓ(α)

×
[
htαn+1

α
− tα+1

1 n+ 1

α + 1
+

tαn
α + 1

]
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çözüm iterasyonları elde edilir. Ayrıca

gS(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn),

gL(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn),

gA(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn),

gC(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn),

gR(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn),

gV (tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn),

değerleri

gS(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn) = Λαδα (1− καA) + ηαV

− (µα + βαA+ εαβαC + γα)S,

gL(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn) = (βαA+ εαβαC)S − (µα + ψα)L,

gA(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn) = ψαL+ ΛαδακαA− µαA− µαHA

−qαA− rαA,

gC(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn) = qαA− ϕαC − µαC,

gR(tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn) = rαA− µαR− ϕαC,

gV (tn, Sn, Ln, An, Cn, Rn, Vn) = Λα (1− δα) + γαS − µαV − ηαV,

fonksiyonlarından hesaplanarak sayısal çözümün algoritması tamamlanır.
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9. MODELİN NÜMERİK ÇÖZÜMÜ VE SİMÜLASYON

Nümerik simülasyon performans optimizasyonu için özellikle mühendislik, temel bilim-

ler, finans alanlarında test, eğitim, öğretim ve tahmin gibi birçok amaç için kullanılır. Çoğu

zaman simülasyon modelleri çalışmak için bilgisayar deneyleri de kullanılmaktadır. Simü-

lasyon ayrıca bilimsel modelleme ile doğal sistem veya insan sistemlerinin çalışmalarına

derinlemesine bakış için de kullanılır. Simülasyon alternatif durumların ve hareket tarzları-

nın nihai gerçek etkilerini göstermek için kullanılabilir. Simülasyon ayrıca gerçek sistemin

erişemediği veya tehlikeli, uygulamanın kabul edilmediği veya dizayn edilmiş ancak henüz

üretilmemiş ya da basitçe ortada olmayan sistemlerin uygulanamadığı zamanlarda da kul-

lanışlıdır. Simülasyondaki temel hususlar, önemli özelliklerin ve davranışların seçimi hak-

kında geçerli kaynak bilgilerinin edinilmesini, simülasyonda yakınlaştırma ve varsayımların

basitleştirilmesinin kullanımı ve simülasyon sonuçlarının doğruluğunu ve geçerliliğini içerir.

Model doğrulaması ve geçerliliği için simülasyon teknolojisi oluşturulan modelin etkinliği-

nin ve geçerliliğinin test edilmesinde, özellikle uygulamalı bilimlerde sıkça kullanılan ve

giderek önem kazanan bir araçtır (Wikipedia, 2022). Bu bağlamda, bir modelin nümerik

simülasyonu o modelin temel aldığı gerçek-hayat probleminin gelecekteki davranışları hak-

kında tahminlerde bulunmaya yardımcı olur.

Bu kısımda, oluşturulan Hepatit-B modelinin nümerik çözümleri ele alınacaktır. Çözüm

yöntemi olarak Bölüm 8’de detayları verilen Adams-Bashforth tipi tahmin etme-düzeltme

metodu kullanılacaktır. Çok adımlı Adams-Bashforth yöntemleri istenen herhangi bir doğru-

luk sırası için bulunabilir. Yine Runge–Kutta yöntemlerinden farklı olarak, Adams–Bashforth

yöntemleri, daha yüksek doğruluk derecelerine gidildikçe daha küçük kararlılık bölgelerine

sahiptir. Çok adımlı yöntemler, yüzeysel olarak daha verimli olsalar da, büyük ölçüde sonraki

bölümde ele alacağımız adım boyutu seçimi ile ilgili bazı pratik konularla ilgilenmediklerin-

den, uygulamada tek adımlı yöntemlere göre daha az yaygın olarak kullanılmaktadır (Diet-

helm, 2004).

Matematiksel biyolojide sayısal simülasyon yaparak bir hastalığın gelecekteki seyri ile

ilgili tahminlerde bulunmak ve oluşturulan modellerin nümerik çözümlerini hesaplamak ol-

dukça önemlidir. Bu bölümde, denklem (4.4) ile verilen sistemin kararlı denge noktalarının

biyolojik önemi tartışılıp, elde edilen sonuçların davranışları incelenecektir.
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Denklem (4.4) ile verilen α = (0, 1] kesirli mertebeden sisteminin sayısal parametre değer-

leri Tablo 7.1’de verilmiştir. Aynı zamanda, Denklem (4.4) sistemindeki başlangıç değer ko-

şulları S(0) = 0.8565, L(0) = 0.01223, A(0) = 0.10675, C(0) = 0.00489, R(0) = 0.00734

ve V (0) = 0.01224 şeklinde alınmıştır. Tüm simülasyonlarda t = 20 (yıl) zaman aralığı ele

alınmış ve sonunçlar MATLAB R2019b paket programı ile elde edilmiştir.

Şekil 9.1’de (4.4) sisteminde hastalığın bulaşma katsayısı olan β’nın β = 0.4, β =

0.5, β = 0.6 ve β = 0.7 farklı değerleri için duyarlı bireylerdeki popülasyonun zamana

bağlı değişimi incelenmiştir. Burada parametre tahmini yöntemiyle gerçek veriye en uygun

β değeri β = 0.4 olarak hesaplanmıştır. Bu değere göre duyarlı bireylerin sayısının β’nın

simülasyondaki diğer değerlerine göre zamanla artış gösterdiği gözlemlenmiştir.
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Şekil 9.1. Farklı β değerleri için duyarlı bireylerde (S) nüfus değişimi

Benzer şekilde, Şekil 9.2, Şekil 9.3, Şekil 9.4, Şekil 9.5 ve Şekil 9.6’da hastalığın bu-

laşma katsayısı olan β’nın farklı β = 0.4, β = 0.5, β = 0.6 ve β = 0.7 değerleri için

sırasıyla latent, akut, taşıyıcı, iyileşen ve aşılanmış bireylerdeki popülasyonun zamana bağlı

değişimi incelenmiştir. Parametre tahmini yöntemiyle elde edilen β = 0.4 değeri için latent

sürecindeki bireylerin sayısının β’nın diğer değerlerine (0.5, 0.6, 0.7) göre daha az olduğu

ve zamanla latent bireylerin sayısının daha kararlı duruma geldiği görülmektedir. Akut bi-

reylerin sayısının da β = 0.4 değeri için diğer değerlere göre önemli derecede az olduğu ve

simülasyon süresi sonunda sıfıra yaklaştığı gözlemlenmiştir.
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Şekil 9.2. Farklı β değerleri için latent bireylerde (L) nüfus değişimi
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Şekil 9.3. Farklı β değerleri için akut bireylerde (A) nüfus değişimi

Şekil 9.4’te ve Şekil 9.5’te taşıyıcı ve iyileşmiş bireylerin sayısının β = 0.4 değeri için di-

ğer değerlere göre yine daha az olduğu görülmektedir. İyileşen bireylerin diğer β değerlerine

göre daha az olması, duyarlı bireylerin sayısının zamana göre azalmasından kaynaklandığı

düşünülebilir.
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Şekil 9.4. Farklı β değerleri için taşıyıcı bireylerde (C) nüfus değişimi
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Şekil 9.5. Farklı β değerleri için iyileşen bireylerde (R) nüfus değişimi

Şekil 9.6’ya göre, parametre tahmini sonucunda bulunan β değerine karşılık gelen aşılan-

mış birey sayısının, β’nın diğer belirlenen değerlerine kıyasla önemli bir farklılığı olmadığı

gözlenmiştir.
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Şekil 9.6. Farklı β değerleri için aşılanmış bireylerde (V) nüfus değişimi

Şekil 9.7, Şekil 9.8, Şekil 9.9, Şekil 9.10, Şekil 9.11 ve Şekil 9.12’de farklı kesirli merte-

beden α değerleri için sırasıyla hastalığın kompartımanlarının duyarlı, latent, akut, taşıyıcı,

iyileşen ve aşılanmış bireylerdeki popülasyonun zamana bağlı değişimi ele alınmış ve ge-

lecekteki seyri tahmin edilmeye çalışılmıştır. Şekil 9.7’de uzun dönemde türev mertebesi

azaldıkça (kesirli türev durumu) duyarlı bireylerdeki salınımın daha kararlı olduğu ve du-

yarlı birey popülasyonunun sayısının tamsayılı mertebeye göre daha az olduğu görülmek-

tedir. Şekil 9.8’e göre, latent bireylerde görülen pik noktası α = 1 değeri için yaklaşık 6-8

yılları arasında gerçekleşirken α’nın kesirli değerleri için daha geç yıllarda gerçekleşmiş-

tir. Örneğin, α = 0.85 için latent bireylerde pik noktasının 10-14. yıllar arasında olduğu

görülmektedir. Bu durumun kesirli mertebeden türevlerin hafıza etkisine sahip olmasından

kaynaklandığı söylenebilir.
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Şekil 9.7. Farklı α değerleri için duyarlı bireylerde (S) nüfus değişimi
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Şekil 9.8. Farklı α değerleri için latent bireylerde (L) nüfus değişimi

Şekil 9.9’da akut bireylerin zamana bağlı değişimi incelenmiş ve kesirli durumlarda akut

birey sayısının daha fazla olduğu gözlenmiştir. Zamanla kesirli durumlar ile tamsayı mer-

tebeli durumun birbirine yaklaştığı ve kararlı hale geldiği görülmektedir. Şekil 9.10’a göre,

taşıyıcı bireylerde görülen pik noktası α = 1 değeri için yaklaşık 2-4 yılları arasında ger-

çekleşirken α’nın kesirli değerleri için daha geç yıllarda gerçekleşmiştir. Örneğin, α = 0.85

için taşıyıcı bireylerde pik noktasının 4-6. yıllar arasında olduğu görülmektedir. Bu durumun

benzer şekilde, kesirli mertebeden türevlerin hafıza etkisine sahip olmasından kaynaklandığı

söylenebilir.
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Şekil 9.9. Farklı α değerleri için akut bireylerde (A) nüfus değişimi
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Şekil 9.10. Farklı α değerleri için taşıyıcı bireylerde (C) nüfus değişimi

Şekil 9.11 ve Şekil 9.12’de ise sırasıyla iyileşen ve aşılanan bireylerin zaman içerisindeki

değişimi kesirli mertebeli durumlar ve tamsayı mertebeli durum için incelenmiştir. Zamanla

kesirli durumlar ile tamsayı mertebeli durumun farklı α değerleri için, α değeri arttıkça po-

pülasyonda bulunan iyileşen ve aşılanan bireylerin sayısının da arttığı gözlemlenmiştir.
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Şekil 9.11. Farklı α değerleri için iyileşen bireylerde (R) nüfus değişimi
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Şekil 9.12. Farklı α değerleri için aşılanmış bireylerde (V) nüfus değişimi

Şekil 9.13’te (4.4) sisteminde başarısız aşı oranı olan η’nın farklı η = 0.1, η = 0.2, η =

0.3 ve η = 0.4 değerleri için duyarlı bireylerdeki popülasyonun zamana bağlı değişimi in-

celenmiştir. Burada parametre tahmini yöntemiyle gerçek veriye en uygun η değeri η = 0.1

olarak hesaplanmıştır. Şekil 9.13’e göre η değeri arttıkça popülasyondaki duyarlı bireyle-

rin sayısının da arttığı gözlemlenmiştir. Benzer şekilde Şekil 9.14’te farklı η değerleri için

aşılanmış bireylerin sayısının, zamana bağlı değişimi incelenmiştir. Simülasyon sonuçlarına

göre zamanla η değerleri arttıkça aşılanmış birey sayısı da azalmaktadır. Burada Şekil 9.13’te

gözlemlenen durumun tersi ortaya çıkması beklenen bir durumdur. Diğer bir ifadeyle, η de-

ğerlerinin artması (başarısız aşıların çoğalması) aşılanmış bireylerin sayısında azalışa sebep

olacağı gibi duyarlı bireylerin sayısını arttıracaktır.
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Şekil 9.13. Farklı η değerleri için duyarlı bireylerde (S) nüfus değişimi
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Şekil 9.14. Farklı η değerleri için aşılanmış bireylerde (V) nüfus değişimi

Şekil 9.15’de (4.4) sisteminde aşılama oranı olan γ’nın γ = 0.001, γ = 0.002, γ = 0.003

ve γ = 0.004 farklı değerleri için duyarlı bireylerdeki popülasyonun zamana bağlı değişimi

ele alınmıştır. Burada, başlangıç esnasında farklı γ değerleri için popülasyondaki duyarlı

bireylerin sayının birbirine yakın olduğu gözlemlenip, ilerleyen yıllarda γ değeri arttıkça

popülasyondaki duyarlı bireylerin sayısının azaldığı görülmektedir. Bu durum hastalığa hiç

yakalanmamış (duyarlı) bireylerin aşılanması sonucu HB virüsüne karşı tam korunma sağ-

ladıkları (etkin aşı) şeklinde yorumlanabilir. Bununla birlikte belirli bir zaman aralığından

sonra, tekrar popülasyondaki duyarlı bireylerin sayısının arttığı görülmektedir. Benzer şe-

kilde Şekil 9.16’da farklı γ değerleri için popülasyondaki latent bireylerin zamana bağlı

değişimi incelenmiştir. Şekil 9.16’ya göre, γ’nın latent popülasyonu üzerinde belirgin bir et-
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kiye sahip olmadığı gözlemlenmektedir. Bu da aşılamanın latent bireylere uygulanmadığının

bir sonucu olarak yorumlanır.
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Şekil 9.15. Farklı γ değerleri için duyarlı bireylerde (S) nüfus değişimi
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Şekil 9.16. Farklı γ değerleri için latent bireylerde (L) nüfus değişimi

Şekil 9.17’de farklı γ değerleri için popülasyondaki aşılanmış bireylerin zamana bağlı

değişimi incelenmiştir. Burada γ değeri arttıkça popülasyondaki aşılanmış bireylerin sayı-

sının arttığı görülmektedir. Bu da aşının HB virüsüne karşı etkili olduğu ve tam koruma

sağladığı şeklinde yorumlanabilir.

Şekil 9.18’de (4.4) sisteminde latent popülasyonundaki bireylerin akut sınıfına geçiş

oranı olan ψ’nin farklı ψ = 0.1049, ψ = 0.1149, ψ = 0.1249 ve ψ = 0.1349 değerleri için

duyarlı bireylerdeki popülasyonun zamana bağlı değişimi incelenmiştir. Burada, ψ = 0.1049
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Şekil 9.17. Farklı γ değerleri için aşılanmış bireylerde (V) nüfus değişimi

değeri parametre tahmini yöntemi uygulandıktan sonra elde edilen değerdir. ψ değeri arttıkça

popülasyondaki duyarlı bireylerin sayısının azaldığı görülmektedir. Bu da hastalıklı bireyler

(latent ve akut) arasında geçiş oranının artmasıyla, popülasyondaki duyarlı bireylerin sayı-

sının azalmasına neden olmaktadır.
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Şekil 9.18. Farklı ψ değerleri için duyarlı bireylerde (S) nüfus değişimi

Şekil 9.19’da farklı ψ değerleri için popülasyondaki latent bireylerin zamana bağlı deği-

şimi incelenmiştir. Burada, ψ değeri arttıkça popülasyondaki latent bireylerin sayısının azal-

dığı görülmektedir. Şekil 9.19’a göre her ne kadar simülasyonun ilk yıllarında (0-2) farklı

ψ değerleri için latent bireyler arasında belirgin bir fak görülmemese de ilerleyen yıllarda

(10-20), popülasyondaki latent bireyler arasında daha ayırt edici ve belirgin bir fark görül-

mektedir.
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Şekil 9.19. Farklı ψ değerleri için latent bireylerde (L) nüfus değişimi

Şekil 9.20’de farklı ψ değerleri için popülasyondaki akut bireylerin zamana bağlı deği-

şimi incelenmiştir. Burada ψ değerleri arttıkça popülasyondaki akut bireylerin sayısının da

arttığı görülmüştür. Ayrıca, farklı ψ değerleri için simülasyon sürecinde popülasyondaki akut

bireylerin sayısının kararlı duruma geldiği gözlemlenmiştir.
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Şekil 9.20. Farklı ψ değerleri için akut bireylerde (A) nüfus değişimi
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10. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde, geliştirilen yeni bir Hepatit-B matematiksel modelinin Caputo kesirli merte-

beden türev kullanılarak matematiksel analizi yapılmış ve Türkiye’den gerçek veri ile bu

modelin parametre değerleri tahmin edilmiştir. Denklem (4.4) sistemi için tahmin edilen

parametre değerleri kullanılarak sayısal simülasyonlar gerçekleştirilmiş ve Hepatit-B epide-

misinin gelecekteki süreçleri öngörülmeye çalışılmıştır. Tezin bu kısmında, çalışma boyunca

elde edilen sonuçlar ve öneriler sunulmuştur.

10.1. Sonuçlar

Bu tez çalışmasında elde edilen önemli sonuçlar şu şekilde sıralanabilir:

• Uygun parametreler kullanılarak Hepatit-B hastalığını modelleyen yeni bir matematik-

sel yapı oluşturulmuş ve elde edilen bu modelin etkinliği ve doğruluğu incelenmiştir.

Oluşturulan yapı Hepatit-B hastalığın en temel bileşenleri olarak kabul edilen duyarlı

(S), taşıyıcı (C) ve iyileşmiş (R) bireylerin yanısıra latent (L), akut (A) ve aşılanmış

(V) bireyleri de içermektedir. Bu anlamda oluşturulan modelin Hepatit-B için oldukça

etkin bir model olduğu söylenebilir. İnceleme sonucunda oluşturulan modelin, Hepatit-

B hastalığının süreçlerini sezgisel olarak doğru bir şekilde modellediği ve gelecekteki

seyri hakkında tahminler sunduğu görülmüştür.

• Geliştirilen modelin daha detaylı analizini yapmak ve hafıza etkisini dikkate almak

için Caputo tipi kesirli mertebeden türev operatörü kullanılmıştır. Grafiksel yöntemler

yardımıyla elde edilen sonuçlar dikkate alındığında kesirli mertebeden türevin klasik

(tamsayı) mertebeye göre daha anlamlı sonuçlar verdiği görülmüştür. Böylece Hepatit-

B hastalığının gelecekteki seyri açısından kesirli türev operatörü ile tamsayı mertebeli

türev arasındaki ilişki ortaya konmuştur.

• Modeli oluşturan sistemin biyolojik olarak anlamlılığını göstermek açısından nega-

tif olmayan çözüm bölgesi ve modelin kompartımanlarının sınırlılığı ele alınmıştır.

Ayrıca ilgili sistemin çözümünün varlığı ve tekliği sabit nokta teoremi kullanılarak
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incelenmiştir. Böylece oluşturulan sistemde çözümün var ve tek olması için gerekli

koşullar elde edilmiştir.

• Modelin hastalıklı (endemic) ve hastalıksız (disease-free) denge noktaları hesaplanmış

ve bu denge noktalarının kararlılık analizi yapılmıştır. Böylece sistemin denge nokta-

larının hangi koşullar atında kararlı olduğu ortaya konmuştur.

• Salgın hastalıklarda ikincil enfeksiyon oranı olarak bilinen ve hastalığın gelecekteki

seyri hakkında önemli bilgiler veren temel üreme sayısı R0 = 0.1997e−4 olarak he-

saplanmıştır. Bu ise biyolojik olarak Hepatit-B’nin popülasyon içinde zamanla azalıp

yok olacağı şeklinde yorumlanır.

• Türkiye’deki gerçek veriler kullanılarak Hepatit-B hastalığı için oluşturulan modelin

parametreleri "en küçük kareler eğri uydurma" yöntemiyle tahmin edilmiş ve sayısal

simülasyonlar bu değerlere göre yapılmıştır. Sayısal simülasyonlar yardımıyla Hepatit-

B hastalığının gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulmuş her bir kompartımanı

parametrelerin nasıl etkilediği ortaya konmuştur.

10.2. Öneriler

Bundan sonraki benzer çalışmalarda araştırmacılara yol göstermesi açısından aşağıdaki

öneriler sunulabilir:

• Çalışmada kullanılan Caputo kesirli türev operatörü yerine Riemann-Liouville, Caputo-

Fabrizio veya Atangana-Baleanu gibi farklı tür türev operatörleri kullanılarak Heaptit-

B’nin gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulabilir. Böylece farklı tür türev

operatörleri arasındaki ilişki de ortaya konmuş olur.

• Farklı tür biyolojik modeller üzerinde parametre tahmini yapılırken daha çok veri se-

tinden yararlanılabilir. Ayrıca en küçük kareler eğri uydurma yöntemi dışında maksi-

mum olabilirlik gibi farklı yöntemlerden de yararlanılabilir.

• Parametrelerin temel üreme sayısı (R0) üzerinde ne kadar etkili olduğunu belirlemek

adına hassasiyet analizi yapılabilir.
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