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Bes bolimden olusan bu tez calismasinda multiset dizilerinin ideal yakinsakligi {izerine
calisilmistir. Birinci bdliim olan giris boliimiinde, tez konusu ile ilgili kaynak arastirmasi ile tezin amaci
verilmistir. Tez calismasinda gerekli olacak temel tanimlar, 6rnekler ve teoremler ikinci boliimde
verilmistir. Uciincii béliimde multiset dizilerinin ideal yakimsakligi kavrami tanimlanmistir. Bunun igin
multisetler lizerinde yeni bir metrikten s6z edilerek, multiset dizilerinin yakinsakligi, ideal yakinsakligi ve
multiset dizilerinin ideal yakinsakligina dair bazi cebirsel ve topolojik 6zellikler incelenmistir. Ayrica

multiset dizilerinin 1* — yakinsaklig1 tanimi verilmistir. Dordiincii boliim multiset dizilerinin | - lacunary
istatistiksel yakinsakligi kismma ayrilmistir. Bu bolimde multiset dizilerinin | — lacunary istatistiksel

yakinsakligi, kuvvetli | — lacunary toplanabilirligi, | — istatistiksel yakinsakligt ve | — istatistiksel
Cesaro toplanabilirligi tanimlar1 verilerek aralarindaki iliskiler incelenmistir. Bu tanimlar ile iliskili
teoremler elde edilmistir. Caligmadan elde edilen sonuglar ve 6nerilere besinci boliimde yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: ideal, ideal Yakinsaklik, Multiset, Multiset Dizisi, Lacunary Dizisi,
Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik.
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In this thesis study consisting of five chapters, ideal convergence of multiset sequences has been
studied. In the introduction section, which is the first section, the source research related to the thesis topic
and the aim of the thesis are given. The basic definitions, examples and theorems that will be required in
the thesis study are given in the second section. In the third section, the concept of ideal convergence of
multiset sequences is defined. For this, a new metric on multisets is introduced and some algebraic and
topological properties of convergence, ideal convergence and ideal convergence of multiset sequences are

analyzed. Also, the definition of | F - convergence of multiset sequences is given. The fourth chapter is
devoted to | — lacunary statistical convergence of multiset sequences. In this chapter, the definitions of
| — lacunary statistical convergence, | — strong lacunary summability, | — statistical convergence and

| — statistical Cesaro summability of multiset sequences are given and their relations are analyzed.
Theorems related to these definitions are obtained. The results and recommendations obtained from the
study are included in the fifth chapter.

Keywords: Ideal, Ideal Convergence, Multiset, Multiset Sequence, Lacunary Sequence,
Lacunary Statistical Convergence.
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Arastirmasi

Klasik kiime teorisinde elemanlarin kiimede yalnizca bir kez yazilabildigi
bilinmektedir. Ancak giinliik hayatta bir elemanin birden fazla kez tekrar ettigi ve tekrar
sayisinin ¢ok dnemli oldugu bir¢ok yap1 bulunmaktadir. Elemanlarinin sonlu kez olmak
kosuluyla birden fazla kez tekrar edebildigi kiimeler olan multisetler oldukga ilgi ¢ekici
yapilardir. Hayatin bircok alaninda multisetleri gorebilmek miimkiindiir. Ornegin,
Telefon numaralari: 05357597...
Bilgisayar kodlari: 1110001101101...

Su molekiilii: H,0

Denklemlerin gakisik kokleri: (X - 3)2

Orneklerde de goriildiigii iizere, ayni rakamlar veya aym molekiiller farkli roller
oynamaktadir ve bu elemanlarin bir kez yazilmasi durumunda problemler ortaya
¢ikacaktir. Bu nedenle multiset kiimeleri matematik, istatistik, fizik, felsefe, mantik, dil
bilimi, bilgisayar bilimi vb. alanlarda oldukg¢a ilgi ¢ekici bir ¢aligma alanidir.

2 13 9% ¢¢

Multisetlerin uzun yillardir “bags”, “occurrence set”,

2 <c

sample”, “weighted set”,
“heap”, “bunch”, “fireset” gibi farkli isimler altinda c¢alisildign goriilmektedir
(Syropoulos, 2001). Multisetler hakkinda ilk kez bilgi veren kisi 1888 yilinda yayinladigi
“The nature and meaning of numbers” isimli makalesinde Richard Dedekind’ dir
(Syropoulos, 2001) ve bu kiimeler i¢in “multiset” s6zciigiinii ilk kez N. G. De Burjin ifade
etmistir (Blizard, 1991). Burjin’ in multisetlere olan ilgisi bir sayinin bélenleri kiimesinin
kombinatoryal 6zellikleri lizerine yaptig1 ¢alismalardan kaynaklanmaktadir. Buna goére
bir say1 veya bu sayinin bolenlerinden herhangi birisi, ¢oklu asal ¢arpanlar kiimesi olarak
ifade edilebilmektedir. Blizard 1991 yilinda yayinladigi “The development of multiset
theory” isimli makalesinde multiset teorisinin gelisimi ile ilgili oldukga genis bir ¢calisma
yapmistir. Buna gére multiset (multiple membership set) elemanlarinin tekrar etmesine

izin verilen kiimelerdir. Ornegin [a,a,a,b,c,c] multisetinde a elemani ii¢ kez, b
elemant bir kez ve C elemant iki kez tekrar etmektedir. Elemanlarin sirast ise goéz ardi

edilmektedir. Yani [a,b,a,c,a,c] veya [a,c,a,c,a,b] multisetleri ornekte verilen



multiset ile ayni kiimeyi ifade etmektedir. Ayrica bu multisetler [a,b,c] [C,a,b]

3127 2,31

veya [D,C.a] ,, seklinde de ifade edilebilmektedir.

Knuth 1981 yilindaki ¢calismasinda multisetlerin matematikte ne kadar cok goriilse
de elemanlarinin tekrarlarini dikkate almanin heniiz standart bir yolunun olmadigini ifade
etmektedir. Buna ek olarak Meyer ve McRobie (1982) multisetler i¢in yeterli gdsterim ve
terminoloji eksikliginin mantik ve felsefenin gelisiminde bir engel oldugundan
bahsetmektedirler.

N. J. Wildberger “A new look at multisets” isimli makalesinde bir yapida bulunan
elemanlarin karsimiza ii¢ farkli durum cikardigmni ifade etmektedir. Bu durumlarn
elemanlarin farkli olmasi, ayni olmasina ragmen ayr1 varliklar olmasi ya da ¢akisan ve
ozdes yapilar olmas: seklinde aciklamaktadir (Wildberger, 2003). Ornegin bir su

molekiiliinii olusturan atomlar incelendiginde, molekiiliin iki hidrojen bir oksijen

atomundan olustugu goriilmektedir. Hidrojenler sirasiyla H* ve H? ve oksijen O ile
sembolize edildiginde H' ve O nun farkli yapilar, H* ve H? nin ayn1 ancak ayr1 yapilar

ve H' ve H' in ise ¢akisan ve 6zdes yapilar oldugunu sdylemek miimkiindiir. Bu
farkliliklar multiset teorisi ¢aligmalarinin ortaya c¢ikmasina yol agmistir. Bu gibi
durumlar ayirt edecek daha somut ve genel kurallar aydinlatilmay1 beklemektedir.

Kiime teorisi, multiset teorisinin 6zel bir durumu olarak Cerf ve arkadaslar1 (1971)
tarafindan tanitilmistir. Multiset teorisinde, klasik kiime teorisinden daha zengin bir
altyapt ve kavram cesitliligi sunulmaktadir ki bu da giinliik hayat ile verilerin
matematiksel kullanimi arasindaki farki azaltmaya yardimci olacaktir. Yani giinliik
hayatin matematige aktarimini kolaylastiracaktir ve aym1 zamanda giinliikk yasamda
siklikla kullanilan ¢ok ¢esitli durumlart matematiksel bir konsept dahilinde anlamamiza
yardimct olacaktir. Bununla birlikte teorilerdeki incelik diizeyini de artiracaktir. Bu
caligmalardan ¢ikarilabilecek dnemli sonuglardan bir tanesi hem klasik anlamda hem de
klasik olmayan kiime teorilerinin tiiretilebilecegini gostermektedir.

Son yillarda klasik olmayan kiime teorilerinin ¢ogaldigr goriilmektedir. Bu
teoriler arasinda Zadeh’ in bulanik kiime teorisi (1965), kuantum kiime teorisi (Takeuti,
1981), Boolean ve Heyting degerli kiime teorisi (2011), Vopénka’ nin alternatif kiime
teorisi (1989), Church’ {in evrensel kiime teorisi (1974), Pawlak’ 1n kaba kiime teorisi
(2002), sezgiselci ve yapisaler kiime teorisi (Aczel, 1986) vb. gosterilebilir. Multiset

teorisi de dahil olmak iizere bu calismalarin tamami aslinda klasik kiime teorisinin baz1



durumlarda yetersiz kaldigin1 gdstermektedir. Yalniz burada bu yeni teorilerin amaci
klasik kiime teorisinin yerini almaktan ziyade, onu tamamlamak veya belirli bir acidan
genellestirmektir. Klasik Cantorian kiime teorisi giivenli bir kiime teorisi i¢in en iyi aday
olarak goriilmektedir. Buna alternatif olarak ise Category teorisi giiglii bir aday olarak
goriinmektedir (Blizard, 1981).

Resmi olarak ilk kez Fast ve Steinhaus tarafindan 1951 yilinda tanimlanan
istatistiksel yakinsakligin temeli dogal yogunluk kavramina dayanir. Bu kavram Fast ve
Steinhaus tarafindan reel say1 dizileri i¢in tanimlanmis, her iki matematik¢i birbirinden
bagimsiz olarak bu kavramin farkli temel 6zelliklerini incelemistir. Daha sonra reel ve
kompleks diziler i¢in Buck (1953) ve Schoenberg (1959) tarafindan galigilmistir.
Istatistiksel yakisaklik kavrammin farkli 6zelliklerini arastiran ve bu ydntemi bir
toplanabilme yontemi olarak ortaya koyan kisi 1959’ da yine Schoenberg olmustur.
Akabinde dizi uzay1 agisindan daha detayli incelenerek Fridy (1985), Salat (1980),
Tripathy (1997) ve bircok kisi tarafindan toplanabilme teorisi ile iligkilendirilmistir.
Istatistiksel yakinsaklik kavrami herhangi bir lokal konveks topolojik vektdr uzayindaki
diziler icin Maddox (1998) tarafindan verilmistir. Topolojik uzaylarda istatistiksel
yakinsaklik ise Maio ve Kocinac (2008) tarafindan tanimlanmustir. Istatistiksel
yakinsakligin tanimlanmasi ve bazi 6zelliklerinin ¢alisilmasinin ardindan Fridy (1993)
istatistiksel limit noktalarini tanimlamigtir. Fridy’ nin ¢alismasindan sonra, 1997’ de
Fridy ve Orhan tarafindan limit superior ve limit inferior kavramlar1 istatistiksel
yakinsaklik i¢in ele alinmistir. Birgcok alanda kendisine uygulama alan1 bulan istatistiksel
yakinsakligin kullanildigi bazi alanlar Freedman ve Sember tarafindan caligilan
toplanabilme teorisi (1981), Erdos ve Tenenbaum tarafindan ¢alisilan sayilar teorisi
(1989), Miller tarafindan ¢alisilan 6l¢iim teorisi (1995) ve Zygmund tarafindan ¢alisilan
trigonometrik seriler (1979) olarak siralanabilir.

Istatistiksel yakinsaklik klasik anlamdaki yakinsakligi daha genel bir bakis
acisindan incelemeye olanak saglamaktadir. Bu yakinsaklik tiiriniin temelini olusturan
yogunluk kavrami olduk¢a genis bir kavramdir ve ¢esitli tanimlamalarla ele alinmistir.

Dogal yogunluk asagidaki sekilde ifade edilmektedir:

N dogal sayilar kiimesini ifade etmek iizere, KCN olsun ve |K| ifadesi K

kiimesinin eleman sayisin1 gostersin. O halde, K, ={i <niie K} olarak tanimlandiginda,

K kiimesinin dogal yogunlugu



d (K)=lim K|

i—0o |
seklinde belirtilir. Bu tanim dogrultusunda istatistiksel yakinsak kavrami su sekilde ifade

edilmektedir:

Reel veya kompleks sayilarin bir X = (X.) dizisi i¢in V& > 0 oldugunda,
.1

lim=Ki<n:|x —-L|>¢ =0
non

saglanacak sekilde bir L sayis1 bulunabilirse X =(X;) dizisinin L ye istatistiksel
yakinsak oldugu s6ylenir. Bu durum St—limx =L ile sembolize edilir (Fridy, 1985). Bu

tanim su sekilde de agiklanabilir: Eger L sayisinn herhangi bir &€ >0 komsulugunda

X =(X;) dizisinin sonsuz g¢oklukta elemani bulunmasina ragmen bu elemanlarin
indislerinin olusturdugu kiimenin dogal yogunlugu sifir oluyorsa bu dizi L ye istatistiksel
yakinsaktir. Sonlu kiimelerin dogal yogunlugunun sifir oldugu bilindiginden, istatistiksel
yakinsakligin klasik yakinsakligi da igeren bir yakinsaklik tiirii oldugu s6ylenebilir. Yani

yakinsak her dizi istatistiksel yakinsak iken yakinsak bir dizinin istatistiksel yakinsak

oldugunu sdéylemek her zaman dogru olmaz.

Bu tez ¢aligmasinin en 6nemli kavramlarindan birisi olan | — yakinsaklik, 2000

yilinda Kostyrko, Salat ve Wilezynski tarafindan metrik uzaylarda tanimlanmistir. Bu

kavram, pozitif tamsayilar kiimesi N nin alt kiimelerinden olusturulan bir | ideali
yardimiyla tanimlanir. Bu yakinsaklik tiiri, bilinen yakinsaklik ve istatistiksel

yakisakligin yani sira daha bir¢ok yakinsaklik tiiriinii genellestirmektedir. Bunun

anlami, secilen ideale gore farkli yakimsaklik tiirlerinin elde edilmesidir. | ideali su
sekilde ifade edilebilir:

I < 2" kiimesi bostan farkli bir kiime olmak iizere eger;

Del;

AveBel iken AUBel

Ael ve B < A iken Bel

ozellikleri saglaniyorsa | ailesine N kiimesinin alt kiimelerinin bir ideali denir. | = 2"
olmasi durumunda ideale gercek ideal denir. Bunun yaninda eger | ideali N kiimesinin

her sonlu alt kiimesini igeriyorsa uygun ideal olarak adlandirilir. | —yakmsaklik

konusunda siklikla kullanilan 6nemli kavramlardan birisi de siizge¢ kavramudir.



F < 2" kiimesi bostan farkl1 bir kiime olmak iizere,

DeF;

ABeF oldugunda AnNBeF :

AcF ve Ac B oldugunda BeF

ozellikleri saglaniyorsa F kiimesine N kiimesinin alt kiimelerinin bir siizgeci denir.
Idealin duali olarak diisiilebilen siizge¢ kavrami ile ideal arasindaki bagint1 su sekilde

ifade edilebilir. 1 < 2" bir gercek ideal ise F(I)= {K cN:K=NWA Ae I} kiimesi N

de siizgectir. | —yakinsaklik ile ilgili temel tanimlarin ardindan ideal yakinsakligin tanim1

su sekilde yapilmaktadir. X=(X) bir reel say1 dizisi olmak iizere, her & >0 igin
{neN:|x —L|>¢}el oluyorsa X= (x.) dizisi LR sayisma | —yakinsaktir denir

| -limx =L seklinde gosterilir (Kostyrko ve ark., 2000).
ideal yakinsaklik ile yakindan iliskili diger bir kavram |~ -yakinsaklik adi verilen
yakmsaklik tiiriidiir. Bu kavram yine Kostyrko, Salat ve Wilezynski tarafindan

tanimlanmis ve (AP) ozelligi yardimiyla bu iki yakinsaklik tiirii arasindaki iligkiler

incelenmistir. | —yakinsak olan bir dizinin | —yakinsak oldugu fakat bu ifadenin
tersinin dogru olmasi i¢in bazi 6zel sartlarin saglanmasi gerektigi soylenebilir (Kostyrko
ve ark., 2000).

Istatistiksel yakinsakliga dair énemli kavramlardan birisi olan istatistiksel limit
noktalar1 Fridy tarafindan 1993’ te tanimlanmistir. Bu ¢alismanin ardindan istatistiksel
limit inferior ve istatistiksel limit superior ifadeleri Fridy ve Orhan (1997) tarafindan
agiklanmistir. Bu ¢alismalardan yararlanarak Demirci (2001) | — limit superior ve | —
limit inferior tizerine ¢alismustir.

[statistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsakligin tamimlanmasinin ardindan Savas ve
Das (2011) istatistiksel yakinsaklik ve | — yakinsaklig: bir araya getirerek | — istatistiksel

yakinsaklik kavramini ifade etmislerdir. Bu tanima gore, reel ya da kompleks sayilarin

X =(X) dizisi i¢in her &£ >0 ve ¢ >0 oldugunda,
1.
N:—=ji<n:|x —L|>¢g{{=>0;€el
{ne n‘{l n:|x, |g}‘ }e

oluyorsa L sayisina dizinin | - istatistiksel limiti denir. O halde, X = (X;) dizisinin L

sayisina | —istatistiksel yakinsak oldugu soylenir.



Matematiksel teoriler calisilirken bazi 6zel diziler ile ¢alisilmasi farkli sonuglar

ortaya ¢ikarmis ve bu sonugclar ilgi ¢ekici bulunmustur. Bu dizilere 6rnek olarak lacunary
dizileri verilebilir. Lacunary dizileri, negatif olmayan tam sayilarin 6 = (kr) seklinde artan
bir tamsay1 dizisidir ve ayn1 zamanda,;

k,=0;

r—»oo igin h. =K —K _, >

sartlarini saglar. Bu dizinin elemanlarindan olusan J, =(K,_,, kr] aralig1 caligmalarda

eleman sec¢imi acgisindan énemli olacaktir. (Freedman ve ark., 1978). 1993 yilinda Fridy

ile Orhan’ 1n ele aldig1 lacunary istatistiksel yakinsaklikta, istatistiksel yakinsaklikta ele

alman {k:k <n} kiimesinin elemanlar1 yerine {k:k_, <k<k} araligindaki elemanlar

segilerek yakinsaklik kavrami cahigilmuistir.  Bir diger calisma olan | —lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavrami ise Das, Savas ve Ghosal (2011) tarafindan verilmistir.
Savas ve Das’ 1n (2010) calismalarinin ¢izgisinde ilerleyen bu calisma iyi bilinen iki

toplanabilme yonteminin idealler kullanilarak sunulmasindan olusmaktadir.
9 =(k,) dizisi bir lacunary dizisi ve | uygun bir ideal olmak iizere, V& >0 ve V6 >0

sayilar1 i¢in,
1.
{r€N3h—rH'€|r3|Xi—|—|25}‘25}€'

oluyorsa X = (x) dizisi L sayisina | -lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Bilindigi iizere, reel ve kompleks say1 dizilerinin yan sira daha birgok dizi ¢esidi
bulunmaktadir ve kiime dizileri son zamanlarda en ¢ok ele alinan dizi ¢esitlerindendir.
Kiime dizilerinin yakinsakligt Wijsman (1964, 1966), Effros (1965), Salinetti ve Wets
(1979), Beer (1985, 1994, 2002), Lucchetti (1985), Baronti ve Papini (1986), De Blasi ve
Myjak (1986), Lechicki ve Levi (1987) gibi bircok matematik¢i tarafindan ¢aligilmastir.
Baronti ve Pappini (1986)’ nin ¢alismasinda kiime dizileri i¢in {i¢ farkli yakinsaklik tiirii
tamimlanmis ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Bu tamimlar Haussdorff
yakinsaklik, Wijsman yakinsaklik ve Kuratowski yakinsaklik olarak soylenebilir. Reel
veya kompleks sayi1 dizileri i¢in tanimlanmig olan ¢esitli kavram ve teoremler kiime
dizilerinin yakinsakligina genisletilmeye devam edilmistir. Bu konudaki Onemli

kaynaklardan bir tanesi Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan tanimlanan kiime dizilerinin



istatistiksel yakinsakligina dair yapilan g¢aligmadir. Bu c¢alismada kiime dizilerinin
Kuratowski istatistiksel yakinsakligi, Wijsman istatistiksel yakinsakligi ve Haussdorff
istatistiksel yakinsakligi tanimlanmis ve bazi temel teoremler ele alinmistir. Ulusu ve

Nuray (2012) kiime dizilerinin Wijsman lacunary istatistiksel yakinsakligini

tanimlamislardir. Kiime dizilerinin Wijsman | - yakinsaklik ve Wijsman |” - yakinsaklig1

Kisi ve Nuray tarafindan 2013 yilinda ele alinmistir. Ulusu ve Diindar (2013) ise kiime
dizilerinin | -lacunary istatistiksel yakinsaklig1 iizerine ¢alismalar yapmustir. Ulusu ve
Diindar bu ¢alismada kiime dizilerinin Wijsman | - istatistiksel yakinsakligi, Wijsman

| -lacunary istatistiksel yakinsakligt ve Wijsman kuvvetli |-lacunary yakisaklik
kavramlari tanimlanmis ve bu tanimlarin aralarindaki iligkileri incelemislerdir.

Kiime dizileri ile ilgili bu bilgiler 1s181inda multiset dizilerinin yakinsakligi da 2020
yilinda Pachilangode ve John tarafindan tanimlanmistir. Bu calismada yakinsakligi

olusturabilmek icin bir mset metrik uzay tanimlanmis ve Wijsman yakinsaklik ve

Hausdorff yakinsaklik kavramlar multiset dizileri icin ¢alisilmistir. Buna gore, (M ,dM)
bir mset metrik uzay ve M,cM (i=1,23,...) olmak iizere, {M,} dizisi i¢in VxeM

oldugunda limd,, (x,M;)=d, (xA) oluyorsa bu multiset dizisiAcM multisetine

Wijsman yakimsak; ¥XeM igin, limsup,., (dy (x, M;)—d,, (x, A)‘zO oluyorsaise AcM

multisetine Hausdorff yakinsaktir denir.
Ayrica bu ¢alismada, bu tanimlarin ardindan multiset dizilerinin Wijsman istatistiksel
yakinsakligi ve Hausdorff istatistiksel yakinsakligi da Pachilangode ve John tarafindan
caligilmistir.

2021 yilinda Debnath ve Debnath multiset dizilerinin istatistiksel yakinsakligini

reel sayilar i¢in tanimlamislar ve bunun icin 6zel bir metrik kullanmayi tercih etmislerdir.

mx=(X/C) bir multiset dizisi oldugunda, V& >0 igin,

I(g):{ieN:\/(xi 1) +(c —c) 25}

kiimesi sifir dogal yogunluga sahipse, baska bir ifadeyle,

ign:\/(xi—l)2+(ci—c)2 >g

Iim1 =0

n—oo n

olacak sekilde bir |/cemR varsa, mx:(xi/ci) dizisi 1/C ye istatistiksel yakinsaktir

seklinde ifade edilmistir (Debnath ve Debnath, 2021).



1.2. Tezin Amaci

Multisetleri eleman kabul ederek tanimlanan multiset dizileri ile ilgili ¢alismalar
heniiz baslangi¢c asamasindadir. 2020 yilinda Pachilangode ve John tarafindan bu dizilerin
yakinsaklig1 “Convergence of multiset sequences” makalesinde incelenmistir. 2021 yilinda
Debnath ve Debnath, “Statistical convergence of multisequences on R” makalesinde
multiset dizilerinin istatistiksel yakinsakligini inceleyerek daha genis bir yakinsaklik tiirti
iizerine ¢alismiglardir. Bu tez ¢alismasinda daha once multiset dizileri i¢in tanimlanmis
olan bu yakisaklik tiirlerini de icine alan ve daha genel bir yakinsaklik tiirii olan ideal
yakinsaklik kavrami tanimlanmistir. Kiime dizilerinden farkli olarak, elemanlar tekrar
edebilen multiset dizileri kullanilarak, kiime dizileri ve multiset dizilerinin benzer ve farkl
yonlerinin ortaya ¢ikarilmasi ve bu alandaki ¢alismalara yeni bir bakis agis1 gelistirilmesi

hedeflenmektedir.



2. TEMEL TANIMLAR, ORNEKLER VE TEOREMLER

Tez calismasi i¢in gerekli ve 6nemli olan bazi tanimlar, 6rnekler ve teoremler bu

boliimde ifade edilmistir.

Tanim 2.1. (Bir Dizinin Yakinsakhgi) X =(Xi) reel dizisi ve X, € R sayis1 verilsin.
Her & >0 igin i > i, oldugunda | —X,| < & seklinde bir iy(£) sayist varsa bu dizi X,

sayisina yakinsaktir veya X, sayisi bu dizinin limitidir denir. Bu durum genellikle

limx, =X, veya x, — x, ile gosterilir (Callialp ve Canoglu, 2014).

I—0

Teorem 2.1. Yakinsak bir x = (Xi) dizinin limiti tektir (Callialp ve Canoglu, 2014).

Tamm 2.2. (Smrh Dizi) x=(x) reel dizisi verilsin. VieN i¢in |x|<K sartim

saglayacak sekilde reel sayilarm bir K >0 sayis1 varsa x=() dizisi stmirhdir (Callialp

ve Canoglu, 2014).

Tamim 2.3. (Yigilma noktas1) Ac R kiimesi ve a € R sayis1 verilsin. O halde, @ nin

her & komsulugunda A kiimesine ait a dan farkli en az bir eleman bulunuyorsa a

noktas1 bu kiimenin bir yigilma noktasidir (Callialp ve Canoglu, 2014).

Tamm 2.4. (Metrik ve Metrik Uzay) Bostan farkli bir X kiimesi iizerinde
d:XxX =R fonksiyonu tanimlansimn. d fonksiyonu igin, X,y,z e X olmak iizere,
M1 d(x,y)=0= x=Y,

M2)d(x,y) =d(y,x),

M1)d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

sartlar1 saglantyorsa d fonksiyonuna X uzayimda bir metrik denir. Bu metrik ile elde
edilen metrik uzay (X,d) seklinde ifade edilir. Burada sartlar1 metrik aksiyomlaridir

(Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1. d :R - Rve d(x,y)=|x—y| olsun. Bu fonksiyon reel sayilarda bir metrik

belirtir ve mutlak deger metrigi olarak adlandirilir (Bayraktar, 2006).
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1
Ornek 2.2. d:R" —>Rve d(x,y) (Z|x | jzseklindeki fonksiyon bir metrik

belirtir ve Oklid metrigi olarak adlandirilir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.3. Bostan farkli bir X kiimesi verilsin ve X,y e X olmak iizere,

d(uy) =y ) e

1, x=yise

seklinde tanimlanan fonksiyon bir metrik belirtir ve bu metrik ayrik metrik olarak

adlandirilir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.5. (Dogal Yogunluk) Ac N kiimesi verilsin N € N olmak iizere A kiimesinin

karakteristik fonksiyonu ¥, seklinde gosterilsin. Bu durumda,

olmak iizere,

d(A)=limd, (A)

Limitine A kiimesinin asimptotik yogunlugu denir (Fast, 1951).

Ornek 2.4. K, :‘{kzik ENH kiimesi i¢in 6(K,)=0 dir.
Ornek 2.5. K, _| 2k +1:k e N} | kiimesi i¢in 5( ):— dir.

Ornek 2.6. 5(N) =1 dir.

Ornek 2.7. N dogal sayilar kiimesi i¢in, bu kiimenin her bir sonlu alt kiimesinin dogal

yogunlugu sifirdir.

asagida tanimlanan limit sifir oluyorsa yani,

d({ign:|xi—L|Zg}):0
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ise bu dizi LeR sayisina istatistiksel yakmsaktir. Bu durum St—limx =L seklinde
ifade edilir. Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi cogunlukla S simgesi ile gdsterilir.

Dogal yogunluk tanimi kullanilarak bu tanim,

|im1|isn:|xi—|_|28|=o

n—oo n

seklinde de ifade edilebilir (Fast, 1951).
Ornek 2.8. x=(Xx) dizisi,
Jiji=m?
X; = ) )
2,1#m
olarak tammlansm. (X)=(1,2,2,2,2,2,2,2,3,2,2,..) secklinde oldugundan her

£ > 0igin {i :‘Xi —2‘ 28} ={1,9,16,---} seklinde olup St—limx. =2 dir.

Yukaridaki 6rnekte gortildiigii tizere, istatistiksel yakinsak olan X = (Xi ) dizisi yakinsaklik

sartin1 saglamaz.

Bilindigi tizere yakinsak her dizi sinirlidir. Bunun yaninda, istatistiksel yakinsak bir dizi

sinirli olmayabilir. Bu durum agagidaki 6rnekte goriilebilir.
Ornek 2.9. x=(Xx) dizisi,

{\/i_,i:m2

10, i # m?

olarak tanimlansim. st—limx, =10 olmasina ragmen X=(X;) dizisi iistten siirsizdir.

Teorem 2.2. AcN kiimesinin dogal yogunlugu 0 olmak iizere, X=(X) dizisinin L

sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart limy, =L ve
-0

d ({n eN : X # yi}) =0 saglanacak sekilde bir Y = (yi) dizisinin var olmasidir (Fast,
1951).

Tamm 2.7. (Istatistiksel Limit Noktas1) Reel sayilarin bir x=(x,) dizisi ve bir L reel

sayis1 verilsin.
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lim x, =L ve d(M)=0

i—>o0
selinde bir M ={m, <m, <...} kiimesi mevcutsa L sayisma x=(x) dizisinin istatistiksel

limit noktas1 denir (Fridy, 1993).
Tamim 2.8. (Istatistiksel Yigilma Noktasi) Bir reel x = (Xi ) dizisi verilmis olsun. V& >0
igin,

d({i eN :|x —7|})¢0
ise J sayisina X = (Xi) dizisinin istatistiksel y1gilma noktasi denir (Fridy, 1993).
Teorem 2.3. Sinirli bir X = (Xi ) say1 dizisi istatistiksel yigilma noktasina sahiptir (Fridy,
1993).

Tamim 2.9. (Lacunary Dizisi) Negatif olmayan tam sayilarin 6= (kr) seklinde artan bir

tamsay1 dizisi verilsin. Eger bu dizi igin K;=0 ve r—oikenh =k —k _, —> o0

k
oluyorsa @ =(k, ) dizisi lacunary dizisidir. Burada J, =(k,_, k.| ve d, =k—r seklinde

r-1'"r
r-1
tanimlanir (Freedman ve ark., 1978).

Ornek 2.10. 9= (r?) dizisi bir lacunary dizisi tanimlar,

Ornek 2.11. = (2" —1) dizisi bir lacunary dizisi tanimlar.

Ornek 2.12. 6 =(r) dizisi bir lacunary dizisi tanimlamaz. Ciinkii k, =0 oldugu halde
h =k, —k,, =0 dir.

Tamm 2.10. (Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik) 6 =(k ) bir lacunary dizisi olsun.
Ve >0 igin x=(X) reel say1 dizisi igin,

Iimi‘i el :x-Lj2¢=0

r—o hr

limiti sifir oluyorsa X = (Xi) dizisinin L sayisina lacunary istatistiksel yakinsak oldugu

soylenir. Bu durum ¢ogunlukla S, —limx, =L bi¢iminde; lacunary istatistiksel yakinsak

diziler kiimesi ise S, seklinde gosterilir (Fridy ve Orhan, 1993).
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Tamm 2.11. (Kuvvetli Cesaro Toplanabilir Diziler) Istatistiksel yakinsaklik ile

yakindan alakali olan ve kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler,

.. (1
|0'1| = {X . bazi L sayilar igin, hﬁn[ﬁizlnxi — L|j = 0}

seklinde ifade edilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tamm 2.12. (Lacunary Toplanabilirlik) & =(k,) bir lacunary dizisi olsun.

X=(X) reel say1 dizisi igin,

I|m Zx =
r ied,

olacak sekilde bir L sayis1 varise, x = (Xi) dizisi L sayisia lacunary toplanabilirdir denir

(Mursaleen ve Alotaibi, 2011).

Tamm 2.13 (Kuvvetli Lacunary Toplanabilirlik) 6=(k) bir lacunary dizisi olmak

lizere X= (Xi) reel say1 dizisi igin,

sart1 saglanacak sekilde bir L sayisi1 var ise bu durumda bu dizi L ye kuvvetli lacunary
toplanabilirdir denir (Freedman ve ark., 1978).

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzay1

Ng:{: lim = Z|x—|_| }

I’—)oo
r kel,

seklinde ifade edilir (Freedman ve ark., 1978).

Tamm 2.14. (ideal) N dogal sayilar kiimesi olmak iizere | — 2" ailesi igin eger,
Fel, her ABel icin AUBel veher Aclveher B< A icin Bel oluyorsa |
ailesine ideal adi verili. N gl oluyorsa bu ideal gercek ideal; | bir gercek ideal
oldugunda Vn dogal sayisi igin {n}el saglantyorsa bu ideal uygun ideal olarak

adlandirilir (Kostyrko ve ark., 2000).
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Tamim 2.15. (Gergek Ideal) N pozitif sayilar kiimesi olmak tizere | ideali verilsin.

Eger | # 2" oluyorsa bu ideal gergek ideal olarak adlandirilir (Kostyrko ve ark., 2000).

Tamm 2.16. (Uygun ideal) N pozitif sayilar kiimesi olmak iizere | gercek ideali
verilsin. Eger N kiimesinin tiim sonlu alt kiimeleri | ideali tarafindan igeriliyorsa yani

her x e N i¢in {x} < I oluyorsa | bir uygun idealdir (Kostyrko ve ark., 2000).
Tamm 2.17. (Siizge¢) F 2" ailesi i¢in, D¢ F  her ABeF igin AnBel ve her
AeF veher B2 A igin BeF oluyorsa F ailesine | ideali ile ilgili siizgeg denir

(Kostyrko ve ark., 2000).

Tamm 2.18. (| - Yakinsakhk) x =(X;) reel say1 dizisi olsun. Eger her £ >0 igin,

A :{i eN:‘Xi—L‘Zfs}

kiimesi | idealine ait oluyorsa bu dizi L reel sayisma | —yakimsaktir denir. Bu durum

genellikle | —limx = L seklinde gosterilir (Kostyrko ve ark., 2000).

Ornek 2.13. | kiimesi,
I, ={AcN:A sonlu}

seklinde tanimlansin. Bu kiime uygun ideal 6zelliklerini saglar ve bu idealin kullanilmasi

durumunda bilinen yakinsaklik elde edilir yakinsaktir (Kostyrko ve ark., 2000).
Ornek 2.14. | kiimesi,
4 :{ACN:d(A)=O}

seklinde tanimlansin. Bu durumda |, bir uygun idealdir ve |, —yakinsaklik istatistiksel

yakinsaklik ile ¢cakisir (Kostyrko ve ark., 2000).

Tamm 2.19. (| —Smrhlik) X=(X) reel degerli bir dizi olmak iizere,
M={ieN:[x|=M}el

olacak sekilde bir M pozitif sayis1 varsa, X=(X) dizisi | —smirlidir denir.
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Tammm 2.20. (| -Limit Noktasi) X=(Xi) reel degerli bir dizi ve A€R olsun. Eger

limx, =4 olacak sekilde bir M ={m,m,,..} &l kiimesi varsa 1 sayist X=(X)

n—o !

dizisinin | — limit noktasidir denir (Demirci, 2001).

Tamm 2.21. (| — Yigilma Noktas1) Reel sayilarin bir X = (x.) dizisi verilmis olsun.
Eger her £>0 igin, {ieN:|x —L|>¢e}el ise L sayisi bu dizinin | —yigiima
noktasidir (Demirci, 2001).

x = (x) dizisinin tim | —limit noktalar1 kiimesi I(A,) ve tiim | — y1g1lma noktalar
kiimesi |(T,) ile gosterilir. | uygun bir ideal olmak iizere herhangi bir x = (x,) dizisi

icin 1(A,)c I(T,) dir (Kostyrko ve ark., 2000).
Tamm 2.22. (| —lim sup ve | -lim inf) x = (%;) reel say1 dizisi olmak iizere,

B,={beR:{ieN:x >b}¢l|
A ={aeR:{ieN:x <a}el}

olmak iizere,

. supB,, B, #¢ ise
I —limsupx = .
—o0, B, # ¢ ise
ve
| — liminf x={'nf Ao A ise
+00, A =¢gise

dir.
Tamm 2.23. (|" - Yakinsakhk) X=(Xi) bir dizi, | asikar olmayan bir ideal olmak

iizere, {Mm, <m, <..}eF(l) ve lim X, =L sartlari saglamirsa X = (x;) dizisi L

sayisina |~ —yakinsaktir ve 1™ —lim x. = L seklinde gosterilir (Kostyrko ve ark., 2000).

i—w0

Teorem 2.4. 1 < 2" uygun ideali verilsin. Eger I~ —lim x, =L ise | —limx, =L dir

n—oo n—oo
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(Kostyrko ve ark., 2000).

Tamm 2.24. ((AP) Ozelligi) | c 2" uygun ideali verilmis olsun. Eger | idealine ait

ayrik {A,A,,..} kiimelerinin her sayilabilir ailesi i¢in AAB, (i=12,...) sonlu ve ieN

i¢in B = U B €l olacak sekilde {B,,B,,...} kiimelerinin sayilabilir bir ailesi varsa |

i=1

ideali (AP) kosulunu saglar denir (Kostyrko ve ark., 2000).
| — yakinsaklik ve |"-yakinsaklik kavramlari arasindaki iliski incelenirken (AP)
Ozelliginden yararlanilmaktadir. Buna gore X=(Xi) dizisi 1" -yakimsak ise | —

yakinsaktir fakat tersinin dogru olabilmesi i¢in | idealinin (AP) kosulunu saglamasi

gerekmektedir (Kostyrko ve ark., 2000).
Tamm 2.25. (| - istatistiksel Yakinsakhk) X =(X) dizisi verilsin. V& >0 ve V6 >0
i¢in,
1.
neN:—‘{l <n:|x —L|25}‘25
n
kiimesi | idealine ait oluyorsa X=(X) dizisi L sayisina | -istatistiksel yakmsak bir
dizidir denir (Savas ve Das, 2011).

Tamm 2.26. (| -Lacunary istatistiksel Yakinsakhk) 6= (k) dizisi bir lacunary dizisi

olsun. Ve>0 ve V0 >0 icin,

1.
{"GN:h—r‘{'eJr5|Xi—L|25}‘25}€|

seklinde bir L sayisi varsa X=(X) dizisi L sayisina | - lacunary istatistiksel yakinsaktir
denir ve |-S,-limx =L seklinde veya X —>L(S,(l)) gosterilir. |- istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesi S,(l) ile gosterilir (Das ve ark., 2011).

Tamm 2.27. (Kuvvetli | - Lacunary Yakinsaklik) 6=(k ) bir lacunary dizisi ve |-

uygun ideali verilsin. Eger her & > 0 igin,

{reN:hiZ|xi—L|Zg}e|

ried,
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seklinde bir L sayis1 varsa X=(X) dizisi L sayisina kuvvetli |- lacunary yakinsaktir
denir ve | =N, —limx =L seklinde veya X —L(N,(l)) gosterilir. |-istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesi N,(I) ile gosterilir.

Tanim 2.28. (Cesaro Toplanabilirlik) X=(X) reel ya da kompleks terimli dizisi igin,

Iimlznlxi =L

n—oo n -1

seklinde bir L sayis1 varsa X=(X) dizisi L sayisma X=(X) dizisi L sayisma Cesaro
toplanabilirdir denir (Volkov, 2001).
Tamm 2.29. (| - Cesaro Toplanabilirlik) X = (X.) reel ya da kompleks terimli bir dizi

ve | - uygun bir ideal olmak iizere, her & > 0 igin,
1 n

{neN:—Z|xi —L|25}e |
ni=

olacak sekilde bir L sayisi varsa bu durumda X=(X) dizisi L sayisina |- Cesaro
toplanabilirdir denir ve bu durum X — L(c(l)) seklinde gosterilir. | - Cesaro toplanabilir

dizilerin kiimesi genellikle o (1) sembolii ile gosterilir.

Tamim 2.30. (Multiset) Elemanlar1 tekrar edebilen nesneler koleksiyonuna multiset
denir. Diger bir ifade ile elemanlar1 sonlu sayida tekrar eden kiimelerdir (Syropoulos,
2001). X bir kiime ve N o hegatif olmayan tam sayilar kiimesi olmak iizere elemanlari
X kiimesinden alman bir A multiseti, C,:X =N fonksiyonu ile ifade edilebilir
(Pachilangode and John, 2020).

Vxe X igin, C,(x) ifadesi X elemanmnin A multisetindeki tekrar sayisini gdsteren
karakteristik degeri veya say1 degeridir. Eger tim X € X elemanlari i¢in C,(X)=0 veya

C,(x)=1 ise bu durumda A multiseti bir kiime ifade eder. Multisetler kisaca mset

seklinde de yazilir (Pachilangode and John, 2020).
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Tamm 2.31. (Reel Multiset) Elemanlar1 reel sayilardan alinan bir multiset reel multiset

olarak adlandinlir ve MR ={X /¢, 1 X, € R ve ¢, e N} ile sembolize edilir.
Tamim 2.32. (Kiime Dizisi) Tim terimleri kiime olan diziler kiime dizileri olarak
bilinirler. Kiime dizisi N, pozitif tam sayilar kiimesi ve P(X) ise bos olmayan bir X

kiimesinin kuvvet kiimesi olmak tizere N, = P(X) seklinde bir fonksiyondur.

Ornek 2.15. A ={12....,i} olmak iizere {Ai} bir kiime dizisidir.

Tamm 2.33. (Multiset Dizisi) Tiim elemanlar1t multiset olan diziler multiset dizileri
olarak bilinirler. Tanim kiimesi dogal sayilar ve deger kiimesi MR olan fonksiyona bir

multiset dizisi denir. Multiset dizisi, mX:N — MR seklinde sembolize edilir.
R reel sayilar, N, pozitif tam sayilar, X =(X;) bir dizi, mx=(x /c,) bir multiset dizisi

olmak tizere, mx={X /c,: X € R, ¢, e Ny} seklinde tanimlanr.

Ornek 2.16. N, :{1/1,2/2,...,i/i} olmak tzere {Ni} bir multiset dizisidir. Bu multiset

n(n+1)
2

dizisinde n. terim eleman igerir (Pachilangode ve John, 2020).

Ornek 2.17. n bir pozitif tam say1 ve bu tam saymin carpanlarindan olusan {F,}, |

sayisida dahil olmak tizere, bu ¢arpanlarin bir multiseti olsun. O halde {Fn} bir multiset
dizisidir. Ornegin,

R :{1}

F,={1 2}

F,={13

F,-{12.2)

F=112,2,33}
{F}={RF R

olarak ifade edilebilir (Pachilangode ve John, 2020).
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Tamm 2.34. (Multiset Dizilerinin Wijsman Yakinsakhgi) (M,d,,) bir mset metrik
uzay ve M,cM (i=123,.) olmak iizere, {M;} dizisi icin ¥XeM oldugunda
!LmdM(X,Mi)=dM(X,A) oluyorsa bu multiset dizisiAcM multisetine Wijsman

yakinsaktir (Pachilangode ve John, 2020).

Tamm 2.35. (Multiset Dizilerinin Hausdorff Yakmsakhgi) (M,d,,) bir mset metrik
uzay ve McM (i=123..) olmak izere, {M;} dizisi i¢in VXxeM igin
limsup,.,, dy (x,M;)=dy (x,A)=0] oluyorsa ise AcM multisetine Hausdorff
yakinsaktir denir (Pachilangode ve John, 2020).

Tamm 2.36. (Multiset Dizilerinin Wijsman istatistiksel Yakinsakhgr) (M,d,,) bir

mset metrik uzay ve McM (i=123..) olsun. vxeM ve Ve>0 icin

1.
I|m—{|Sn:‘dM(X,Mi)—dM (X,A)‘Z€}=0 oluyorsa {M,} mset dizisi ACM multisetine

N—o n

Wijsman istatistiksel yakinsaktir (Pachilangode ve John, 2020).

Tamm 2.37. (Multiset Dizilerinin Hausdorff istatistiksel Yakinsakhgr) (M,d,,) bir

mset metrik uzay ve M cM (i=123..) olsun. vxeM ve Ve>0 igin

1y
Ilm—{|£nisupxeM‘dM(X,Mi)—dM(X,A)‘Z€}=0 oluyorsa {M,} multiset dizisi AcM

N—w n
multisetine Hausdorff istatistiksel yakinsaktir (Pachilangode ve John, 2020).
Tanim 2.38. (Multiset Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhi) mx=(x /c,) bir multiset

dizisi olsun. Ve >0 icin,

I(5)={ieN:\/(Xi 1Y 4 (¢, —c 25}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, yani

lim ~0

n—oo n

i<n:y(x -1 +(c—c) >¢
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olacak sekilde bir 1/cemR varsa, mx=(x/c) dizisi |/C ye istatistiksel yakmsaktir

(Debnath ve Debnath, 2021).

Ornek 2.18. mx=(x/c) multiset dizisi,

X, =

5 i=n’

i,i=n*n=123,.. 1, i=n*n=123,..
1,i#n?

olarak verilsin. V& >0 icin,

lim L i <n:y(x -1 +(c =5) =&

n—c N

= Karesel veya kiibik tam sayilarin ya da her ikisinin yogunlugu

i X1 e 1
<lim=|n2+n®—-n® [=0

n—o0 n

olur ki buradan mx=(x/c) multiset dizisi 1/5 e istatistiksel yakinsar (Debnath ve

Debnath, 2021).

Tamm 2.39. (Multiset Dizilerinin Istatistiksel Simirhih@r) mx=(x/c.) bir multiset dizisi

olsun. Eger,

5({i %2+ (¢ -1)" >M }):o

olacak sekilde bir M sayist varsa, mx=(x /c,) dizisi istatistiksel smirlidir (Debnath ve

Debnath, 2021).
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3. MULTISET DIiZILERININ | - YAKINSAKLIGI
3.1. Multiset Dizilerinin Ideal Yakinsakhg

Bu boéliimde multiset dizilerinin reel sayilarda ideal yakinsakligi tanimlanacak ve
multiset dizilerinin ideal yakinsakliginin bazi cebirsel ve topolojik Ozellikleri

incelenecektir.
(X,d) bir metrik uzay ve M, (X,d) metrik uzayinda bir multiset olsun. M

multisetinin tekrarli elemanlari nedeniyle d metrigi M iizerinde ¢ok islevsel degildir.
Bununigin M iizerinde yeni bir d,, metrigi tanimlanmast ihtiyaci ortaya ¢iknustir. Buna

gore,

dy :MxM >R ve dy(xy)=dy(x/c, yi/di):\/(xi _Yi)2 +(c _di)z

olmak {tizere (I\/I ,dM) nin bir metrik uzay olusu Minkowski Esitsizligi yardimiyla
goriilebilir.

Tamm 3.1.1. (Multiset Dizilerinin Yakinsakhgr)

Herhangi bir x = (X; ) reel dizisi i¢in yakinsaklik tanimmm Ve >0 igin i >, oldugunda
d (Xi ,I) <¢ seklinde bir io var olmas1 seklinde tanimlandigr bilinmektedir. Bu tanim

MX = (X /C;) multiset dizisi i¢in bu yeni metrikle birlikte, V& >0 icin 1> i;oldugunda,

dy, (% /¢, 17c) = (% ~1) +(c,—c) <&

seklinde ifade edilir.

Tamim 3.1.2. (Multiset Dizilerinin Ideal Yakinsaklig)

mX = (X /C.) bir multiset dizisi ve |/c e MR olsun. Eger V& >0 igin,
{i eN:y(x -1+ (c —c) > &lel

oluyorsa, mx=(x/c) multiset dizisi |/C sayisina ideal yakinsaktir denir ve

| —limmx=1/c seklinde gosterilir.
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Teorem 3.1.1 Yakinsak multiset dizileri ayn1 zamanda ideal yakinsaktir.

Ispat: mx=(x/c,) multiset dizisi 1/C sayisina yakinsak olsun. Bu durumda X =(X; )
dizisi | sayisina, ¢= (Ci) dizisi ise C sayisina yakinsar. Yakinsak olan her say1 dizisi
ayni zamanda ideal yakinsak olacagindan, X:(Xi) dizisi | sayisina, C=(Ci) dizisi ise

c sayisina ideal yakinsar. Boylece V& >0 igin,
A={ieN:|x—llzc}el, ve A={ieN:—c|zc}el,

olur. Bilindigi iizere,

JOe=1P (6 —¢) <yJ(% ~ 1) +4(c )’

=[x —1|+|c; —¢|

dir. Vie AN A igin,

{ieN:\/(xi—I)2+(ci—c)2 25}g{ieN:|xi—I|25}u{ieN:|ci—c|2g}

olur. Ideal taniminm ikinci dzelligine gore, yukaridaki ifadenin sag tarafi ideale aittir.

Yine idealin tigiincii 6zelliginden,

{ieN:\/(xi —I)2+(ci —c)2 Zg}el

olur ki ispat tamamlanur.

Bu durum asagidaki basit 6rnekle pekistirilebilir.

)
[

Ornek 3.1.1. Bir mx =(=/1) multiset dizisi verilsin. Bu dizi daha acik olarak,

L
|

mx=( 1)=(1/1,3/1,1/1,...,3/1,...):(1,1,1,...,1 )
23 2370, L

n’
yazilabilir. Buna gore,

1

i
dir. O halde,
. 1 C_ . . :
A={|€N:‘T—OZE}E|f ve A={I€N.‘Ci—1‘28}=@€|f olur. Vie AnA
i

i¢in,
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{ieN:\/(xi—0)2+(ci—1)2 25}g{ieN:|xi—0|25}u{ieN:|ci—]425}
olup,

{ieN:\/(xi ~0)" +(¢ -1’ Zg}e I,

elde edileceginden mx=(X /) multiset dizisi ideal yakinsakliktir.

Asagidaki o6rnekte ideal yakinsak olan her multiset dizisinin ayn1 zamanda yakinsak

olmayabilecegi gosterilmistir.

Ornek 3.1.2. Bir mx=(x/c,) multiset dizisi,

0, i=n? 1 i=n?
X|: . C|: .
1, i#n? 3, i=n?

olarak verilsin. Buradan V¢ >0 igin,

A:{ieN:‘Xi—l‘Zg}e l, ve A':{ieN:|Ci—3‘28}e Iy olur.

JO6 =2 (¢, =3) < (% 1) +/(c —3)° =[x -1 +|c, 3]

dir. Vie AnA icin,

{i eN:\/(xi ~1)" +(c, - 3)° Zg}g {ieN:|x -1z e}ulieN:|c -3> ¢}
olur. Son ifadenin sag tarafi idealin elemani olarak verildiginden sol tarafi da ideale ait
olacaktir. Bu halde, MX=(Xx/C) dizisi 1/3 e ideal yakinsaktir. Ancak

(x/c)=(0/1,1/3,1/3,0/1,1/3,..) seklindeki MX=(x/c) dizisi igin Ve>0

oldugunda d,, (x/¢;,1/3)= \/(xi ~1)" +(c, —3)" <& olacak sekilde bir iy sayist yoktur.
Bu nedenle MX=(x /C;) multiset dizisi | - yakinsak olmasma ragmen yakimsak degildir.
Teorem 3.1.2. Bir multiset dizisinin | - limiti tektir.

ispat: Kabul edelim ki mx = (X /c;) multiset dizisinin (I,/¢,) ve (I,/¢,) gibi iki tane | -

limiti olsun. Buradan Ve >0 icin,
. & . &
{I eN:\/(xi -1) +(c—¢) ZE}E | ve {I eN:\/(xi —1,) +(c,~¢,) ZE}E I

olur. F(1), | tarafindan iiretilen siizge¢ olmak iizere,
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A&(g):{i eN:y(x-L) +(c -¢,)’ <g}e F(I)

ve

Az(g):{i eN:y(x -1,) +(c —c,) <§}e F(1)

dir. Ayrica

Al(g):{i eN:y(x-L) +(c -c,)’ <g}e F(1)
ise,

o & &
Ai(g)z{. N -b<E —Cl|<z}e =0
ve
Az(g):{i N -ti<Z s _c2|<§}e F(1)
dir.

Jﬂl J[ —l,+% —X%) Uq—c2+q—cJT

< J[=x)+(6-L)] +y[(a-c)+(c-c,)]

=[l, =% +% —1,|+|c,—¢ +¢ —c,

<|l=x|+[% =1,|+]e, — ¢ | +]e; - ¢,

E € € €
<—t+—+—+—
4 4 4 4

VieA(e)nA(e) i¢in \/(|1 —1L,) +(c,-¢c,) <« olur. Boylece,
(I, =1,)" +(c,—c,)* =0 yani |, =1, ve ¢, =¢, olur ve bdylece ispat tamamlanr.
Tamim 3.1.3. (Multiset Dizilerinin ideal Simirhlig)

Bir mx=(X/C.) multiset dizisi olsun. Eger



{ieN: xi2+(ci—1)2>M}eI

olacak sekilde bir M pozitif sayis1 var ise, MX = (X, /C;) multiset dizisi | - smirlidir

denir.

Ornek 3.1.2. Bir mx=(x/c;) multiset dizisi

{i, i=n2 n=123,.. {i, i=n® n=123..
X = Ve ¢ =

1, diger durumlar 5 diger durumlar

olarak verilsin. O halde,

|Xi|2 +lc, _1|2

IA

JO +4(c -1y

{EN \/ \/ >M} c {ieN:|x|2M}u{ieN:|c-1=M]
ifadenin sag tarafi ideale ait oldugundan mx=(x /c;) dizisi ideal sinirlidir.

Teorem 3.1.3. Ideal yakinsak bir multiset dizisi ayn1 zamanda ideal sinirhidir.

= x| +|e -1

25

ispat: mx=(X/c) multiset dizisi |/C sayisina ideal yakinsak olsun. O halde V& >0

1¢in,
{eN\/x—l (c.—c)’ g}el

olur ki bu da

{EN \/X—I C—C) <g}eF(|)

demektir. Buradan,

{ieN:|x —l|<e, |c—c|<e}eF()
{ieN:l—e<x <l+¢g c—e<g <C+g}eF(|)
ifadeleri elde edilir. Buradan,

{ieN:xi<M',ci<M'}eF(l), M’ =max(l +&c+¢)

lieN:x?+c/ <2M'2}eF(I):>{ieN:xi2+(ci—1)2<2M'2}e F(1)

olur. M?=2M"? denirse,
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{ieN:in%(ci -1)° <M}e F(1)

ve dolayisiyla

{i eN:iyx?+(c -1) > M}e |
elde edilir ki bu durumda mx =(x,/c,) multiset dizisi ideal sinirlidir.

Sonug¢ 3.1.1. Yukaridaki 6nermenin tersi dogru olmayabilir.

Ornek 3.1.2. Bir mx=(x /c;) multiset dizisi,
mx = (5/1,10/2,5/1,10/2,...)

seklinde tanimlansin. Yani,

- 5 iteksay: Ve B 1, itek say
e 10, i ciftsay: 2, iciftsay

olarak verilsin. Bu durumda mx = (X /c;) dizisi igin,

{i e N:yx? +(c -1)° le}z@e |

olacagindan mx=(x/c.) multiset dizisi ideal simirhidir. Diger yandan ideal yakinsak
olmadig1 su sekilde gosterilebilir.

Bu dizinin ya 5/1 e yada 10/2 ye ideal yakinsak olmas1 beklenir. Fakat her iki durumda
da

{i eN:\f(x -5 +(c -1y 28}92 |

ve

{i eN: (% ~10) + (¢, —2) Zg}e |

dir.

Tamim 3.1.4. (Multiset Dizilerinin ideal Limit Noktasi)
(mR,d,, ) bir metrik uzay mx=(x/¢,) €mR olsun. M ¢ | ve lim(xik /cik)zgl f olacak

sekilde bir M ={i,<i,<..}cN kiimesi varsa, &£/f emR sayisina MX= (x./c)

multiset dizisinin bir | - limit noktasidir denir.
mx=(X /C,) multiset dizisinin tiim | -limit noktalar kiimesi I(A,) seklinde sembolize

edilir.
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Tamim 3.1.5. (Multiset Dizilerinin ideal Yigilma Noktasr)

(mR,d,, ) bir metrik uzay ve mx = (x./c;) emR olsun. Eger V& >0 igin,

{ieN:\/(Xi —7/)2+(Ci —C)2 <g}e F(I)

oluyorsa, bu durumda 7 /C € MR sayisia, MX = (X /¢,) multiset dizisinin bir | - yigilma
noktasidir denir.

MX = (X, /C;) multiset dizisinin tiim | - y1g11ma noktalar1 kiimesi () seklinde sembolize
edilir.

I(Ay )< 1(T,,) olur.

Ispat: ¢/fel(A

, 2 2
») olsun. O halde limd,, (x, /¢, )=&/f yani Ilm( (% - +(c,-f) j:O
k—o0 K & k-0 k k
olacak sekilde bir M = {il <, < } ¢ | kiimesi vardir. 0 >0 olsun. Yakimsaklik tanimi
2 2
geregince Oyle bir k, e N vardir ki kK >k, oldugunda (Xik —5) +(Cik - f) <6 dir. Boylece

(ieN: (Xi—§)2+(ci—f)2<5 DM\{il,iz,...,iko} ve boylece

ieN: (xi—§)2+(ci—f)2<5}¢| elde edilir
ki buda ¢/fel(A,) anlamma gelir.

Tamm 3.1.6. (Multiset Dizilerinin | — Limit Supremum ve | — Limit infimumu)
MX=(X/C,) bir multiset dizisi olmak iizere,

B Z{b/CG mR:{i eN:\/xi2 +(c, —1)° >\/b2 +(c—1)2}¢ I}

ve

Anx={a/CEmR:{ieN:\/xi2+(ci—1)2 <\/a2+(c—1)2}e |}

olmak iizere,

supB,,, B, #¢ ise

I—Iimsupmx:{ .
—00, B,x =¢ Ise

ve
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| — liminf mx={mf A A 0 15
+00, A, =¢ ise
dir.
Teorem 3.1.5. mx=(x/c,) bir multiset dizisi olsun. Eger b/c =1 —limsupmx sonlu

ise, V& >0 icin,

i:\/xi2+(ci—l)2 >\/(b—g)2+(c ~1) el
|

ve

{i i+ (e -1 > (b+e) +(C—1)2}e |

olur.

Teorem 3.1.6. mx=(x/c) bir multiset dizisi olsun. Eger a/d =1 —liminf mx sonlu

ise, V& >0 icin,

{i :\/xi2 +(c, 1)’ <\/(a+g)2 +(d —1)2}e£ I

ve

{i e+ (-1 <\ fla—e) +(d _1)2}e |

olur.

Teorem 3.1.7. MR de tammli bir mx=(x/c) multiset dizisi igin,
I —liminf mx < I — limsup mx

dir.

Ispat: Ilk olarak | —limsupmx =—oco durumunu dikkate alalim. Bu durum B, =¢
anlamma  gelir., Tanim da  dikkate  alinirsa, her b/cemR i¢in,

{I\/X+Cl \/bzcl}

ve dolayisiyla

{i :\/xi2 +(¢, 1)’ < \/bz +(C—1)2}e F(I)

oldugu goriiliir.

Burada her o/ € mR igin,



29

{I\/X+C1 \/a+ﬂl)}el

oldugundan | — liminf mx = —oo elde edilir. Dolayistyla | —liminf mx <1 —limsupmx
oldugu goriiliir.
Simdi | —limsupmx = +o0 olmast durumunu goz oniine alalim. Bu durumda esitsizlik

saglanacaktir.

Son olarak I —limsupmx = g/c sonluve I —liminf mx=c«a/d oldugunu kabul edelim.

¢ >0 verildiginde, (f+¢)/Ce A, ve dolayisiyla \/az +(d —1)2 < \/(,B + g)z +(c —1)2

oldugu gosterilirse istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

I —limsupmx = g/c oldugundan

{i Jxi (6 -1 >\ (B+e) +(C—1)2}e |

dir. Bu durum

{i:fo (e -1 < (B o) +(C—l)2}e F(l)

yani
{i et +(e -1 <(B+e) +(C—1)2}e F(l)

anlamina gelir. O halde (S +¢)/C € A, saglamir. Tammdan | —liminf mx = /d dir

ve \/az +(d —1)2 < \/( B+ 5)2 +(c —1)2 sonucuna ulasiriz ki burada ¢ keyfi oldugu igin

\/a + d 1 \/ﬁ + c-— 1) olup istenilen sonug yani | —liminf mx < I —limsup mx

elde edilir.

Teorem 3.1.8. MR de tammli ideal smirl bir MX=(X/C;) multiset dizisinin ideal

yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart | —liminf mx =1 —limsupmx olmasidir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki smurl mx=(x/c) dizisi ideal yakinsak olsun.

I —liminf mx =1 —limsupmx oldugunu gostermek i¢in | —liminf mx <1 —limsup mx
ve I —liminf mx > | — limsup mx oldugu gosterilmelidir.

I —liminf mx <1 —limsupmx durumu bir 6nceki teoremden bilinmektedir.

I —liminf mx > 1 —limsupmx durumu ise smirlilik ve yakinsaklik 6zellikleri

kullanilarak gosterilecektir.
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| —liminf mx=a/c, ve | -limsupmx=h/c, olsun. V& >0 i¢in | —limmx=1/c oldugu

kabuliinden yola ¢ikildiginda

{EN\/X—l C—C) Zg}el

ve dolayisiyla

{EN \/X—I (c;—c) <g}eF(|)

olur. Buna gore,

e N:x ] <-5 = o<l o le
{IeN.|Xi I|<\@ &, g, C|<\E gl} F(1)

ifadeleri saglanir. Boylece

{ieN:|x -Il|z¢g, |c—c|zg}el
ve
{ieN:|x, —1|>g,|c,—c|>¢g}el

olur. Boylece,
lieN:x>l+¢, ¢,-1>c+g -1 el

olur ve buradan

{i eN: \/xiz +(c-1)" > \/(I +5) +(c+e-1) } el
bulunur. O halde,

\/bz +(c, 1) < \/(I +&) +(c+g-1)

yani
\/ (c, —1 \/IZ c— 1
olup I —limsupmx < I —limmx

elde edilir. Ayrica,
{i eN:x <l-¢g,¢ —1<C—1—81} el

yani

{i eN: x4 (o -1 <y(1-a) +(C—51—1)2}e |

ifadelerinden
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\/(I—gl)z (c—¢g - \/a +(c-1)’

ve
\/IZ +(c-1)" < \/az +(c-1)°
elde edilir ki I —limmx<I1—liminfmx esitsizligi bulunur. Buradan

I —liminf mx =1 — limsup mx sonucuna ulasilir.
(<) Simdi kabul edelim ki a/c,=b/c, ve l/c=alc,=b/c, olsun. Bu durumda

| —limsupmx=1I/c dir. V& >0 igin,

e Ny +(c,—1) >y(1+8&) +(c-1) ||
|

dir. Bu durumda,

J(+&) +(c—1) <17 +(c-1)

olacak sekilde sifirdan biiyiik bir & reel sayist bulmak miimkiindiir. Yani,
{i eN: \/xiz +(c -1 > \/IZ +(c-1)° +g'} el

olur. Buradan yine I —limsupmx=1/c dir.

Boylece V&, >0 igin,

e Ny X2 +(c —1) >y(1-5) +(c-1) el
|

dir. Benzer sekilde

Ji-5) ) =17+ (c-1)’

yani

{i S N:\/xi2 +(c -1 < \/IZ +(c-1)° —g"}e I
olacak sekilde sifirdan biiyiik bir & reel sayisi1 bulunabilir. & = max(g',g") alinirsa,

{i eN:\/xi2+(ci 1)’ >\/I2+(c—l)2 +g}e|

olur ve
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{eN\/x +(6,—1)° <1 +(c-1) —g} |

dirki I —limmx =1/c elde edilir.

3.2. Multiset Dizilerinin | - Yakimsakhg

Tanim 3.2.1. MX=(X/C,) e MR bir multiset dizisi olmak iizere,

{m <m,<..<m <..}eF(l) ve limx, Ic, =1/c sartlar1 saglanrsa mx=(x /¢,) dizisi

i—>o

I/c sayisma | —yakinsaktir ve |- limmx=1/¢ seklinde gosterilir.

10

Teorem 3.2.1. Bir mx=(X/C) multiset dizisi |/C sayisma | - yakinsak ise, ayni

zamanda |/C sayisia | — yakinsaktir.

ispat: mx = (X /C.) multiset dizisinin /¢ sayisma 1" - yakinsak oldugunu kabul edelim.
O halde

H=N\M ve limd,, (xmi/cml,llc)zo

olacak sekilde bir H €| kiimesi vardir. £ >0 olmak iizere, alt dizinin yakinsakligindan

dolayr Vi> I, igin,

limd,, (X, /cmi,llc)z\/(xi 1)’ +(c,—c)’ <&

olacak sekilde bir Iy€N vardir. H kiimesi ve yakmsaklik tammi birlikte

diisiiniildiiglinde,

{eN \/x—l +(c —c)’ Zg}g{m1<m2<...<mio}
yazilabilir. Esitsizligin sag tarafi ideale ait oldugundan ispat elde edilmis olur.

Ornek 3.2.1. Bir mx=(X/c) multiset dizisi (x/c)=(0/1,2/1,2/1,0/1,2 olarak

verilsin. Bu durumda,

{EN\/X— (c -1 > } kimesi,  {L49.lel,  dir.  Burada

(Xik /Cik ) = (2/1, 2/1, 2/1,...) olsun. Bu multiset dizisi 2/1 e yakisar. Ayn1 zamanda bu

elemanlarin indisleri kiimesi A={2,3,5,6,7,8,10...} € F(l,) oldugundan bu dizi 2/1

sayisma | * — yakinsaktir.
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Bir sonraki teoreme gore, eger | idealinin (AP) ozelligi varsa | —

yakimsaklik ile 1" - yakinsaklik cakisir. O halde bir sonraki tanimda (AP) ozelligi

verilecektir.
Tamim 3.2.2. ((AP) Ozelligi)

I < 2 uygun bir ideal olsun. | ya ait aynlabilir { A, A,,...} kiimeleri i¢in jeN
icin A;AB; sonlu bir kime ve B=U7_,B; €l sartlarini saglayan sayilabilir

kiimelerin bir {B,,B,,...} ailesi varsa | idealinin (AP) kosulunu sagladig
sdylenir. Burada A;AB; = (Aj \ B, ) U(Bj \ Aj) dir.

Teorem 3.2.2. | < 2™ uygun bir ideal olsun. Eger 1, (AP) ozelligine sahipse

X=(x/C) multiset dizisi igin I—Ilmmx l/¢ oldugunda ayni zamanda | -limmx=1/c
[
saglanir.
Ispat: Kabul edelim ki | ideali (AP) &zelligine sahip ve 1 —limmx=1/c olsun. Bu

durumda Ve >0 igin,

{eN\/x—I c—c) Zg}el

dir. | idealinin (AP) ozelligi var oldugundan ayrik, sayilabilir {Al,Az,A3,}

kiimeler dizisi olusturulmalidir. 1 > 2 igin,

{eN\/x—I (c,—c)’ 21}

ve

o1 2 2 1
A:{IEN.?S\/(Xi—U +(c —c) <:l}
olsun. Yani,

{eN\/x—I c—c) 1},
Azz{ieN:%S\/(Xi—I)2+(ci—c)2 <1}1

Ag:{ieN:%S\/(xi—I)2+(Ci—C)2 <%}
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. 1 2 2 1
=eN: =< (X -1) +(¢,—¢c) <—
A=fietnits -1 so-of <4
seklindedir ve bu kiimelerin ayrik oldugu goriilmektedir. (AP) 6zelliginden dolay:

jeNigin i joldugunda AAB; sonlu ve B=UB, el olacak sckilde

j=1
{Bl,BZ,B3,...} vardr. M =N\ B e F (1) olsun. i€ M Ier igin,

limmx, =1/c
i—o0
ieM

yani V& >0 ve 1> 1, igin,

\/(xi —1)’ +(c,—¢c) <«

oldugunu gosterecegiz. Bunun iginn >0 olacak sekilde 1eN icin ——<7 secelim.

1+1

i+1

{ieN:\/(Xi—l)z+(Ci—C)Z Zn}g U A,
j=1
dir. j=12,...,i+1 i¢in AjABj sonlu oldugundan,
i+1B . . .
. 1eN:I>1
(J.L_Jl ij( < o)

i+1

dir. i>1; ve ieM =N\B olsun. i ¢ B oldugundan i¢ UB, ve dolayisiyla
=1

i+1 . .
i¢ U A, olur. Ohalde I > 1 igin,
j=1

Joo =1+ (e —c)f <—<p

1+1

olur ki buradan teorem ispatlanir.

Teorem 3.2.3. Bir mx=(x/c) multiset dizisi i¢in |-limmx=I/c oldugunda aym

-0

zamanda | =limmx=1/c oluyorsa | ideali (AP) ozelligine sahiptir.

10
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ispat: 1/C sayist MR kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. O halde | —limmx=1/c

olacak sekilde bir mX = (Xi / Ci) dizisi vardir ve
: 2 2

limd,, (x /¢, 1/¢) = /(% ~1)’ +(c, ~c)

dizisi sifira azalan bir dizidir. N € N igin,

limd,, (y,/d.1/¢)=(y,—1)° +(d; —c)’ =,

ve {A} ailesi | nin bostan farkli ayrik kiimeler ailesi olsun. i€ a; icin mz = (z; /)

olarak secildiginde,

A(5)={i eN:f(z - 1)+ (4 —c)’ 25}g AUA.A,

olur. A(5)el ve I-limmx=Il/c oldugundan |-limmx =I/c elde edilir. Bdylece

i—>w >0

M =N\B={m <m,<..} oldugunda | —!Iﬂl mx; =1/¢ saglanacak sekilde bir B € | kiimesi

bulunabilir. B; = A; M B, j €N olmak iizere her j sayisii¢in B; € | ve ayrica

B, el dir. I-limmx =1/c oldugu bilindiginden A; kiimesinin M kiimesi ile sadece

et oo
sonlu sayida ortak elemaninin oldugu sdylenebilir. Boylece Aj C(Aj mB)u{ml,mz,...,mio}
olacak sekilde I, €N vardir.

AAB; = A\Bc{m,m,,...m |

oldugundan AAB; kiimesi sonludur ve j €N keyfi oldugundan (AP) ozelligi saglanir.

Teorem 3.2.4. (MR, d,, ) bir metrik uzay ve mx=(x/c), (MR, d,, ) metrik uzayinda bir

multiset dizisi olsun. Eger MR kiimesinin yigilma noktas1 yoksa, her uygun | ideali

icin | — yakinsaklik ve | - yakinsaklik ¢akigur.

Ispat: Kabul edelim ki MR kiimesinin yigilma noktas1 olmasin. Teorem 3.2.1. den

bilindigi iizere, | —limm%y / oldugunda 1 —limmx=y/c dir. O halde ispat icin

>0 I—0

| —limmx =y/c oldugunda I - limmx=y/c oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Simdi
>0

>0
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| —limmx = y/c oldugunu kabul edelim. MR kiimesinin bir y1gilma noktas1 olmadig1 igin,

>0

B(y/c,6) = {mx emR: \/(xi —y) +(c—¢c) < 5} —{y/c)
olacak sekilde bir 0 >0 sayis1 vardir. Kabuliimiizden dolay1

{ieI\I:\/(xi—y/)er(ci—c)2 25}6I

olur. Buradan

{ieN:\/(xi—y)er(ci—c)2 <5}:{ieN:xi/ci =ylcleF(l)
ve
I"~limmx=y/c

elde edilir.
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4, MULTISET DIiZILERININ | — LACUNARY iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Calismanm bu bolimiinde multiset dizilerinin | —lacunary istatistiksel

yakinsaklig1 tanimlanacak ve multiset dizilerinin | - lacunary istatistiksel yakinsaklig: ile

ilgili baz1 6zellikler incelenecektir.

Tamm 4.1. (Multiset Dizilerinin | — Lacunary istatistiksel Yakinsaklig)

mx = (X /¢,) bir multiset dizisi ve | 2" bir uygun ideal olsun. Her & >0 igin,

{reN:hirieJr:\/(xi—|)2+(ci—c)223 Zé}el

oluyorsa mx=(x /c) dizisi |/C sayisina | —lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve

mx — | /C(Sé7 (1 )) seklinde gosterilir.

| —lacunary istatistiksel yakinsak tiim multiset dizilerinin kiimesi S;IC(I) seklinde

gosterilir.
Tamm 4.2. Multiset Dizilerinin Kuvvetli | — Lacunary Toplanabilirligi

mx = (% /¢,) bir multiset dizisi, | = 2" uygun ideal olsun. Her & >0 iin,

{reN:hlz\/(xi—l)Z+(ci—c)2 Zg}el

ried;
oluyorsa mx=(x/c) dizisi |/C sayisma kuvvetli | —lacunary toplanabilirdir denir ve
mx — | /C( N, (I )) seklinde gosterilir.

Kuvvetli | —lacunary toplanabilir tiim multiset dizilerinin kiimesi N, °(I) seklinde

sembolize edilir.

Tamm 4.3. (Multiset Dizilerinin | — Tstatistiksel Yakinsakhgi)

mx =(X./C.) bir multiset dizisi, | 2" uygun ideal olsun. Her & >0 igin,

{neN:%{iSn:\/(xi—I)2+(ci—c)2 25} Zé'}el
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oluyorsa mx=(x/c) dizisi |/C sayisina |-istatistiksel yakinsaktir denir ve

mx — | /C(S (1 )) seklinde gosterilir.

| -istatistiksel yakinsak tim multiset dizilerinin kiimesi S”C(|) seklinde sembolize

edilir.
Tanim 4.4. (Multiset Dizilerinin | — Cesaro Toplanabilirligi)

mx = (% /¢,) bir multiset dizisi ve | €2 bir uygun ideal olmak iizere her & >0 igin,

{neN:%iZn;\/(xi —I)2+(ci —c’ Ze}el

oluyorsa mx=(x/c) dizisine |/C sayisma ¢ '°(1) toplanabilirdir denir ve

mx— l/c (o (1)) seklinde gosterilir.

o"*(1) toplanabilir tim multiset dizilerinin kiimesi " °(1) seklinde sembolize edilir.

Sonraki teoremlerde bu kiimeler arasindaki iliskiler incelenmistir.

Teorem4.1. mx=(x/c), | c 2" bir uygun ideal olmak iizere, MX € Ng”c(l) oldugunda

mx e S,/° (1) dur.

I/c

Ispat: Kabul edelim ki mxe N, (1) olsun. Bu durumda V& >0 igin,

g\/(xi—l)2+(ci—c)22 in JOo =1y +(c ¢

(xi—l)2+(ci—c)225

2¢

{ieJr :\/(xi —I)2+(ci —c)z}

1{ieJr:
h

git]Z:\/(xi—l)er(ci—c)2 >

ried; r

saglanir ve

\/(xi —I)2+(ci =

225;

dir. Béylece Vo >0 igin,
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{reN:hlr{iear;J(xi_|)2+(ci_c)2'25} 25}
{reN ZJ:\/ (x-1)’ }el

olur ki buradan ispat tamamlanur.
Teorem 4.2. Bger MX=(X/C) multiset dizisi smrlt ise, mxeSy;°(1) oldugunda
mxeN,"*(1) dur.

Ispat: Kabul edelim ki mXeS;/C(I) ve MX=(X/C) sirl olsun. O halde VieN igin

2 2
\/ ( X —I) + (Ci —C) < B olacak sekilde bir B sayisi vardr.
Ayrica C,C, €Nj ve X. = | oldugundan,

JO 1)+ (6 =) <X +(c ~1)° <B

dir.

Her ¢ >0 icin,

r IEJ r iel

elde edilir. Boylece,

{reN Z\/x—l (c;—c) zg}

r IEJ
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{ie\]r:
h

r

Jox -1 + (e —cf|

g{reN:i

olup ispat tamamlanir.
Teorem 4.3. Eger liminf, g, >1 ise mxe S"°(I) oldugunda mx e S}/°(1) dir.

ispat: Kabul edelim ki liminf g >1 olsun. O halde yeterince biiyiik I ler igin
0, >1+ A olacak sekilde A >0 vardir ve

h, i

i, 1+2
saglanir.

mx eS"°(1) oldugunda, Ve >0 igin,

kl {igkr :\/(xi 1Y +(c,—c)’ 23}

r

Zki {i e, :\/(xi 1Y +(¢,—c)’ 25}

r

{i eJ, :\/(xi 1)’ +(¢, —¢)’ 25}

A1
>
1+4h
elde edilir. Boylece Vo >0 igin,

{reN:hlr{ieJr : J(xi_u)%(q_c)’y} 25}

g{reNZl{iSir .zg}z(li)}el

|
olur ki buradan teoremin ispati elde edilir.

:\/(xi—l)2+(ci—c)2

r

Teorem 4.4. 0=(k.), limsup, g, <o kosulunu saglayan bir lacunary dizisi ve | bir

uygun ideal olsun. Bu durumda mxeS)°(l) oldugunda mxeS"*(l) dur.

. Iic
ispat: Kabul edelim ki limsup, g, <o ve MXeS, () olsun. O halde tim I €N ler

icin 0, <K olacak sekilde bir K >0 sayis1 vardir. Her &,8,7 >0 igin,

C:{reN:i{ieJr:\/(xi—l)2+(ci—c)2 25} <5}

hr
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ve

T={neN:%{i£n:\/(xi—I)2+(Ci—C)2 23} <77}

kiimeleri tanimlanabilir. Burada C e F(l) oldugu acgik¢a goriilmektedir. T € F(l)

oldugu gosterilirse, teoremin ispati elde edilir. O halde, Vj € C igin,

.:—‘ eJ \/x—l +(c,—¢c) 25}

diyelim. Baz1 I € C lerigin K. <n<Kk, olacak sekilde N e N secildiginde,

Li<n: fix 1) +(o-c) 2]
o S CRIECEE
o R CRTECEEE s (RN ORI
S (RN CRORCRREE
e (EE R CRIRICRE
S AT A g

olur. 7=05K segilerek, U{n:k_,<n<k,reC}cT ve CeF(l) gbz oniinde

bulunduruldugunda, T € F(I) elde edilir.
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Teorem 4.5. 0=(k.), liminf, g, >1 kosulunu saglayan bir lacunary dizisi ve | bir uygun

ideal olsun. Bu durumda mxec'’*(I) oldugunda mx e N}'*(1) dur.

ispat: liminf g, >1 oldugunda, yeterince biiyiik bir r i¢in 0, 21+ 4 olacak sekilde bir

k. 1+1 Kk
A >0 sayis1 vardir. h =K. —K., oldugundan h < Ve, elde edilir. >0
r

1
i

kf
igin, E= {kr S N:%Z\/(Xi —|)2 +(Ci —C)Z} kiimesi tanimlansin. Buradan E € F(I)
risl

oldugu kolaylikla goriilmektedir. Vi, € E ici

kr—l

£ 30 T TRt 3 PRRTRRTS t  (y e s

ried, ri=l roi=l

elde edilir.

(1+/1]3 15' ildigind
= — |&—— ildiginde,
n i i secildiginde

{r eN:hii\/(xi 1)+ (g —c) <77}e F(1)

e,
elde edilir ki buradan ispat tamamlanir.
Teorem 4.6. §=(k.), limsup, g, <o kosulunu saglayan bir lacunary dizisi ve | bir
uygun ideal olsun. Bu durumda mxeN,"*(l) oldugunda mxec'"*(l) dir.

ispat: Kabul edelim ki limsup, g, <o ve mx e N;c (1) olsun. O halde tiim r €N ler

icin 0, <K olacak sekilde K >0 sayis1 vardir. Her £ >0 igin,
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_{reN _ZJX 1) +(c, —c) <gl}

r IEJ

ve

{neN Z\/x—l (c.—c) <gz}

kiimeleri ve Vj € L igin,

Z\/x—l (-c) <&

] IEJ

olarak tanimlansin. O halde L € F(l) oldugu acik¢a goriilmektedir. I €L, kr_1 <n< kr

<gK



44

elde edilir. &, =¢K olarak segildiginde, Le F(1) ve u{n:k_<n<k,reL}cR
olusu ve Hz(kr) ile ilgili kabul g6z oOniine alindiginda R e F(l) elde edilir ki ispat

tamamlanir.

Teorem 4.7. MXx=(x/c), 12" bir uygun ideal olmak {izere mXEO'”c(|)

oldugunda mx € S"'°(1) dur.

I/c

Ispat: Kabul edelim ki mxe o (1) olsun. Bu durumda Ve >0 igin,

li\/(xi—l)2+(ci—c)22% |:Zﬂ:1 \/(Xi_|)2+(ci_c)2

(%12 +(ci—c)?2e

dir. Béylece Vo >0 igin,

{i Sn:\/(xi —1)" +(c,—c)’ 25}

{neN:% 25}
g{neN:%ian:\/(xi—l)2+(ci—c)2 255}el

olur. ifadenin sag tarafinin ideale ait oldugu bilindiginden sol tarafin da ideale ait oldugu

goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.8. MX = (X, /C;) smirlt bir multiset dizisi ve | € 2" bir uygun ideal olmak iizere,

mXeS'/C(I) oldugunda mXEG”C(|) dir.

ispat: Kabul edelim ki MX = (X /C,) swnirlt bir multiset dizisi ve mx e S"°(1) olsun. Bu

. 2
durumda VI €N icin Xiz +(Ci —1) < B olacak sekilde negatif olmayan bir B reel

sayist vardir. Teorem 4.2.” den yararlanarak,



<B-
n

1{iSn:

+é&.

\/(xi—l)2+(ci—c)2‘28}

elde edilir. Boylece,

{ieNi%é\/(xi—l)er(ci—c)z Zg}g{ieN:%

olup ispat tamamlanur.

{ieN:‘\/(xi—l)%(ci—c)z.

45
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda multiset dizilerinin ideal yakinsakligi tanimlanmis ve bu
kavrama dair bazi cebirsel ve topolojik 6zellikler incelenmistir. Analizde ¢ok 6nemli bir
yeri olan ideal yakinsaklik kavraminin multiset dizilerine uygulanmasi, bununla ilgili
teoremlerin ve orneklerin incelenmesi bu konuda daha 6nce yapilan ¢caligmalar1 geneller
niteliktedir. Ayn1 zamanda multiset dizilerinin ideal yakinsakligit multiset dizileri ve
bilinen kiime dizileri agisindan benzer ve farkli yonlerin ortaya c¢ikarilmasini
saglamaktadir. Multiset dizilerinin tekrarli elemanlar1 sebebiyle bilgisayar bilimlerinde
de fazlaca kullanilmasi, ideal yakinsaklik kavraminin bu alanla da iliskilendirilmesi
anlaminda bu tezi daha 6nemli hale getirmektedir. Ayrica multisetler elemanlar1 tekrar
edebilen kiimeler olmasi nedeniyle giinliik hayatin matematige aktarilmasi ve daha iyi

ifade edilebilmesi agisindan olduk¢a 6nemlidir.

5.2 Oneriler

Bu ¢aligmada kullanilan ideal yakinsaklik kavrami yerine daha farkli yakinsaklik
tirleri kullanilarak nasil sonuglar elde edilebilecegi incelenebilir. Ayrica multisetlerde
elemanlarin siralamasi 6nemli degildir. Hem siralamanin hem de saymin énemli oldugu
farkli galigmalar yapilabilir. Ayrica elemanlarin sonsuz sayida tekrar edebilmesi durumu

tizerine de calisilabilir.
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