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Beş bölümden oluşan bu tez çalışmasında multiset dizilerinin ideal yakınsaklığı üzerine 

çalışılmıştır. Birinci bölüm olan giriş bölümünde, tez konusu ile ilgili kaynak araştırması ile tezin amacı 

verilmiştir. Tez çalışmasında gerekli olacak temel tanımlar, örnekler ve teoremler ikinci bölümde 

verilmiştir.  Üçüncü bölümde multiset dizilerinin ideal yakınsaklığı kavramı tanımlanmıştır. Bunun için 

multisetler üzerinde yeni bir metrikten söz edilerek, multiset dizilerinin yakınsaklığı, ideal yakınsaklığı ve 

multiset dizilerinin ideal yakınsaklığına dair bazı cebirsel ve topolojik özellikler incelenmiştir. Ayrıca 

multiset dizilerinin I   yakınsaklığı tanımı verilmiştir. Dördüncü bölüm multiset dizilerinin I  lacunary

istatistiksel yakınsaklığı kısmına ayrılmıştır. Bu bölümde multiset dizilerinin I  lacunary istatistiksel

yakınsaklığı, kuvvetli I  lacunary toplanabilirliği, I  istatistiksel yakınsaklığı ve I  istatistiksel

Cesàro toplanabilirliği tanımları verilerek aralarındaki ilişkiler incelenmiştir. Bu tanımlar ile ilişkili 

teoremler elde edilmiştir. Çalışmadan elde edilen sonuçlar ve önerilere beşinci bölümde yer verilmiştir.  

Anahtar Kelimeler: İdeal, İdeal Yakınsaklık, Multiset, Multiset Dizisi, Lacunary Dizisi, 

Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık. 
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In this thesis study consisting of five chapters, ideal convergence of multiset sequences has been 

studied. In the introduction section, which is the first section, the source research related to the thesis topic 

and the aim of the thesis are given. The basic definitions, examples and theorems that will be required in 

the thesis study are given in the second section. In the third section, the concept of ideal convergence of 

multiset sequences is defined. For this, a new metric on multisets is introduced and some algebraic and 

topological properties of convergence, ideal convergence and ideal convergence of multiset sequences are 

analyzed. Also, the definition of I   convergence of multiset sequences is given. The fourth chapter is

devoted to I  lacunary statistical convergence of multiset sequences. In this chapter, the definitions of

I  lacunary statistical convergence, I  strong lacunary summability, I  statistical convergence and

I  statistical Cesàro summability of multiset sequences are given and their relations are analyzed. 

Theorems related to these definitions are obtained. The results and recommendations obtained from the 

study are included in the fifth chapter. 
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1. GİRİŞ

1.1. Kaynak Araştırması 

Klasik küme teorisinde elemanların kümede yalnızca bir kez yazılabildiği 

bilinmektedir. Ancak günlük hayatta bir elemanın birden fazla kez tekrar ettiği ve tekrar 

sayısının çok önemli olduğu birçok yapı bulunmaktadır. Elemanlarının sonlu kez olmak 

koşuluyla birden fazla kez tekrar edebildiği kümeler olan multisetler oldukça ilgi çekici 

yapılardır. Hayatın birçok alanında multisetleri görebilmek mümkündür. Örneğin, 

Telefon numaraları: 05357597… 

Bilgisayar kodları: 1110001101101… 

Su molekülü: 2H O

Denklemlerin çakışık kökleri: 
2( 3)x 

Örneklerde de görüldüğü üzere, aynı rakamlar veya aynı moleküller farklı roller 

oynamaktadır ve bu elemanların bir kez yazılması durumunda problemler ortaya 

çıkacaktır. Bu nedenle multiset kümeleri matematik, istatistik, fizik, felsefe, mantık, dil 

bilimi, bilgisayar bilimi vb. alanlarda oldukça ilgi çekici bir çalışma alanıdır.  

Multisetlerin uzun yıllardır “bags”, “occurrence set”, “sample”, “weighted set”, 

“heap”, “bunch”, “fireset”  gibi farklı isimler altında çalışıldığı görülmektedir 

(Syropoulos, 2001). Multisetler hakkında ilk kez bilgi veren kişi 1888 yılında yayınladığı 

“The nature and meaning of numbers” isimli makalesinde Richard Dedekind’ dir 

(Syropoulos, 2001) ve bu kümeler için “multiset” sözcüğünü ilk kez N. G. De Burjin ifade 

etmiştir (Blizard, 1991). Burjin’ in multisetlere olan ilgisi bir sayının bölenleri kümesinin 

kombinatoryal özellikleri üzerine yaptığı çalışmalardan kaynaklanmaktadır. Buna göre 

bir sayı veya bu sayının bölenlerinden herhangi birisi, çoklu asal çarpanlar kümesi olarak 

ifade edilebilmektedir. Blizard 1991 yılında yayınladığı “The development of multiset 

theory” isimli makalesinde multiset teorisinin gelişimi ile ilgili oldukça geniş bir çalışma 

yapmıştır. Buna göre multiset (multiple membership set) elemanlarının tekrar etmesine 

izin verilen kümelerdir. Örneğin  , , , , ,a a a b c c  multisetinde a  elemanı üç kez, b

elemanı bir kez ve c  elemanı iki kez tekrar etmektedir. Elemanların sırası ise göz ardı 

edilmektedir. Yani  , , , , ,a b a c a c  veya  , , , , ,a c a c a b  multisetleri örnekte verilen
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multiset ile aynı kümeyi ifade etmektedir. Ayrıca bu multisetler  
3,1,2

, ,a b c ,  
2,3,1

, ,c a b

veya  
1,2,3

, ,b c a  şeklinde de ifade edilebilmektedir.

Knuth 1981 yılındaki çalışmasında multisetlerin matematikte ne kadar çok görülse 

de elemanlarının tekrarlarını dikkate almanın henüz standart bir yolunun olmadığını ifade 

etmektedir. Buna ek olarak Meyer ve McRobie (1982) multisetler için yeterli gösterim ve 

terminoloji eksikliğinin mantık ve felsefenin gelişiminde bir engel olduğundan 

bahsetmektedirler. 

N. J. Wildberger “A new look at multisets” isimli makalesinde bir yapıda bulunan 

elemanların karşımıza üç farklı durum çıkardığını ifade etmektedir. Bu durumları 

elemanların farklı olması, aynı olmasına rağmen ayrı varlıklar olması ya da çakışan ve 

özdeş yapılar olması şeklinde açıklamaktadır (Wildberger, 2003). Örneğin bir su 

molekülünü oluşturan atomlar incelendiğinde, molekülün iki hidrojen bir oksijen 

atomundan oluştuğu görülmektedir. Hidrojenler sırasıyla 
1H ve 

2H ve oksijen O ile 

sembolize edildiğinde 
1H  ve O  nun farklı yapılar, 

1H ve 
2H  nin aynı ancak ayrı yapılar 

ve 
1H  ve 

1H  in ise çakışan ve özdeş yapılar olduğunu söylemek mümkündür. Bu 

farklılıklar multiset teorisi çalışmalarının ortaya çıkmasına yol açmıştır. Bu gibi 

durumları ayırt edecek daha somut ve genel kurallar aydınlatılmayı beklemektedir. 

Küme teorisi, multiset teorisinin özel bir durumu olarak Cerf ve arkadaşları (1971) 

tarafından tanıtılmıştır. Multiset teorisinde, klasik küme teorisinden daha zengin bir 

altyapı ve kavram çeşitliliği sunulmaktadır ki bu da günlük hayat ile verilerin 

matematiksel kullanımı arasındaki farkı azaltmaya yardımcı olacaktır. Yani günlük 

hayatın matematiğe aktarımını kolaylaştıracaktır ve aynı zamanda günlük yaşamda 

sıklıkla kullanılan çok çeşitli durumları matematiksel bir konsept dahilinde anlamamıza 

yardımcı olacaktır. Bununla birlikte teorilerdeki incelik düzeyini de artıracaktır. Bu 

çalışmalardan çıkarılabilecek önemli sonuçlardan bir tanesi hem klasik anlamda hem de 

klasik olmayan küme teorilerinin türetilebileceğini göstermektedir.  

Son yıllarda klasik olmayan küme teorilerinin çoğaldığı görülmektedir. Bu 

teoriler arasında Zadeh’ in bulanık küme teorisi (1965), kuantum küme teorisi (Takeuti, 

1981), Boolean ve Heyting değerli küme teorisi (2011), Vopӗnka’ nın alternatif küme 

teorisi (1989), Church’ ün evrensel küme teorisi (1974), Pawlak’ ın kaba küme teorisi 

(2002), sezgiselci ve yapısalcı küme teorisi (Aczel, 1986) vb. gösterilebilir. Multiset 

teorisi de dahil olmak üzere bu çalışmaların tamamı aslında klasik küme teorisinin bazı 
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durumlarda yetersiz kaldığını göstermektedir. Yalnız burada bu yeni teorilerin amacı 

klasik küme teorisinin yerini almaktan ziyade, onu tamamlamak veya belirli bir açıdan 

genelleştirmektir. Klasik Cantorian küme teorisi güvenli bir küme teorisi için en iyi aday 

olarak görülmektedir. Buna alternatif olarak ise Category teorisi güçlü bir aday olarak 

görünmektedir (Blizard, 1981). 

Resmi olarak ilk kez Fast ve Steinhaus tarafından 1951 yılında tanımlanan 

istatistiksel yakınsaklığın temeli doğal yoğunluk kavramına dayanır. Bu kavram Fast ve 

Steinhaus tarafından reel sayı dizileri için tanımlanmış, her iki matematikçi birbirinden 

bağımsız olarak bu kavramın farklı temel özelliklerini incelemiştir. Daha sonra reel ve 

kompleks diziler için Buck (1953) ve Schoenberg (1959) tarafından çalışılmıştır. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramının farklı özelliklerini araştıran ve bu yöntemi bir 

toplanabilme yöntemi olarak ortaya koyan kişi 1959’ da yine Schoenberg olmuştur. 

Akabinde dizi uzayı açısından daha detaylı incelenerek Fridy (1985), Salat (1980), 

Tripathy (1997) ve birçok kişi tarafından toplanabilme teorisi ile ilişkilendirilmiştir. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı herhangi bir lokal konveks topolojik vektör uzayındaki 

diziler için Maddox (1998) tarafından verilmiştir. Topolojik uzaylarda istatistiksel 

yakınsaklık ise Maio ve Kočinac (2008) tarafından tanımlanmıştır. İstatistiksel 

yakınsaklığın tanımlanması ve bazı özelliklerinin çalışılmasının ardından Fridy (1993) 

istatistiksel limit noktalarını tanımlamıştır. Fridy’ nin çalışmasından sonra, 1997’ de 

Fridy ve Orhan tarafından limit superior ve limit inferior kavramları istatistiksel 

yakınsaklık için ele alınmıştır. Birçok alanda kendisine uygulama alanı bulan istatistiksel 

yakınsaklığın kullanıldığı bazı alanlar Freedman ve Sember tarafından çalışılan 

toplanabilme teorisi (1981), Erdös ve Tenenbaum tarafından çalışılan sayılar teorisi 

(1989), Miller tarafından çalışılan ölçüm teorisi (1995) ve Zygmund tarafından çalışılan 

trigonometrik seriler (1979) olarak sıralanabilir. 

İstatistiksel yakınsaklık klasik anlamdaki yakınsaklığı daha genel bir bakış 

açısından incelemeye olanak sağlamaktadır. Bu yakınsaklık türünün temelini oluşturan 

yoğunluk kavramı oldukça geniş bir kavramdır ve çeşitli tanımlamalarla ele alınmıştır. 

Doğal yoğunluk aşağıdaki şekilde ifade edilmektedir:  

  doğal sayılar kümesini ifade etmek üzere, K    olsun ve K  ifadesi K  

kümesinin eleman sayısını göstersin. O halde,  :iK i n i K    olarak tanımlandığında, 

K  kümesinin doğal yoğunluğu  
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 
1

lim i
i

d K K
i

  

şeklinde belirtilir. Bu tanım doğrultusunda istatistiksel yakınsak kavramı şu şekilde ifade 

edilmektedir: 

Reel veya kompleks sayıların bir ( )ix x
 
dizisi için 0  olduğunda,  

1
lim { : 0i

n
i n x L

n
     

sağlanacak şekilde bir L  sayısı bulunabilirse ( )ix x  dizisinin L  ye istatistiksel 

yakınsak olduğu söylenir. Bu durum lim ist x L    ile sembolize edilir (Fridy, 1985). Bu 

tanım şu şekilde de açıklanabilir: Eğer L  sayısının herhangi bir 0   komşuluğunda 

( )ix x  dizisinin sonsuz çoklukta elemanı bulunmasına rağmen bu elemanların 

indislerinin oluşturduğu kümenin doğal yoğunluğu sıfır oluyorsa bu dizi L  ye istatistiksel 

yakınsaktır.  Sonlu kümelerin doğal yoğunluğunun sıfır olduğu bilindiğinden,  istatistiksel 

yakınsaklığın klasik yakınsaklığı da içeren bir yakınsaklık türü olduğu söylenebilir. Yani 

yakınsak her dizi istatistiksel yakınsak iken yakınsak bir dizinin istatistiksel yakınsak 

olduğunu söylemek her zaman doğru olmaz. 

 Bu tez çalışmasının en önemli kavramlarından birisi olan I yakınsaklık, 2000 

yılında Kostyrko, Šalát ve Wilezyński tarafından metrik uzaylarda tanımlanmıştır. Bu 

kavram, pozitif tamsayılar kümesi  nin alt kümelerinden oluşturulan bir I  ideali 

yardımıyla tanımlanır.  Bu yakınsaklık türü, bilinen yakınsaklık ve istatistiksel 

yakınsaklığın yanı sıra daha birçok yakınsaklık türünü genelleştirmektedir. Bunun 

anlamı, seçilen ideale göre farklı yakınsaklık türlerinin elde edilmesidir. I  ideali şu 

şekilde ifade edilebilir:  

2I   kümesi boştan farklı bir küme olmak üzere eğer;  

I ;  

veA B I  iken A B I    

IA  ve AB   iken IB  

 özellikleri sağlanıyorsa I  ailesine   kümesinin alt kümelerinin bir ideali denir. 2I   

olması durumunda ideale gerçek ideal denir. Bunun yanında eğer I  ideali   kümesinin 

her sonlu alt kümesini içeriyorsa uygun ideal olarak adlandırılır. I yakınsaklık 

konusunda sıklıkla kullanılan önemli kavramlardan birisi de süzgeç kavramıdır.  
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2F   kümesi boştan farklı bir küme olmak üzere, 

 F ;  

,A B F  olduğunda A B F  ;  

A F  ve A B  olduğunda B F           

özellikleri sağlanıyorsa F  kümesine  kümesinin alt kümelerinin bir süzgeci denir. 

İdealin duali olarak düşülebilen süzgeç kavramı ile ideal arasındaki bağıntı şu şekilde 

ifade edilebilir. 2I    bir gerçek ideal ise  ( ) : \A, A IF I K K     kümesi  

de süzgeçtir. I yakınsaklık ile ilgili temel tanımların ardından ideal yakınsaklığın tanımı 

şu şekilde yapılmaktadır. ( )ix x
 
bir reel sayı  dizisi olmak üzere,  her 0  için 

 : in x L I     oluyorsa  ( )ix x  dizisi L  sayısına I yakınsaktır denir 

LxI  lim  şeklinde gösterilir (Kostyrko ve ark., 2000). 

İdeal yakınsaklık ile yakından ilişkili diğer bir kavram *I yakınsaklık adı verilen 

yakınsaklık türüdür. Bu kavram yine Kostyrko, Šalát ve Wilezyński tarafından 

tanımlanmış ve   AP  özelliği yardımıyla bu iki yakınsaklık türü arasındaki ilişkiler 

incelenmiştir. *I yakınsak olan bir dizinin I yakınsak olduğu fakat bu ifadenin 

tersinin doğru olması için bazı özel şartların sağlanması gerektiği söylenebilir  (Kostyrko 

ve ark., 2000). 

İstatistiksel yakınsaklığa dair önemli kavramlardan birisi olan istatistiksel limit 

noktaları Fridy tarafından 1993’ te tanımlanmıştır. Bu çalışmanın ardından istatistiksel 

limit inferior ve istatistiksel limit superior ifadeleri Fridy ve Orhan (1997) tarafından 

açıklanmıştır.  Bu çalışmalardan yararlanarak Demirci (2001) I limit superior ve I

limit inferior üzerine çalışmıştır. 

İstatistiksel yakınsaklık ve ideal yakınsaklığın tanımlanmasının ardından Savaş ve 

Das (2011) istatistiksel yakınsaklık ve I yakınsaklığı bir araya getirerek I istatistiksel 

yakınsaklık kavramını ifade etmişlerdir.  Bu tanıma göre, reel ya da kompleks sayıların 

( )ix x  dizisi için her 0  ve 0   olduğunda, 

 
1

: : in i n x L I
n

 
 

      
 

  

oluyorsa L  sayısına dizinin  I istatistiksel limiti denir. O halde, ( )ix x  dizisinin L

sayısına I istatistiksel yakınsak olduğu söylenir. 
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Matematiksel teoriler çalışılırken bazı özel diziler ile çalışılması farklı sonuçlar 

ortaya çıkarmış ve bu sonuçlar ilgi çekici bulunmuştur. Bu dizilere örnek olarak lacunary         

dizileri verilebilir.  Lacunary dizileri, negatif olmayan tam sayıların  rk   şeklinde artan 

bir tamsayı dizisidir ve aynı zamanda; 

0 0k  ;  

r   için 1r r rh k k     

şartlarını sağlar. Bu dizinin elemanlarından oluşan  1,r r rJ k k   aralığı çalışmalarda 

eleman seçimi açısından önemli olacaktır. (Freedman ve ark., 1978).  1993 yılında Fridy 

ile Orhan’ ın ele aldığı lacunary istatistiksel yakınsaklıkta, istatistiksel yakınsaklıkta ele 

alınan  :k k n  kümesinin elemanları yerine  1: r rk k k k    aralığındaki elemanlar 

seçilerek yakınsaklık kavramı çalışılmıştır.  Bir diğer çalışma olan I lacunary 

istatistiksel yakınsaklık kavramı ise Das, Savaş ve Ghosal (2011) tarafından verilmiştir. 

Savaş ve Das’ ın (2010) çalışmalarının çizgisinde ilerleyen bu çalışma iyi bilinen iki 

toplanabilme yönteminin idealler kullanılarak sunulmasından oluşmaktadır.  

 rk   dizisi bir lacunary dizisi ve I  uygun bir ideal olmak üzere, 0   ve 0   

sayıları için, 

 
1

: :r i

r

r i I x L I
h

 
 
      

 

 

oluyorsa ( )ix x  dizisi L  sayısına I lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

Bilindiği üzere, reel ve kompleks sayı dizilerinin yanı sıra daha birçok dizi çeşidi 

bulunmaktadır ve küme dizileri son zamanlarda en çok ele alınan dizi çeşitlerindendir.  

Küme dizilerinin yakınsaklığı Wijsman (1964, 1966), Effros (1965), Salinetti ve Wets 

(1979), Beer (1985, 1994, 2002), Lucchetti (1985), Baronti ve Papini (1986), De Blasi ve 

Myjak (1986), Lechicki ve Levi (1987) gibi birçok matematikçi tarafından çalışılmıştır. 

Baronti ve Pappini (1986)’ nin çalışmasında küme dizileri için üç farklı yakınsaklık türü 

tanımlanmış ve bunlar arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Bu tanımlar Haussdorff 

yakınsaklık, Wijsman yakınsaklık ve Kuratowski yakınsaklık olarak söylenebilir. Reel 

veya kompleks sayı dizileri için tanımlanmış olan çeşitli kavram ve teoremler küme 

dizilerinin yakınsaklığına genişletilmeye devam edilmiştir. Bu konudaki önemli 

kaynaklardan bir tanesi Nuray ve Rhoades (2012) tarafından tanımlanan küme dizilerinin 
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istatistiksel yakınsaklığına dair yapılan çalışmadır. Bu çalışmada küme dizilerinin 

Kuratowski istatistiksel yakınsaklığı, Wijsman istatistiksel yakınsaklığı ve Haussdorff          

istatistiksel yakınsaklığı tanımlanmış ve bazı temel teoremler ele alınmıştır. Ulusu ve 

Nuray (2012) küme dizilerinin Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaklığını 

tanımlamışlardır. Küme dizilerinin Wijsman I yakınsaklık ve Wijsman I  yakınsaklığı 

Kişi ve Nuray tarafından 2013 yılında ele alınmıştır. Ulusu ve Dündar (2013) ise küme 

dizilerinin I lacunary istatistiksel yakınsaklığı üzerine çalışmalar yapmıştır. Ulusu ve 

Dündar bu çalışmada küme dizilerinin Wijsman I  istatistiksel yakınsaklığı, Wijsman 

I lacunary istatistiksel yakınsaklığı ve Wijsman kuvvetli I lacunary yakınsaklık 

kavramları tanımlanmış ve bu tanımların aralarındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

Küme dizileri ile ilgili bu bilgiler ışığında multiset dizilerinin yakınsaklığı da 2020 

yılında Pachilangode ve John tarafından tanımlanmıştır. Bu çalışmada yakınsaklığı 

oluşturabilmek için bir mset metrik uzay tanımlanmış ve Wijsman yakınsaklık ve 

Hausdorff yakınsaklık kavramları multiset dizileri için çalışılmıştır. Buna göre, ( , )MM d  

bir mset metrik uzay ve iM M   1,2,3,...i   olmak üzere,  iM  dizisi için x M   

olduğunda    lim , ,M i M
i

d x M d x A


  oluyorsa bu multiset dizisi A M  multisetine 

Wijsman yakınsak;  x M   için,    limsup , , 0x M M i M
i

d x M d x A


   oluyorsa ise A M  

multisetine Hausdorff yakınsaktır denir.  

Ayrıca bu çalışmada, bu tanımların ardından multiset dizilerinin Wijsman istatistiksel 

yakınsaklığı ve Hausdorff istatistiksel yakınsaklığı da Pachilangode ve John tarafından 

çalışılmıştır.  

2021 yılında Debnath ve Debnath multiset dizilerinin istatistiksel yakınsaklığını 

reel sayılar için tanımlamışlar ve bunun için özel bir metrik kullanmayı tercih etmişlerdir.  

( / )i imx x c  bir multiset dizisi olduğunda, 0   için, 

      2 2
: i iI i x l c c         

kümesi sıfır doğal yoğunluğa sahipse, başka bir ifadeyle,  

   
2 21

lim : 0i i
n

i n x l c c
n




        

olacak şekilde bir /l c m  varsa, ( / )i imx x c  dizisi /l c  ye istatistiksel yakınsaktır 

şeklinde ifade edilmiştir (Debnath ve Debnath, 2021). 
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1.2. Tezin Amacı 

Multisetleri eleman kabul ederek tanımlanan multiset dizileri ile ilgili çalışmalar 

henüz başlangıç aşamasındadır. 2020 yılında Pachilangode ve John tarafından bu dizilerin 

yakınsaklığı “Convergence of multiset sequences” makalesinde incelenmiştir. 2021 yılında 

Debnath ve Debnath, “Statistical convergence of multisequences on ℝ” makalesinde 

multiset dizilerinin istatistiksel yakınsaklığını inceleyerek daha geniş bir yakınsaklık türü 

üzerine çalışmışlardır. Bu tez çalışmasında daha önce multiset dizileri için tanımlanmış 

olan bu yakınsaklık türlerini de içine alan ve daha genel bir yakınsaklık türü olan ideal 

yakınsaklık kavramı tanımlanmıştır. Küme dizilerinden farklı olarak, elemanları tekrar 

edebilen multiset dizileri kullanılarak, küme dizileri ve multiset dizilerinin benzer ve farklı 

yönlerinin ortaya çıkarılması ve bu alandaki çalışmalara yeni bir bakış açısı geliştirilmesi 

hedeflenmektedir. 
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2. TEMEL TANIMLAR, ÖRNEKLER VE TEOREMLER 

 

 Tez çalışması için gerekli ve önemli olan bazı tanımlar, örnekler ve teoremler bu 

bölümde ifade edilmiştir. 

Tanım 2.1. (Bir Dizinin Yakınsaklığı)   ix x  reel dizisi ve 0x   sayısı verilsin. 

Her 0   için 
0i i  olduğunda 0ix x    şeklinde bir 0( )i   sayısı varsa bu dizi 0x

sayısına yakınsaktır veya 0x  sayısı bu dizinin limitidir denir. Bu durum genellikle 

0lim i
i

x x


  veya 
0ix x  ile gösterilir (Çallıalp ve Canoğlu, 2014). 

Teorem 2.1. Yakınsak bir  ix x  dizinin limiti tektir (Çallıalp ve Canoğlu, 2014). 

Tanım 2.2. (Sınırlı Dizi)  ix x  reel dizisi verilsin. i   için ix K  şartını 

sağlayacak şekilde reel sayıların bir 0K   sayısı varsa  ix x  dizisi sınırlıdır (Çallıalp 

ve Canoğlu, 2014). 

Tanım 2.3. (Yığılma noktası) A  kümesi ve a  sayısı verilsin. O halde, a  nın 

her   komşuluğunda A  kümesine ait a  dan farklı en az bir eleman bulunuyorsa a  

noktası bu kümenin bir yığılma noktasıdır (Çallıalp ve Canoğlu, 2014). 

Tanım 2.4. (Metrik ve Metrik Uzay)  Boştan farklı bir X  kümesi üzerinde 

:d X X   fonksiyonu tanımlansın. d  fonksiyonu için, , ,x y z X  olmak üzere, 

1) ( , ) 0 ,M d x y x y    

2) ( , ) ( , ),M d x y d y x  

1) ( , ) ( , ) ( , )M d x y d x z d z y   

şartları sağlanıyorsa d  fonksiyonuna X  uzayında bir metrik denir. Bu metrik ile elde 

edilen metrik uzay  ,X d  şeklinde ifade edilir. Burada şartları metrik aksiyomlarıdır 

(Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.1. :d  ve  ,d x y x y   olsun. Bu fonksiyon reel sayılarda bir metrik 

belirtir ve mutlak değer metriği olarak adlandırılır (Bayraktar, 2006).    
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Örnek 2.2. : nd  ve  

1

22

1

,
n

i i

i

d x y x y


 
  
 
 şeklindeki fonksiyon bir metrik 

belirtir ve Öklid metriği olarak adlandırılır (Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.3. Boştan farklı bir X  kümesi verilsin ve ,x y X olmak üzere,   

 
0, ise

,
1, ise

x y
d x y

x y


 


 

şeklinde tanımlanan fonksiyon bir metrik belirtir ve bu metrik ayrık metrik olarak 

adlandırılır (Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.5. (Doğal Yoğunluk) A  kümesi verilsin n  olmak üzere A  kümesinin 

karakteristik fonksiyonu A  şeklinde gösterilsin. Bu durumda,  

   
1

1 n

n A

k

d A k
n




   

olmak üzere, 

   lim n
n

d A d A


  

Limitine A  kümesinin asimptotik yoğunluğu denir  (Fast, 1951). 

Örnek 2.4.  2

1 :K k k   kümesi için  1 0K   dır. 

Örnek 2.5.  2 2 1:K k k    kümesi için  2

1

2
K   dir. 

Örnek 2.6.   1   dir. 

Örnek 2.7.   doğal sayılar kümesi için, bu kümenin her bir sonlu alt kümesinin doğal 

yoğunluğu sıfırdır. 

Tanım 2.6. (İstatistiksel Yakınsaklık) Her 0   için,  ix x  reel sayı dizisi için 

aşağıda tanımlanan limit sıfır oluyorsa yani,  

  : 0id i n x L      
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ise bu dizi L  sayısına istatistiksel yakınsaktır. Bu durum lim ist x L   şeklinde 

ifade edilir.  İstatistiksel yakınsak dizilerin kümesi çoğunlukla S  simgesi ile gösterilir. 

Doğal yoğunluk tanımı kullanılarak bu tanım,  

1
lim : 0i
n

i n x L
n




     

şeklinde de ifade edilebilir (Fast, 1951).  

Örnek 2.8.  ix x
 
dizisi, 

2

2

,

2,
i

i i m
x

i m

 
 


 

olarak tanımlansın. ( ) (1,2,2,2,2,2,2,2,3,2,2,..)ix   şeklinde olduğundan her 

0 için    : 2 1,9,16,...ii x     şeklinde olup lim 2ist x   dir.  

Yukarıdaki örnekte görüldüğü üzere, istatistiksel yakınsak olan  ix x  dizisi yakınsaklık 

şartını sağlamaz.  

Bilindiği üzere yakınsak her dizi sınırlıdır. Bunun yanında, istatistiksel yakınsak bir dizi 

sınırlı olmayabilir. Bu durum aşağıdaki örnekte görülebilir. 

Örnek 2.9.  ix x
 
dizisi, 

2

2

,

10,
i

i i m
x

i m

 
 


 

olarak tanımlansın. lim 10ist x   olmasına rağmen  ix x  dizisi üstten sınırsızdır. 

Teorem 2.2. A  kümesinin doğal yoğunluğu d  olmak üzere, ( )ix x  dizisinin L

sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart lim i
i

y L


  ve 

  : 0i id n N x y    sağlanacak şekilde bir ( )iy y  dizisinin var olmasıdır  (Fast, 

1951).  

Tanım 2.7. (İstatistiksel Limit Noktası) Reel sayıların bir  ix x  dizisi ve bir L  reel 

sayısı verilsin.  
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lim  
im

i
x L


  ve ( ) 0d M       

şelinde bir  1 2 ...M m m    kümesi mevcutsa L  sayısına  ix x  dizisinin istatistiksel 

limit noktası denir (Fridy, 1993).  

Tanım 2.8. (İstatistiksel Yığılma Noktası) Bir reel  ix x  dizisi verilmiş olsun. 0   

için, 

   : 0id i N x     

ise   sayısına  ix x  dizisinin istatistiksel yığılma noktası denir (Fridy, 1993).  

Teorem 2.3. Sınırlı bir  ix x  sayı dizisi istatistiksel yığılma noktasına sahiptir  (Fridy, 

1993).  

Tanım 2.9. (Lacunary Dizisi)  Negatif olmayan tam sayıların  rk   şeklinde artan bir 

tamsayı dizisi verilsin. Eğer bu dizi için 0 0k   ve 
1iken r r rr h k k      

oluyorsa  rk   dizisi lacunary dizisidir. Burada  1,r r rJ k k  ve 
1

r
r

r

k
q

k 

  şeklinde 

tanımlanır (Freedman ve ark., 1978). 

Örnek 2.10. 2( )r   dizisi bir lacunary dizisi tanımlar. 

Örnek 2.11. (2 1)r    dizisi bir lacunary dizisi tanımlar. 

Örnek 2.12. ( )r   dizisi bir lacunary dizisi tanımlamaz. Çünkü 
0 0k   olduğu halde 

1 0r r rh k k     dir. 

Tanım 2.10. (Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık)  rk   bir lacunary dizisi olsun. 

0   için  ix x  reel sayı dizisi için, 

 
1

lim : 0r i
r

r

i J x L
h




     

limiti sıfır oluyorsa  ix x  dizisinin L  sayısına lacunary istatistiksel yakınsak olduğu 

söylenir.  Bu durum çoğunlukla lim iS x L    biçiminde; lacunary istatistiksel yakınsak 

diziler kümesi ise S
 şeklinde gösterilir (Fridy ve Orhan, 1993). 
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Tanım 2.11. (Kuvvetli Cesáro Toplanabilir Diziler) İstatistiksel yakınsaklık ile 

yakından alakalı olan ve kuvvetli Cesáro toplanabilir diziler, 

1

1

1
: : bazı sayıları için,  lim 0

n

i
n

i

x L x L
n




  
    

  
  

şeklinde ifade edilir (Fridy ve Orhan, 1993). 

Tanım 2.12. (Lacunary Toplanabilirlik) ( )rk   bir lacunary dizisi olsun.  

( )ix x  reel sayı dizisi için,  

1
lim

r

i
r

i Jr

x L
h



  

olacak şekilde bir L  sayısı var ise,  ix x  dizisi L  sayısına lacunary toplanabilirdir denir 

(Mursaleen ve Alotaibi, 2011).  

Tanım 2.13 (Kuvvetli Lacunary Toplanabilirlik) ( )rk   bir lacunary dizisi olmak 

üzere ( )ix x  reel sayı dizisi için,  

1
lim 0

r

i
r

i Jr

x L
h



   

şartı sağlanacak şekilde bir L  sayısı var ise bu durumda bu dizi L  ye kuvvetli lacunary 

toplanabilirdir denir (Freedman ve ark., 1978). 

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin uzayı  

 
1

: lim 0
r

i i
r

k Ir

N x x x L
h






  
    
  

   

şeklinde ifade edilir (Freedman ve ark., 1978). 

Tanım 2.14. (İdeal)  doğal sayılar kümesi olmak üzere 2I   ailesi için eğer, 

,I  her A B I   için A B I   ve her A I ve her B A  için B I  oluyorsa I  

ailesine ideal adı verilir.  I  oluyorsa bu ideal gerçek ideal; I  bir gerçek ideal 

olduğunda n  doğal sayısı için  n I  sağlanıyorsa bu ideal uygun ideal olarak 

adlandırılır (Kostyrko ve ark., 2000). 
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Tanım 2.15. (Gerçek İdeal)  pozitif sayılar kümesi olmak üzere I  ideali verilsin. 

Eğer 2I   oluyorsa bu ideal gerçek ideal olarak adlandırılır (Kostyrko ve ark., 2000).  

Tanım 2.16. (Uygun İdeal)   pozitif sayılar kümesi olmak üzere I  gerçek ideali 

verilsin. Eğer kümesinin tüm sonlu alt kümeleri I  ideali tarafından içeriliyorsa yani 

her x  için   Ix  oluyorsa I  bir  uygun idealdir (Kostyrko ve ark., 2000).  

Tanım 2.17. (Süzgeç) 2F   ailesi için, F , her A B F   için A B I   ve her 

A F  ve her B A  için B F  oluyorsa F  ailesine I  ideali ile ilgili süzgeç denir             

(Kostyrko ve ark., 2000).    

Tanım 2.18. ( I Yakınsaklık)  ix x  reel sayı dizisi olsun. Eğer her 0   için,  

 iA i x L       

kümesi I  idealine ait oluyorsa bu dizi L  reel sayısına I  yakınsaktır denir. Bu durum 

genellikle LxI  lim  şeklinde gösterilir   (Kostyrko ve ark., 2000). 

Örnek 2.13. fI  kümesi, 

 : sonlufI A A   

şeklinde tanımlansın. Bu küme uygun ideal özelliklerini sağlar ve bu idealin kullanılması 

durumunda bilinen yakınsaklık elde edilir yakınsaktır   (Kostyrko ve ark., 2000). 

Örnek 2.14. dI  kümesi, 

 ( ) 0dI A d A     

şeklinde tanımlansın. Bu durumda dI  bir uygun idealdir ve dI yakınsaklık istatistiksel 

yakınsaklık ile çakışır   (Kostyrko ve ark., 2000). 

Tanım 2.19. ( I Sınırlılık) ( )ix x
 

reel değerli bir dizi olmak üzere,  

 : iM i x M I     

olacak şekilde bir  M  pozitif sayısı varsa, ( )ix x  dizisi I sınırlıdır denir. 
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Tanım 2.20. ( I Limit Noktası)  ix x
 
reel değerli bir dizi ve   olsun. Eğer  

lim
im

n
x 


  olacak şekilde bir  1 2, ,...M m m I 

 
kümesi varsa   sayısı ( )ix x  

dizisinin I limit noktasıdır denir (Demirci, 2001). 

Tanım 2.21. ( I Yığılma Noktası)  Reel sayıların bir ( )ix x
 
dizisi verilmiş olsun. 

Eğer her 0  için,  : ii x L I   
 

ise L  sayısı bu dizinin I yığılma 

noktasıdır  (Demirci, 2001). 

( )ix x  dizisinin tüm I limit noktaları kümesi  xI   ve tüm I yığılma noktaları 

kümesi  xI   ile gösterilir. I  uygun bir ideal olmak üzere herhangi bir ( )ix x  dizisi 

için    x xI I    dir (Kostyrko ve ark., 2000). 

Tanım 2.22. ( I lim sup ve I lim inf) ( )ix x
 
reel sayı dizisi olmak üzere, 

  : :x iB b i x b I      

ve 

  : :x iA a i x a I      

olmak üzere, 

sup ,
limsup

,

x x

x

B B ise
I x

B ise






  

 
 

ve 

inf ,
liminf

,

x x

x

A A ise
I x

A ise






  

 
 

dir. 

Tanım 2.23. ( I  Yakınsaklık)  ix x  bir dizi, I aşikar olmayan bir ideal olmak 

üzere, 1 2{ ...} ( )m m F I    ve lim
im

i

x L


  şartları sağlanırsa  ix x  dizisi L

sayısına *I yakınsaktır ve * lim i
i

I x L


   şeklinde gösterilir (Kostyrko ve ark., 2000). 

Teorem 2.4. 2I   uygun ideali verilsin. Eğer LxI
n

n 


lim*  ise lim n
n

I x L


   dir    
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(Kostyrko ve ark., 2000).        

Tanım 2.24. ((AP) Özelliği)  2I   uygun ideali verilmiş olsun. Eğer I  idealine ait 

ayrık  1 2, ,...A A  kümelerinin her sayılabilir ailesi için  1,2,...i iA B i   sonlu ve i  

için
1

i

i

B B I




   olacak şekilde  1 2, ,...B B  kümelerinin sayılabilir bir ailesi varsa I  

ideali  AP   koşulunu sağlar denir  (Kostyrko ve ark., 2000). 

I yakınsaklık ve I  yakınsaklık kavramları arasındaki ilişki incelenirken  AP  

özelliğinden yararlanılmaktadır. Buna göre  ix x  dizisi I  yakınsak ise I

yakınsaktır fakat tersinin doğru olabilmesi için I  idealinin  AP  koşulunu sağlaması 

gerekmektedir (Kostyrko ve ark., 2000). 

Tanım 2.25. ( I İstatistiksel Yakınsaklık) ( )ix x  dizisi verilsin. 0   ve 0   

için,  

 
1

: : in i n x L
n

 
 

     
 

 

kümesi I  idealine ait oluyorsa ( )ix x  dizisi L  sayısına I istatistiksel yakınsak bir 

dizidir denir  (Savaş ve Das, 2011).  

Tanım 2.26. ( I Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık) ( )rk   dizisi bir lacunary dizisi 

olsun.  0   ve  0   için,  

 
1

: :r i

r

r i J x L I
h

 
 
      

 
 

şeklinde bir L  sayısı varsa ( )ix x  dizisi L  sayısına I  lacunary istatistiksel yakınsaktır 

denir ve I lim iS x L    şeklinde veya ( ( ))ix L S I  gösterilir. I istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi ( )S I  ile gösterilir (Das ve ark., 2011). 

Tanım 2.27. (Kuvvetli I   Lacunary Yakınsaklık) ( )rk   bir lacunary dizisi ve I   

uygun ideali verilsin. Eğer her 0  için, 

1
:

r

i

i Jr

r x L I
h




  
    

  
  
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şeklinde bir L  sayısı varsa ( )ix x  dizisi L  sayısına kuvvetli I  lacunary yakınsaktır 

denir ve lim iI N x L    şeklinde veya ( ( ))ix L N I  gösterilir. I istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi ( )N I  ile gösterilir. 

Tanım 2.28. (Cesàro Toplanabilirlik) ( )ix x
 
reel ya da kompleks terimli dizisi için, 

1

1
lim

n

i
n

i

x L
n



  

şeklinde bir L  sayısı varsa ( )ix x  dizisi L  sayısına ( )ix x  dizisi L  sayısına Cesàro 

toplanabilirdir denir  (Volkov, 2001). 

Tanım 2.29. ( I Cesàro Toplanabilirlik) ( )ix x
 
reel ya da kompleks terimli bir dizi 

ve I   uygun bir ideal olmak üzere, her 0  için, 

1

1
:

n

i

i

n x L I
n




 
    

 
  

olacak şekilde bir L  sayısı varsa bu durumda ( )ix x  dizisi L  sayısına I  Cesàro 

toplanabilirdir denir ve bu durum ( ( ))ix L I  şeklinde gösterilir. I  Cesàro toplanabilir 

dizilerin kümesi genellikle ( )I  sembolü ile gösterilir. 

Tanım 2.30. (Multiset) Elemanları tekrar edebilen nesneler koleksiyonuna multiset 

denir. Diğer bir ifade ile elemanları sonlu sayıda tekrar eden kümelerdir (Syropoulos, 

2001). X  bir küme ve 0  negatif olmayan tam sayılar kümesi olmak üzere elemanları 

X   kümesinden alınan bir A  multiseti,  0:AC X   fonksiyonu ile ifade edilebilir 

(Pachilangode and John, 2020).  

x X   için,  AC x  ifadesi x  elemanının A  multisetindeki tekrar sayısını gösteren 

karakteristik değeri veya sayı değeridir. Eğer tüm x X  elemanları için   0AC x   veya 

  1AC x   ise bu durumda A  multiseti bir küme ifade eder. Multisetler kısaca mset 

şeklinde de yazılır (Pachilangode and John, 2020). 
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Tanım 2.31. (Reel Multiset) Elemanları reel sayılardan alınan bir multiset reel multiset 

olarak adlandırılır ve  / :i i i im x c x ve c    ile sembolize edilir. 

Tanım 2.32. (Küme Dizisi) Tüm terimleri küme olan diziler küme dizileri olarak 

bilinirler. Küme dizisi 0  pozitif tam sayılar kümesi ve ( )P X  ise boş olmayan bir X  

kümesinin kuvvet kümesi olmak üzere 0 ( )P X  şeklinde bir fonksiyondur. 

Örnek 2.15.  1,2,...,iA i  olmak üzere  iA  bir küme dizisidir. 

Tanım 2.33. (Multiset Dizisi) Tüm elemanları multiset olan diziler multiset dizileri 

olarak bilinirler. Tanım kümesi doğal sayılar ve değer kümesi m  olan fonksiyona bir 

multiset dizisi denir. Multiset dizisi, :mx m  şeklinde sembolize edilir. 

 reel sayılar, 0  pozitif tam sayılar, ( )ix x  bir dizi, ( / )i imx x c  bir multiset dizisi 

olmak üzere,  0/ : ,i i i imx x c x c    şeklinde tanımlanır. 

Örnek 2.16.  1/1,2 / 2,..., /iN i i  olmak üzere  iN  bir multiset dizisidir. Bu multiset 

dizisinde n. terim 
( 1)

2

n n 
 eleman içerir (Pachilangode ve John, 2020). 

Örnek 2.17. n  bir pozitif tam sayı ve bu tam sayının çarpanlarından oluşan  nF , 1 

sayısıda dâhil olmak üzere, bu çarpanların bir multiseti olsun. O halde  nF  bir multiset 

dizisidir. Örneğin, 

 1 1F   

 2 1,2F   

 3 1,3F   

 4 1,2,2F   

 36 1,2,2,3,3F   

   1 2 3, , ,..., ,...n nF F F F F  

olarak ifade edilebilir (Pachilangode ve John, 2020). 
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Tanım 2.34. (Multiset Dizilerinin Wijsman Yakınsaklığı) ( , )MM d  bir mset metrik 

uzay ve iM M   1,2,3,...i   olmak üzere,  iM  dizisi için x M   olduğunda 

   lim , ,M i M
i

d x M d x A


  oluyorsa bu multiset dizisi A M  multisetine Wijsman 

yakınsaktır (Pachilangode ve John, 2020). 

Tanım 2.35. (Multiset Dizilerinin Hausdorff Yakınsaklığı) ( , )MM d  bir mset metrik 

uzay ve iM M   1,2,3,...i   olmak üzere,  iM  dizisi için x M   için 

   limsup , , 0x M M i M
i

d x M d x A


   oluyorsa ise A M  multisetine Hausdorff 

yakınsaktır denir (Pachilangode ve John, 2020). 

Tanım 2.36. (Multiset Dizilerinin Wijsman İstatistiksel Yakınsaklığı) ( , )MM d  bir 

mset metrik uzay ve iM M   1,2,3,...i   olsun. x M   ve 0   için 

    
1

lim : , , 0M i M
n

i n d x M d x A
n




     oluyorsa  iM  mset dizisi A M  multisetine 

Wijsman istatistiksel yakınsaktır (Pachilangode ve John, 2020). 

Tanım 2.37. (Multiset Dizilerinin Hausdorff İstatistiksel Yakınsaklığı) ( , )MM d  bir 

mset metrik uzay ve iM M   1,2,3,...i   olsun. x M   ve 0   için 

    
1

lim : sup , , 0x M M i M
n

i n d x M d x A
n




     oluyorsa  iM  multiset dizisi A M  

multisetine Hausdorff istatistiksel yakınsaktır (Pachilangode ve John, 2020). 

Tanım 2.38. (Multiset Dizilerinin İstatistiksel Yakınsaklığı)  ( / )i imx x c  bir multiset 

dizisi olsun. 0   için, 

      2 2
: i iI i x l c c        

kümesinin doğal yoğunluğu sıfır ise, yani 

   
2 21

lim : 0i i
n

i n x l c c
n




       
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olacak şekilde bir /l c m  varsa, ( / )i imx x c  dizisi /l c  ye istatistiksel yakınsaktır 

(Debnath ve Debnath, 2021).       

Örnek 2.18. ( / )i imx x c  multiset dizisi, 

2 3

2 3

, ; 1,2,3,... 1, ; 1,2,3,...

1, 5,
i i

i i n n i n n
x c

i n i n

     
  

   
 

olarak verilsin. 0   için, 

   
2 21

lim : 1 5i i
n

i n x c
n




      

= Karesel veya kübik tam sayıların ya da her ikisinin yoğunluğu 

1 11

3 62
1

lim 0
n

n n n
n

 
    

 

 

olur ki buradan ( / )i imx x c  multiset dizisi 1/ 5  e istatistiksel yakınsar (Debnath ve 

Debnath, 2021). 

Tanım 2.39. (Multiset Dizilerinin İstatistiksel Sınırlılığı) ( / )i imx x c  bir multiset dizisi 

olsun. Eğer, 

  22: 1 0i ii x c M
 

    
 

 

olacak şekilde bir M  sayısı varsa, ( / )i imx x c  dizisi istatistiksel sınırlıdır (Debnath ve 

Debnath, 2021). 
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3. MULTİSET DİZİLERİNİN I YAKINSAKLIĞI 

 

3.1. Multiset Dizilerinin İdeal Yakınsaklığı 

 

Bu bölümde multiset dizilerinin reel sayılarda ideal yakınsaklığı tanımlanacak ve 

multiset dizilerinin ideal yakınsaklığının bazı cebirsel ve topolojik özellikleri 

incelenecektir. 

 ,X d  bir metrik uzay ve M ,  ,X d  metrik uzayında bir multiset olsun. M  

multisetinin tekrarlı elemanları nedeniyle d  metriği M  üzerinde çok işlevsel değildir. 

Bunun için M  üzerinde yeni bir Md  metriği tanımlanması ihtiyacı ortaya çıkmıştır. Buna 

göre,                    

:Md M M       ve        
2 2

( , ) ( / , / )M M i i i i i i i id x y d x c y d x y c d       

olmak üzere  , MM d  nin bir metrik uzay oluşu Minkowski Eşitsizliği yardımıyla 

görülebilir. 

Tanım 3.1.1. (Multiset Dizilerinin Yakınsaklığı) 

 Herhangi bir  ix x  reel dizisi için yakınsaklık tanımının 0   için 0i i  olduğunda 

 ,id x l   şeklinde bir 0i  var olması şeklinde tanımlandığı bilinmektedir.  Bu tanım 

( / )i imx x c  multiset dizisi için bu yeni metrikle birlikte, 0   için 0i i olduğunda, 

     
2 2

/ , /M i i i id x c l c x l c c        

şeklinde ifade edilir. 

Tanım 3.1.2. (Multiset Dizilerinin İdeal Yakınsaklığı) 

( / )i imx x c  bir multiset dizisi ve /l c m  olsun. Eğer 0   için, 

    2 2
: i ii x l c c I        

oluyorsa, ( / )i imx x c  multiset dizisi /l c  sayısına ideal yakınsaktır denir ve 

lim /I mx l c   şeklinde gösterilir. 
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Teorem 3.1.1 Yakınsak multiset dizileri aynı zamanda ideal yakınsaktır. 

İspat: ( / )i imx x c  multiset dizisi /l c  sayısına yakınsak olsun. Bu durumda  ix x  

dizisi l  sayısına,  ic c  dizisi ise c  sayısına yakınsar. Yakınsak olan her sayı dizisi 

aynı zamanda ideal yakınsak olacağından,  ix x  dizisi l  sayısına,  ic c  dizisi ise  

c  sayısına ideal yakınsar. Böylece 0   için, 

 : i fA i x l I          ve     ' : i fA i c c I       

olur. Bilindiği üzere, 

        

       
2 2 2 2

i i i i

i i

x l c c x l c c

x l c c

      

   

 

dir. 'i A A    için, 

        
2 2

: : :i i i ii x l c c i x l i c c                

olur.  İdeal tanımının ikinci özelliğine göre, yukarıdaki ifadenin sağ tarafı ideale aittir. 

Yine idealin üçüncü özelliğinden, 

    2 2
: i ii x l c c I       

olur ki ispat tamamlanır. 

Bu durum aşağıdaki basit örnekle pekiştirilebilir. 

Örnek 3.1.1. Bir 
1

( /1)mx
i

  multiset dizisi verilsin. Bu dizi daha açık olarak, 

1,1,1,...,1,...

1 1 1 1 1 1 1
( /1) (1/1, /1, /1,..., /1,...) 1, , ,..., ,...

2 3 2 3
mx

i n n

 
    

 
 

yazılabilir. Buna göre, 

1
ix

i
  ve 1ic   

dir. O halde,  

1
: 0 fA i I

i


 
     
 

 ve  ' : 1i fA i c I       olur. 
'i A A    

için, 
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        
2 2

: 0 1 : 0 : 1i i i ii x c i x i c                 

olup, 

    2 2
: 0 1i i fi x c I        

elde edileceğinden ( / )i imx x c  multiset dizisi ideal yakınsaklıktır. 

Aşağıdaki örnekte ideal yakınsak olan her multiset dizisinin aynı zamanda yakınsak 

olmayabileceği gösterilmiştir.  

Örnek 3.1.2. Bir ( / )i imx x c  multiset dizisi, 

2 2

2 2

0, 1,

1, 3,
i i

i n i n
x c

i n i n

  
  

  
 

olarak verilsin. Buradan 0   için, 

 : 1i dA i x I       ve  ' : 3i dA i c I      olur.  

       
2 2 2 2

1 3 1 3 1 3i i i i i ix c x c x c            

dir. 
'i A A    için, 

        
2 2

: 1 3 : 1 : 3i i i ii x c i x i c                

olur. Son ifadenin sağ tarafı idealin elemanı olarak verildiğinden sol tarafı da ideale ait 

olacaktır. Bu halde, ( / )i imx x c  dizisi 1/3  e ideal yakınsaktır. Ancak 

( / ) (0/1, 1/3, 1/3, 0/1, 1/3, ...)i ix c   şeklindeki ( / )i imx x c  dizisi için 0   

olduğunda      
2 2

/ ,1/3 1 3M i i i id x c x c       olacak şekilde bir 0i  sayısı yoktur. 

Bu nedenle ( / )i imx x c  multiset dizisi I  yakınsak olmasına rağmen yakınsak değildir. 

Teorem 3.1.2. Bir multiset dizisinin I  limiti tektir. 

İspat: Kabul edelim ki ( / )i imx x c  multiset dizisinin 1 1( / )l c  ve 2 2( / )l c  gibi iki tane I 

limiti olsun. Buradan 0   için, 

   
2 2

1 1:
2

i ii x l c c I
 

      
 

  ve    
2 2

2 2:
2

i ii x l c c I
 

      
 

  

olur. ( )F I ,  I  tarafından üretilen süzgeç olmak üzere,  
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     
2 2

1 1 1: ( )
2

i iA i x l c c F I



 

       
 

   

ve  

     
2 2

2 2 2: ( )
2

i iA i x l c c F I



 

       
 

  

dır. Ayrıca  

 

     
2 2

1 1 1: ( )
2

i iA i x l c c F I



 

       
 

  

ise,  

 1 1 1: , ( )
4 4

i iA i x l c c F I
 


 

       
 

  

ve  

 2 2 2: , ( )
4 4

i iA i x l c c F I
 


 

       
 

  

dir.  

       

       

2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

4 4 4 4

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

l l c c l l x x c c c c

l x x l c c c c

l x x l c c c c

l x x l c c c c

   

                

             

       

       

   

 

   1 2i A A     için    
2 2

1 2 1 2l l c c      olur. Böylece, 

   
2 2

1 2 1 2 0l l c c     yani 1 2l l  ve 1 2c c  olur ve böylece ispat tamamlanır.   

Tanım 3.1.3. (Multiset Dizilerinin İdeal Sınırlılığı) 

Bir ( / )i imx x c  multiset dizisi olsun. Eğer 
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  22: 1i ii x c M I      

olacak şekilde bir M  pozitif sayısı var ise, ( / )i imx x c  multiset dizisi I  sınırlıdır 

denir. 

 Örnek 3.1.2. Bir ( / )i imx x c  multiset dizisi 

 

2 3, , 1,2,3,... , , 1,2,3,...

1, 5,
i i

i i n n i i n n
x ve c

diğer durumlar diğer durumlar

    
  
 

 

olarak verilsin. O halde, 

   

        

2 2 2 2

2 2

1 1 1

: 1 : : 1

i i i i i i

i i i i

x c x c x c

i x c M i x M i c M

       

          

 

ifadenin sağ tarafı ideale ait olduğundan ( / )i imx x c  dizisi ideal sınırlıdır. 

Teorem 3.1.3. İdeal yakınsak bir multiset dizisi aynı zamanda ideal sınırlıdır. 

İspat: ( / )i imx x c  multiset dizisi /l c  sayısına ideal yakınsak olsun. O halde 0   

için, 

    2 2
: i ii x l c c I       

olur ki bu da  

    2 2
: ( )i ii x l c c F I       

demektir. Buradan,  

 : , ( )i ii x l c c F I        

 : , ( )i ii l x l c c c F I              

ifadeleri elde edilir. Buradan, 

   ' ' ': , ( ), max ,i ii x M c M F I M l c         

    22 2 '2 2 '2: 2 ( ) : 1 2 ( )i i i ii x c M F I i x c M F I           

olur. 
2 '22M M  denirse, 
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   22: 1 ( )i ii x c M F I       

ve dolayısıyla 

  22: 1i ii x c M I       

elde edilir ki bu durumda ( / )i imx x c  multiset dizisi ideal sınırlıdır.  

Sonuç 3.1.1. Yukarıdaki önermenin tersi doğru olmayabilir. 

Örnek 3.1.2. Bir ( / )i imx x c  multiset dizisi, 

(5 /1,10 / 2,5 /1,10 / 2,... )mx   

şeklinde tanımlansın. Yani, 

5, 1,

10, 2,
i i

i tek sayı i tek sayı
x ve c

i çift sayı i çift sayı

 
  
 

 

olarak verilsin. Bu durumda ( / )i imx x c  dizisi için,  

  22: 1 11i ii x c I      

olacağından ( / )i imx x c  multiset dizisi ideal sınırlıdır. Diğer yandan ideal yakınsak 

olmadığı şu şekilde gösterilebilir. 

Bu dizinin  ya 5/1  e ya da 10/ 2  ye ideal yakınsak olması beklenir. Fakat her iki durumda 

da  

    2 2
: 5 1i ii x c I        

ve  

    2 2
: 10 2i ii x c I       

dır.  

Tanım 3.1.4. (Multiset Dizilerinin İdeal Limit Noktası) 

 , Mm d  bir metrik uzay ( / )i imx x c m   olsun. M I  ve  lim / /
k ki i

k
x c f


  olacak 

şekilde bir  1 2 ...M i i     kümesi varsa, / f m   sayısına ( / )i imx x c  

multiset dizisinin bir I  limit noktasıdır denir.  

( / )i imx x c  multiset dizisinin tüm I  limit noktaları kümesi  mxI   şeklinde sembolize 

edilir.  
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Tanım 3.1.5. (Multiset Dizilerinin İdeal Yığılma Noktası) 

 , Mm d  bir metrik uzay ve ( / )i imx x c m   olsun. Eğer 0   için, 

    2 2
: ( )i ii x c c F I        

oluyorsa, bu durumda / c m   sayısına, ( / )i imx x c  multiset dizisinin bir I  yığılma 

noktasıdır denir. 

( / )i imx x c  multiset dizisinin tüm I  yığılma noktaları kümesi  mxI   şeklinde sembolize 

edilir. 

Teorem 3.1.4. I , uygun bir ideal olmak üzere, her ( / )i imx x c  multiset dizisi için 

   mx mxI I    olur. 

İspat:  / mxf I    olsun. O halde  lim / /
k kM i i

k
d x c f


  yani    

2 2

lim 0
k ki i

k
x c f



 
    

 
 

olacak şekilde bir  1 2 ...M i i I     kümesi vardır. 0   olsun. Yakınsaklık tanımı 

gereğince öyle bir 
0k   vardır ki 

0k k  olduğunda     
2 2

k ki ix c f      dır. Böylece 

      
0

2 2

1 2: \ , ,...,i i ki x c f M i i i        ve böylece     2 2
: i ii x c f I        elde edilir 

ki bu da  / mxf I    anlamına gelir. 

Tanım 3.1.6. (Multiset Dizilerinin I  Limit Supremum ve I  Limit İnfimumu) 

( / )i imx x c
 
bir multiset dizisi olmak üzere, 

     2 22 2/ : : 1 1mx i iB b c m i x c b c I          

ve 

     2 22 2/ : : 1 1mx i iA a c m i x c a c I          

olmak üzere, 

sup ,
limsup

,

mx mx

mx

B B ise
I mx

B ise






  

 
 

ve 
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inf ,
liminf

,

mx mx

mx

A A ise
I mx

A ise






  

 
 

dir. 

Teorem 3.1.5. ( / )i imx x c  bir multiset dizisi olsun. Eğer / limsupb c I mx   sonlu 

ise, 0   için, 

      2 2 22: 1 1i ii x c b c I        

ve 

      2 2 22: 1 1i ii x c b c I        

olur. 

Teorem 3.1.6. ( / )i imx x c  bir multiset dizisi olsun. Eğer / liminfa d I mx   sonlu 

ise, 0   için, 

      2 2 22: 1 1i ii x c a d I        

ve 

      2 2 22: 1 1i ii x c a d I        

olur. 

Teorem 3.1.7. m  de tanımlı bir ( / )i imx x c  multiset dizisi için, 

liminf limsupI mx I mx     

dır. 

 İspat: İlk olarak limsupI mx    durumunu dikkate alalım. Bu durum mxB   

anlamına gelir. Tanım da dikkate alınırsa, her /b c m  için, 

    2 22 2: 1 1i ii x c b c I        

ve dolayısıyla  

    2 22 2: 1 1 ( )i ii x c b c F I        

olduğu görülür. 

Burada her / m    için,  
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    2 22 2: 1 1i ii x c I         

olduğundan liminfI mx    elde edilir. Dolayısıyla liminf limsupI mx I mx  

olduğu görülür. 

Şimdi limsupI mx    olması durumunu göz önüne alalım. Bu durumda eşitsizlik 

sağlanacaktır.  

Son olarak limsup /I mx c   sonlu ve liminf /I mx d   olduğunu kabul edelim. 

0   verildiğinde, ( ) / mxc A    ve dolayısıyla      
2 2 22 1 1d c         

olduğu gösterilirse istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur.  

limsup /I mx c   olduğundan  

      2 2 22: 1 1i ii x c c I          

dir. Bu durum 

       2 2 22: 1 1 ( )i ii x c c F I          

yani   

      2 2 22: 1 1 ( )i ii x c c F I         

anlamına gelir. O halde ( ) / mxc A    sağlanır. Tanımdan liminf /I mx d   dir 

ve      
2 2 22 1 1d c          sonucuna ulaşırız ki burada   keyfi olduğu için 

   
2 22 21 1d c       olup istenilen sonuç yani liminf limsupI mx I mx    

elde edilir. 

Teorem 3.1.8. m  de tanımlı ideal sınırlı bir ( / )i imx x c  multiset dizisinin ideal 

yakınsak olması için gerek ve yeter şart liminf limsupI mx I mx    olmasıdır. 

İspat: ( ) Kabul edelim ki sınırlı ( / )i imx x c  dizisi ideal yakınsak olsun. 

liminf limsupI mx I mx    olduğunu göstermek için liminf limsupI mx I mx    

ve liminf limsupI mx I mx    olduğu gösterilmelidir. 

liminf limsupI mx I mx    durumu bir önceki teoremden bilinmektedir.  

liminf limsupI mx I mx    durumu ise sınırlılık ve yakınsaklık özellikleri 

kullanılarak gösterilecektir.  
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1liminf /I mx a c   ve 2limsup /I mx b c   olsun. 0   için lim /I mx l c   olduğu 

kabulünden yola çıkıldığında  

    2 2
: i ii x l c c I        

ve dolayısıyla  

    2 2
: ( )i ii x l c c F I        

olur. Buna göre,   

1 1: , ( )
2 2

i ii x l c c F I
 

 
 
        

 
  

ifadeleri sağlanır. Böylece  

 1 1: ,i ii x l c c I         

ve  

 1 1: ,i ii x l c c I         

olur. Böylece,  

 1 1: , 1 1i ii x l c c I           

olur ve buradan 

      2 2 22

1 1: 1 1i ii x c l c I            

bulunur. O halde,   

     
2 2 22

2 1 11 1b c l c          

yani  

   
2 22 2

2 1 1b c l c      

olup limsup limI mx I mx     

elde edilir. Ayrıca,  

 1 1: , 1 1i ii x l c c I           

yani  

 

      2 2 22

1 1: 1 1i ii x c l c I            

ifadelerinden  
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     
2 2 22

1 1 1 1l c a c          

ve  

   
2 22 21 1l c a c      

elde edilir ki lim liminfI mx I mx    eşitsizliği bulunur. Buradan  

liminf limsupI mx I mx    sonucuna ulaşılır. 

  Şimdi kabul edelim ki 1 2/ /a c b c  ve 1 2/ / /l c a c b c   olsun. Bu durumda 

limsup /I mx l c   dir. 0   için, 

      2 2 22

1: 1 1i ii x c l c I         

dir. Bu durumda, 

     
2 2 22 '

1 1 1l c l c          

olacak şekilde sıfırdan büyük bir '  reel sayısı bulmak mümkündür. Yani, 

    2 22 2 ': 1 1i ii x c l c I          

olur. Buradan yine limsup /I mx l c   dir.  

Böylece 2 0   için,  

      2 2 22

2: 1 1i ii x c l c I          

dir. Benzer şekilde  

     
2 2 22 ''

2 1 1l c l c          

yani  

    2 22 2 '': 1 1i ii x c l c I         

olacak şekilde sıfırdan büyük bir '' reel sayısı bulunabilir.  ' ''max ,    alınırsa, 

    2 22 2: 1 1i ii x c l c I          

olur ve 
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     2 22 2: 1 1i ii x c l c I          

dır ki lim /I mx l c   elde edilir. 

3.2. Multiset Dizilerinin *I  Yakınsaklığı 

Tanım 3.2.1. ( / )i imx x c m 
 
bir multiset dizisi olmak üzere, 

1 2{ ... ...} ( )im m m F I      ve lim / /
i im m

i
x c l c


  şartları sağlanırsa ( / )i imx x c  dizisi 

/l c  sayısına *I yakınsaktır ve 
* lim /

i
I mx l c


   şeklinde gösterilir. 

Teorem 3.2.1. Bir ( / )i imx x c  multiset dizisi /l c  sayısına *I  yakınsak ise, aynı 

zamanda /l c  sayısına I   yakınsaktır. 

İspat: ( / )i imx x c  multiset dizisinin /l c  sayısına *I  yakınsak olduğunu kabul edelim. 

O halde  

\H M  ve  lim / , / 0
i iM m m

i
d x c l c


   

olacak şekilde bir H I  kümesi vardır. 0   olmak üzere, alt dizinin yakınsaklığından 

dolayı 0i i   için, 

     
2 2

lim / , /
i iM m m i i

i
d x c l c x l c c 


       

olacak şekilde bir 0i   vardır. H  kümesi ve yakınsaklık tanımı birlikte 

düşünüldüğünde, 

      
0

2 2

1 2: ...i i ii x l c c m m m          

yazılabilir. Eşitsizliğin sağ tarafı ideale ait olduğundan ispat elde edilmiş olur. 

Örnek 3.2.1. Bir ( / )i imx x c  multiset dizisi   / ( 0 / 1, 2 / 1, 2 / 1, 0 / 1, 2 / 1, . . . )i ix c   olarak 

verilsin. Bu durumda, 

    2 2
: 2 1i ii x c       kümesi,  1,4,9,... dI  dir. Burada 

   / 2 /1,2 /1,2 /1,...
k ki ix c   olsun. Bu multiset dizisi 2 /1  e yakınsar. Aynı zamanda bu 

elemanların indisleri kümesi    2,3,5,6,7,8,10... dA F I   olduğundan bu dizi   2 /1  

sayısına I    yakınsaktır. 
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Bir sonraki teoreme göre, eğer I idealinin  AP  özelliği varsa I   

yakınsaklık ile 
*I   yakınsaklık çakışır. O halde bir sonraki tanımda  AP  özelliği 

verilecektir.  

Tanım 3.2.2. ((AP) Özelliği) 

   2I  uygun bir ideal olsun. I  ya ait ayrılabilir  1 2, ,...A A kümeleri için j  

için j jA B  sonlu bir küme ve 1j jB B I

   şartlarını sağlayan sayılabilir 

kümelerin bir   1 2, ,...B B  ailesi varsa I  idealinin  AP  koşulunu sağladığı 

söylenir. Burada    \ \j j j j j jA B A B B A    dir. 

Teorem 3.2.2.  2I  uygun bir ideal olsun. Eğer ,I   AP  özelliğine sahipse 

( / )i imx x c
 
multiset dizisi için lim /

i
I mx l c


   olduğunda aynı zamanda 

* lim /
i

I mx l c


   

sağlanır. 

İspat: Kabul edelim ki I  ideali  AP  özelliğine sahip ve lim /I mx l c   olsun. Bu 

durumda 0   için,  

    2 2
: i iA i x l c c I         

dır. I  idealinin  AP  özelliği var olduğundan ayrık, sayılabilir  1 2 3, , ,...A A A  

kümeler dizisi oluşturulmalıdır. 2i  için, 

    2 2

1 : 1i iA i x l c c        

ve 

   
2 21 1

:
1

i i iA i x l c c
i i

 
       

 
  

olsun. Yani,  

    2 2

1 : 1i iA i x l c c      ,  

   
2 2

2

1
: 1

2
i iA i x l c c

 
       
 

,  

   
2 2

3

1 1
:
3 2

i iA i x l c c
 

       
 
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… 

… 

   
2 21 1

:
1

i i iA i x l c c
i i

 
       

 
  

şeklindedir ve bu kümelerin ayrık olduğu görülmektedir.  AP  özelliğinden dolayı 

j için i j olduğunda j jA B  sonlu ve 
1

j
j

B B I




   olacak şekilde 

 1 2 3, , ,...B B B  vardır. \ ( )M B F I   olsun. i M  ler için,  

lim /i
i
i M

mx l c



  

yani 0   ve 0i i  için, 

    
2 2

i ix l c c       

olduğunu göstereceğiz. Bunun için 0   olacak şekilde i  için 
1

1i



 seçelim. 

    
1

2 2

1

:
i

i i j
j

i x l c c A




        

dir. 1,2,..., 1j i   için j jA B  sonlu olduğundan,  

 
1

0
1

:
i

j
j

B i i i




 
   

 
  

dır. 0i i  ve \i M B   olsun. i B  olduğundan 
1

1

i

j
j

i B




  ve dolayısıyla 

1

1

i

j
j

i A




  olur. O halde 0i i  için, 

   
2 2 1

1
i ix l c c

i
    


  

olur ki buradan teorem ispatlanır. 

Teorem 3.2.3. Bir ( / )i imx x c
 

multiset dizisi için lim /
i

I mx l c


    olduğunda aynı 

zamanda 
* lim /

i
I mx l c


   oluyorsa I  ideali   AP  özelliğine sahiptir. 
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İspat: /l c  sayısı m  kümesinin bir yığılma noktası olsun. O halde lim /
i

I mx l c


   

olacak şekilde bir ( / )i imx x c  dizisi vardır ve  

     
2 2

lim / , /M i i i i
i

d x c l c x l c c


      

dizisi sıfıra azalan bir dizidir. n  için,  

     
2 2

lim / , /M i i i i i
i

d y d l c y l d c 


       

ve  iA  ailesi  I  nın boştan farklı ayrık kümeler ailesi olsun. ji a  için ( / )i imz z t  

olarak seçildiğinde, 

      2 2

1 2: ...i i mA i z l t c A A A          

olur.  A I   ve lim /i
i

I mx l c


   olduğundan lim /i
i

I mx l c


   elde edilir. Böylece 

 1 2\ ...M B m m     olduğunda lim /
mii

I mx l c


   sağlanacak şekilde bir B I  kümesi 

bulunabilir. ,j jB A B j    olmak üzere her j  sayısı için jB I  ve ayrıca 

1

j

j

B I




 dır. lim /i
i

I mx l c


    olduğu bilindiğinden jA  kümesinin M  kümesi ile sadece 

sonlu sayıda ortak elemanının olduğu söylenebilir. Böylece    
01 2, ,...,j j iA A B m m m    

olacak şekilde 0i   vardır. 

 
01 2\ , ,...,j j j iA B A B m m m     

olduğundan j jA B   kümesi sonludur ve j  keyfi olduğundan  AP  özelliği sağlanır. 

Teorem 3.2.4.  , Mm d  bir metrik uzay ve ( / )i imx x c ,  , Mm d  metrik uzayında bir 

multiset dizisi olsun. Eğer m  kümesinin yığılma noktası yoksa, her uygun I  ideali 

için I   yakınsaklık ve 
*I   yakınsaklık çakışır. 

İspat:  Kabul edelim ki m  kümesinin yığılma noktası olmasın. Teorem 3.2.1. den 

bilindiği üzere,  
* l i m /

i
I m x c


   olduğunda  lim /

i
I mx c


   dir. O halde ispat için  

lim /
i

I mx c


    olduğunda 
* lim /

i
I mx c


   olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Şimdi  
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lim /
i

I mx c


   olduğunu kabul edelim. m  kümesinin bir yığılma noktası olmadığı için, 

      
2 2

( / , ) : /i iB c mx m x c c c             

olacak şekilde bir 0   sayısı vardır. Kabulümüzden dolayı  

    2 2
: i ii x c c I         

olur. Buradan  

      
2 2

: : / / ( )i i i ii x c c i x c c F I             

ve  

* lim /
i

I mx c


    

elde edilir. 
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4. MULTİSET DİZİLERİNİN I   LACUNARY İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIĞI 

 

Çalışmanın bu bölümünde multiset dizilerinin I  lacunary istatistiksel 

yakınsaklığı tanımlanacak ve multiset dizilerinin I  lacunary istatistiksel yakınsaklığı ile 

ilgili bazı özellikler incelenecektir. 

Tanım 4.1. (Multiset Dizilerinin I  Lacunary İstatistiksel Yakınsaklığı) 

( / )i imx x c  bir multiset dizisi ve 2I   bir uygun ideal olsun. Her 0   için, 

   
2 21

: :r i i

r

r i J x l c c I
h

 
 
        

 
 

oluyorsa ( / )i imx x c  dizisi /l c  sayısına I  lacunary istatistiksel yakınsaktır denir ve 

  /mx l c S I   şeklinde gösterilir. 

I  lacunary istatistiksel yakınsak tüm multiset dizilerinin kümesi
  /l cS I  şeklinde 

gösterilir. 

Tanım 4.2. Multiset Dizilerinin Kuvvetli I Lacunary Toplanabilirliği 

 ( / )i imx x c  bir multiset dizisi, 2I   uygun ideal olsun. Her 0   için, 

   
2 21

:
r

i i

i Jr

r x l c c I
h




  
      

  
  

oluyorsa ( / )i imx x c  dizisi /l c  sayısına kuvvetli I  lacunary toplanabilirdir denir ve 

  /mx l c N I   şeklinde gösterilir. 

Kuvvetli I  lacunary toplanabilir tüm multiset dizilerinin kümesi 
/ ( )l cN I  şeklinde 

sembolize edilir. 

Tanım 4.3. (Multiset Dizilerinin I   İstatistiksel Yakınsaklığı) 

 ( / )i imx x c  bir multiset dizisi, 2I   uygun ideal olsun. Her 0   için, 

    2 21
: : i in i n x l c c I
n

 
 

        
 
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oluyorsa ( / )i imx x c  dizisi /l c  sayısına I  istatistiksel yakınsaktır denir ve 

  /mx l c S I   şeklinde gösterilir. 

I  İstatistiksel yakınsak tüm multiset dizilerinin kümesi 
/ ( )l cS I  şeklinde sembolize 

edilir. 

 Tanım 4.4. (Multiset Dizilerinin I   Cesàro Toplanabilirliği)               

( / )i imx x c  bir multiset dizisi ve 2I   bir uygun ideal olmak üzere her 0   için, 

   
2 2

1

1
:

n

i i

i

n x l c c I
n




 
      

 
  

oluyorsa ( / )i imx x c  dizisine /l c  sayısına 
/ ( )l c I  toplanabilirdir denir ve 

/ ( ( ))mx l c I   şeklinde gösterilir. 

/ ( )l c I  toplanabilir tüm multiset dizilerinin kümesi 
/ ( )l c I  şeklinde sembolize edilir. 

Sonraki teoremlerde bu kümeler arasındaki ilişkiler incelenmiştir.  

Teorem 4.1. ( / )i imx x c , 2I   bir uygun ideal olmak üzere, 
/ ( )l cmx N I  olduğunda 

 /l cmx S I dır. 

İspat: Kabul edelim ki 
/ ( )l cmx N I  olsun. Bu durumda 0   için,  

 

       

   

    

2 2

2 2 2 2

2 2
:

r

x l c ci i

i i i i

i J

r i i

x l c c x l c c

i Jr

i J x l c c





   



      



    

 

 

sağlanır ve 

        2 2 2 21 1
:

r

i i r i i

i Jr r

x l c c i J x l c c
h h


 

           

dır. Böylece 0   için, 
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    2 21
: :r i i

r

r i J x l c c
h

 
 
       

   

   
2 21

:
r

i i

i Jr

r x l c c I
h




  
       
  


 

olur ki buradan ispat tamamlanır. 

Teorem 4.2. Eğer ( / )i imx x c  multiset dizisi sınırlı ise,  /l cmx S I  olduğunda 

/ ( )l cmx N I  dır. 

İspat: Kabul edelim ki  /l cmx S I  ve ( / )i imx x c  sınırlı olsun. O halde i   için 

   
2 2

i ix l c c B     olacak şekilde bir B  sayısı vardır.   

Ayrıca 0 0,c c   ve ix l  olduğundan, 

     
2 2 221 1i i i ix l c x c B                                                                            

dir. 

Her 0   için, 

       

   

   

   

   

2 2

2

2 2

2

2 2 2 2

2 2

2 2

1 1

1

:
2 2

r r

x l c ci i

r

x l c ci i

i i i i

i J i Jr r

i i

i Jr

r i i

r

x l c c x l c c
h h

x l c c
h

B
i J x l c c

h





 

   

   

 



      

   

 
       

 

 



 

elde edilir. Böylece, 

   
2 21

:
r

i i

i Jr

r x l c c
h




  
     

  

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   
2 21

: :
2 2

r i i

r

r i J x l c c I
h M

   
           

    

 olup ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3. Eğer liminf 1r rq   ise 
/ ( )l cmx S I  olduğunda  /l cmx S I  dir.  

İspat: Kabul edelim ki liminf 1r rq   olsun. O halde yeterince büyük r  ler için 

1rq    olacak şekilde 0   vardır ve 

1

r

r

h

i







 

sağlanır. 

 
/ ( )l cmx S I  olduğunda, 0  için, 

         

    

2 2 2 2

2 2

1 1
: :

1
:

1

r i i r i i

r r

r i i

r

i k x l c c i J x l c c
k k

i J x l c c
h

 






          

     


 

elde edilir. Böylece 0   için, 

    

      

2 2

2 2

1
: :

1
: :

1

r i i

r

r i i

r

r i J x l c c
h

r i i x l c c I
i

 






 
       

 

  
         

  

 

olur ki buradan teoremin ispatı elde edilir. 

Teorem 4.4.  rk  , limsupr rq    koşulunu sağlayan bir lacunary dizisi ve  I  bir 

uygun ideal olsun. Bu durumda  
/ ( )l cmx S I  olduğunda 

/ ( )l cmx S I  dır. 

İspat: Kabul edelim ki limsupr rq    ve 
/

( )
l c

mx S I  olsun. O halde tüm r  ler 

için rq K  olacak şekilde bir 0K   sayısı vardır. Her , , 0    için, 

    2 21
: :r i i

r

C r i J x l c c
h

 
 

        
 
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ve 

    2 21
: : i iT n i n x l c c
n

 
 

        
 

 

kümeleri tanımlanabilir. Burada ( )C F I  olduğu açıkça görülmektedir. ( )T F I  

olduğu gösterilirse, teoremin ispatı elde edilir. O halde, j C   için,  

    2 21
:j j i i

j

A i J x l c c
h

       

diyelim. Bazı r C  ler için r rk n k   olacak şekilde n  seçildiğinde, 

 

    
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1
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r
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1 1

2 21

1

1
:
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k
i J x l c c
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2 1 1
1 2

1 1 1

1

...

sup

r r r
r

r r r

r
j

j C r

k k k k k
A A A

k k k

k
A

k

K



  

 

 
   





 

olur. K   seçilerek,  1: ,r rn k n k r C T      ve ( )C F I  göz önünde 

bulundurulduğunda, ( )T F I  elde edilir. 
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Teorem 4.5.  rk  , liminf 1r rq   koşulunu sağlayan bir lacunary dizisi ve  I  bir uygun 

ideal olsun. Bu durumda  
/ ( )l cmx I  olduğunda 

/ ( )l cmx N I  dır. 

İspat: liminf 1r rq   olduğunda, yeterince büyük bir r  için 1rq    olacak şekilde bir 

0   sayısı vardır. 1r r rh k k    olduğundan 
1r

r

k

h






  ve 

1 1r

r

k

h 
   elde edilir. 0   

için,    
2 2

1

1
:

rk

r i i

ir

E k x l c c
k 

 
     
 

  kümesi tanımlansın. Buradan ( )E F I  

olduğu kolaylıkla görülmektedir. ri E   içi 

 

           
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'
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i J i ir r r
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k ir r r r

x l c c x l c c x l c c
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       

 
  
 

  

 

elde edilir. 

 
'1 1

  
 

 
  
 

 seçildiğinde,  

   
2 21

: ( )
r

r

k

i i

i Jr

r x l c c F I
h




  
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  
  

elde edilir ki buradan ispat tamamlanır.  

Teorem 4.6.  rk  , limsupr rq    koşulunu sağlayan bir lacunary dizisi ve  I  bir 

uygun ideal olsun. Bu durumda  
/ ( )l cmx N I  olduğunda 

/ ( )l cmx I  dır. 

İspat: Kabul edelim ki limsupr rq    ve 
/

( )
l c

mx N I  olsun. O halde tüm r  ler 

için rq K  olacak şekilde 0K   sayısı vardır. Her 0  için, 
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   
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h




  
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kümeleri ve j L   için,  
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olarak tanımlansın. O halde ( )L F I  olduğu açıkça görülmektedir. r L , 1r rk n k    

için, 
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elde edilir. 2 1K   olarak seçildiğinde, ( )L F I  ve  1: ,r rn k n k r L R      

oluşu ve  rk   ile ilgili kabul göz önüne alındığında ( )R F I  elde edilir ki ispat 

tamamlanır. 

Teorem 4.7. ( / )i imx x c , 2I   bir uygun ideal olmak üzere 
/ ( )l cmx I  

olduğunda  /l cmx S I  dır. 

İspat: Kabul edelim ki 
/ ( )l cmx I  olsun. Bu durumda 0   için, 
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dır. Böylece 0   için, 
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: : i in i n x l c c
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 
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 
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 

  

olur. İfadenin sağ tarafının ideale ait olduğu bilindiğinden sol tarafın da ideale ait olduğu 

görülür. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.8. ( / )i imx x c  sınırlı bir multiset dizisi ve 2I   bir uygun ideal olmak üzere, 

 /l cmx S I  olduğunda 
/ ( )l cmx I  dır. 

İspat: Kabul edelim ki ( / )i imx x c  sınırlı bir multiset dizisi ve  /l cmx S I  olsun. Bu 

durumda i   için  
22 1i ix c B    olacak şekilde negatif olmayan bir B  reel 

sayısı vardır.  Teorem 4.2.’ den yararlanarak, 
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elde edilir. Böylece, 
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olup ispat tamamlanır. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1 Sonuçlar 

Bu tez çalışmasında multiset dizilerinin ideal yakınsaklığı tanımlanmış ve bu 

kavrama dair bazı cebirsel ve topolojik özellikler incelenmiştir. Analizde çok önemli bir 

yeri olan ideal yakınsaklık kavramının multiset dizilerine uygulanması, bununla ilgili 

teoremlerin ve örneklerin incelenmesi bu konuda daha önce yapılan çalışmaları geneller 

niteliktedir. Aynı zamanda multiset dizilerinin ideal yakınsaklığı multiset dizileri ve 

bilinen küme dizileri açısından benzer ve farklı yönlerin ortaya çıkarılmasını 

sağlamaktadır. Multiset dizilerinin tekrarlı elemanları sebebiyle bilgisayar bilimlerinde 

de fazlaca kullanılması, ideal yakınsaklık kavramının bu alanla da ilişkilendirilmesi 

anlamında bu tezi daha önemli hale getirmektedir. Ayrıca multisetler elemanları tekrar 

edebilen kümeler olması nedeniyle günlük hayatın matematiğe aktarılması ve daha iyi 

ifade edilebilmesi açısından oldukça önemlidir. 

 

5.2 Öneriler 

Bu çalışmada kullanılan ideal yakınsaklık kavramı yerine daha farklı yakınsaklık 

türleri kullanılarak nasıl sonuçlar elde edilebileceği incelenebilir. Ayrıca multisetlerde 

elemanların sıralaması önemli değildir. Hem sıralamanın hem de sayının önemli olduğu 

farklı çalışmalar yapılabilir. Ayrıca elemanların sonsuz sayıda tekrar edebilmesi durumu 

üzerine de çalışılabilir. 
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