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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

SPLIT KUATERNIYONLARIN 2 x 2 REEL MATRIS TEMSILIi VE
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Ash AYDIN
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Matematik Anabilim Dal

Damisman: Do¢. Dr. Melek ERDOGDU
2020, 51 Sayfa

Jiiri
Dog¢. Dr. Melek ERDOGDU
Doc. Dr. Nihat AKGUNES
Dr. Ogr. Uyesi Giilsah AYDIN SEKERCI

Bu tezde split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris temsili ve split kuaterniyonlarin idempotent,
nilpotent ve sifir bolenleri incelenmistir; 6ncelikle split kuaterniyonlar tanitilmus, split kuaterniyonlarin reel
matris temsili verilmistir. Daha sonra reel matris temsili simiflandirilmigtir. Bununla birlikte split
kuaterniyonlarin idempotent ve nilpotent elemanlari reel matris temsili yardimiyla elde edilmistir. Ardindan
split kuaterniyonun sag sifir bolenleri, sol sifir bélenleri ve sifir bolenleri bulunmustur. Son olarak ise, elde
edilen yeni gelismeler dogrultusunda ortaya ¢ikan sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: idempotent split kuaterniyonlar, Nilpotent split kuaterniyonlar, Sifir
bdlen split kuaterniyonlar, Split kuaterniyonlar.
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In this thesis, 2 x 2 real matrix representations of split quaternions and idempotent, nilpotent and
zero divisors of the set of split quaternions are examined. First, split quaternnions are introduced, complex
and real matrix representations of split quaternions are given. Then, real matrix representation of split
quaternions classified. In addition, idempotent and nilpotent elements of split quaternions are obtained with
the help of real matrix representation. After that, right zero divisors, left zero divisors and zero divisors of
split quaternions are found. Finally, the results, which are obtained in the view of new developments, are
stated.
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trA A matrisinin izi
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a,fB,o, A ht Reel degerli parametreler

viii



1. GIRIS

Kuaterniyonlar; Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton tarafindan,

1843 yilinda yeni bir say1 sistemi olarak tanitilmistir. Kuaterniyonlar kiimesi

H=1{q=q0+qii +q2j + q3k:q0,91,92,q3 € R} (1.1)

seklinde tanimlanmis olup burada, i? = j2 = k? = —1 ve ij = —ji = k, jk = —kj = |,
ki = —ik = j esitlikleri ile tanimhidir ve degismeli olmayan cebirlerin en Onemli

tyesidir.

Hamiltonun kuaterniyonlar1 kesfetmesinden kisa bir siire sonra, James Cockle

split kuaterniyonlar kiimesini

H=1{q =qo+ q1i + q2J + q3k: 40, 91,92, q3 € R} 1.2)

seklinde tanimlamis olup burada, i = —1, j2=k?=1ve ij = —ji =k, jk = —kj =

—i, ki = —ik = j esitlikleri ile tanimlidur.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim olan giris kisminda kuaterniyon

kiimesi ve split kuaterniyon kiimelerinin tarihine deginilmistir ve tanimlar1 verilmistir.

Ikinci béliimde, kuaterniyon kiimesi ve split kuaterniyon kiimeleri ile ilgili daha
once yapilmis olan caligmalar hakkinda bilgiler, bazi1 kaynaklardan alinti yapilarak

verilmistir.

Uciincii boliimde, split kuaterniyon kiimesi iizerinde temel islemler verilmis ve
daha sonrasinda bir split kuaterniyonun eslenigi, normu ve tersi tanimlanmistir. Son

olarak, bir split kuaterniyonun karakterine deginilmistir.

Dordiincii boliimde, split kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matris temsili verilmis
ve sonrasinda bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel matris temsili verilmistir. Ilk olarak bir

reel matrisin determinantinin durumlarina gore reel matrisin karakteri belirlenmistir.



Sonrasinda, bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel matris temsilinin determinantinin nasil
bulunacag verilmistir. Elde ettigimiz bilgiler 1s181inda bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel
matris temsilinin karakterini belirleyip ek olarak buldugumuz karaktere gore bir split
kuaterniyonun 2 x 2 reel matris temsilinin tersinin 6zel durumlar1 belirtilmistir.
Ardindan, bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel matris temsilinin 6z degerleri ve 6z vektorleri
elde edilmistir. Ayrica, bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel matris temsilinin karakteristik
polinomunun diskriminantinin durumlarina bakarak bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel
matris temsili smiflandirilmistir. Bu smiflandirmaya ek olarak split kuaterniyonun
karakterini ve vektorel kisminin karakterini goz oniine alarak tiim durumlar1 gosteren bir
tablo olusturulmustur. Daha sonra, idempotent split kuaterniyonlar 2 X 2 reel matris
temsili yardimiyla elde edilmistir ve split kuaterniyonlar kiimesindeki idempotent
elemanlarin nasil olmasi gerektigi sonucuna varilmistir. Nilpotent split kuaterniyonlar
2 X 2 reel matris temsili yardimiyla elde edilmistir ve split kuaterniyonlar kiimesindeki
nilpotent elemanlarin nasil olmasi gerektigi sonucuna ulasilmistir. Ardindan, her iki
durum i¢in de 6rnekler verilmistir. Son olarak bir split kuaterniyonun sag ve sol sifir
bolenlerinin karakterizasyonu 2 X 2 reel matris temsili yardimiyla belirlenmis ve her
durum i¢in ornek verilmistir. Bir split kuaterniyonun hem sag sifir béleni hem sol sifir
boleni olan sifir bolen split kuaterniyonu 2 X 2 reel matris temsili yardimiyla elde
edilmistir. Ek olarak, sag sifir bdlen, sol sifir bolen ve sifir bolen split kuaterniyonlarin

karakterleri elde edilmistir.

Besinci boliimde, elde edilen sonuglar bir arada verilmistir.

Son olarak; bu ¢aligmada orijinal olarak 2 X 2 reel matris siniflandirilmasindan
yararlanilarak split kuaterniyon 2 x 2 reel matris tesmsiline iliskin sonug¢lar matrisleri
tablo halinde verilmistir. Daha sonra split kuaterniyonlarin nilpotent elemanlar1 ve
idempotent elemanlar: ifade edilmistir. Ayrica split kuaterniyonlarin sag sifir bolen

elemanlari, sol sifir bolen elemanlar1 ve sifir bélen elemanlar1 elde edilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Kuaterniyonlarla ilgili birgok calisma vardir. Kuaterniyonlarin polar formu,
kuaterniyonlarin karesi ve kuaterniyonlarin n. dereceden kokii gibi kavramlara (Girard;
2007)’de yer verilmistir. Ayrica, (Hacisalihoglu; 1983)’de reel kuaterniyonlar ve dual
kuaterniyonlar1 detayli olarak incelemistir ve birim dual kuaterniyonlar yardimiyla
donme operatorii ve kayma operatoriinii ifade etmistir. Kuaterniyonlar kiimesi degismeli
olmadigmmin bir sonucu olarak bir kuaterniyon matrisinin O6zdegerleri teorisi,
kuaterniyonlar iizerindeki matrislerle ilgili ilgi ¢ekici konulardan biri haline gelmistir.
Topolojik yaklasimla bir kuaterniyonik matris i¢in sag 6zdegerler konusu (Baker;
1999)’da tartisilmistir. EK olarak, matris cebiri ile basit ortogonal Clifford cebiri
arasindaki izomorfizm, reel, kompleks ve kuaterniyonlar tizerindeki matrislerin iistelinin

hesaplanmasinda kullanilmistir (Ablamowicz; 1998).

Kuaterniyon cebirinin aksine, split kuaterniyonlar kiimesi sifir bolen, sifirdan
farkli idempotent eleman ve nilpotent eleman igerir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve
Ergin; 2006, Ozdemir; 2009). Minkowski 3 uzaymdaki ddénme doniisiimleri,
kuaterniyonlar kullanilarak Oklid déniisiimlerini ifade etme gibi split kuaterniyonlarla
ifade edilebildiginden, (Ozdemir ve Ergin; 2006) ve (Kula ve Yayli; 2007) gibi split
kuaterniyonlarin geometrik uygulamalar {lizerine ¢aligmalar vardir. Ayrica (Atasoy ve
ark.; 2017)’de Cayley-Dickson temsilinden esinlenerek split ve dual split
kuaterniyonlarin yeni bir farkli kutup gosterimine yer vermislerdir. Bu yeni kutupsal form
gosteriminde, split bir kuaterniyon bir ¢ift karmasik sayi ile temsil edilmis ve bir dual
split kuaterniyon, Cayley-Dickson formundaki gibi bir ¢ift karmagik sayi ile temsil
edilmistir. Bir diger taraftan, split kuaterniyon matrisleri ve kompleks adjoint matris
(Alagoz ve ark.; 2012)’de tanitilmistir. Kompleks matris kullanilarak bir split kuaterniyon
matrisin 6zdegeri (Erdogdu ve Ozdemir; 2013)’de tartistlmistir. Bunun yaninda,
kompleks split kuaterniyonlar ve onlarin matrisleri (Erdogdu ve Ozdemir; 2013)’de
arastirtlmistir. Dahas1 (Antonuccia; 2015)’de Lorentziyen doniisiimiiyle 2 X 2 boyutunda
split kuaterniyon iiniter matris temsil edilmistir. Ek olarak, dual split kuaterniyonlar
lizerindeki matrisler ve onlarin split kuaterniyon matris temsilleri (Erdogdu ve Ozdemir;
2015)’de incelenmistir. Daha sonra, (Erdogdu ve Ozdemir; 2017)’de split kuaterniyon

matrisinin {istelinin hesaplanmas1 igin iki farkli metot verilmistir. Ilk metot split



kuaterniyonun kompleks adjoint matrisi yardimi ile iistel hesaplanirken ikinci metot
olarak split kuaterniyonun karakteri yardimu ile iistel hesaplama verilmistir. Daha sonra,
(Tutiincti; 2019)’da split kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matris temsilini kullanarak
split kuaterniyonlarin kuvvet fonksiyonunu elde etmek i¢in yeni bir metot vermis ve split
kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matris temsili yardimi ile split kuaterniyonlarin {istel
fonksiyonunu elde edebilmek i¢in yeni bir yontem sunmustur. Ayrica, split kuaterniyonik
catilar kullanilarak hareketli ve sabit birim Lorentziyen kiirelerin olusturdugu
Lorentziyen kiiresel hareket (Samanci; 2018)’de incelenmistir. (Elmas; 2018) split
kuaterniyonlar i¢in bir donme matrisi tanimlamig, daha sonra kuaterniyonlar ve split
kuaterniyonlar igin sekil operatoriinii bulmus, asli egrilik ve asli dogrultmanlari
verilmistir. Son olarak, (Ni ve ark.; 2019)’da yaptiklar1 ¢alismalarinda elde ettikleri T
dontisiimii sayesinde split kuaterniyonlar kiimesinden 2 X 2 reel matris kiimesine bir

izomorfizma tanimlamislardir.



3. SPLIT KUATERNiYONLARDA TEMEL iSLEMLER

Bu kisimda; tezin ana konusunu teskil eden split kuaterniyonlara dair temel tanim

ve Ozelliklere yer verilmistir.

3.1. Temel Kavramlar

Split kuaterniyonlar kiimesi

H=1{q=q0+q1i+ 92 + q3k: 40,91, G2, 93 € R} (3.1)

olmak tizere her q = q¢ + q41i + q»j + qsk seklinde verilen split kuaterniyonu

q=qo+ qil + qzj + qsij (3.2)
q=qo+ qii + (q2 + q3i)j (3.3)
q=c+cyj (3.4)

seklinde yazabiliriz. Burada c; = q¢ + q4i Ve ¢; = q, + q3i birer kompleks sayidir (Kula
ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Ozdemir; 2009, Erdogdu; 2015).

Tanmm 3.1. Her g = qq + q1i + q5j + q3k split kuaterniyonun skaler kism1

S(@) = qo (3.5)

olarak tanimlanmustir. Ozel olarak S(q) = 0 ise q’ya piir (piire) split kuaterniyon ad
verilir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).

Tanmm 3.2. Her g = qq + q11 + q5j + qsk split kuaterniyonun vektorel kismi

V(@) = q1i + q2j + qsk (3.6)

olarak tammlanmistir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).



3.2. Split Kuaterniyonlarin Toplam

kuaterniyon olmak tizere bu iki split kuaterniyonun toplami

p+q=0E@+S@)+ V) +V(g) (3.7)
p+q=(q0+ Do)+ (q1+p1)i+(q:+Dp2)j+ (g3 +p3)k (3.8)

seklinde tammlanmstir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).
3.3. Split Kuaterniyonlarin Carpimi

Tammm 331 p=py+pii+pyj+p3sk Ve q=qo+qii+qyj+qsk iki split

kuaterniyon olmak {izere bu iki split kuaterniyonun ¢arpimi

pq =S@)S@ + V@)L,V +S@®V(@+S@QVP)+V) X, V(g (3.9)

Pq = (Poqo — P191 + D292 + P393) + (P190 + Pod1 — P293 + P3q2)i (3.10)
+(Poq2 + 290 — P193 + 391)] + (Poq3 + P3q0 — P2q1 + P192)k '

olarak tanimlidir. Burada ( , ); ve X, sirasiyla Lorentz i¢ ve vektor ¢arpimini temsil

ediyor olup, u = (uq, uy, u3) ve v = (vq, vy, v3) vektorleri igin

(W, v), = —u vy + Uyvy + uU3zvs (3.11)
—i j k

u XL v = ul uz u3 (312)
Uy VUV U3

seklinde tanimlanmustir.

Burada bahsi gecen Lorentz i¢ ¢arpimi ile donatilmis Oklid uzayma Minkowski
3-uzayr adi verilir. Ayrica piir split kuaterniyonlar kiimesi Minkowski 3-uzay1 ile
dzdestirilebilir (Kula ve Yayl1; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Ozdemir; 2009, Erdogdu;
2015).



3.4. Split Kuaterniyonun Skaler fle Carpim

Tamim 3.4.1. q = qq + q4i + q2j + g3k split kuaterniyonu ile 4 € R skalerinin ¢carpimi

Aq = qA = (Aqo) + (Aq)i + (Aq2)j + (Aq3)k (3.13)

seklinde tammlanmstir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).

3.5. Split Kuaterniyonun Eslenigi

Tanmm 3.5.1. g = qq + q11 + q;j + q3k split kuaterniyonunun eslenigi

q=S@)—V(@q)=qo— @1l — q2j — qsk (3.14)

seklinde tanmimlanmstir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).

3.6. Split Kuaterniyonun Normu

Tamm 3.6.1. q = qo + q4i + q2j + g3k split kuaterniyonun normu

Ng = llqll = V1qd] = V19 + a2 — 45 — 42| (3.15)

olarak tammlanmustir. Eger N, = 1 ise g’ya birim split kuaterniyon ad1 verilir (Kula ve

Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).
3.7. Split Kuaterniyonun Tersi

Tamm 3.7.1. Eger N, # 0 ise ¢ = qo + q11 + q,J + g3k split kuaterniyonun tersi vardir

ve

g l=-1 (3.16)

T (Ng)?



seklinde tammlanmstir (Kula ve Yayli; 2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Erdogdu; 2015).

3.8. Split Kuaterniyonun Karakteri

Tanmm 3.8.1. q = q¢ + q11 + q3j + q3k split kuaterniyonu i¢in

(3.17)

degeri q split kuaterniyonunun karakterini belirler. Eger I, < 0 ise g split kuaterniyonuna

spacelike (uzayimst), eger I, > 0 ise q split kuaterniyonuna timelike (zamanimst), eger

1, = 0 ise g split kuaterniyonuna lightlike (15181ms1 veya null) ad1 verilir (Kula ve Yayli;

2007, Ozdemir ve Ergin; 2006, Ozdemir; 2009, Erdogdu; 2015).



4. SPLIT KUATERNiYONLARIN REEL MATRIS TEMSILi VE
UYGULAMALARI

Bu boéliimde; ilk olarak bir split kuaterniyonun 2 X 2 reel matris temsili ve
siniflandirilmasina yer verilmistir. Daha sonra split kuaterniyonlarin idempotent
elemanlar1 ve nilpotent elemanlari elde edilmistir. Son olarak split kuaterniyonlarin sag
sifir bolen elemanlari, sol sifir bolen elemanlart ve sifir bélen elemanlar1 verilmistir.

4.1. 2 X 2 Reel Matris Temsili ve Simiflandirilmasi

Tamm 4.1.1. Her ¢ = qo + q1i + q,j + g3k € H igin

T _ [% +q; —q +CI3]

= 4.1
1 q1tq3 qo—Qq; (4.1)

matrisine g’nun 2 X 2 boyutulu reel matris temsili ad1 verilir ( Ni ve ark.; 2019 ).

Teorem 4.1.1. Herhangi bir ¢ = qo + q4i + q,j + qsk € H split kuaterniyonu igin

1 H = My (R) (4.2)
qo+ 42 —q1tq
a=a =012 ] € Mae® (43)

seklinde tanimlanan H’den M,,,(R)’ye izomorfik bir déniisiimdiir. Burada H split
kuaterniyonlar kiimesini, M,.,(R)’de R’deki 2 X 2 boyutlu matrisler kiimesini temsil

etmektedir ( Ni ve ark.; 2019 ) .

Ispat. Herhangi bir g = qo + q4i + q,j + g3k € H igin © doniisiimiiniin tanimina gore

q" = A esitligini saglayan tek reel matrisin

qGot4q2 —q1+t %]

A=
[CI1+CI3 do — 42

(4.4)
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oldugunu biliyoruz. Tersine herhangi bir A = (a;;),x, i¢in sadece tek bir q € H vardir
Oyleki q* = A esitligini saglar. Burada
ai1taz;

q= . + a21;a12 i + a11;a22j + a21-;a12 kel (4.5)

olarak bulunur.

Biliyoruz Ki T déniisiimii f’den M,,(R)’ye birebir déniisiimdiir. O zaman herhangi p =

Do + P1i+ paj + p3sk € Hveq = qo+ qii + q2j + qsk € H igin Tamim 4.1.1."e gore

t_[PotDPz2 —P1+DPs3 46
p [P1+P3 PO_PZ] (4.6)
ve
:_[dot4q2 —q1+Qq3

_ 47
1 q1 t g3 CIO—CIz] (4.7)
elde ederiz. Bu sayede asagidaki esitlikleri kolayca gosterebiliriz
@+ "= ((po+q0) + (1 +q)i+ (P2 +q2)j + (p3+ q3)k)* (4.8)

PotqotP2tq —P1—q1tP3+Qqs3

+q) = 4.9
P +a) p1+q1+p3+Qqs3 Po"‘%_Pz_QZ] (4.9)
P+ =p"+q" (4.10)

)" = ((Poqo — P191 + P292 + P393) + (Poq1 + P10 — P29 + P3q2)i +
(Poq2 — P193 + D290 + P391)] + (Poq3 + P1G2 — P2q1 + P3q0)k)*  (4.11)

(Poqo — P191 + D292 + P3q3) + (Poq2 — P193 + P20 + P3q1)
(Poq1 + P10 — P293 + P3q2) + (Poq3 + P192 — P291 + P390)

—(Poq1 + P190 — P293 + P392) + (Poq3 + P192 — P291 + P390)
(Poqo — P11 + D292 + P3q3) — (Poq2 — P1q3 + P20 + P3q1)

(rq)" =

(4.12)
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r _[PotP2 —DP1tDP31[90 t492 —q11+G3
= 4.13
(Pq) [P1 +DP3 Po—D2 ] [‘h +493 qo— 42 ] (4.13)
(P9 =p"q". (4.14)

Artik  © doniisiimiinin - H’den M,,,(R)’ye izomorfik bir déniisim oldugunu

sOyleyebiliriz.

Teorem 4.1.2 Herhangi bir g = qo + q1i + q,j + g3k split kuaterniyonu ve A4 € R i¢in
asagidaki esitlik saglanir:

(AqQ)* = Aq* . (4.15)

ispat. ¢ = qo + q1i + qj + g3k € Hve 1 € R alalm.

(A9)" = (Aqo + Aqq1i + Aqqj + Aqsk)® (4.16)

Aqo + Aq; —Aq; + /1Q3]

T —

(Aa)" = [Mh +Aq5  Aqo —Aq; (4.17)
t_[90 T4z —4q114s

(Aq)" =4 [‘h +q3 qo—q2 ] (4.18)

(A9)* = Aq" (4.19)

oldugu goriiliir ve ispat biter.

Teorem 4.1.3. Herhangi bir null olmayan q = qo + q1i + q2j + g3k split kuaterniyonu

icin asagidaki esitlik saglanir

@) "t=(@hH". (4.20)

Ispat. ¢ = qo + q1i + q,j + g3k herhangi bir null olmayan split kuaterniyon olsun. Bu

durumda
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et _[Qo+ 92 —q1+qs7"

= 4.21

(@) q1 + qs3 CIO—QZ] (4.21)
N1 1 o —4d2 41 —4q3

C R q3+a?-q3-q51—q1 —q3 qo t+ QZ] (4.22)

@) =(q")’ (4.23)

elde edilir ve ispat biter.

Tammm 4.1.2. A, 2 X 2 boyutlu reel matris olsun. Eger detA < 0 ise A matrisine
spacelike, eger detA > 0 ise A matrisine timelike, eger detA = 0 ise A matrisine lightlike
(null) ad1 verilir (Ozdemir; 2018) .

Onerme 4.1.1. Her g = qo + q1i + q2j + g3k € H igin

det(q®) = I, = qq (4.24)
esitligi saglanir.

Ispat. g = qo + q1i + q,j + g3k € H icin

qo + 42 —Q1 + g3
4.25
q1+q3 —q> ] (4.25)

seklindedir. g*’nun determinantina bakarsak

det(q®) = (qo + 92)(qo — q2) — (—q1 + q3)(q1 + q3) (4.26)
det(q) =q5+qi — a5 —q5=qq3 =1, (4.27)

oldugu goriiliir.
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Sonu¢ 4.1.1. q =qo + qi +q,j + qzk € H olsun. q € H timelike ise q* matrisi
timelike, g € H spacelike ise q* matrisi spacelike, g € H lightlike (null) ise g% matrisi
lightlike (null)’dur.

Ispat. Tanim 4.1.2. ve Onerme 4.1.1.’e gore ispat agiktir.

Sonug 4.1.2. Herhangi bir ¢ = qo + q4i + q,j + g3k icin g € H birim timelike ise

-1 _[90 42 41— 43
(@) = —q1—q3 qot QZ] (4.28)
q € H birim spacelike ise
1 _[90 1+ 492 —q1+4q3
= 4.29
(@) q1 + qs3 QO—QZ] (4.29)

seklinde bulunur. g € H lightlike (null) ise g*’nun tersi yoktur.

Ispat. Onerme 4.1.1.”e gore ispat agiktir.

Onerme 4.1.2. Herhangi bir ¢ = qo + q1i + q5j + g3k split kuaterniyonuna karsilik

gelen g* reel matrisinin 6zdegerleri

M =4qo++—q7 +qZ + ¢? (4.30)
ve
Ay =qo—~—q% + 43+ q3 (4.31)

seklindedir. Ayrica bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

= (qz +—aqi + 43+ q;f) (4.32)
q1 +q3
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ve
7 = (CIZ —V-gi+aq;+ q%) (4.33)
91+ g3

olarak bulunur.
Ispat. Her ¢ = qo + q1i + q2j + g3k € H igin

T _ [QO tq —q1 +Q3]

= 4.34
1 G1t493 qo—Qq> (4.34)

seklinde tanimhidir. Bu matrisin karakteristik denkleminin koklerinden ¢q*’nun

Ozdegerleri

M =qo+y=ai +a;+ 43 (4.35)
ve

A2 =qo——q; +q;+ 33 (4.36)

olarak bulunur. Daha sonra buldugumuz 6zdegerleri (q° — Al,x,)¥ = 0 denkleminde

yerine yazdigimizda 6zvektorleri sirasiyla

7y = <QZ + \/_Qf +q5 + Q§> (4.37)
q1 *+ q3

ve

7 = (qz -Vt +q5+ q;f) (4.38)
q1 t+ qs3

seklinde elde edilir.
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Tamm 4.1.3. A, 2 X 2 boyutlu reel matris ve Ay= (trd)? — 4detA, A matrisinin
karakteristik polinomunun diskriminanti olsun. Eger A,> 0 ise A matrisine hiperbolik,
eger A,< 0 ise A matrisine eliptik, eger A,= 0 ise A matrisine parabolik denir (Ozdemir;
2018) .

Asagidaki tablo ile g split kuaterniyonunun karakteri ile g* matrisinin sinifi arasindaki

iliskiyi ortaya koyulmustur.

q V(q) Iq q’
Spacelike pozitif timelike ve hiperbolik
timelike Timelike pozitif timelike ve eliptik
Null pozitif timelike ve parabolik
spacelike Spacelike negatif spacelike ve hiperbolik
Spacelike 0 null ve hiperbolik
null Timelike 0 null ve eliptik
Null 0 null ve parabolik

Tablo 4.1. g split kuaterniyonu ile g* matrisinin siniflandirilmasi.

Sonu¢ 4.1.3. q =qo+ q,i+qyj +qsk € H olsun. Eger V(q) spacelike ise q°
hiperbolik, eger V(q) timelike ise q* eliptik, eger V(q) lightlike (null) ise q* parabolik
matristir.

4.2. Split Kuaterniyonlarin idempotent Elemanlarinin Elde Edilmesi

Tamm 4.2.1. R birimli bir halka olsun. Bir x € R i¢in x? = x oluyor ise x elemanma

idempotent denir (Cevik; 2014) .

Teorem 421. q€H ve q#1 olmak iizere q? =q esitligini saglayan split

kuaterniyonlar

q= % + %sinh(ﬁ)i + %cos(a)cosh(ﬁ)j + %sin(a)cosh(ﬁ)k (4.39)
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veya

1 . 1.
q=5+oeit-j+oek (4.40)
seklinde yazilabilir. Burada a, 8 ve ¢ keyfi reel parametrelerdir.

Ispat. g = qo + q1i + q5j + g3k € H alalim. g? = q olsun. O halde (q%)? = q* “dur.

Buradan

Gotq2 —q1+ CI3] [CIO +q; —q1t C13] _ [CIO +q, —q1+ CI3] (4.41)
G1tq3 Qqo—q1lqg1tq3 qo—q> 1 t93 qo— Q2 '
olur. Gerekli islemler yapilirsa

2—g?2+q2+qg:+2 =q, + (4.42)
9o — 41 T q; T g3 9092 = 4o T 42 .
2q0(q1 + q3) = q1 + q3 (4.43)
—2q0(q1 — q3) = —q1 + g5 (4.44)
q6 — 47 + 45 + a3 — 20092 = Qo — G2 (4.45)

esitlikleri elde edilir. (4.43) ve (4.44) esitliklerinden q; # tq5 ise qy = % ‘dir. Bu deger

(4.42) denkleminde yerine yazilirsa

—qt+a3+q} = (4.46)
elde edilir. Ardindan

qo = % Q1 = %sinh(ﬁ), q = %cos(a)cosh(ﬁ), qs = %sin(a)cosh(ﬁ) (4.47)

olarak bulunur. Degerler g split kuaterniyonunda yerine yazilirsa



q= % + %Sinh(ﬁ)i + %cos(a)cosh(ﬁ)j + %sin(a)cosh(ﬁ)k (4.48)
oldugu goriiliir. Eger q; = q3 # 0 ise (4.42) esitliginden

ot q:=1 (4.49)
veya

qo+q2=0 (4.50)
oldugu goriiliir. (4.43) esitliginden

q0 =3 (4.51)
ve son olarak (4.45) esitliginden

qo—q2=1 (4.52)
veya

o —¢q2 =0 (4.53)
olarak bulunur. Bu esitlikler yardimi ile q, = %  qy = % veya q, = % Gy = —% Ve q; =
qs = ¢ olarak elde edilir. Bu degerler g split kuaterniyonunda yerine yazilirsa
q=>+0it=j+ok (4.54)

oldugu goriiliir. Burada «a, 8 ve ¢ keyfi reel parametrelerdir.
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Sonug¢ 4.2.1. Split kuaterniyonlar kiimesindeki idempotent elemanlar ya g = 1’dir ya da

null split kuaterniyonlardir.
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ispat. Teorem 4.2.1°¢ gore q € H i¢in g2 = q esitligini saglayan split kuaterniyonlar

q= % + %sinh(ﬁ)i + %cos(a)cosh(ﬁ)j + isin(a)cosh(ﬁ)k (4.55)
ve

1 1,
q=5+0it5)+ok (4.56)

seklindedir. idempotent split kuaterniyonlarm karakterine bakildiginda

lg=q3+ai—q5—q5=0 (4.57)

oldugundan idempotent split kuaterniyonlarin null oldugu goriiliir.

Ornek 4.2.1.q = % + ?i + ik € H olmak iizere;

BT TR e L

N || U] hl IEUREU: | I (459
4 2 2 4 2 2 2

oldugundan g2 = q esitligini saglanir. O halde q bir idempotent split kuaterniyondur.

Sonug 4.2.2. g2 = q esitligini saglayan split kuaterniyonlar

q= % + %sinh(ﬂ)i + %cos(a)cosh(ﬁ)j + %Sin(a)cosh(ﬁ)k (4.59)
veya

1 o1,
q=s+oeit-j+ok (4.60)

seklinde yazilabilir. Idempotent split kuaterniyonlarin vektorel kisimlari sirastyla
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V(g) = %sinh(ﬁ)i + %cos(a)cosh(ﬁ)j + %sin(a)cosh(ﬁ)k (4.61)
ve
V(q) = @i £1] + ok (4.62)

seklindedir. Idempotent split kuaterniyonlarin vektdrel kisimlarmin her iki durumda;

V@)LV = (4.63)

esitligini sagladig goriiliir. Bu sonuca bakarak idempotent split kuaterniyonlarin 2 X 2

reel matris temsilleri null ve hiperboliktir.
4.3. Split Kuaterniyonlarin Nilpotent Elemanlarinin Elde Edilmesi

Tanmm 4.3.1. R birimli bir halka olsun. Bir x € R i¢in x™ = 0 olacak sekilde en az bir

tane n € N bulunabiliyorsa, x elemanina nilpotent eleman denir (Cevik; 2014).

Teorem 431.q€H ve q#0 olmak iizere q? =0 esitligini saglayan split

kuaterniyonlar
q = ai + acos(f)j + asin(f)k (4.64)
seklinde yazilabilir. Burada S ve a keyfi reel parametrelerdir.

Ispat. ¢ = qy + q4i + q,j + gk € H alalim. g% = 0 olsun. O halde (¢g%)? =0 ‘dur.

Buradan

Qotqz —q1+ Q3] [% tq: —q1t ‘h] (4.65)

[0 0
qG1tq93 qo—q21lq1tq3 qo—q>

0 0

oldugu goriiliir. Bu matris esitliginden
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q5 —qi +q7 + 43 +2qoq2 = 0 (4.66)
a5 —ai +q5 + 43 — 29092 =0 (4.67)
2qo(q1 +q3) =0 (4.68)
—2qo(q1 —q3) =0 (4.69)

esitlikleri elde edilir. (4.66) ve (4.67) esitliklerinden

%6 —aqi +q5+q5=0 (4.70)
ve

olarak bulunur. Ayrica (4.68) ve (4.69) esitliklerinden

20045 = 0 (4.72)
ve
200G, = 0 (4.73)

olarak bulunur. g, = 0 olarak alinirsa (4.70) esitliginden

qi = 95 + 45 (4.74)

elde edilir. O halde q; = a, q, = acos(B) ve g3 = asin(p) olarak bulunur. g, # 0 ise
(4.71), (4.72) ve (4.73) esitliklerinden

q1 =0, (4.75)
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q2 =0 (4.76)
ve
gs =0 4.77)

elde edilir. Bulunan q,, g, ve g5 degerleri (4.70) esitliginde yerine yazilirsa
Qo =0 (4.78)

elde edilir. Bu durum q # 0 kabulii ile gelisir. O halde bulunan diger degerler g split

kuaterniyonunda yerine yazilirsa
q = ai + acos(f)j + asin(f)k (4.79)

elde edilir. Burada B ve a keyfi reel parametrelerdir. Ayrica g split kuaterniyonunun

karakterine bakilirsa
ly=aqf+qi—q3—q3=0 (4.80)
oldugu goriiliir. O halde g split kuaterniyonunun karakteri null’dur.

Sonu¢ 4.3.1. Split kuaterniyonlar kiimesindeki nilpotent elemanlar null pure split

kuaterniyonlardir.

Ornek 4.3.1. q=2i++V3j+k€H i¢in a=2 ve B =30 oldugu goriiliir. g% = 0
oldugu aciktir. Ayrica

g v =

oldugunu da goriiliir.
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Sonug 4.3.2. g2 = 0 esitligini saglayan sifirdan farkl split kuaterniyonlarin

q = ai + acos(f)j + asin(f)k (4.82)
seklinde oldugundan,
V(g),V(g)), =0 (4.83)

oldugu goriliir. Bu durumda nilpotent split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris temsili null

ve paraboliktir.
4.4. Split Kuaterniyonlarin Sag Sifir Bolen Elemanlar:

Tanimm 4.4.1. R bir halka ve 0 # a € R olmak tizere ba = 0 olacak sekilde 0 # b € R

var ise a elemanina sag sifir bolen denir ( Tasg1; 2018 ).
Teorem4.4.1. q = q¢ + q11 + q»j + g3k sifirdan farkli bir split kuaterniyon olmak iizere
gp = 0 esitligini saglayan p € H sifirdan farkli split kuaterniyonlar1 asagidaki sekilde

ifade edilebilir.

1. g, #q3Vveqq,qs # 0ise

p =t—Mh+(—h—Mt>i+(t+%h)j+(h_((j§:qz) Dk

(~a,+a3) (~a,+a3) +43)
(4.85)
2. q1 = q3 #* 0 olmak iizere
a) qo = g ise
p=h+ti—hj+tk (4.86)

b) g0 = —qz ise



p=t—Lh+h+2t)i+@E-Lh)j+(h-Lo)k
q1 q1 q1 q1

3. g1 = q3 = 0 olmak iizere
a) qo = q ise
p=h+ti—hj+tk
b) qo = —q, ise

p=t—hi+tj+hk

seklindedir. Burada h ve t birer reel keyfi parametredir.
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(4.87)

(4.88)

(4.89)

Ispat. ¢ = qo + q1i + q2j + qsk sifirdan farkli split kuaterniyon olsun dyle ki p = po +

1l + paj + p3k # 0 olmak lizere gp = 0 olsun. Asagidaki alt durumlar s6z konusudur.

1. g, # q3olsun. gp = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada
X =potpz,

y=—p1+Ds3,

Z=p1+tp3,

W =Do— P2

olmak tiizere

[%"‘QZ —CI1+Q3HX y =[O 0
G1tq3 qo—q21lz w 0 0

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)
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elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa

(Go+q)x+(—q1+q3)z=0 (4.95)
(90 + q2)y + (=1 + q3)w = 0 (4.96)
(g1 +q3)x + (g0 — q2)z =0 (4.97)
(g1 +43)y + (qo — g2)w =0 (4.98)

homojen lineer denklem sistemleri elde edilir. Bu sistem matris formunda

qo + 42 0 —q1 + g3 0 x 0
0 qo + 4> 0 —q1+q3||y 0

= 4.99

q1 t g3 0 do — 92 0 z 0 (4.99)
0 q1 + qs3 0 qo—qz 1V 0

seklinde ifade edilir. gp = 0 esitligini saglayan p’yi bulmak i¢in p # 0 olmalidir.
O halde g~ yoktur. g~ olmadigindan g null’dur.

I;=q5+ai—q5—q3=0 (4.100)
olmalidir. Buradan g3 = —q? + g3 + g2 oldugu goriiliir. Katsayilar matrisinin
cakisik 6zdegerleri

L=qo++/—aqf +a5 + a3 =2q0 %0 (4.101)
ve

A2 =qo—+—ai +43 +q5 =0 (4.102)

olarak bulunur. Katsayilar matrisinin 6zdegerlerinden ikisi sifirdir. Ayrica

ozvektorleri ise lineer bagimsizdir. Yani bu matris ranki 2 olan bir kdsegen
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matrise benzerdir. Buna gore denklem sisteminin iki parametreye bagli sonsuz
¢ozimi vardir. x = 2t ve y = 2h parametreler olmak tizere (4.95) ve (4.96)

denklemlerinde yerine yazilirsa

_ _ (gotqz2)
7= -y, (4.103)
Ve

_ _ (go+q2)
W= = e 2h (4.104)

oldugu goriiliir. Teorem 4.1.1. kullanilarak

_xtw __ (qotqz)
Po=— =t= gl (4.105)
—ZY _ (qo0+q2)
P1 =3 Ll P (4.106)
_X-w _ (qo+92)
P =" =t+ - qg)h : (4.107)
ve
_ZtY _ (90+42)
ps == =h—-C ot (4.108)

olarak bulunur ki

_ 4+ _ (go+q2) _p_ (go+g2) N (Go+4d2) ;- _ (qo+a2)
pP= t (-q1+4q3) h+ ( h (-q1+4q3) t)l + (t + (-q1+4q3) h)J + (h (-q1+4qs3) t)k
(4.109)
dir.

q1 = q3 # 0 olmak iizere.
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a) qo = g, ise qp = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

X =py+py, (4.110)
y=-—p+p3, (4.111)
Z=py+ps, (4.112)
W =Py — Dy (4.113)

olmak lizere

2q0 Olx y1_0 O
[qu O] [z w _[0 0 (4.114)

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa

2qox =0 (4.115)
2q0y =0 (4.116)
2q;x =0 (4.117)
2q:y =0 (4.118)

esitlikleri elde edilir. g; = g3 # 0 oldugundan dolay1

xX=y= 0 (4119)

olur. z =2t ve w = 2h keyfi reel parametreler olmak iizere, Teorem 4.1.1.

sayesinde p split kuaterniyonunun elemanlari
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po=""=h, (4.120)
pp==2=t, (4.121)
p,=—~=-h, (4.122)
ve

p, =22 = (4.123)

olarak bulunur. O halde

p=h+ti—hj+tk (4.124)

seklinde yazilabilir.

b) qo = —qz ise gp = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

X =Pyt py, (4.125)
y=-p1+ps, (4.126)
p—— (4.127)
W = pg — P, (4.128)

olmak tlizere

[231 220] [;C v}‘lz]:g 8] (4.129)

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa
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2q1x + 299z =0 (4.130)

2q1y +2qow =0 (4.131)

esitlikleri elde edilir. z = 2h ve w = 2t keyfi reel parametreleri olmak iizere,

x=-2%p (4.132)
q1

ve

y=—2%¢ (4.133)
q1

bulunur. Teorem 4.1.1.°1 kullanarak

po="0"=t—Lh, (4.134)
p1=?=h+%t, (4.135)
pp="r=t +%h, (4.136)
ve

ps = ”Ty = h-i—it (4.137)

elde edilir. Bu durumda
p=t—"h4+(h+2t)i+(t-—2n)j+ -2tk (4.138)
q1 q1 q1 q1

seklinde ifade edilir.

3. q1 = q3 = 0olsun.
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a) qo = g, ise qp = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

¥=Potpz (4.139)
Y= TPitPs, (4.140)
Z=P1tPs, (4.141)
W= PP (4.142)
olmak tizere

[280 8] [ wl= [g 8 (4.143)

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa

2gox =0 (4.144)
2q0y =0 (4.145)
esitlikleri elde edilir. Buradan

x=y=0 (4.146)

olur. z =2t ve w = 2h keyfi reel parametreler olmak iizere, Teorem 4.1.1.’i

kullanarak

po=E¥ (4.147)

p="2=t, (4.148)
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P2 =——=—h, (4.149)
ve
ps="2=t (4.150)

olarak bulunur. O halde

p=h+ti—hj+tk (4.151)

seklinde ifade edilir.

b) o = —q- ise gp = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

% = pogdd?, (4.152)
y=-p1+Dp3, (4.153)
Z=p,+ps, (4.154)
W = Dy — Py (4.155)

olmak tzere

0 Ol y1_10 O
[0 Zqo] [Z w _[0 0 (4.156)

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa
2q0z =0 (4.157)

2qow =0 (4.158)
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esitlikleri elde edilir. Buradan

z=w=20 (4159)

oldugu goriiliir. x = 2t ve y = 2h keyfi reel parametreler olmak iizere, Teorem

4.1.1. yardimiyla

po=""=t, (4.160)
pr==>=—h, (4.161)
p,=——=t, (4.162)
ve

py =2 p (4.163)

olarak bulunur. Sonugta

p=t—hi+tj+hk (4.164)

olarak elde edilir.

Ornek 4.4.1. q = 10i + 6j + 8k € H igin Teorem 4.4.1’ec gére qp =0 esitligini
saglayan kuaterniyonlardan biri p = 9 + 7i — 3j + 11k’dir. Gergekten

qp = (10i + 6] + 8k)(9 + 7i — 3j + 11k) (4.165)

qp = (=70 — 18 + 88) + (90 — 66 — 24)i + (=110 + 54 + 56)j (4.166)
+(=30—42 + 72)k

qp =0 (4.167)
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oldugu goriiliir.

Ornek 4.4.2 q =2+ 4i+ 2j + 4k € H icin Teorem 4.4.1’¢ gore qp = 0 esitligini
saglayan split kuaterniyonlardan biri p = 5 + 2i — 5j + 2k’dir. Bu durumda

@ =1 ol o=k o (4.168)
oldugu da goriiliir.

Ornek 4.4.3. ¢ =7 +5i—7j + 5k € H icin Teorem 4.4.1’e gore qp = 0 esitligini
29, 1

saglayan split kuaterniyonlardan biri p = % + %i —5F ?1 k’>dir.

(4.169)

- _El_[() 0

@ =1 104][ L 6] oo

oldugundan gp = 0 esitligi goriiliir.

Ornek 4.4.4. q =5+ 5j € H igin Teorem 4.4.1’e gore qp = 0 esitligini saglayan split
kuaterniyonlardan biri p = 2 + 3i — 2j + 3k’dir. Gergekten

qp = (5 + 5))(2 + 3i — 2j + 3k) (4.170)
gp = (10 — 10) + (15 — 15)i 4+ (=10 + 10)j + (15 — 15)k (4.171)
gp =0 (4.172)
elde edilir.

Ornek 4.45. q =7 —7j split kuaterniyonu Teorem 4.4.1.’e gore qp = 0 esitligini
saglayan split kuaterniyonlardan biri p = 2 — 3i + 2j + 3k’dir. Bununla birlikte
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z_ [0 6] _[0 O
@ =l e 0= o (4.173)
olarak elde edilir. Sonug olarak gp = 0’dur.

4.5, Split Kuaterniyonlarin Sol Sifir Bolen Elemenlar:

Tamim 4.5.1. R bir halka ve 0 # a € R olmak tizere ab = 0 olacak sckilde 0 # b € R

var ise a elemanina sol sifir bolen denir ( Tasg1; 2018 ).
Teorem4.5.1. q = q¢ + q11 + g2 + g3k sifirdan farkli bir split kuaterniyon olmak iizere
pq = 0 esitligini saglayan p € H sifirdan farkli split kuaterniyonlar1 asagidaki sekilde

ifade edilebilir.

1. q1 #—q3Vveq,q; #0ise

p — t (q0+q2) h + (h + (q0+q2) t) + (t + (q0+q2) h,) + (h, (q0+q2) t)k

(q1+43) (91+93) (g1+493)
(4.174)

2. q1 = —q3z # 0 olmak iizere

a) qo = q2 ise

p=h-—ti—hj+tk (4.175)

b) g0 = —qz ise

p=h+%t +(—t+%h)i+(—h+%t)j+(t+%h)k (4.176)
3. q1 = —q3 = 0 olmak lizere

a) qo = q ise
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p=h—ti—hj+tk (4.277)
b) qo = —q; ise
p=t+hi+tj+hk (4.178)

seklindedir. Burada h ve t birer reel keyfi parametredir.

Ispat. g = qo + q1i + q,j + g3k sifirdan farkli split kuaterniyon olsun dyle ki p = py +
D1l + paj + p3k # 0 olmak lizere pq = 0 olsun. Asagidaki alt durumlar s6z konusudur.

1. g, # —q3 olsun. pgq = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel

matris temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

X =Dyt (4.179)
y=-p1+p;3, (4.180)
R (4.181)
W =g — P, (4.182)

olmak tuzere

X YI[Qot4qz —91tq3_[0 O
[z wllq; + g3 CIO—CI2]_[O 0 (4.183)

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa
(90 + q2)x + (g1 + q3)y = 0 (4.184)
(=q1 +q3)x + (qo — q2)y = 0 (4.185)

(qo+92)z+(q1 +qz3)w =0 (4.186)
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(—q1+q3)z+(qo — q2)w =0 (4.187)

homojen lineer denklem sistemleri elde edilir. Bu sistem matris formunda

asagidaki sekilde edilebilir:

Qo+ 492 q1+qs 0 0 x 0
—q1+q3 qo—q2 0 0 y 0
= ) 4.188
0 0 Qo +4q: q1t+q3||Z2 0 ( )
0 0 —q1+q3 qo— g1V 0
Katsayilar matrisinin ¢akisik 6zdegerleri
A= qo++—ai +q5+43 (4.189)
ve
A2 =qo—+—ai +a3+q3 (4.190)

oldugu i¢in iki parametreye sonsuz ¢oziim vardir. x = 2t ve z = 2h keyfi reel

parametreler olmak ilizere (4.184) ve (4.185) denklemlerinde yerine yazilirsa

_ _ (go+a2)
y = —(q1+q3) 2t (4.191)
ve

_ _ (gotaz)
w = @t 2h (4.192)

olarak bulunur. Teorem 4.1.1. yardimiyla

_xtw ___ (qo+4qz)
Po=— =t— (4.193)
pr="Y=h+ E%i‘h; t (4.194)
q1tq3
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_x-w _ (q0+42)
=" =t R, (4.195)
ve

_Zty _ (90+42)
py =T = p - DDy (4.196)

olarak bulunur ki

. (q0+q2) (q0+q2) (q0+q2) (qo+q2)
P=t (ot T M H g DT (g gy I+ (h =gy DX

(4.197)
seklinde ifade edilir.

a) qo = q; ise pq = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

X = Do+, (4.198)
y=-p1+p;3, (4.199)
Z=pi+py, (4.200)
W = pg — By (4.201)

olmak tzere

- [28" _f,"1]=[8 8 (4.202)

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa

2qox =0 (4.203)
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—2gx =0 (4.204)
2q,z=0 (4.205)
—2q,2=0 (4.206)

esitlikleri elde edilir. ¢; = —q3 # 0 oldugundan dolay1

x=2z=0 (4.207)

olur. y =2t ve w = 2h keyfi reel parametreler olmak iizere, Teorem 4.1.1.

yardimiyla

po="=h, (4.208)
P ===t (4.209)
pp=—-=~h, (4.210)
ve

ps ==t (4.211)
ve

p=h—ti—hj+tk (4.212)

olarak bulunur.

b) g0 = —q ise pq = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada
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% =Dy + Dy, (4.213)
y=-p1+ps, (4.214)
Z=pL+ps, (4.215)
W =Dpy—D> (4.216)

olmak Uzere

][0 _quzl] K g (4.217)

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa
—2q1x+2qoy =0 (4.218)
—2q1Z + 2qow =0 (4.219)

esitlikleri elde edilir. y = 2t ve w = 2h keyfi reel parametreler olmak {izere,

x =2%0¢ (4.220)
q1

ve

w=2%p (4.221)

q1

olarak bulunur. Teorem 4.1.1. sayesinde

po=" =h+2 (4.222)

2

pr==%=—t+2h, (4.223)

q1
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Y (4.224)
=y (4.225)
Ve

p=h+22t +(—t+22h)i+ (“h+220)j+ (t+ 2k (4.226)

olarak bulunur.

. g1 = q3 = 0 olmak iizere

a) qo = q; ise pq = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarn 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

X =py+Dy, (4.227)
y=-D1+ps3, (4.228)
zZ=p;+p;3, (4.229)
W =Dy — D2 (4.230)

olmak {izere

x 2 0 0 0

[z 3\1/ [ go ()] - [0 0 (4.231)
seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa

2qox =0 (4.232)
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2q0z =0 (4.233)

esitlikleri elde edilir. Buradan

x=2z=0 (4.234)

oldugu goriiliir. y = 2t ve w = 2h keyfi reel parametreler olmak tizere, Teorem
4.1.1. kullanilarak

po=2"=h, (4.235)
P ===t (4.236)
pp=—-=~h, (4.237)
ve

ps =2 =¢ (4.238)

olarak bulunur ki

p=h—ti—hj+tk (4.239)

oldugu goriiliir.

b) o = —q ise pq = 0 esitligi yardimiyla split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris

temsilini kullanarak asagidaki matris esitligi yazilabilir. Burada

X =py+0p2, (4.240)

y=-p;+Dp3, (4.241)
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Z=p;+ps3, (4.242)
W =Dpy— P2 (4.243)

olmak Uzere

5 oo 20 =10 o (4.244)
seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa

2q0y =0 (4.245)
2qow =0 (4.246)
esitlikleri elde edilir. Buradan

y=w=0 (4.247)

olur. x =2t ve z = 2h keyfi reel parametreler olmak tizere, Teorem 4.1.1.%i

kullanilarak

xX+w
Po = T =t s (4248)
pr==>=h, (4.249)
Dy = % =t, (4.250)
ve

py=22=h (4.251)
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olarak bulunur ki
p=t+hi+tj+hk (4.252)
seklinde elde edilir.

Ornek 45.1. q=10i+ 6j + 8k € H icin, Teorem 4.5.1.’¢ gore pq = 0 esitligini

saglayan split kuaterniyonlardan biri p = % + %i + gj + gk’dm Ayrica

. 2 =Zlf6 -27_70 o
®q) =[3 —f“w =1 o (4.253)

oldugu da goriilebilir.

Ornek 45.2. q =2 +4i + 2j + 4k € H igin, Teorem 4.5.1.’e gore pq = 0 esitligini
saglayan split kuaterniyonlardan biri p = 1 — 2i — j + 2k’dir. Gergekten

pq = (1—2i—j+2k)(2+4i + 2j + 4k) (4.254)

pq=2+4+8-2-8)+(4—-4—-4+4)i+(2-8-2+8)j+(—-4—-4+4+4)k
(4.255)

pqg=0 (4.256)
elde edilir.

Ornek 45.3. ¢ = 5 + 10i — 5j — 10k € H igin, Teorem 4.5.1.’e gore pq = 0 esitligini
saglayan kuaterniyonlardan biri p = 8 — i — 4j + 7k’dir. Bununla birlikte

4 8”0 —20_[0 0

(pq)f=[6 12 0 0 (4.257)

0 10

oldugu da goriiliir
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Ornek 45.4. q =5+5j € H igin, Teorem 4.5.1.’¢ gére pq = 0 esitligini saglayan
kuaterniyonlardan biri p = 3 — 2i — 3j + 2k’dir. Gergekten

rg=B—-2i—3j+2k)(5+5j) (4.258)
pq = (15—-15) + (10 — 10)i + (15— 15)j + (10 — 10)k (4.259)
rq=0 (4.260)

oldugu gortiliir.

Ornek 4.55. q =7 —7j € H igin, Teorem 4.5.1.’e gore pq = 0 esitligini saglayan
kuaterniyonlardan biri p = 2 4+ 3i + 2j + 3k’dir. O halde

(pq)’=[‘6L 8] [8 104]=[8 8 (4.261)
olarak elde edilir.

4.6. Split Kuaterniyonlarin Sifir Bélen Elemanlar:

Tanim 4.6.1. R bir halkave 0 # @ € Rolmak lizere ab = ba = 0 olacak sekilde 0 # b €

R var ise a elemanina sifir bolen denir ( Tasg1; 2018 ).

Teorem4.6.1. q = q¢ + g4 + qj + g3k sifirdan farkli bir split kuaterniyon olmak iizere
qp = pq = 0 esitligini saglayan p € H sifirdan farkli split kuaterniyonu

(4.262)

=
Il
N

&S

seklinde ifade edilebilir. Burada a keyfi reel parametredir.

Ispat. g = qo + q1i + q,j + @3k Ve p = po + pii + pyj + psk sifirdan farkli split
kuaterniyonlari igin gp = pq = 0 olsun. Bu durumda gp = pq esitliginden q veya p split

kuaterniyonlarinin vektorel kisimlart orantili olmahidir ya da g veya p den en az biri reel
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say1 olmalidir. g ve p split kuaterniyonlar1 null olmasi ve kabul geregi sifirdan farkl

olmas1 gerektiginden her ikisi de reel say1 degildir. g veya p split kuaterniyonlarinin

vektorel kisimlari orantilidir. O halde V(p) = AV(q) olacak sekilde bir A € R reel

parametresi vardir. Sonug olarak p = py + A(q41i + q,j + q3k) seklinde ifade edebiliriz.

Teorem 4.1.1. sayesinde
(gp)" = (pq)* =0
oldugundan

(qp)" = qo t+ 4> Ch + CI3] [Po + Aq; _/1611 + /1613] [0 0

q1 + qs3 Aqq + Aqs — g, 0 0
elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa

Podo + Podz — A% + Aq5 + 2G5 + Aqeq, = 0

—Poq1 + Poq3 — Aq0q1 + Aqoq3 = 0

Poq1 + Poq3 + Aq0q1 + Aq0q3 = 0

Poqo — Poqz — Aq: + g5 + 1q3 — Aq0q, = 0

(4.263)

(4.264)

(4.265)

(4.266)

(4.267)

(4.268)

homojen lineer denklem sistemleri elde edilir. Denklemler diizenlenir ve detq® = 0

esitligi kullanilirsa

(qo + 92)(Apo+q0) =0

(g3 — q1)(Apotqo) =0

(g3 + q1)(Apo+qe) =0

(90 — 92)(Apo+qe) =0

(4.269)

(4.270)

(4.271)

(4.272)
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esitlikleri elde edilir. (4.269) esitliginin saglanmasi i¢in g, = +q, olacak sekilde iki farkl
durum vardir. Ilk durum olarak g, = g,’ye kabul edilirse detq® = 0 esitliginden q; =

+q5 olmasi gerektigi goriliir. Eger q; = g5 ise (4.269) ve (4.272) denklemlerinin ortak

¢Ozimii ile

Apo+qo =0 (4.273)
ve

Po = —A4o (4.274)

olarak bulunur. Eger q; = —q; ise, (4.269) ve (4.271) denklemleri ortak ¢6ziiliir ise

ve

elde edilir. Ikinci durum olarak q, = —q, kabul edilirse detq® = 0 esitliginden, q, =

+q; olmasi gerektigi goriiliir. Eger q; = q5 ise (4.270) ve (4.272) denklemlerinin ortak

¢Ozlimii ile

Apo+qo =0 (4.277)
ve

Po = —Aqq (4.278)

olarak bulunur. Eger q; = —qs ise, (4.270) ve (4.271) denklemlerinin ortak ¢oziimii ile

ve

elde edilir. Bu sayede (qp)* = 0 esitligini saglan p split kuaterniyonunu

p = —Aqo + A(q1i + q2j + q3k) (4.281)
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p=ag (4.282)

olarak bulunur. Diger taraftan

CR AR e vl [ - R (4259
esitligi ele alinir ve gerekli islemler yapilirsa

Podo + Podz — Aqi + Aq5 + Aq5 + Aqoq, = 0 (4.284)
—Poq1 + Poq3 — Aqoq1 + Aq0q3 = 0 (4.285)
Poq1 + Poqs + 49091 + Aq0q3 = 0 (4.286)
Podo — Podz — A4 + Aq3 + Aq5 — Aqoq, = 0 (4.287)

homojen lineer denklem sistemleri elde edilir. Denklemler diizenlenir ve detq® = 0

esitligi kullanilirsa

(g0 + q2)(Apo+qo) = 0 (4.288)
(a3 — q1)(Apo+qo) =0 (4.289)
(g3 + 1) (Apo+qo) =0 (4.290)
(o — q2)(Apo+qo) =0 (4.291)

esitlikleri elde edilir. (4.288) esitliginin saglanmasi i¢in q, = +q, kabul edilirse, o iki
farkli durum vardir. ilk durum olarak g, = q, ve detq® = 0 esitliginden q; = +q;
olmasi gerektigi gorilir. Eger q; = q3 ise (4.288) ve (4.291) denklemlerinin ortak

¢Ozimii ile
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ve

olarak bulunur. Eger q; = —q; ise, (4.288) ve (4.290) denklemlerinin ortak ¢6ziimii ile

Apo+qo =0 (4.294)
ve

Po = —q0 (4.295)
elde edilir. ikinci durum olarak q, = —q,’ye ele almirsa, detq® = 0 esitliginden q, =

+q; olmasi gerektigi goriiliir. Eger q; = q5 ise (4.289) ve (4.291) denklemlerinin ortak

¢Ozlimii ile

Apo+qo =0 (4.296)
ve

Po = —Aqo (4.297)

olarak bulunur. Eger q; = —qs ise, (4.289) ve (4.290) denklemlerinin ortak ¢6ziimii ile

ve
Po = —Aqo (4.299)

elde edilir. Bu sayede (pq)* = 0 esitligini saglan p split kuaterniyonu
p = —Aqo + A(q1i + q2j + q3k) (4.300)
p=aq (4.301)

olarak bulunur. Burada a = —A keyfi reel parametredir.
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Sonu¢ 4.6.1. pg = 0 veya gp = 0 olacak sekilde sifirdan farkli g split kuaterniyonunun

null olmas1 gerektiginden

q = acos(x) + asin(x)i + acos(y)j + asin(y)k (4.302)

seklinde oldugu goriiliir. ¢’nun vektorel kismi

V(q) = asin(x)i + acos(y)j + asin(y)k (4.303)

seklindedir. Bu durumda

(V(@), V(@) = a’cos®(x) (4.304)

olarak bulunur. Bu sonug sayesinde sifir bélen split kuaterniyonlarin 2 x 2 reel matris

temsillerinin null parabolik veya null hiperbolik oldugu goriiliir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada ilk olarak, bir g split kuaterniyonunun 2 X 2 reel matris temsilinin
determinantinin, I, degerine esit oldugu gosterilmistir. Sonrasinda, bu degeri ele alarak g
split kuaterniyonunun 2 X 2 reel matris temsilinin karakteri siniflandirilmistir. Ek olarak,
birim g split kuaterniyonunun karakterini goz 6niinde bulundurarak 2 X 2 reel matris
temsilinin tersine yer verilmistir. Bununla birlikte I,’nun aldig: pozitif, negatif ve sifir
degerleri ve vektorel kisminin karakterini ele alarak (Tablo 4.1.) split kuaterniyonunun

2 X 2 reel matris temsili tablo yardimi ile siniflandirilmistir.

Ardindan g2 = q esitligini saglayan ( idempotent ) split kuaterniyonlar
incelenmistir. Idempotent split kuaterniyonlarin g = 1 ya da null split kuaterniyonlar
oldugu bulunmustur. Ek olarak, idempotent split kuaterniyonlarin vektorel kisimlarinin
karakteri incelenerek idempotent split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris temsilinin null

ve hiperbolik olmas1 gerektigi sonucuna ulasilmistir.

q? = 0 esitligini saglayan ( nilpotent ) split kuaterniyonlar ele alinmustir.
Nilpotent split kuaterniyonlarin null split kuaterniyonlar olmasi gerektigi belirlenmistir
ve nilpotent split kuaterniyonlarin vektorel kisimlarinin karakterini inceleyerek nilpotent
split kuaterniyonlarin; 2 X 2 reel matris temsilinin null ve parabolik olmasi gerektigi

sonucuna ulagilmistir.

qp = 0 olacak sekilde g split kuaterniyonun 6zel durumlart ele alinarak g split
kuaterniyonun sag sifir boleni olan p split kuaterniyonu elde edilmistir. Daha sonra, pg =
0 olacak sekilde g split kuaterniyonun 6zel durumlari ele alinarak g split kuaterniyonun
sol sifir boleni olan p split kuaterniyonu elde edilmistir. Son olarak, herhangi bir g split
kuaterniyonun hem sag sifir boleni hem de sol sifir boleni olan p split kuaterniyonu, q
split kuaterniyonu cinsinden elde edilmistir. Ek olarak, sifir bolen ele alinan q split
kuaterniyonun vektorel kisminin karakterine bakarak, sifir bolen g split kuaterniyonun
2 X 2 reel matris temsilinin null parabolik ya da null hiperbolik oldugu sonucuna

ulasilmistir.
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