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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

MINKOWSKI 3-UZAYINDA TZITZEICA EGRILERI

Ozgiil OZERDEM

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU
2018, 51 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIRIM

Bu tezde, Minkowski 3-uzayinda null olmayan, null ve pseudo null Tzitzeica egrileri
caligilmistir. Gerekli alt yapiyr olusturmak icin Oklid uzayi, Oklid uzayinda regiiler egri ve Frenet
formiilleri ifade edilmis ve Minkowski 3- uzayi tanitilmistir. Konuya dair daha 6nce yapilmis ¢aligmalar
incelenmis ve gerekli literatiir 6zeti verilmistir. Ardindan Minkowski 3-uzayinda; null olmayan, null ve
pseudo null egriler tanimlanmis ve sirasiyla Frenet formiilleri ifade edilmistir. Ayrica; her li¢ durum igin
Tzitzeica egrileri ele alinmustir. Tzitzeica egrisi olma sarti yeniden ifade edilmistir. Minkowski 3-
uzayindaki bazi 6zel egriler i¢in Tzitzeica egrisi olup olmadigi arastirilmistir. Son olarak null olmayan
egriler i¢in Tzitzeica egri denklemi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-Uzayi, Null Egri, Null Olmayan Egri, Pseudo-null Egri,
Tzitzeica Egrisi.



ABSTRACT

MS

TZITZEICA CURVES IN MINKOWSKI 3-SPACE

Ozgiil OZERDEM

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
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Jury
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Assist. Prof. Dr. Melek ERDOGDU
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In this Thesis; non-null, null and pseudo-null Tzitzeica curves are studied in Minkowski 3-space.
To devetop the necessary underground; Euclidean space; the reguler curves in Euclidean space and their
Frenet formulas stated and Minkowski 3-space is introduced. The previous works are investigated and the
necessary abstract of literature is given. Then; non-null and pseudo-null curves are introduced and their
Frenet formulas are stated, respectively. Moreover; Tzitzeica curves are examined for each three cases.
The condition of being Tzitzeica curve is reformulazed. It is analyzed that some special curves in
Minkowski 3-space Tzitzeica curve or not. Finally, Tzitzeica curve equation is obtained for non-null
Ccurves.

Keywords: Minkowski 3-Space, Null Curve, Non-null Curve, Pseudo-null Curve, Tzitzeica
Curve
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler
R Reel sayilar kiimesi
Ry Sifirdan farkl reel sayilar kiimesi
R™ n-boyutlu Oklid uzay1
a Regiiler egri
T a egrisinin teget vektor alant
N a egrisinin asli normal vektor alani
B « egrisinin binormal vektor alani
K « egrisinin egrilik fonksiyonu
T a egrisinin burulma fonksiyonu
fi Reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyon
E3 3-boyutlu Minkowski uzay1
( ) Lorentz ¢carpimi
I Vektoriin normu
d(s) Bir egrinin oskiilator diizleminin orijine olan uzaklik fonksiyonu

viii



1. GIRIS
1.1 n-Boyutlu Oklid Uzay:
Bu kisimda n-boyutlu Oklid uzayina dair temel bilgilere deginilecektir. R reel

sayllar cismini gostermek tiizere; R™ = {(p1,p2, -, Pn)}  ecsitligiyle belirli R™

kiimesinde toplama iglemi

(1,02 Pn) + (G192, Gn) = (P2 + 1,02 + G2, -, Pt qn) (1.1
esitligiyle tanimlanir. Skalerle carpma islemi A € R ve (py,p2, ..., Pn) € R™ igin
A1, P2 s Pn) = (Ap1, A2, -, APn) (1.2)
esitligiyle tanimlanir. Bu iglemlere gore kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzay1 olur

(O’Neill, 1983).
R™ vektor uzayinda p = (pq, P2, -, Pn) Ve q = (41,92, -, qn) olmak iizere

<P, q >= =1 Pidi (1.3)
esitligiyle tanimlanan <, >: R"™ X R"™ — R olmak iizere

(1, q) ><p,q> (1.4)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima R™ uzayinin dogal i¢ ¢carpimi

veya OKklid i¢ carpim denir. p € R™ olmak iizere

pll = <pp> (1.5)

diyelim. || ||: R™ - R olmak iizere

p = lIpll (1.6)



fonksiyonu R™ uzayinda bir normdur. O halde R" vektor uzay1 normlu vektor uzayidir.

d(p,q) = llp —qll (1.7)

bi¢giminde tanimlanan d:R™ X R™ - R fonksiyonu, R"™ wuzayinda bir metriktir.
Dolayisiyla R™ bir metrik uzaydir. Bu metrikle birlikte R™ uzayma Oklid uzay1 denir.
Bu uzay kimi zaman E™ ile gosterilir (O’ Neill, 1983).

Tamm 1.1.1 I, R’ nin bir agik araligi olmak iizere a: I — R™ bi¢giminde diizgiin

(C* smifindan) bir o doniisiimiine, R™ uzayinda bir egri denir (O’Neill, 2006).

EH
/ ) {c}
I ¢ N

Sekil 1.1 R™’de bir egri

Tamim 1.1.2 a: I — R"™ egrisi verilsin. Her s € I igin a’(s) # 0 ise a egrisine
diizenli egri (regiiler egri) denir. Eger ||a’(s)|| = 1 ise a egrisine birim hizh egri adi
verilir (O’Neill, 2006).

Tamm 1.1.3 R3 uzayinda birim hizl1 a: I - R3 egrisi igin

T(s) =a'(s) (1.8)

esitligiyle belirli T(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii

denir (O’Neill, 2006).

s+1

]

L 3

-
e
=,

Sekil 1.2 R3’de bir egrinin birim teget vektorii



T; I araliginin her bir s noktasina, a(s) noktasindaki T'(s) teget vektoriinii
karsilik getiren bir fonksiyondur. Buna gore T; a egrisi iizerinde bir vektor alanidir. Bu
vektor alanina, a egrisinin birim teget vektor alam denir. Kisaca T = a’ olarak yazilir
(O’Neill, 2006)

T(s) vektorii; a(s) noktasinda Tp(s)(R?) vektdr uzaymin bir alt vektdr uzayini
gerer. Bu alt vektér uzay, 1 boyutlu bir alt vektér uzaydir. Geometrik olarak, a(s)
noktasindan gegen ve T(s) vektoriine paralel olan bir dogrudur. Bu dogruya, egrinin
a(s) noktasindaki teget uzayi denir ve Tps) (a(l )) bi¢iminde gosterilir.

Tanmm 1.1.5 R3 uzaymdaki birim hizli a:1 - R3 egrisi igin k:I - R olmak

uzere

k(s) =TSl (1.9)
fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi ad1 verilir (O’Neill, 2006).

Tamm 1.1.6 R3 uzaymdaki birim hizli a: I - R3 egrisi i¢in
1

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli normali denir. N
vektor alanina, a egrisinin asli normal vektor alam adi verilir (O’Neill, 2006).

Tamm 1.1.7 R3 uzayindaki birim hizli a: I - R3 egrisi igin
B(s) = T(s) x N(s) (1.11)

esitligiyle tamimli B(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir. B

vektor alanina, a egrisinin binormal vektor alani ad1 verilir (O’Neill, 2006).



B(s)

a(s)

T(S) N(S)

Sekil 1.3 R3’de bir egrinin Frenet vektor alanlari

Vektorel carpimin  ozelliklerinden dolayi; B(s) vektori, T(s) ve N(s)
vektorlerinin her ikisine diktir. {T'(s), N(s), B(s)} kiimesi pozitif yonlii bir gatidir.
Ayrica her s € [ i¢in

1B = ITSI NI [sinZ] = 1 (112)

esitligi  saglanir. Sonug olarak {T(s),N(s),B(s)} kiimesi T,)(R?®) uzaymin
ortonormal bir bazidir.

Tanim 1.1.8 T(s),N(s),B(s) vektorlerine, a:1 - R3® egrisinin a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri denir. {T(s),N(s), B(s)} kiimesine de a egrisinin a(s)
noktasindaki Frenet ¢atis1 ad1 verilir. T , N, B vektor alanlarina a egrisi {istiinde Frenet
vektor alanlari denir (O’Neill, 2006).

Tanim 1.1.9 Birim hizli a:1 - R3 egrisinin Frenet vektor alanlari T,N,B

olmak tizere ve 7:1 — R olmak tizere
7(s) = —(B'(s),N(s)) (1.13)

fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina a egrisinin a(s)
noktasindaki burulmasi denir (O’Neill, 2006).

Teorem 1.1.1. Birim hizli a: [ = R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T , N, B ise

T'(s) 0 k(s) 0 1[T()
N'(s)| = |—x(s) 0 T(s)| [N(s) (1.14)
B'(s) 0 —1(s) O B(s)



esitligi saglanir (Sabuncuoglu 2010).
ispat: N(s) = ﬁ T'(s) esitliginden T’ (s) = k(s)N(s) elde edilir.

N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki
yaninin T (s) ile i¢ ¢arpimi yapilarak < N’(s), T(s) >= a bulunur. Ote yandan

(N(s),T(s))=0 (1.15)
(N'(5),T(s)) +(N(s),T'(s))=0 (1.16)
(N'(s),T(s)) = =(N(s),T'(s)) = =(N(s),k(s)N(s)) = —K(s) (1.17)

oldugundan a = —k(s) olur.
N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yaninin N(s) ile i¢ carpimi
yapilarak (N'(s), N(s)) = b bulunur. Ayrica

(N(s),N(s)) =1 (1.18)
(N'(s),N(s)) + (N(s),N'(s))=0 (1.19)
2(N'(s),N(s))=0 (1.20)
(N'(s),N(s)) =0 (1.21)

oldugundan b = 0 olur.
N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile i¢ ¢arpimi
yapilarak (N'(s), B(s)) = c bulunur. Bununla birlikte

(N(s),B(s))=0 (1.22)
(N'(s),B(s)) +(N(s),B(s)) =0 (1.23)
(N'(s),B(s)) = —(N(s),B'(s)) = ©(s) (1.24)

oldugundan, ¢ = 7(s) bulunur. Oyleyse N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s)’ dir.
B'(s) =dT(s) + eN(s) + fB(s) oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki
yaninin T (s) ile i¢ garpimi yapilarak (B'(s), T(s)) = d bulunur. Ayrica

(B(s), T(s))=10 (1.25)
(B'(s), T(s))+(B(s), T'(s)) =0 (1.26)
(B'(s), T(s)) = =(B(5),T'(s)) = —(B(s),k(s)N(s)) = 0 (1.27)



oldugundan d = 0 olur.
Benzer sekilde B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin N(s)
ile i¢ ¢arpimu yapilarak (B'(s), N(s)) = e bulunur ve

(B(s),N(s))=0 (1.28)
(B'(s),N(s)) +(B(s),N'(s))=0 (1.29)
(B'(s),N(s)) = =(B(s),N'(s)) = —(B(5),k(s)T(s) + t(s)B(s)) = —1(s) ~ (1.30)

oldugundan e = —7(s) olur.
Son olarak B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile
i¢ carpimi yapilarak (B’(s), B(s)) = f bulunur. Ote yandan

(B(s),B(s)) =1 (1.31)
(B'(s),B(s)) + (B(s),B'(s)) =0 (1.32)
(B'(s),B(s))=0 (1.33)

oldugundan f = 0 elde edilir. Oyleyse B’(s) = —t(s)N(s) dir.
Bu teoremde elde edilen esitliklere, birim hizli a egrisi icin Frenet -Serret

formiilleri denir. Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi olan

0 k(s) 0
—k(s) 0 7(s) (1.34)
0 —1(s) O

matrisinin ters simetrik bir matris oldugunu kolayca gorebilirsiniz.

Tanm 1.1.10 R3 uzayindaki birim hizli a:I - R3 egrisinin Frenet vektor
alanlar1 T,N,B olsun. {T(s),N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki
oskiilator diizlem denir. {T(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki
rektifiyan diizlem denir. {N(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki

normal diizlem denir (Sabuncuoglu, 2010).



1.2. Minkowski 3-Uzay1
Tamm 1.2.1 U4 = (uy, Uy, U3), ¥ = (v, V5, V3) € R® olmak iizere
(ﬂ, 17>L = —u1v1 + uzvz + u3173 (135)

ile tanimlanan carpima Lorentz ¢arpimi ve bu carpim ile donatilmis R3®> uzayma 3
boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayi denir ve E3 ile gosterilir (Yiice, 2017).

Tanimi1 geregi bu g¢arpim pozitif tanimli degildir. Bunun yerine bu carpim
E3’deki vektorleri asagidaki gibi simiflara ayirir. U = (uy, Uy, u3) € E3 olmak iizere

i) (%, 4), > 0 veya (% = 0) ise U vektdriine spacelike vektor;

i) (i, u), < 0 ise u vektoriine timelike vektor;

iii) (1, u), = 0 ise U vektoriine lightlike (null) vektor;
adi verilir (Yiice, 2017).

Tamm 1.2.2 Her % € E3 icin U vektdriiniin normu ||| = \/KTﬁ)Ll olarak
tanimlanir. Eger (u, ¥), = 0 ise U ve ¥ vektorleri diktir denir (Yiice, 2017).

Ayrica her U, ¥ € E icin

-1 0 O0][V1
(U, D), = —uyvy +Upvy +ugvz =[U1 Uz Uzl 0 1 of|v2|=u"I*v (1.36)
0 0 11Llvs

olarak yazilabilir. Burada

-1 0 0
1*=[0 1 0] (1.37)

olup " —
degisiklik gosterir. Burada {e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e5 = (0,0,1)} bazina gore

" igaretinin konumu i ve ¥ vektorlerinin E;’ {in hangi bazinin segildigine gore

yazilmistir. I;; = (e;, €;),, esitliginden

111 = (e, e1),=—1, I, = (e e5),=1, I33 = <63;33>L=1 (1.38)

oldugu goriiliir.



Tanim 1.2.3 Her 4 = (uy, uy, u3), ¥ = (v1, 5, v3) € E7 igin,

(1.39)

seklinde tanimlanan ifadeye uve ¥ vektorlerinin Lorentz vektorel carpim denir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Karacan ve Biikcii 2009’ daki ¢aligmalarinda E3’ te eliptik silindirik Tzitzeica
egrileri bir harmonik denklemin ¢6ziimiine bagli olarak elde etmistir. Ayrica bir egrinin
spacelike, timelike veya null eliptik silindirik Tzitzeica egrisi olma kosullar1 verilmistir
(Karacan ve Biikcii, 2009).

Ilarslan ve Nesovic 2008’ deki calismalarinda asli normali N olmak iizere
pozisyon vektdrii N+ ortogonal hiperdiizleminde yatan egriler olarak E*’ teki rektifiyan
egrileri tanimlamistir. Bunun yaninda E*’ teki rektifiyan egrilerin egrilik fonksiyonlar
yardimiyla karakterizasyonu yapilmistir (Ilarslan ve Nesovic, 2008).

[larslan 2005 teki ¢alismasinda E3’ te spacelike, timelike ve null asli normale
sahip spacelike normal egrilerin baz1 karakterizasyonunu vermistir (Ilarslan, 2005).

Chen 2003 teki makalesinde 3 boyutlu Oklid uzayinda normal egriler yani
pozisyon vektorleri normal diizlemlerinde yatan egrilerin kiiresel egriler oldugu
sdylemistir. Bununla birlikte E3’ te rektifiyan egrilerin karakterizasyonu incelenmistir
(Chen, 2003).

Grabovic ve Nesovic 2012’ deki ¢aligmalarinda E3’ te bazi 6zel spacelike
rektifiyan egriler lizerinde c¢alismistir. Bu egrilerin spacelike, timelike ve null
diizlemlere izdiistimleri birer normal egridir (Grobovic ve Nesovic, 2012).

Crasmareanu 2002’ deki ¢aligmasinda E3’ te Tzitzeica kosulunu saglayan eliptik
ve hiperbolik silindirik egriler harmonik denklemin ¢oziimiine bagli olarak ifade
etmistir (Karacan ve Biikcii, 2009, Crasmareanu, 2002).

Constantinescu ve Crasmareanu 2011° deki ¢alismalarinda R™’ de Tzitzeica
hiperyiizeylerinin parametrik, acik ve kapali denklemlerinin ticii de elde etmistir. Ayrica
R® te baz1 Tzitzeica yiizeyi ornekleri verilmistir (Constantinescu ve Crasmareanu,
2011).

Chen ve Dillen 2005 teki ¢alismalarinda E3’ te rektifiyan egrilerin bazi
geometrik ozellikleri vermistir (Chen ve Dillen, 2005).

Bobe ve arkadaslar1 2012’ deki ¢alismalarinda E3’ te ve Oklid 3 uzayinda
Tzitzeica egri ve yiizeyleri merkez afin degismezleri bakimindan incelemistir (Bobe ve
Ark., 2012).

Bilici ve Caliskan 2009’ daki ¢alismalarinda E;’ te timelike binormale sahip
spacelike egrilerin involute egrileri incelemistir. Bu involutlerin spacelike ya da

timelike binormale sahip birer spacelike egri oldugu gdsterilmistir. involute-evolute egri
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ciftinin Frenet ¢atilar1 aralarindaki iliski ve bu egri ¢iftlerinin baz1 yeni karakterizasyonu
elde edilmistir (Bilici ve Caligkan, 2009).

Bila 2012’ deki ¢alismasinda E3’ te Tzitzeica egri denklemini bir lineer olmayan
diferansiyel denklem olarak ele alip Tzitzeica egrilerini yeniden analiz etmistir (Bila,
2012).

Balgetir ve arkadaslar1 2004’ teki ¢aligmalarinda E; te null Bertrand egrileri ve
karakterizasyonlar1 Cartan ¢atisi ile incelemistir (Balgetir ve Ark., 2004).

Agnew ve arkadaslart 2010 daki c¢alismalarinda Tzitzeica egrileri ve
yiizeylerinin afin degismez geometrik nesnelerin Orneklerini temsil ettigini ifade
etmistir (Agnew ve Ark., 2010).

Bobe ve arkadaglar1 2012° deki ¢alismalarinda Minkowski uzaylarinda Tzitzeica
egrilerini ve yiizeylerini 3 merkez afin degismez fonksiyonu ile yeniden tanimlamigtir
(Bobe ve Ark., 2012).

Monterde 2007 deki ¢alismasinda R™’ de iki ardisik egriler arasindaki
egrilikler oraninin sabit oldugunu ifade etmistir (Chen, 2007).

Petrovic-Torgasev ~ ve  Sucurorovic  2002°deki  ¢alismalarinda
Minkowski uzayinda W-egrilerini siniflandirmislardir (Petrovic-Torgasev ve
Sucurorovic, 2002).

Bu ¢alismada, null olmayan, null ve pseudo- null Tzitzeica egrileri galisilmistir.
Gerekli alt yapry1 olusturmak igin; Oklid uzayi, Oklid uzayinda regiiler egri ve Frenet
formiilleri, Minkowski 3-uzay1 ve bu uzayda null olmayan, null ve pseudo-null egriler
i¢cin Frenet formiillerine dair temel bilgiler verilmistir. Ayrica bir egrinin Tzitzeica olma
kosulu ile yeniden ifade edilmistir. Ozel olarak, Tzitzeica kosulunu saglayan null
olmayan rektifiyan egriler ve genel helislere dair elde edilen bazi sonuglar ve ispatlari
sunulmustur. Ardindan, null ve pseudo null Tzitzeica egrileri ele alinmistir ve null
olmayan Tzitzeica egri denklemleri elde edilmistir. Son olarak incelenen bazi 6rneklere

yer verilmistir.
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3. MINKOWSKI UZAYINDA EGRILER
3.1. Birim Hizhi Null Olmayan Egriler

Tanmm 3.1.1 a: ] - E3, Vs € I igin a’(s) vektorii timelike vektdr ise a egrisine
timelike egri denir. Vs € I i¢in (a'(s),a’(s)), = —1 ise a’ ya birim hizli timelike egri
denir (Walrave, 1995).
a:1 - E3} birim hizli bir timelike egri olsun.
T(s) =a'(s) (3.1)
vektorii a egrisinin birim teget vektoriidiir ve timelike vektordiir. Yani
(T(s),T(s)), =—1 (3.2)
olur. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

(T'(s), T(s)). =0 (3.3)

elde edilir. O halde T'(s) L T(s)’dir. Sonug olarak T'(s) = a''(s) spacelike vektor

olmalidir.

. Jw+oj0<s»u = oo (3:4)
vektorii a egrisinin asli normal vektort olup

B(s) =T(s) x; N(s) (3.5)
Ise a egrisinin binormal vektoriidiir. Burada a egrisinin egriligi

k(s) = IT' Il = V{a”(s),a” (), (3.6)

olarak tanimlanir. Diger yandan
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N(s) = TK'((SS)) = T'(s) = k(s).N(s) (3.7)

oldugu goriiliir ve

K(s) =(T"(s),N(s)), (3.8)

esitligi saglanir. a egrisinin burulma fonksiyonu ise

7(s) = (N'(s), B(s)) (3.9)

ile tanimlanur.
Teorem 3.1.1. Birim hizli timelike a:1 — E3 egrisinin Frenet vektdr alanlari

T,N,B ise

T'(s) 0 k(s) 0 T(s)
N'(s)| = |k(s) 0 T(s)| [N(s) (3.10)
B'(s) 0 —-1(s) O B(s)

dir (Walrave, 1995).

ispat: N(s) = @ T'(s) esitliginden

T'(s) = k(s)N(s) (3.11)

elde edilir. N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) oldugunu kabul edelim. Her iki tarafin
T (s) ile Lorentz ¢arpimi yapilarak (N'(s), T(s)), = —a bulunur.

(N(s),T(s)), =0 (3.12)
(N'(s), T(s)), +(N(s), T'(s)), =0 (3.13)
(N'(5), T(s)), = =(N($), T'(s)), = —=(N(s), k(s)N(s)), = —K(s) (3.14)

oldugundan a = k(s) olur.



13

N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yaninin N(s) ile Lorentz
carpimu yapilarak (N'(s), N(s)), = b bulunur. Ayrica (N(s),N(s)), = 1 oldugundan

her iki tarafin tirevi alinarak

(N'(s),N(s)), + (N(s),N'(s)), =0 (3.15)
(N'(s),N(s)), =0 (3.16)

elde edilir. Yani b = 0 olur.
N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile Lorentz
carpimi yapilarak (N'(s), B(s)), = c bulunur.

(N(s),B(s)), =0 (3.17)
(N'(s),B(s)), +{N(s),B'(s)), =0 (3.18)
(N'(s),B(s)), = —(N(s),B'(s)), = t(s) (3.19)

oldugundan, ¢ = 7(s) bulunur. Oyleyse N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s) dir. Simdi
B'(s) =dT(s) + eN(s) + fB(s) oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki yaninin
T (s) ile i¢ carpimu yapilarak (B'(s), T(s)), = —d bulunur.

(B(s),T(s)), =0 (3.20)
(B'(s),T(s)), +(B(s),T'(s)), =0 (3.21)
(B'(5),T(s)), = —(B(s),T'(s)), = —(B(5),k(s)N(s)), = 0 (3.22)

oldugundan d = 0 olur.
B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin N(s) ile i¢ garpimi
yapilarak (B'(s), N(s)), = e bulunur.

(B(s),N(s)). =0 (3.23)
(B'(s),N(s)), +(B(s),N'(s)), =0 (3.24)
(B'(s),N(s)), = =(B(s), N'(s)), = —(B(5), k()T (s) + 7(s)B(s)), = —1(s) (3.25)

oldugundan e = —7(s) olur.
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B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile i¢ ¢arpimi
yapilarak (B'(s), B(s)), = f bulunur.

(B(s),B(s)), =1 (3.26)
(B'(s),B(s)), +(B(s),B'(s)), =0 (3.27)
(B'(s),B(s)), =0 (3.28)

oldugundan f = 0 bulunur. Oyleyse B'(s) = —t(s)N(s) dir.

Bu teoremde elde edilen esitliklere, birim hizli timelike a egrisi i¢in Frenet -
Serret formiilleri denir.

Tanm 3.1.2 a:] - E3, Vs €] igin a'(s) vektorii spacelike bir vektor ise a
egrisine spacelike egri denir. Vs € i¢in (a'(s),a’(s)), = 1 ise a’ ya birim hzh
spacelike egri denir (Walrave, 1995).

a:1 - E3 birim hizl bir spacelike egri olsun. T(s) = a’(s) vektdrii a egrisinin
birim teget vektoriidiir ve spacelike vektordir. (T (s),T(s));, = 1 oldugundan her iki

tarafin tiirevi alinirsa
(T'(s),T(s)), =0 (3.29)
olur. T'(s) L T(s) elde edilir. T(s) spacelike oldugundan T'(s) spacelike ya da timelike

olabilir.

1.Durum: T'(s) = a" (s) spacelike ise; bu durumda

k(s) = IT')l = {a"(s),a" (), (3.30)

olarak tanmimlanir.

TI
N(s) = % (3.31)

egrinin asli normali olup

B(s) = T(s) x, N(s) (3.32)
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ise egrinin binormal vektoriidiir. Bu egriler i¢in burulma fonksiyonu t(s) =

—(N'(s), B(s)),, olarak tanimlanir. Frenet formiilleri ise;

T'(s) 0 k(s) O T(s)
N'(s)|=|-x(s) 0 1(s)| [N(s) (3.33)
B'(s) 0 (s) 0 B(s)

olarak bulunur (Walrave, 1995).
2.Durum: T'(s) = a"'(s) timelike ise; bu durumda

K(s) =/—(T"(s), T'(s)), = /—(a"(s),a" (s)), (3.34)

olmak tizere normal vektori

T'(s)

N(s) = T (3.35)
seklindedir.
B(s) =T(s) X, N(s) (3.36)

spacelike bir vektordiir. Egrinin burulmasi ise 7(s) = (N'(s), B(s)), olarak tanimlanir.

Frenet formiilleri ise;

T'(s) 0 k(s) O T(s)
N'(s)|=1|k(s) 0 t(s)| |N(s) (3.37)
B'(s) 0 1w(s) O B(s)

seklindedir (Walrave, 1995).
Sonug olarak birim hizli timelike ve spacelike egriler i¢in Frenet formiilleri
verilmistir. Ozetle birim hizli null olmayan bir a egrisi i¢in Frenet formiilleri asagidaki

sekilde ifade edilir;
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T'(s) 0 k(s) 0 |[T(s)

N'(s)| = |—¢&,5,k(s) 0 T(s)||N(s)]. (3.38)
B'(s) 0 gt(s) 0 [|B(s)

Burada

&1 =(T(s), T(s)), = F1, &2 =(N(s),N(s)), = +1,(B(5), B(s)), = —&162  (3.39)

olarak ifade edilir.

3.2. Pseudo Yay Uzunlugu Parametresine Gore Verilmis Null Egriler

Tanmm 3.2.1 a:] —» E3, Vs € I icin (a'(s),a'(s)), = 0 ve (a'(s),a’(s)), > 0
ise a egrisine null egri adi1 verilir. Eger (a'(s),a (s)), =1 ise a’ ya pseudo yay
uzunlugu parametresine gore verilmis null egri denir (Walrave, 1995).

a:1 - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir null egri olsun.

Bu durumda

T(s) = a'(s) (3.40)

vektorii a egrisinin teget vektoriidiir. a egrisinin asli normal vektor alani

N(s) = a’(s) (3.41)

olup spacelike vektordiir. B binormal vektor alani ise a egrisinin her a(s) noktasinda

N(s)’ e dik olan tek null vektor alanidir dyle ki

(T(s),B(s)), =1 (3.42)

dir. Burada a dogru ise k(s) = 0 ve diger durumlarda k(s) =1’ dir. Ayrica «
egrisinin burulma fonksiyonu t(s) = (N'(s), B(s)),’ dir (Walrave, 1995).
Teorem 3.2.1. a:1 - E} pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir

null egri, T, N, B Frenet vektor alanlar1 olmak tlizere agagidakiler saglanir:
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T'(s) 0 k(s) 0 T(s)

N'(s)|=|t(s) 0 —x(s)| [N(s)]. (3.43)
B'(s) 0 -—-t(s) O B(s)

Burada

(T(s),T(s)), =(B(s),B(s)), =(T(s),N(s)), =(N(s),B(s)), =0 (3.44)
(N(s),N(s)), =(T(s),B(s)), =1 (3.45)

olarak ifade edilir (Walrave, 1995).

3.3. Pseudo Yay Uzunlugu Parametresine Gore Verilmis Pseudo-Null Egriler

Tamm 3.3.1 a:] - E3 olmak iizere Vs €1 icin {(a'(s),a'(s)), >0 ve
(a’(s),a’(s)), = 0 ise a egrisine pseudo-null egri ad: verilir. Eger ( a'(s), a'(s)), =
1 ise @’ ya pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis pseudo-null egri denir
(Walrave,1995).

a:1 - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir pseudo-null egri

olsun.

T(s) = a'(s) (3.46)

vektorii a egrisinin teget vektoriidiir. a egrisinin normal vektor alani

N(s) =a’(s) (3.47)

null vektoriidiir. B binormal vektor alani ise a egrisinin her a(s) noktasinda T(s)

spacelike vektoriine dik olan tek null vektor alanidir dyle ki

(N(s),B(s)), =1 (3.48)

dir. Burada a dogru ise k(s) =0 ve diger durumlarda x(s) =1’ dir. Ayrica «

egrisinin burulma fonksiyonu ise



(s) = (N'(s), B(s)),,

olarak tanimhidir (Walrave, 1995).
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(3.49)

Teorem 3.3.1. a:1 — E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir

pseudo-null egri ve T, N, B Frenet vektor alanlari olmak tizere

T'(s) 0 k(s) 0 T(s)

N(s)|[=] 0 7(s) 0 N(s)

B'(s) —k(s) 0 —1(s)] |B(s)
dir. Burada

(N(s),N(s)), = (B(s), B(s)), = (T(s),N(s)), = (T(s),B(s)), =0
(T(s), T(s)), =(N(s),B(s)), =1

olarak ifade edilir (Walrave,1995).

(3.50)

(3.51)
(3.52)
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4. MINKOWSKI 3-UZAYINDA TZITZEiICA EGRILERI

4.1. Null Olmayan Tzitzeica Egrileri

Tamm 4.1.1 a: 1 - E3 birim hizli null olmayan bir egri olmak iizere, her s € I

icin

1(s)
(a()”

= sabit (4.1)

ise a egrisine Tzitzeica egrisi adi verilir. Burada 7(s), a egrisinin a(s) noktasindaki

burulmasi; d(s) ise a egrisinin @(s) noktasindaki oskiilatér diizleminin orjine olan
uzakligidir. Ayrica % = sabit olmas1 kosuluna Tzitzeica egrisi olma kosulu adi verilir

(Aydin ve Ergiit, 2014).
4.1.1. Tzitzeica kosulunu saglayan rektifiyan egriler

Tamm 4.1.1.1 a:] - E? birim hizi null olmayan bir egri olsun. Eger a
egrisinin pozisyon vektorii a egrisinin rektifiyan diizleminde bulunuyorsa a egrisine
rektifiyan egri denir (Sabuncuoglu, 2010).

Her «a rektifiyan egrisi
a(s) = fo(s)T(s) + f2(s)B(s) (4.2)
seklinde yazilabilir. Burada
forl >R, f:] >R (4.3)

birer diferansiyellenebilir fonksiyonlardir (Sabuncuoglu, 2010).
Teorem 4.1.1.1 a:1 - E} spacelike veya timelike rektifiyan diizleme sahip ve

birim hizli null olmayan bir rektifiyan egri dyle ki

k(s) >0, (4.4)
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(T(s),T(s)), =& =+1 (4.5)

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler saglanir;

i) Uzaklik fonksiyonu, p = ||a||, c; € R ve ¢, € R — {0} olmak iizere,

p? = le15% + ¢15 + ¢, (4.6)

dir.

i) Pozisyon vektoriiniin teget bileseni, ¢ € R olmak iizere;

(a(s), T(s)), =&s+c (4.7)

esitligini saglar.

iii) Egrinin pozisyon vektdriiniin normal bileseni aV sifirdir.

iv) T # 0 Ve a egrisinin pozisyon vektoriiniin binormal bileseni {(a(s), B(s)),
sabittir.

Aksine; a:1 - E3 spacelike veya timelike rektifiyan diizleme sahip ve birim hizli
null olmayan bir egri olmak tizere 6yle ki, k(s) > 0 ve (T(s),T(s)), = & = F1 olsun.
Buna gore; 1, 11, iii, iv ifadelerinden herhangi biri saglaniyorsa a rektifiyan egridir
(Aydin ve Ergiit, 2014).

Ispat: a egrisi rektifiyan egri olsun. O halde;

a(s) = fo(s)T(s) + f2(s)B(s) (4.8)

seklinde yazilabilir. Ayrica a egrisi birim hizli oldugundan (a'(s),a’(s)), = +1
dir.

i) p=lla(s)| = \/I(a(s),a(s))LI oldugundan p? = |{a(s), a(s)),| dir. Buradan

(a(s), a(s), = {fo()T(s) + f2()B(s), fo()T(s) + f(s)B(s)), (4.9)
= fo (SUT (), T($))s + 2fo(8) f2(SHT(5), B()), + f7 (s)(B(5), B()), (4.10)

oldugu gortiliir.
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(T(s), T(s)), = €1,(T(s),B(s)), = 0,(B(s), B(s)) = —&1&; (4.11)
ifadeleri yerine yazilirsa,
(a(s), a(s)), = If5 ()& — f5 ()& & (4.12)
a(s) egrisinin tiirevini alirsak,
a'(s) = fo(SIT(s) + fo($IT'(s) + fz()B(s) + fo(s)B'(s) (4.13)
esitligi elde edilir.

Buradan denklem (3.38)’ den T'(s) = k(s)N(s) ve B'(s) = &1(s)N(s)

yerlerine yazilirsa,

a'(s) = fo()T(s) + (fo(s)x(s) + &,7(s) f2(s))N(s) + f3(s)B(s) (4.14)
bulunur. a'(s) = T(s) oldugunu biliyoruz. O halde,
a'(s) = T(s) = f{(HT(S) + (fo()k(s) + &T()f2($))N(s) + f5(s)B(s)  (4.15)

olur. Buradan ; f,(s) =1, fo(s)k(s) +&1(s)fo(s) =0, f;(s) =0 oldugu goriliir.

Oyleyse; a, b € R olmak iizere

fo(s) =s+a, fr(s)=b (4.16)

seklinde yazabiliriz. f;(s) ve, f,(s) ifadelerini (4.12) denkleminde yerine yazarsak,

(a(s),a(s)), = Ifi(s)e; — L (S)ere;| = (s + a)?e; — be; 55| (4.17)
= |(s? + 2sa + a?)e; — b%e; &, (4.18)
= |s%g; + 2sag; + a’s; — b?gy 8| (4.19)
= |&;5% + 2ae;s + a’e; — b%e, 5| (4.20)

elde edilir. Burada; 2as; = ¢, a’e; — b%g,&, = ¢, olarak alinirsa,
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(a(s),a(s)), = p* = |&e1s® + ¢15 + ¢4 (4.21)
olarak bulunur.
i) a(s) = fo(s)T(s) + f,(s)B(s) denkleminde f,(s) =s+a, f,(s)=b yerine
yazilirsa
a(s) =(s+a)T(s) + bB(s) (4.22)

oldugu goriiliir. O halde,

(a(s), T(s)), = ((s + a)T(s) + bB(s),T(s)), (4.23)
= (s + a)(T(s), T(s)) + b(B(s), T(s)), (4.24)

esitliginde (T(s), T(s)), = &1, (B(s),T(s)), = 0 ifadeleri yerlerine yazilirsa,

(a(s), T(s)), =(s+a)e, = &5 +ag (4.25)

bulunur. ae; = ¢ denirse,

(a(s), T(s)), =5+ (4.26)
elde edilir.

i) Kabul geregi

(a(s), N($)), = (fo(s)T(s) + f2(s)B(s),N(s)), (4.27)
= fo(sHT(s),N(s)), + f2(s)(B(s),N(s)), =0 (4.28)

oldugu goriiliir.

iv) a(s) = (s + a)T(s) + bB(s) oldugundan

(a(s),B(s)), = ((s + )T (s) + bB(s), B(s)), (4.29)
= (s + a)(T(s), B(s)), + b(B(s), B(s)), (4.30)
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esitliginde (T'(s), B(s)), = 0, (B(s), B(s)), = —&,&, ifadeleri yerine yazilirsa,

(a(s),B(s)), = —be&, (4.31)

bulunur. -be; e, = ¢ dersek

(a(s),B(s)), =c (4.32)

elde edilir ve ispatin ilk kismi tamamlanmis olur. Simdi teoremin ikinci kismini

Ispatlayalim.

) a(s) = fo()T(s) + fL(S)N(s) + f2(s)B(s) , p? = |&18% + ¢15 + ¢,| olsun.

(a(s),a(s))y, = fe (ST (), T + fEEUN(S), N()), + 7 (sHB(5), B(s))y, (4.33)

esitliginde (T'(s),T(s)), = €1, {N(s),N(s)), = &, (B(s),B(s)), = —¢&; &, yazilirsa

(a(s),a(s)), = fE (e + fE()ex — fF()ere; (4.34)

olarak bulunur. Dolayistyla,

p? = IfE(s)ey + fE(s)ey — fF()er€a] = legs® + 15 + ¢, (4.35)

esitligi elde edilir. Burada her iki tarafin s parametresine gore tiirevi alinirsa

12615 + c1| = 2fo(s) fo (s)er + 2f1(s)fi ()&, — 2> () f; (5) e8] (4.36)

bulunur. Ote yandan

a(s) = fo(s)T(s) + fi(s)N(s) + fo(s)B(s) (4.37)

egrisinin tiirevini alalim.

a'(s) = fo(S)T(s) + fo(IT'(s) + f{(s)N(s) + f1(s)N'(s) + f (s)B(s)
+12(s)B'(s) (4.38)
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olarak bulunur. (3.38) denklemini kullanarak

@' ()=f5 ()T (s) + fo(s)(k(SIN(s))+f{ (s)N(s)

+£1(8)(—&1826(S)T(s) + T(5)B(5))+£5(s)B(s) + f2(s)(e17(s)N(s)) (4.39)
= (o (s) — e182(8) f1())T(5) + (fo($)k(s) + f{(5) + fo(s)e17(s) )N (s)
+(f1()7(s) + f;(s)B(s)) (4.40)

elde edilir. a’(s) = T(s) oldugundan ve f;(s) — £16,1(s)f1(s) = 1 esitliginden

fo(s) =1+ &16,Kf1(s) (4.41)
olarak bulunur. f(s)x(s) + f{(s) + f5(s)&;7(s) = 0 esitliginden,

fi(s) = —=fo(S)x(s) — fa(s)ert(s) (4.42)
dur. Son olarak,

f2(s) = —f1(s)t(s) (4.43)

bulunur. (4.36) denkleminde (4.41), (4.42) ve (4.43) esitliklerini yerine yazarsak

2605+ ¢ = Zfo(s)(l + €1€2K(5)f1(5))51 + 2f1(5)(_f0(5)K(S) - f2(5)51T(5))52

=2f,(s)(—=f1(s)T(s) )&182 (4.44)
2615 + ¢y = 2fy(s)er + 2ef e,1(8) fo (8)fi (5)

—2fo(s)f1(8)e2k(s) — 2f1(8) f2(s)e18,T(s) + 2f1(5) f2(s) &1 €,T(S) (4.45)
2fo(s)ey = 2615 + ¢4 (4.46)

olarak bulunur. a = 26—1 alirsa

€1

fo(s)=s+a (4.47)

oldugu goriiliir. (4.4)’ten
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fo(s) =1 =1+ &6x(s)fi(s) (4.48)

oldugundan f; (s) = 0 elde edilir. (4.5)’ten f{'(s) = 0 ve

0=—(s+a)k(s)— fr(s)et(s) (4.49)

olarak bulunur.

—(s+a)k(s)

e17(s)

f2(s) = (4.50)

elde edilir. f;(s) = 0 oldugundan a egrisinin rektifiyan oldugu goriiliir.
i) {a(s), T(s)), = &1s + cve a(s) = fo(s)T(s) + f1(s)N(s) + f2(s)B(s) olsun.

(@(s), T()), = fo(sHT (), T())y, + fi(s)N(s), T())y, + f2(s)(B(s),T(s)), (4.51)

dir. Ayrica

fo(s)er = &15 + ¢ (4.52)

olarak bulunur. Buradan fy(s) =s+a, fy;(s) =1 oldugu gorilir ve (4.41)

denkleminde yerine yazarsak

£162k(8)f1(s) =0 (4.53)

olur ki bu da f;(s) = 0 oldugunu gosterir. O halde a egrisi rektifiyandir.
i) (a(s),N(s)), = s +cve a(s) = fo(s)T(s) + fi(s)N(s) + f,(s)B(s) olsun.

(a(s), N()) = {fo()T(s) + fi(sIN(s) + f>(s)B(s), N(s)), (4.54)
= fo(sUT (), N()) + f1(s)N(s), N(s))y, + f2(s)(B(s), N(s)),, (4.55)

esitliginde (T(s),N(s)), = 0, (N(s),N(s)), = &5, (B(s),N(s)), = 0 ifadeleri son

denklemde yerine yazilirsa
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(a(s),N(s)), = fi(s)e; = 0 (4.56)

olur ve dolayisiyla f;(s) = 0 oldugu goriiliir. Bu da a egrisinin rektifiyan oldugunu
gosterir.

iv) a(s) = fo(s)T(s) + fi(s)N(s) + f,(s)B(s) ve {(a(s),B(s)), = sabit olsun.

(a(s), B(s)) = (fo(IT(s) + fi(s)N(s) + f2(s)B(s), B(s)), (4.57)
= fo(s)T(s), B())y, + fi(s)(N(s), B(s)), + f2(s)(B(s), B(s))y, (4.58)

esitliginde (T(s),B(s)), =0, (N(s),B(s)), =0, (B(s),B(s)), = —&,¢&, ifadeleri

yukaridaki denklemde yerlerine yazilirsa

(a(s),B(s)), = —&1€2/2(5) (4.59)

ifadesi sabittir. O halde £, (s) de sabittir. Dolayisiyla f; (s) = 0’ dir. (4.43) esitliginden
—f1(s)t(s) = 0 olur. t(s) # 0 oldugundan f;(s) =0 olur ki bu da a egrisinin
rektifiyan oldugunu gdosterir.

Teorem 4.1.1.2. a: 1 - E3 spacelike ya da timelike rektifiyan diizleme sahip ve
birim hizli null olmayan bir egri 6yle ki k(s) > 0 olsun. Eger a rektifiyan bir egri ise

c1 € Ry, ¢, € R olmak lizere

{0}

) C1S +c, (4.60)

dir. Burada R, ile sifirdan farkli reel sayilar kiimesi temsil edilmektedir (Ilarslan ve
Ark.,2003).
Ispat: a: 1 > E3 spacelike ya da timelike rektifiyan diizleme sahip ve birim hizli

null olmayan bir rektifiyan egri dyle ki k(s) > 0 olsun. O halde;

a(s) = fo(s)T(s) + f2(s)B(s) (4.61)
seklinde yazilabilir. Yukaridaki ifadenin tiirevi alimir ve (3.38)” de verilen esitlikler

yardimiyla

a'(s) = fo(HT(S) + (fo(K(s) + &17()f2())N(s) + f5(s)B(s) (4.62)



27

bulunur. a birim hizli oldugundan a'(s) = T(s)’dir. Buradan

fo(s) =1, fo(s) =s+a, (4.63)
f2(s)=0,f,(s)=b (4.64)

oldugu goriiliir. Burada a, b € R integral sabitidir. Ayrica

fo()r(s) + &17(s)f2(s) =0 (4.65)

denkleminde bulunan f,(s) ve f,(s) ifadeleri yukarida yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

T(s) _ s a
k() —e1fa(s) | —e1fo() (4.66)
elde edilir. Son olarak —&; f5(s) = lve—2 = c, olarak adlandirilirsa;
€1 —£1f2(s)
@ = C1$ + C2 (467)

K(s)

bulunur. Burada c; € Ry, ¢; € R’ dur.

Onerme 4.1.1. a:1 — E3 sabit burulmaya sahip, null olmayan bir egri olsun. «
egrisinin Tzitzeica egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrinin rektifiyan olmasidir
(Aydin ve Ergiit, 2014).

Ispat: a: I —» E3 null olmayan bir egri ve 7(s) = sabit olsun.

(=): a egrisi Tzitzeica egrisi olsun. O halde; de(—(SS)) = sabit’tir. T(s) sabit oldugundan

d(s) de sabit olmak zorundadir. @’ mnin rektifiyan oldugunu gérmek igin
(a(s),N(s)), = 0 oldugunu gérmeliyiz.

Kabul edelim ki a(s) = f,(s)T(s) + f1(s)N(s) + f,(s)B(s) olsun. Burada
fo. f1, f2: 1 = R diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. a(s) ile N(s)’ in Lorentz garpimi
almirsa ve (N(s),N(s)), =¢,, (T(s),N(s)), =0, (N(s),B(s)), =0 ifadeleri

yerlerine yazilirsa,

(a(s),N(s))y, = fo(s)T(s), N(s)) + fi(s)(N(s), N(s))p, + f2(s)(N(s), B(s))y, (4.68)
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(a(s),N(s)), = f1(s)e, (4.69)

elde edilir. d(s) = [(B(s),a(s)),| = sabit’tir. Esitliginin her iki tarafinin tiirevi

alinirsa,

0 =(B'(s),a(s)), +(B(s),a’(s)), (4.70)

bulunur. (B(s), a’(s)), = 0 oldugundan

0 = (z(s)&N(s), a(s)), (4.71)

elde edilir. Burada t(s) = sabit, &; # 0 oldugundan
(a(s),N(s)), =0 (4.72)

olmalidir. Bu da f; (s)e, = 0 demektir. O halde a(s) rektifiyan egridir.
(&): a egrisi rektifiyan egri olsun. a(s) = fo(s)T(s) + f2(s)B(s), fo.fo:] > R
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olacak sekilde yazilabilir.

7(s) = sabit oldugundan Tzitzeica egrisi olabilmesi i¢in d(s) = sabit

olmalidir. d(s) = [(B(s), a(s)),| esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa,

(B'(s), a(s)), +(B(s),a’(s)), = d'(s) (4.73)

olur. Burada B'(s) = 7(s)e;N(s), a’'(s) = T(s) ifadeleri yerlerine yazilirsa

(1()e1N(s), fo($)T(s) + f2(s)B(s)), = d'(s) (4.74)

elde edilir.
(N(s),T(s)), =0, {(N(s),B(s)), = 0 ifadeleri yerlerine yazilirsa d'(s) = 0 olur ki bu
1(s)
dz(s)

da d(s) = sabit oldugunu gosterir. O halde = sabit olur ve a egrisinin Tzitzeica

egrisi oldugu gosterilmis olur.
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4.1.2. Tzitzeica kosulunu saglayan genel helisler

Tanmm 4.1.2.1. a:1 > E; egrisi verilsin. Her s € I igin a’(s) hiz vektdrii;
u € E} sabit vektorii ile sabit ag1 yapiyorsa @’ ya E;” de genel helis adi verilir (Barros
ve Ark., 2001).

Teorem 4.1.2.1. E}” te bir a egrisinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
7(s) = bk(s) olacak sekilde bir b sabitinin olmasidir (Barros, 1997).

Teorem 4.1.2.2. a: I - E3 null olmayan genel helis olsun. Eger bir

X(s) = 2b,1eN(s) — (S2) B(s) € B (4.75)

K2 (s)
vektorii var ve (a(s),X(s)), = 0 ise a bir Tzitzeica genel helistir (Aydin ve Ergiit,
2014).

Ispat: a:1 — E3 null olmayan genel helis olsun dyle ki 7(s) = b,x(s) olacak

sekilde b, € R sabiti vardir.

(s)
e f(s) olsun. O halde

byk(s) _

d2(s) - f(S) (476)
_f(s) o

b; = o d=(s) (4.77)

esitligi saglanir. Bu ifadenin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

®Y / (s)
0=(£3) () +2d©)d' L3 (4.78)
bulunur. Ayrica

d(s) = (B(s), a(s). (4.79)
esitliginin tiirevi

d'(s) = (B'(s),a(s)), + (B(s),a'(s)), (4.80)
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elde edilir. Bu esitligi (4.78)’ de yerine yazarsak

0= (F() 5~ FOSD) () + 2d() BE), @' () + (B, anl L2 @81

K(s)
0= (') -6 () ) () + 2 d(Hals), Ns))r(s)e L2 (482)
oldugu gortiliir. Burada —= ( ) = b, oldugundan
0= d(s) ((f )= ) (25) ) des) + 2 4as), N(s)>Lb1s1f(s)) (483)

olarak yazilabilir. d(s) = [{a(s), B(s)),| ifadesi yukaridaki denklemde yerine yazilir

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0= d(s) (), (F'(8) o = £(5) () ) BS) + 2N(s)bye f(5)). ) (484)
0 = d(s) (F()4a(s), 2b,e,N () + () BN, +(a(s), f1() s B(S)),)  (485)

oldugu goriiliir. Kabul geregi

X(s) = 2bye;N(s) — ("'(S)) (4.86)

K2(s)

vektorii i¢in (a(s), X(s)), = 0 oldugu g6z 6niine alinirsa

K(s)f (5)d(s) (@(s), B()), (487)

K(S) f (S)dz (s) (4.88)

bulunur. k(s) # 0, d(s) # 0 oldugundan f'(s) = 0 olmalidir. Dolayisiyla f(s) =

1(s)
dz(s)

sabit’tir. Yani

= sabit olur. O halde « bir Tzitzeica egrisidir.
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Tamm 4.1.2.2. a:1 > E; egrisi verilsin. Eger a egrisinin egrilik fonksiyonu «
ve burulma fonksiyonu 7 sifirdan farkli sabit ise @’ ya W-egrisi ad1 verilir (Ilarslan,
Boyacioglu, 2007).

Sonug¢ 4.1.2.1. Tzitzeica kosulunu saglayan higbir null olmayan W-egrisi yoktur
(Aydin ve Ergiit, 2014).

Ispat: a: I - E3 null olmayan bir W-egri olsun ve Tzitzeica kosulunu saglasin.

O halde drz(zs))=sabit olmalidir. @, W-egrisi oldugundan t(s) = sabit, k(s) =

sabit’tir. Dolayisiyla % = sabit olacagindan W- egrisi bir genel helistir.

d(s) = |{a(s), B(s)), | esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsa

0 =(a(s),B'(s)), +(a'(s), B(s)), (4.89)
0 = (a(s),t(s)e;N(s)), (4.90)
0 = 1(s)e{a(s),N(s)), (4.91)

elde edilir. Buradan (a(s), N(s)), = 0 ise a bir rektifiyan egri oldugu goriiliir. O halde

Teorem 4.1.1.1. iii "ye gore a bir rektifiyan Tzitzeica egrisidir. Teorem 4.1.1.2. ’ye gore

=(s)
k(s)

ile celisir. Sonug olarak Tzitzeica egrisi olma kosulunu saglayan W-egrisi yoktur.

c1 € Ry, c; € R olmak iizere = ¢1S + ¢, olmalidir. Bu ise a’nin W-egrisi olmasi

Teorem 4.1.2.3 a:I —» E} yay uzunlugu parametresine gore verilmis null

olmayan bir egri olsun.

a(s) = fo(s)T(s) + fi(s)N(s) + fo(s)B(s) (4.92)

olmak lizere

ws) (s w(s)
@) (R6)°  (als).B()L)?

(4.93)

dir. Burada fy, f1, f>: I = R diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

Ispat: a: I - E} birim hizli timelike bir egri oldugundan;

a'(s) =T(s) (4.94)
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dir. Esitliginin tlirevi alinirsa

a’(s) = k(s)N(s) (4.95)
elde edilir. Buradan

a'(s) X, @'(s) = T(s) X, k(s)N(s) = k(s) (T(s) X, N(s)) = (s)B(s) (4.96)
bulunur. Ayrica

|a'(s) x,, oz”(s)||2 = k?(s)(B(s), B(s)), = k?(s) (4.97)
dir. Diger yandan (4.95)’ in tiirevi alinirsa

a’'(s) =k (s)N(s) + k(s)N (s) = k2(s)T(s) + k (s)N(s) + k(s)t(s)B(s) (4.98)
elde edilir. O halde

(a'(s) x, a’(s),a”(s)), = k2(s)t(s) (4.99)
dir. Sonug olarak

(s) = (a (s)xpa (s),a ()L (4.100)

la'(s)x )|

bulunur. a:1 - E3 egrisinin oskiilatér diizleminin orjine olan uzakhgmi d(s) ile

gosterirsek

. " 2
(d(S))Z _ (a)a'()xpa’())L) (4.101)

 ldexa’ G|

oldugundan
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7(s) _ (a'®)xpa’(s)a’(), _  T(s)

(d)°  (as)a@xa’ )’ ()

(4.102)

bulunur. a: I - E3 yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir spacelike egrisi icin de
ispat benzer sekildedir.

Sonu¢ 4.1.2.2. a:I - E3 yay uzunlugu parametresine gore verilmis null

olmayan bir egrinin Tzitzeica egrisi olma kosulu olan (dr((s)))z = sabit kosulu yerine
S
7(s) _ .
(a(s),B(s)? sabit (4.103)

olma kosulu alinabilir.

4.2. Null Tzitzeica Egrileri

Teorem 4.2.1 a:1 - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir

null egri olsun dyle ki

a(s) = fo(s)T(s) + fi(s)N(s) + fo(s)B(s) (4.104)
seklinde verilsin. a egrisinin Tzitzeica egrisi olma sart1

7(s)

(a(s),T(s))L)? = sabit (4.105)

olmasidir.
Ispat: £,(s) = (a(s), T(s)), oldugundan agik¢a goriiliir.
Teorem 4.2.2 a: I — E; pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis sabit
burulmaya sahip null bir egri olmak iizere o egrisi Tzitzeica egrisi ise a rektifiyandir.
Ispat: a:1 > E} null bir egri, t(s) = sabit ve Tzitzeica egrisi olsun. Bu

durumda Teorem 4.2.1. geregince

(s) 7(s)
(()°  (a(s),T())L)?

= c (sabit) (4.106)
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olmalidir. 7(s) sabit olduguna gore (a(s), T(s)), degeri sabittir. O halde a egrisinin

rektifiyan oldugunu gostermeliyiz.

a(s) = fo(s)T(s) + f1(sIN(s) + f(s)B(s) (4.107)
verilsin. O halde;

(a(s),N(s)), = f(s) (4.108)
oldugu goriiliir. Diger yandan

(a@'(s), T(s)), +(a(s),T'(s)), =0 (4.109)
esitliginden Teorem 3.2.1." e gore

(a(s),k(s)N(s)), = 0 = K(s)(a(s),N(s)), = 0= (a(s),N(s)), =0 (4.110)

elde edilir. Sonucta a rektifiyan egridir.
Teorem 4.2.3 a:1 - E} pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null

egri Oyle ki k(s) > 0 olsun. Eger a rektifiyan bir egri ise ¢; € Ry, ¢, € R olmak tizere
7(s) =c;s+ ¢, (4.111)

dir.

Ispat: a egrisi rektifiyan egri ise

a(s) = fo()T(s) + f2(s)B(s) (4.112)

seklinde yazilabilir. a egrisinin tiirevi alimir, Teorem 3.2.1." den ve k(s)=1

oldugundan

a'(s) = fo ()T(s) + (fo()K(s) = f()T(S))N(s) + f ()B(s) (4.113)
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elde edilir. Burada a'(s) = T(s) esitliginden

fo)=1, fols) =s+a (4.114)
£:()=0, fo(s)=b (4.115)

oldugu goriiliir. Ayrica
fo(s) = f2(s)t(s) =0 (4.116)

denkleminde bulunan £,(s), f,(s) ifadeleri yerlerine yazilirsa

7(s) = ”T“ (4.117)
bulunur. O halde c; # 0 olmak tizere

7(s) = c¢;s+ ¢, (4.118)

elde edilir.

Teorem 4.2.4 a:1 - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null
rektifiyan hicbir Tzitzeica egrisi yoktur.

Ispat: a pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null rektifiyan

Tzitzeica egrisi olsun. Onceki teoremin ispatindan

w(s) _  t(s) _ s+a

= = — 4.119
@) (p6)° b3 (119
olarak bulunur. a Tzitzeica egrisi oldugundan
T(s) .
= sabit (4.120)

(a@s)”

olmalidir. O halde hig bir null rekitifiyan Tzitzeica egrisi yoktur.
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4.3. Pseudo-Null Tzitzeica Egrileri

Teorem 4.3.1 a:1 — E} pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir

pseudo-null egri olsun dyle ki
a(s) = fo(s)T(s) + f1(s)N(s) + f(s)B(s) (4.121)
seklinde verilsin. a egrisinin Tzitzeica egrisi olma sarti

1(s)

(@&NEID? sabit (4.122)

olmasi seklinde de ifade edilebilir.
Ispat: £,(s) = (a(s), N(s)), oldugundan agik¢a goriiliir.
Teorem 4.3.2 a:1 - E? pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis
pseudo null egri 6yle ki x(s) > 0 olsun. Eger a rektifiyan bir egri ise 7(s) = 0’ dir.
Ispat: a(s) egrisi rektifiyan egri oldugundan

a(s) = fo(s)T(s) + f2(s)B(s) (4.123)

seklinde yazilabilir. a(s) egrisinin tiirevi alinir ve Teorem 3.3.1. ve k(s) = 1 esitligi

kullanilirsa

a'(s) = fo (T(s) + (fo()x(s) — f()T())N(S) + £ (5)B(s) (4.124)
elde edilir. Buradan

fo) =) =1, fo(s) =0, [, (s)—fo(s)r(s) =0 (4.125)
esitlikleri elde edilir. O halde

f(s)=1(s)=0 (4.126)

oldugu goriiliir.
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Uyar1 4.3.1 7(s) = 0 iken (;((S)))Z = 0 olacagindan Tzitzeica egrisi olma kosulu
S

saglanmaz.

Sonuc 4.3.1 E3 te hig bir pseudo-null rektifiyan Tzitzeica egrisi yoktur.

Teorem 4.3.3 E7’ te sabit burulmaya sahip higbir pseudo-null Tzitzeica egrisi
yoktur.

Ispat: a:1 — E3 sabit burulmaya sahip pseudo-null bir egri olsun. a egrisi

Tzitzeica egrisi olsun. Bu durumda

1(s)

Ga@nEE — ¢ (sabit) (4.127)

olmalidir. 7(s) sabit oldugundan (a(s),N(s)), = sabit olmalidir. (a(s),N(s)),
esitliginin pseudo yay uzunlugu parametresine gore tlirevini alirsak ve Teorem 3.3.1.” i

kullanirsak

(T(s),N(s)), +{a(s), t(s)N(s)), =0 (4.128)

elde edilir. 7(s) sifirdan farkli bir sabit oldugundan (a(s), N(s)), = 0 elde edilir. O

halde hi¢bir pseudo-null Tzitzeica egrisi yoktur.
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5. NULL OLMAYAN TZIiTZEiCA EGRi DENKLEMI

Oklid uzayinda Tzitzeica egri denklemleri Williams, Bila ve Eni tarafindan
incelenmistir (Bila, 2012; Bila ve Eni, 2012; Williams ve Bila, 2017). Bu kisimda null
olmayan egriler igin Tzitzeica egri denklemleri elde edilecektir.

Teorem 5.1 a:1 —» E} yay uzunlugu parametresine gore verilmis null olmayan

bir egri olsun. Oyle ki parametrik denklemi

a(s) = (x(s),y(s),2(s) ) (5.1)

olarak verilsin. a egrisinin Tzitzeica egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart

bz'(s)—a'z"(s) +az'""(s) = A(az(s) +c'z'(s) + cz”(s))2 (5.2)

non-lineer denkleminin saglanmasidir. Burada

a=x'(s)y"(s) = x"(s)y'(s) (5.3)
b =x""(s)y"(s) = x"(s)y"(s) (5.4)
¢ =x(s)y'(s) —x'(s)y(s) (5.5)

olup 1 € R,, sabittir.

Ispat: a(s) = (x(s),y(s),z(s)) birim hizli bir timelike egri olsun. a’(s) =
T (s) esitliginin tiirevi alinarak
a'"(s) = k(s)N(s) (5.6)
esitligi elde edilir. Buradan
a'(s) X, a""(s) =T(s) X, k(s)N(s) = k(s)B(s) (5.7)

oldugu goriiliir. Ote yandan

lla'(s) X, a” (I? = k?(s) (5.8)



esitligi elde edilir. Ayrica

a'"(s) =k'(s)N(s) + k(s)N'(s)
=k'(s)N(s) + K(S)(K(S)T(s) + T(S)B(s))
=k2(s)T(s) + k'(s)N(s) + k(s)T(s)B(s)

esitligini elde edilir. (5.7) ve (5.11) denklemlerinin Lorentz ¢arpimindan

(a'(s) x, a”(s),a’(s)), = t(s)K?(s)
esitligi bulunur. Buradan

_ (@' )xpa’(s),a"""(s)
() = e O

oldugu goriiliir. Diger taraftan

d(s) = (a(s), B(s)), = (a(s), L1 )

la! (s)xpa’ (s)II"E
1

= rooaon (@), @' () X, a" ()
elde edilir. O halde

) _ (a' (s)xpa’’ (s),a’’(s))L
daz(s)  (a(s),a’(s)xpa’ (s))L)?

elde edilir.

a'(s) = (x'(),y'(5),2'(s))
a"(s) = (x"(s),y"(s),2"(s))
a”l(s) — (xlll(s), ylll(s), ZIII(S) )

esitlikleri yardimiyla
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(5.9)
(5.10)
(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)
(5.18)
(5.19)



40

/ ey — (Y (9)27(8) +y"($)2'(s), X" (5)2'(s) — x'(s)2" (s),
a (S) XL a (S) - ( xl(s)yu(s) _xl/(s)yl(s) )

(@'(s) X, a”(s),a(s)), = x""(s)y"(s)z" (s) — x""(s)y" (s)z"(s)
+x"(8)y"' ()z'(s) = x'(8)y"" ()z" (s) + x'(8)y" ()2 (s) — x""(s)y'()z""'(s) ~ (5.21)

(5.20)

elde edilir. Burada a = x'(s)y"(s) —x"(s)y'(s) ve b = x""(s)y" (s) — x"(s)y""(s)

denirse
(a'(s) X, a"(s),a""(s)), =bz'(s)—a'z"(s) + az""'(s) (5.22)
oldugu goriiliir. Ote yandan

(a(s),a’(s) xp a’(s)), =

(X(S)y’(S)Z”(S) —x(s)y"(s)z'(s) + x"(s)y(s)z' (s) — x'(s)y(s)z" (s) +> (5.23)
x'($)y" (s)z(s) = x"(s)y’' (s)z(s) '

=(x"(8)y" () = x"(8)y'(5))z(s) + (—x()y" () + x" (s)y(s5))z’ (s)

+(x()y' () = x'()y(s))z" () (5.24)
bulunur. Ayrica ¢ = x(s)y’(s) — x'(s)y(s) alinirsa

(a(s),a’'(s) x, a'(s)), = az(s) +c'z'(s) + cz"(s) (5.25)

bulunur. a egrisi Tzitzeica egrisi sartini saglayacagindan

7(s)

ok A (sabit) (5.26)
olur. Yani
(a'(s) xp a"(s),a" (s)), = A{a(s),a'(s) X, a"(s)))? (5.27)

olur. Buradan da

bz'(s) —a'z"(s) +az'"(s) = A(az(s) +c'z'(s) + cz”(s))2 (5.28)
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denklemi elde edilir.

a(s) = (x(s),y(s),z(s)) egrisi birim hizl spacelike egri olsun dyle ki a" (s) timelike
olsun. Bu durumda Teorem 3.1.1 geregince a’'(s) = T(s) ve a”’(s) = k(s)N(s)’ dir.
O halde

a'(s) X, a"(s) =T(s) X, k(s)N(s) = k(s)B(s) (5.29)
oldugundan
lla’(s) x, @ ()? = K*(s) (5.30)

elde edilir. Ote yandan

a'"(s) =k'"(s)N(s) + k(s)N'(s) (5.31)
=k'(s)N(s) + K(S)(K(S)T(s) + T(S)B(s)) (5.32)
= k2(s)T(s) + k'(s)N(s) + k(s)t(s)B(s) (5.33)
ve

(a'(s) x, a”(s),a’ (), = t(s)K?(s) (5.34)

oldugu goriiliir. Buradan

(s) = (a'(s)xpa’’(s),a'""(s)) (5.35)

lla' (s)x a'’ ()11

seklinde yazilabilir.

_ _ a'()xpa’’(s) \  _ {als)a' ()xpa’ ()L
d(s) - |<a(s)!B(S)>L| - (a(s)l “(X’(S)XL(X”(S)”>L - ”al(s)xLaH(S)H (536)
7(s) _ (a'(s)xpa’’(s).a""' ()L

a2(s) ~ (a(s).a’(s)xpa’ ())1)? (5.37)
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elde edilir. Benzer sekilde (5.2) esitliginin saglandigi goriiliir. B(s)’ in birim hizh
spacelike egri olup a'’(s) spacelike olma durumu ise ilk iki duruma benzer sekilde

ispatlanir.



6. ORNEKLER
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Ornek 6.1 a(s)=(§sinhs,%coshs,§s) parametrizasyonu ile verilen

a: (—\/E, vV 15) - E13 egrisini ele alalim.
a'(s) = G coshs, ; sinhs, \/g) oldugundan

2

(a'(s),a'(s)), = —i(cosh 5)? +i(sinh s5)? +Z =1

elde edilir. O halde a egrisi birim hizli bir spacelike egridir. Ayrica
mee) = (Lgi 1
a''(s) = (2 smhs,zcoshs,O)

olarak bulunur. a egrisinin egrilik fonksiyonu

k(s) = la” @l = VK" (), @ ()] = J|—§(Smhs)2+§<mshs)z -1

elde edilir. Ote yandan

N(s) =28

= ol = (sinhs,coshs,0)

ve

B(s) =T(s) X, N(s) = (\/Z—gcoshs,gsinhs,%)

olarak bulunur. Son olarak N'(s) = (cosh s, sinh s, 0) oldugundan

7(s) = —(N'(s),B(s)), = — (—\/Z—g(cosh s)? +\/2—§(sinhs)2) _Y5

2

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

olarak bulunur. a egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonu sabit oldugundan a bir W-

egrisidir.
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Sekil 6.1 a egrisinin grafigi

Ornek 6.2 B(s) = (s,coss,sins) olmak iizere B:(—m, m) — E3 egrisini ele
alirsak

B'(s) = (1,—sins, coss) ©.7)
oldugundan
(B'(s),B'(s)), = =1+ (sins)? + (coss)? =0 (6.8)

elde edilir. O halde g egrisi bir null egridir.

B"(s) = (0,—coss,—sins) (6.9)
ve
(B"(s),B"(s)), = (sins)? + (coss)? = 1 (6.10)

oldugundan S egrisi pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir null egridir.

Ayrica

k(s)=1 (6.11)
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oldugu goriiliir. Burada Frenet vektor alanlar

T(s) = (1,—sins,coss) (6.12)
N(s) = (0,—coss,—sins) (6.13)
B(s) = (1,sins,—coss) (6.14)

olarak bulunur. Bununla birlikte

N'(s) = (0,sins,—coss) (6.15)
7(s) = (N'(s),B(s)), = (sins)? + (coss)? =1 (6.16)

elde edilir. Buradan

(s) 1(s) _ i
(d()”  (a()T()H)? — (=9)?

= # sabit (6.17)

oldugundan S egrisi Tzitzeica egrisi degildir.

Sekil 6.2 S egrisinin grafigi
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Ornek 6.3 y(s) = (coshs \/_smhs —sinh s) olmak tizere y: ( 2+/3, 2\/_)

) \/— ) _\/—

E3 egrisi verilsin.

1oy — (o V2
y'(s) = (smhs,\/_coshs —cosh s)

'3
oldugundan
(y'(s),y'(s)), = —(sinhs)? + é(cosh s)? + % (coshs)? =1

olarak bulunur. y egrisi birim hizli spacelike egridir.

T(s) = (sinhs,?coshs,\/_cosh s)

olur. Ayrica

rn — £ il
y"(s) = (coshs,\/_smhs,\/_smh s)

ve

4" (s),7"(s)), = —(cosh s)? +§(sinhs)2 +§(sinh §)? = —

oldugundan y"'(s) timelike vektordiir. Buradan

N(s) = (coshs,ﬁsmhs,\/_smh s)

B = (0.5.-%)

oldugu goriiliir. Ayrica

k(s)=1

N'(s) = (smhs,%coshs,Tcosh s)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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ve
7(s) =(N'(s),B(s)), =0 (6.27)

oldugundan y diizlemsel egridir.

Sekil 6.3 y egrisinin grafigi

. 2 2
Ornek 6.4 6(s) = (%%s) parametrizasyonu ile verilen 6:(—6,6) — E3

egrisini ele alalim. Burada

0'(s) =(s,s, 1) (6.28)
(0'(5),0'(s)), =—s*>+5s2+1=1>0 (6.29)

elde edilir ve



T(s) =(s,s,1)

olur. Ote yandan

0" (s) =(1,1,0)
(0"(5),0"(s)),=—-1+1+0=0
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(6.30)

(6.31)
(6.32)

oldugundan 6 egrisi pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir pseudo-null

egridir. O halde

N(s) =(1,1,0)

ve

B(s) = (32—1,ﬁ, —s)

2 2

bulunur. Ayrica

k(s)=1
ve
(s) =0

bulunur. O halde 6 egrisi oskiilator egridir.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)



Sekil 6.4 6 egrisinin grafigi
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