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Bu tezde, Minkowski 3-uzayında null olmayan, null ve pseudo null Tzitzeica eğrileri 

çalışılmıştır. Gerekli alt yapıyı oluşturmak için Öklid uzayı, Öklid uzayında regüler eğri ve Frenet 

formülleri ifade edilmiş ve Minkowski 3- uzayı tanıtılmıştır. Konuya dair daha önce yapılmış çalışmalar 

incelenmiş ve gerekli literatür özeti verilmiştir. Ardından Minkowski 3-uzayında; null olmayan, null ve 

pseudo null eğriler tanımlanmış ve sırasıyla Frenet formülleri ifade edilmiştir. Ayrıca; her üç durum için 

Tzitzeica eğrileri ele alınmıştır. Tzitzeica eğrisi olma şartı yeniden ifade edilmiştir. Minkowski 3-

uzayındaki bazı özel eğriler için Tzitzeica eğrisi olup olmadığı araştırılmıştır. Son olarak null olmayan 

eğriler için Tzitzeica eğri denklemi elde edilmiştir. 
Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-Uzayı, Null Eğri, Null Olmayan Eğri, Pseudo-null Eğri, 

Tzitzeica Eğrisi. 
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In this Thesis; non-null, null and pseudo-null Tzitzeica curves are studied in Minkowski 3-space. 

To devetop the necessary underground; Euclidean space; the reguler curves in Euclidean space and their 

Frenet formulas stated and Minkowski 3-space is introduced. The previous works are investigated and the 

necessary abstract of literature is given. Then; non-null and pseudo-null curves are introduced and their 

Frenet formulas are stated, respectively. Moreover; Tzitzeica curves are examined for each three cases. 

The condition of being Tzitzeica curve is reformulazed. It is analyzed that some special curves in 

Minkowski 3-space Tzitzeica curve or not. Finally, Tzitzeica curve equation is obtained for non-null 

curves. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 
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    : Lorentz çarpımı 

   : Vektörün normu 

     : Bir eğrinin oskülatör düzleminin orijine olan uzaklık fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

 

1.1 n-Boyutlu Öklid Uzayı 

 

Bu kısımda n-boyutlu Öklid uzayına dair temel bilgilere değinilecektir.   reel 

sayılar cismini göstermek üzere;                     eşitliğiyle belirli    

kümesinde toplama işlemi 

 

                                                                                 

 

eşitliğiyle tanımlanır. Skalerle çarpma işlemi     ve                  için 

 

                                                                                                           

 

eşitliğiyle tanımlanır. Bu işlemlere göre kümesi   cismi üzerinde bir vektör uzayı olur 

(O’Neill, 1983). 

   vektör uzayında                ve                olmak üzere  

 

           
 
                                                                                                            

 

eşitliğiyle tanımlanan               olmak üzere 

 

                                                                                                                          

 

fonksiyonu,    uzayında bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma    uzayının doğal iç çarpımı 

veya Öklid iç çarpımı denir.      olmak üzere 

 

                                                                                                                        

 

diyelim.         olmak üzere 
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fonksiyonu    uzayında bir normdur. O halde    vektör uzayı normlu vektör uzayıdır. 

 

                                                                                                                        

 

biçiminde tanımlanan            fonksiyonu,     uzayında bir metriktir. 

Dolayısıyla    bir metrik uzaydır. Bu metrikle birlikte    uzayına Öklid uzayı denir. 

Bu uzay kimi zaman     ile gösterilir (O’Neill, 1983). 

Tanım 1.1.1 I,  ’ nin bir açık aralığı olmak üzere        biçiminde düzgün 

(   sınıfından) bir α dönüşümüne,    uzayında bir eğri denir (O’Neill, 2006). 

 

 
 

Şekil 1.1   ’de bir eğri 

 

Tanım 1.1.2        eğrisi verilsin. Her      için         ise   eğrisine 

düzenli eğri (regüler eğri) denir. Eğer           ise   eğrisine birim hızlı eğri adı 

verilir (O’Neill, 2006). 

Tanım 1.1.3    uzayında birim hızlı        eğrisi için  

 

                                                                                                                               

 

eşitliğiyle belirli      vektörüne   eğrisinin      noktasındaki birim teğet vektörü 

denir  (O’Neill, 2006). 

 

 

 

Şekil 1.2   ’de bir eğrinin birim teğet vektörü 
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 ;   aralığının her bir s noktasına,      noktasındaki      teğet vektörünü 

karşılık getiren bir fonksiyondur. Buna göre  ;   eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır. Bu 

vektör alanına,   eğrisinin birim teğet vektör alanı denir. Kısaca       olarak yazılır  

(O’Neill, 2006) 

     vektörü;      noktasında        
   vektör uzayının bir alt vektör uzayını 

gerer. Bu alt vektör uzay, 1 boyutlu bir alt vektör uzaydır. Geometrik olarak,      

noktasından geçen ve      vektörüne paralel olan bir doğrudur. Bu doğruya, eğrinin 

     noktasındaki teğet uzayı denir ve             biçiminde gösterilir. 

Tanım 1.1.5    uzayındaki birim hızlı        eğrisi için       olmak 

üzere 

 

                                                                                                                             

 

fonksiyonuna,   eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir.      sayısına eğrinin      

noktasındaki eğriliği adı verilir  (O’Neill, 2006). 

Tanım 1.1.6    uzayındaki birim hızlı        eğrisi için 

 

     
 

    
                                                                                                                  

 

eşitliğiyle belirli      vektörüne,   eğrisinin      noktasındaki asli normali denir.   

vektör alanına,   eğrisinin asli normal vektör alanı adı verilir  (O’Neill, 2006). 

Tanım 1.1.7    uzayındaki birim hızlı        eğrisi için 

 

                                                                                                                      

 

eşitliğiyle tanımlı      vektörüne   eğrisinin      noktasındaki binormali denir.   

vektör alanına,   eğrisinin binormal vektör alanı adı verilir  (O’Neill, 2006). 
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Şekil 1.3   ’de bir eğrinin Frenet vektör alanları 

 

Vektörel çarpımın özelliklerinden dolayı;      vektörü,      ve      

vektörlerinin her ikisine diktir.                   kümesi pozitif yönlü bir çatıdır.  

Ayrıca her     için 

 

                         
 

 
                                                                              

 

eşitliği sağlanır. Sonuç olarak                   kümesi        
   uzayının 

ortonormal bir bazıdır. 

Tanım 1.1.8                 vektörlerine,        eğrisinin      

noktasındaki Frenet vektörleri denir.                   kümesine de   eğrisinin      

noktasındaki Frenet çatısı adı verilir.        vektör alanlarına   eğrisi üstünde Frenet 

vektör alanları denir  (O’Neill, 2006). 

Tanım 1.1.9 Birim hızlı        eğrisinin Frenet vektör alanları        

olmak üzere ve        olmak üzere 

 

                                                                                                                      

 

fonksiyonuna   eğrisinin burulma fonksiyonu denir.      sayısına   eğrisinin      

noktasındaki burulması denir  (O’Neill, 2006). 

Teorem 1.1.1. Birim hızlı        eğrisinin Frenet vektör alanları        ise 
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eşitliği sağlanır (Sabuncuoğlu 2010). 

İspat:      
 

    
       eşitliğinden                elde edilir. 

                        olduğunu varsayalım. Bu eşitliğin her iki 

yanının      ile iç çarpımı yapılarak                bulunur. Öte yandan 

 

                                                                                                                           

                                                                                                             

                                                                                   

 

olduğundan         olur. 

                        eşitliğinin her iki yanının      ile iç çarpımı 

yapılarak                bulunur. Ayrıca 

 

                                                                                                                          

                                                                                                            

                                                                                                                         

                                                                                                                          

 

olduğundan     olur. 

                        eşitliğinin her iki yanının      ile iç çarpımı 

yapılarak                bulunur. Bununla birlikte  

 

                                                                                                                          

                                                                                                             

                                                                                                               

 

olduğundan,         bulunur. Öyleyse                         ’ dir.  

                        olduğunu varsayalım. Bu eşitliğin her iki 

yanının      ile iç çarpımı yapılarak                bulunur. Ayrıca   
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olduğundan     olur.  

Benzer şekilde                         eşitliğinin her iki yanının      

ile iç çarpımı yapılarak                bulunur ve  

 

                                                                                                                          

                                                                                                             

                                                                                

 

olduğundan         olur. 

Son olarak                         eşitliğinin her iki yanının      ile 

iç çarpımı yapılarak                bulunur. Öte yandan 

 

                                                                                                                           

                                                                                                             

                                                                                                                           

 

olduğundan     elde edilir. Öyleyse                 dir. 

Bu teoremde elde edilen eşitliklere, birim hızlı   eğrisi için Frenet -Serret 

formülleri denir.  Frenet formüllerindeki katsayılar matrisi olan 

 

 

      

          

       
                                                                                                   

 

matrisinin ters simetrik bir matris olduğunu kolayca görebilirsiniz. 

Tanım 1.1.10     uzayındaki birim hızlı        eğrisinin Frenet vektör 

alanları       olsun.              kümesinin gerdiği düzleme,      noktasındaki 

oskülatör düzlem denir.              kümesinin gerdiği düzleme,      noktasındaki 

rektifiyan düzlem denir.             kümesinin gerdiği düzleme,      noktasındaki 

normal düzlem denir (Sabuncuoğlu, 2010). 
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1.2. Minkowski 3-Uzayı 

 

Tanım 1.2.1               ,                   olmak üzere 

 

                                                                                                                    

 

ile tanımlanan çarpıma Lorentz çarpımı ve bu çarpım ile donatılmış     uzayına 3 

boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayı denir ve   
  ile gösterilir (Yüce, 2017). 

Tanımı gereği bu çarpım pozitif tanımlı değildir. Bunun yerine bu çarpım 

  
 ’deki vektörleri aşağıdaki gibi sınıflara ayırır.                  

  olmak üzere  

i)              veya           ise     vektörüne spacelike vektör; 

ii)              ise     vektörüne timelike vektör; 

iii)              ise     vektörüne lightlike (null) vektör; 

 adı verilir (Yüce, 2017). 

Tanım 1.2.2 Her       
   için     vektörünün normu                     olarak 

tanımlanır. Eğer             ise     ve    vektörleri diktir denir (Yüce, 2017). 

Ayrıca her    ,      
  için  

 

                          =         
    
   
   

  

  

  

  

  =                    

 

olarak yazılabilir. Burada 

 

    
    
   
   

                                                                                                             

 

olup     işaretinin konumu     ve    vektörlerinin   
 ’ ün hangi bazının seçildiğine göre 

değişiklik gösterir. Burada                                    bazına göre 

yazılmıştır.    
           eşitliğinden  

 

   
          =  ,     

          = ,    
          =                                               

 

olduğu görülür. 
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Tanım 1.2.3 Her               ,                 
  için, 

 

            

       

      

      

                                                                                         

 

şeklinde tanımlanan ifadeye    ve    vektörlerinin Lorentz vektörel çarpımı denir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Karacan ve Bükcü 2009’ daki çalışmalarında   
 ’ te eliptik silindirik Tzitzeica 

eğrileri bir harmonik denklemin çözümüne bağlı olarak elde etmiştir. Ayrıca bir eğrinin 

spacelike, timelike veya null eliptik silindirik Tzitzeica eğrisi olma koşulları verilmiştir 

(Karacan ve Bükcü, 2009). 

İlarslan ve Nesovic 2008’ deki çalışmalarında asli normali N olmak üzere 

pozisyon vektörü    ortogonal hiperdüzleminde yatan eğriler olarak   ’ teki rektifiyan 

eğrileri tanımlamıştır. Bunun yanında   ’ teki rektifiyan eğrilerin eğrilik fonksiyonları 

yardımıyla karakterizasyonu yapılmıştır (İlarslan ve Nesovic, 2008). 

İlarslan 2005’ teki çalışmasında   
 ’ te spacelike, timelike ve null asli normale 

sahip spacelike normal eğrilerin bazı karakterizasyonunu vermiştir (İlarslan, 2005). 

Chen 2003’ teki makalesinde 3 boyutlu Öklid uzayında normal eğriler yani 

pozisyon vektörleri normal düzlemlerinde yatan eğrilerin küresel eğriler olduğu 

söylemiştir. Bununla birlikte   ’ te rektifiyan eğrilerin karakterizasyonu incelenmiştir 

(Chen, 2003). 

Grabovic ve Nesovic 2012’ deki çalışmalarında   
 ’ te bazı özel spacelike 

rektifiyan eğriler üzerinde çalışmıştır. Bu eğrilerin spacelike, timelike ve null 

düzlemlere izdüşümleri birer normal eğridir (Grobovic ve Nesovic, 2012). 

Crasmareanu 2002’ deki çalışmasında   ’ te Tzitzeica koşulunu sağlayan eliptik 

ve hiperbolik silindirik eğriler harmonik denklemin çözümüne bağlı olarak ifade 

etmiştir (Karacan ve Bükcü, 2009, Crasmareanu, 2002). 

Constantinescu ve Crasmareanu 2011’ deki çalışmalarında   ’ de Tzitzeica 

hiperyüzeylerinin parametrik, açık ve kapalı denklemlerinin üçü de elde etmiştir. Ayrıca 

  ’ te bazı Tzitzeica yüzeyi örnekleri verilmiştir (Constantinescu ve Crasmareanu, 

2011). 

Chen ve Dillen 2005’ teki çalışmalarında    ’ te rektifiyan eğrilerin bazı 

geometrik özellikleri vermiştir (Chen ve Dillen, 2005). 

Bobe ve arkadaşları 2012’ deki çalışmalarında   
 ’ te ve Öklid 3 uzayında 

Tzitzeica eğri ve yüzeyleri merkez afin değişmezleri bakımından incelemiştir (Bobe ve 

Ark., 2012). 

Bilici ve Çalışkan 2009’ daki çalışmalarında   
 ’ te timelike binormale sahip 

spacelike eğrilerin involute eğrileri incelemiştir. Bu involutlerin spacelike ya da 

timelike binormale sahip birer spacelike eğri olduğu gösterilmiştir. İnvolute-evolute eğri 
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çiftinin Frenet çatıları aralarındaki ilişki ve bu eğri çiftlerinin bazı yeni karakterizasyonu 

elde edilmiştir (Bilici ve Çalışkan, 2009). 

Bila 2012’ deki çalışmasında   ’ te Tzitzeica eğri denklemini bir lineer olmayan 

diferansiyel denklem olarak ele alıp Tzitzeica eğrilerini yeniden analiz etmiştir (Bila, 

2012). 

Balgetir ve arkadaşları 2004’ teki çalışmalarında   
 ’ te null Bertrand eğrileri ve 

karakterizasyonları Cartan çatısı ile incelemiştir (Balgetir ve Ark., 2004). 

Agnew ve arkadaşları 2010’ daki çalışmalarında Tzitzeica eğrileri ve 

yüzeylerinin afin değişmez geometrik nesnelerin örneklerini temsil ettiğini ifade 

etmiştir (Agnew ve Ark., 2010). 

Bobe ve arkadaşları 2012’ deki çalışmalarında Minkowski uzaylarında Tzitzeica 

eğrilerini ve yüzeylerini 3 merkez afin değişmez fonksiyonu ile yeniden tanımlamıştır 

(Bobe ve Ark., 2012). 

Monterde 2007’ deki çalışmasında   ’ de iki ardışık eğriler arasındaki 

eğrilikler oranının sabit olduğunu ifade etmiştir (Chen, 2007).  

Petrovic-Torgasev ve Sucurorovic 2002’deki çalışmalarında 

Minkowski uzayında W-eğrilerini sınıflandırmışlardır (Petrovic-Torgasev ve 

Sucurorovic, 2002). 

Bu çalışmada, null olmayan, null ve pseudo- null Tzitzeica eğrileri çalışılmıştır. 

Gerekli alt yapıyı oluşturmak için; Öklid uzayı, Öklid uzayında regüler eğri ve Frenet 

formülleri, Minkowski 3-uzayı ve bu uzayda null olmayan, null ve pseudo-null eğriler 

için Frenet formüllerine dair temel bilgiler verilmiştir. Ayrıca bir eğrinin Tzitzeica olma 

koşulu ile yeniden ifade edilmiştir. Özel olarak, Tzitzeica koşulunu sağlayan null 

olmayan rektifiyan eğriler ve genel helislere dair elde edilen bazı sonuçlar ve ispatları 

sunulmuştur. Ardından, null ve pseudo null Tzitzeica eğrileri ele alınmıştır ve null 

olmayan Tzitzeica eğri denklemleri elde edilmiştir. Son olarak incelenen bazı örneklere 

yer verilmiştir. 
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3. MİNKOWSKİ UZAYINDA EĞRİLER 

 

3.1. Birim Hızlı Null Olmayan Eğriler 

 

Tanım 3.1.1       
 ,      için       vektörü timelike vektör ise   eğrisine 

timelike eğri denir.      için                   ise  ’ ya birim hızlı timelike eğri 

denir  (Walrave, 1995). 

      
  birim hızlı bir timelike eğri olsun. 

 

                                                                                                                               

 

vektörü   eğrisinin birim teğet vektörüdür ve timelike vektördür. Yani 

 

                                                                                                                          

 

olur. Her iki tarafın türevi alınırsa  

 

                                                                                                                           

 

elde edilir. O halde            ’dir. Sonuç olarak               spacelike vektör 

olmalıdır. 

 

     
      

                   
  

      

        
                                                                                    

 

vektörü   eğrisinin asli normal vektörü olup  

 

                                                                                                                      

 

ise   eğrisinin binormal vektörüdür. Burada   eğrisinin eğriliği 

 

                                                                                                            

 

olarak tanımlanır. Diğer yandan  
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olduğu görülür ve  

 

                                                                                                                        

 

eşitliği sağlanır.   eğrisinin burulma fonksiyonu ise  

 

                                                                                                                         

 

ile tanımlanır. 

Teorem 3.1.1. Birim hızlı timelike       
  eğrisinin Frenet vektör alanları 

       ise 

 

 
     

     

     
   

      
         

       
   

    

    

    
                                                                       

 

dir (Walrave, 1995). 

İspat:      
 

    
       eşitliğinden 

 

                                                                                                                         

 

elde edilir.                         olduğunu kabul edelim. Her iki tarafın 

     ile Lorentz çarpımı yapılarak                  bulunur.  

 

                                                                                                                          

                                                                                                           

                                                                                

 

olduğundan        olur. 
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                        eşitliğinin her iki yanının      ile Lorentz 

çarpımı yapılarak                 bulunur. Ayrıca                olduğundan 

her iki tarafın türevi alınarak  

 

                                                                                                          

                                                                                                                         

 

elde edilir. Yani     olur. 

                        eşitliğinin her iki yanının      ile Lorentz 

çarpımı yapılarak                 bulunur.  

 

                                                                                                                          

                                                                                                           

                                                                                                       

 

olduğundan,         bulunur. Öyleyse                          dir. Şimdi 

                        olduğunu varsayalım. Bu eşitliğin her iki yanının 

     ile iç çarpımı yapılarak                  bulunur.  

 

                                                                                                                          

                                                                                                            

                                                                                     

 

olduğundan     olur.  

                        eşitliğinin her iki yanının      ile iç çarpımı 

yapılarak                 bulunur.  

 

                                                                                                                          

                                                                                                           

                                                                      

            

olduğundan         olur. 
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                        eşitliğinin her iki yanının      ile iç çarpımı 

yapılarak                 bulunur.  

 

                                                                                                                          

                                                                                                            

                                                                                                                          

 

olduğundan     bulunur. Öyleyse                 dir. 

Bu teoremde elde edilen eşitliklere, birim hızlı timelike   eğrisi için Frenet -

Serret formülleri denir.  

Tanım 3.1.2       
 ,      için       vektörü spacelike bir vektör ise   

eğrisine spacelike eğri denir.      için                   ise  ’ ya birim hızlı 

spacelike eğri denir  (Walrave, 1995). 

      
  birim hızlı bir spacelike eğri olsun.            vektörü   eğrisinin 

birim teğet vektörüdür ve spacelike vektördür.                olduğundan her iki 

tarafın türevi alınırsa 

 

                                                                                                                                

 

olur.            elde edilir.      spacelike olduğundan       spacelike ya da timelike 

olabilir. 

1.Durum:              spacelike ise; bu durumda 

 

                                                                                                           

 

olarak tanımlanır. 

 

     
     

    
                                                                                                                     

 

eğrinin asli normali olup 
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ise eğrinin binormal vektörüdür. Bu eğriler için burulma fonksiyonu      

               olarak tanımlanır. Frenet formülleri ise; 

 

 
     

     

     
   

      
       

      

      
    

    

    
                                                                       

 

olarak bulunur  (Walrave, 1995). 

2.Durum:              timelike ise; bu durumda  

 

                                                                                                  

 

olmak üzere normal vektörü  

 

     
     

    
                                                                                                                     

 

 şeklindedir. 

 

                                                                                                                     

 

spacelike bir vektördür. Eğrinin burulması ise                    olarak tanımlanır. 

Frenet formülleri ise; 

 

 
     

     

     
   

      
      

      

      
    

    

    
                                                                       

 

şeklindedir  (Walrave, 1995). 

Sonuç olarak birim hızlı timelike ve spacelike eğriler için Frenet formülleri 

verilmiştir. Özetle birim hızlı null olmayan bir   eğrisi için Frenet formülleri aşağıdaki 

şekilde ifade edilir;  
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 .                                                                                                                              

 

Burada  

 

                  ,                   ,                                 

 

olarak ifade edilir.  

 

3.2. Pseudo Yay Uzunluğu Parametresine Göre Verilmiş Null Eğriler 

 

Tanım 3.2.1       
 ,      için                   ve                     

ise   eğrisine null eğri adı verilir. Eğer                     ise  ’ ya pseudo yay 

uzunluğu parametresine göre verilmiş null eğri denir (Walrave, 1995).  

      
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir null eğri olsun. 

Bu durumda 

 

                                                                                                                              

 

vektörü   eğrisinin teğet vektörüdür.   eğrisinin asli normal vektör alanı 

 

                                                                                                                              

 

olup spacelike vektördür.   binormal vektör alanı ise   eğrisinin her      noktasında 

    ’ e dik olan tek null vektör alanıdır öyle ki 

 

                                                                                                                          

 

dir. Burada   doğru ise        ve diğer durumlarda       ’ dir. Ayrıca     

eğrisinin burulma fonksiyonu                    ’ dır (Walrave, 1995). 

Teorem 3.2.1.       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir 

null eğri,       Frenet vektör alanları olmak üzere aşağıdakiler sağlanır: 

 



 

 

17 

 

     

     

     

   

      

          

       
   

    

    

    
 .                                                                   

 

Burada  

 

                                                                               

                                                                                                           

 

olarak ifade edilir (Walrave, 1995). 

 

3.3. Pseudo Yay Uzunluğu Parametresine Göre Verilmiş Pseudo-Null Eğriler 

 

Tanım 3.3.1       
  olmak üzere      için                   ve 

                    ise   eğrisine pseudo-null eğri adı verilir. Eğer                 

  ise  ’ ya pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş pseudo-null eğri denir 

(Walrave,1995).  

      
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir pseudo-null eğri 

olsun. 

 

                                                                                                                              

 

vektörü   eğrisinin teğet vektörüdür.   eğrisinin normal vektör alanı 

 

                                                                                                                              

 

null vektörüdür.   binormal vektör alanı ise   eğrisinin her      noktasında      

spacelike vektörüne dik olan tek null vektör alanıdır öyle ki 

 

                                                                                                                          

 

dir. Burada   doğru ise        ve diğer durumlarda       ’ dir.  Ayrıca    

eğrisinin burulma fonksiyonu ise  
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olarak tanımlıdır (Walrave, 1995). 

Teorem 3.3.1.       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir 

pseudo-null eğri ve       Frenet vektör alanları olmak üzere 

 

 

     

     

     

   
      
      

           
   

    

    

    
                                                                    

 

dir.  Burada  

 

                                                                               

                                                                                                            

 

olarak ifade edilir (Walrave,1995). 
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4. MİNKOWSKİ 3-UZAYINDA TZİTZEİCA EĞRİLERİ 

 

4.1. Null Olmayan Tzitzeica Eğrileri 

 

Tanım 4.1.1       
  birim hızlı null olmayan bir eğri olmak üzere, her     

için 

 

    

      
                                                                                                                          

 

ise   eğrisine Tzitzeica eğrisi adı verilir. Burada     ,   eğrisinin      noktasındaki 

burulması;      ise   eğrisinin      noktasındaki oskülatör düzleminin orjine olan 

uzaklığıdır. Ayrıca 
 

  
       olması koşuluna Tzitzeica eğrisi olma koşulu adı verilir 

(Aydın ve Ergüt, 2014). 

 

4.1.1. Tzitzeica koşulunu sağlayan rektifiyan eğriler 

 

Tanım 4.1.1.1       
  birim hızlı null olmayan bir eğri olsun. Eğer   

eğrisinin pozisyon vektörü   eğrisinin rektifiyan düzleminde bulunuyorsa   eğrisine 

rektifiyan eğri denir (Sabuncuoğlu, 2010). 

Her   rektifiyan eğrisi 

 

                                                                                                                

 

şeklinde yazılabilir. Burada  

 

      ,                                                                                                                 

 

birer diferansiyellenebilir fonksiyonlardır (Sabuncuoğlu, 2010). 

Teorem 4.1.1.1       
  spacelike veya timelike rektifiyan düzleme sahip ve 

birim hızlı null olmayan bir rektifiyan eğri öyle ki  

 

      ,                                                                                                                           
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 olsun. Buna göre aşağıdaki ifadeler sağlanır; 

i) Uzaklık fonksiyonu,      ,      ve          olmak üzere, 

 

       
                                                                                                              

 

dir. 

ii) Pozisyon vektörünün teğet bileşeni,     olmak üzere; 

 

                                                                                                                      

 

eşitliğini sağlar. 

iii) Eğrinin pozisyon vektörünün normal bileşeni    sıfırdır. 

iv)     ve   eğrisinin pozisyon vektörünün binormal bileşeni              

sabittir. 

Aksine;       
  spacelike veya timelike rektifiyan düzleme sahip ve birim hızlı 

null olmayan bir eğri olmak üzere öyle ki,        ve                    olsun. 

Buna göre; i, ii, iii, iv ifadelerinden herhangi biri sağlanıyorsa   rektifiyan eğridir 

(Aydın ve Ergüt, 2014). 

İspat:   eğrisi rektifiyan eğri olsun. O halde; 

 

                                                                                                                  

 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca   eğrisi birim hızlı olduğundan                                              

dir. 

i)                           olduğundan                   ’dir. Buradan  

 

                                                                                     

   
                                           

                                    

 

olduğu görülür.  
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               ,               ,                                                        

 

ifadeleri yerine yazılırsa, 

 

                
         

                                                                                   

 

     eğrisinin türevini alırsak, 

 

        
               

       
               

                                            

 

eşitliği elde edilir. 

Buradan denklem       ’ den                ve                  

yerlerine yazılırsa, 

 

        
                                       

                                    

 

bulunur.            olduğunu biliyoruz. O halde, 

 

             
                                       

                       

 

olur. Buradan ;   
      ,                        ,   

       olduğu görülür. 

Öyleyse;       olmak üzere 

 

         ,                                                                                                        

 

şeklinde yazabiliriz.       ve ,       ifadelerini        denkleminde yerine yazarsak, 

 

                 
         

                                                           

                                                                                                           

                                                                                                          

     
                                                                                                     

 

elde edilir. Burada;        ,                olarak alınırsa, 
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olarak bulunur. 

ii)                          denkleminde          ,         yerine 

yazılırsa 

 

                                                                                                             

 

olduğu görülür. O halde, 

 

                                                                                                  

                                                                                                       

 

eşitliğinde                ,                ifadeleri yerlerine yazılırsa, 

 

                                                                                                      

 

bulunur.       denirse, 

 

                                                                                                                    

 

elde edilir. 

iii) Kabul gereği 

 

                                                                                                  

                                                                                                 

 

olduğu görülür. 

iv)                      olduğundan 
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eşitliğinde               ,                    ifadeleri yerine yazılırsa, 

 

                                                                                                                     

 

bulunur. -        dersek 

 

                                                                                                                          

 

elde edilir ve ispatın ilk kısmı tamamlanmış olur. Şimdi teoremin ikinci kısmını 

ispatlayalım. 

i)                                    ,        
          olsun. 

 

               
                   

                   
                                  

 

eşitliğinde                ,                ,                    yazılırsa 

 

               
         

         
                                                                  

 

olarak bulunur. Dolayısıyla, 

 

      
         

         
              

                                                 

 

eşitliği elde edilir. Burada her iki tarafın   parametresine göre türevi alınırsa 

 

                   
               

               
                                      

 

bulunur. Öte yandan  

                                                                                                   

eğrisinin türevini alalım. 
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olarak bulunur.        denklemini kullanarak 

 

     =  
                           

         

                                 
                                                                                         

     
                                     

                      

              
                                                                                                       

 

elde edilir.            olduğundan ve   
                     eşitliğinden 

 

  
                                                                                                                    

 

olarak bulunur.             
                   eşitliğinden, 

 

   
                                                                                                          

 

dur. Son olarak, 

 

   
                                                                                                                       

 

bulunur.        denkleminde       ,        ve        eşitliklerini yerine yazarsak 

 

                                                                   

                                                                                                                                                                                                   

                    
                  

                                                                                                                                                                       

                                                                                                                      

 

olarak bulunur.   
  

   
 alırsa 

                                                                                                                            

 

olduğu görülür.      ’ten  
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olduğundan         elde edilir.      ’ten   
       ve 

 

                                                                                                           

 

 olarak bulunur. 

 

      
          

      
                                                                                                            

 

elde edilir.         olduğundan   eğrisinin rektifiyan olduğu görülür. 

ii)                    ve                                    olsun. 

 

                                                                            

 

dir. Ayrıca  

 

                                                                                                                         

 

olarak bulunur. Buradan          ,   
       olduğu görülür ve        

denkleminde yerine yazarsak 

 

                                                                                                                          

 

olur ki bu da          olduğunu gösterir. O halde   eğrisi rektifiyandır. 

iii)                    ve                                    olsun. 

 

                                                                                      

                                                                                     

 

eşitliğinde               ,                ,                ifadeleri son 

denklemde yerine yazılırsa 
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olur ve dolayısıyla         olduğu görülür. Bu da   eğrisinin rektifiyan olduğunu 

gösterir. 

iv)                                    ve                     olsun. 

 

                                                                                       

                                                                                      

 

eşitliğinde                ,               ,                    ifadeleri 

yukarıdaki denklemde yerlerine yazılırsa 

 

                                                                                                                   

 

ifadesi sabittir. O halde       de sabittir. Dolayısıyla   
      ’ dır.        eşitliğinden 

             olur.         olduğundan         olur ki bu da   eğrisinin 

rektifiyan olduğunu gösterir.         

Teorem 4.1.1.2.       
  spacelike ya da timelike rektifiyan düzleme sahip ve 

birim hızlı null olmayan bir eğri öyle ki        olsun. Eğer   rektifiyan bir eğri ise 

     ,      olmak üzere  

 

    

    
                                                                                                                        

 

dir. Burada    ile sıfırdan farklı reel sayılar kümesi temsil edilmektedir (İlarslan ve 

Ark.,2003). 

İspat:       
  spacelike ya da timelike rektifiyan düzleme sahip ve birim hızlı 

null olmayan bir rektifiyan eğri öyle ki        olsun.  O halde; 

 

                                                                                                               

şeklinde yazılabilir. Yukarıdaki ifadenin türevi alınır ve       ’ de verilen eşitlikler 

yardımıyla 
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bulunur.   birim hızlı olduğundan           ’dir. Buradan 

 

  
                ,                                                                                              

  
                                                                                                                      

 

olduğu görülür. Burada       integral sabitidir. Ayrıca  

 

                                                                                                                 

 

denkleminde bulunan       ve       ifadeleri yukarıda yerine yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 

 

    

    
 

 

        
 

 

        
                                                                                                   

 

elde edilir. Son olarak          
 

  
 ve 

 

        
    olarak adlandırılırsa; 

 

    

    
                                                                                                                        

 

bulunur. Burada      ,     ’ dır. 

Önerme 4.1.1.       
  sabit burulmaya sahip, null olmayan bir eğri olsun.   

eğrisinin Tzitzeica eğrisi olması için gerek ve yeter şart eğrinin rektifiyan olmasıdır 

(Aydın ve Ergüt, 2014). 

İspat:       
  null olmayan bir eğri ve            olsun. 

   :   eğrisi Tzitzeica eğrisi olsun. O halde; 
    

     
      ’tir.      sabit olduğundan 

     de sabit olmak zorundadır.  ’ nın rektifiyan olduğunu görmek için 

               olduğunu görmeliyiz. 

Kabul edelim ki                                    olsun. Burada 

             diferansiyellenebilir fonksiyonlardır.      ile     ’ in Lorentz çarpımı 

alınırsa ve                ,               ,                ifadeleri 

yerlerine yazılırsa, 
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elde edilir.                          ’tir. Eşitliğinin her iki tarafının türevi 

alınırsa, 

 

                                                                                                             

 

bulunur.                 olduğundan  

 

                                                                                                                      

 

elde edilir. Burada           ,      olduğundan  

 

                                                                                                                           

 

olmalıdır. Bu da           demektir. O halde      rektifiyan eğridir. 

   :   eğrisi rektifiyan eğri olsun.                         ,           

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olacak şekilde yazılabilir. 

           olduğundan Tzitzeica eğrisi olabilmesi için            

olmalıdır.                     eşitliğinde her iki tarafın türevi alınırsa, 

 

                                                                                                          

 

olur. Burada                 ,            ifadeleri yerlerine yazılırsa 

 

                                                                                                    

 

elde edilir.  

              ,                ifadeleri yerlerine yazılırsa         olur ki bu 

da            olduğunu gösterir. O halde 
    

     
       olur ve   eğrisinin Tzitzeica 

eğrisi olduğu gösterilmiş olur. 
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4.1.2. Tzitzeica koşulunu sağlayan genel helisler 

 

Tanım 4.1.2.1.       
  eğrisi verilsin. Her     için       hız vektörü; 

    
  sabit vektörü ile sabit açı yapıyorsa  ’ ya   

 ’ de genel helis adı verilir (Barros 

ve Ark., 2001). 

Teorem 4.1.2.1.   
 ’ te bir   eğrisinin genel helis olması için gerek ve yeter şart 

           olacak şekilde bir   sabitinin olmasıdır (Barros, 1997). 

Teorem 4.1.2.2.       
  null olmayan genel helis olsun. Eğer bir 

 

                
     

     
        

                                                                           

 

vektörü var ve                ise   bir Tzitzeica genel helistir (Aydın ve Ergüt, 

2014). 

İspat:       
  null olmayan genel helis olsun öyle ki             olacak 

şekilde      sabiti vardır. 

 
    

      
      olsun. O halde 

 

      

     
                                                                                                                          

    
    

    
                                                                                                                      

 

eşitliği sağlanır. Bu ifadenin her iki tarafının türevi alınırsa 

 

   
    

    
 

 

                 
    

    
                                                                               

 

bulunur. Ayrıca  

 

                                                                                                                        

 

eşitliğinin türevi 
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elde edilir. Bu eşitliği (4.78)’ de yerine yazarsak 

 

        
 

    
     

     

     
                                            

    

    
                

        
 

    
      

 

    
 

 

                               
    

    
                       

 

olduğu görülür. Burada 
    

    
    olduğundan  

 

             
 

    
      

 

    
 

 

                                                   

 

olarak yazılabilir.                     ifadesi yukarıdaki denklemde yerine yazılır 

ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

                   
 

    
      

 

    
 

 

                                             

                            
 

    
 

 

                  
 

    
                   

 

olduğu görülür. Kabul gereği  

 

                
     

     
                                                                                             

 

vektörü için                olduğu göz önüne alınırsa 

 

  
 

    
                                                                                                           

  
 

    
                                                                                                                    

 

bulunur.       ,        olduğundan         olmalıdır. Dolayısıyla      

     ’tir. Yani 
    

     
       olur. O halde   bir Tzitzeica eğrisidir.              
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Tanım 4.1.2.2.       
  eğrisi verilsin. Eğer   eğrisinin eğrilik fonksiyonu κ 

ve burulma fonksiyonu   sıfırdan farklı sabit ise  ’ ya W-eğrisi adı verilir (İlarslan, 

Boyacıoğlu, 2007). 

Sonuç 4.1.2.1.  Tzitzeica koşulunu sağlayan hiçbir null olmayan W-eğrisi yoktur 

(Aydın ve Ergüt, 2014). 

İspat:       
  null olmayan bir W-eğri olsun ve Tzitzeica koşulunu sağlasın. 

O halde 
    

     
       olmalıdır.  , W-eğrisi olduğundan           ,      

     ’tir. Dolayısıyla  
    

    
       olacağından W- eğrisi bir genel helistir. 

                     eşitliğinin her iki tarafının türevini alırsa 

 

                                                                                                             

                                                                                                                      

                                                                                                                      

 

elde edilir. Buradan                ise   bir rektifiyan eğri olduğu görülür. O halde 

Teorem 4.1.1.1. iii ’ye göre   bir rektifiyan Tzitzeica eğrisidir. Teorem 4.1.1.2. ’ye göre 

           olmak üzere 
    

    
        olmalıdır. Bu ise  ’nın W-eğrisi olması 

ile çelişir. Sonuç olarak Tzitzeica eğrisi olma koşulunu sağlayan W-eğrisi yoktur. 

Teorem 4.1.2.3       
  yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null 

olmayan bir eğri olsun.  

 

                                                                                                    

 

olmak üzere  

 

    

      
  

    

       
  

    

                                                                                                       

 

dir. Burada              diferansiyellenebilir fonksiyonlardır. 

İspat:       
  birim hızlı timelike bir eğri olduğundan;  
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dir. Eşitliğinin türevi alınırsa 

 

                                                                                                                           

                                                      

elde edilir. Buradan 

 

                                                                          

 

bulunur. Ayrıca  

 

               
 

                                                                                 

 

dir. Diğer yandan (4.95)’ in türevi alınırsa  

 

                                                                          

 

elde edilir. O halde  

 

                                                                                                              

 

dir. Sonuç olarak 

 

     
                        

               
                                                                                                  

 

bulunur.       
  eğrisinin oskülatör düzleminin orjine olan uzaklığını      ile 

gösterirsek  

 

      
 

 
                       

 

               
                                                                                         

 

olduğundan  
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bulunur.       
  yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir spacelike eğrisi için de 

ispat benzer şekildedir. 

Sonuç 4.1.2.2.       
  yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null 

olmayan bir eğrinin Tzitzeica eğrisi olma koşulu olan  
    

      
        koşulu yerine 

 

    

                                                                                                                            

 

olma koşulu alınabilir. 

 

4.2. Null Tzitzeica Eğrileri 

 

Teorem 4.2.1       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir 

null eğri olsun öyle ki  

 

                                                                                                   

 

şeklinde verilsin.   eğrisinin Tzitzeica eğrisi olma şartı  

  

    

               
                                                                                                              

 

olmasıdır. 

İspat:                    olduğundan açıkça görülür. 

Teorem 4.2.2       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş sabit 

burulmaya sahip null bir eğri olmak üzere   eğrisi Tzitzeica eğrisi ise   rektifiyandır. 

İspat:       
  null bir eğri,            ve Tzitzeica eğrisi olsun. Bu 

durumda Teorem 4.2.1. gereğince 
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olmalıdır.      sabit olduğuna göre              değeri sabittir. O halde   eğrisinin 

rektifiyan olduğunu göstermeliyiz. 

 

                                                                                                   

 

verilsin. O halde; 

 

                                                                                                                       

 

olduğu görülür. Diğer yandan  

 

                                                                                                             

 

eşitliğinden Teorem 3.2.1.’ e göre  

 

                                                                          

 

elde edilir. Sonuçta   rektifiyan eğridir. 

Teorem 4.2.3       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null 

eğri öyle ki        olsun. Eğer   rektifiyan bir eğri ise      ,      olmak üzere 

 

                                                                                                                          

 

dir. 

İspat:   eğrisi rektifiyan eğri ise  

 

                                                                                                               

 

şeklinde yazılabilir.   eğrisinin türevi alınır, Teorem 3.2.1.’ den ve        

olduğundan  
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elde edilir. Burada             eşitliğinden  

 

  
                                                                                                               

  
                                                                                                                    

 

olduğu görülür. Ayrıca  

 

                                                                                                                      

 

denkleminde bulunan             ifadeleri yerlerine yazılırsa  

 

     
   

 
                                                                                                                        

 

bulunur. O halde      olmak üzere 

 

                                                                                                                          

 

elde edilir. 

Teorem 4.2.4       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null 

rektifiyan hiçbir Tzitzeica eğrisi yoktur. 

İspat:   pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null rektifiyan 

Tzitzeica eğrisi olsun. Önceki teoremin ispatından 

 

    

      
  

    

       
  

   

  
                                                                                                     

 

olarak bulunur.   Tzitzeica eğrisi olduğundan  

 

    

      
                                                                                                                        

 

olmalıdır. O halde hiç bir null rekitifiyan Tzitzeica eğrisi yoktur. 
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4.3. Pseudo-Null Tzitzeica Eğrileri 

 

Teorem 4.3.1       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir 

pseudo-null eğri olsun öyle ki  

 

                                                                                                   

 

şeklinde verilsin.   eğrisinin Tzitzeica eğrisi olma şartı  

  

    

               
                                                                                                             

 

olması şeklinde de ifade edilebilir. 

İspat:                    olduğundan açıkça görülür. 

Teorem 4.3.2       
  pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş 

pseudo null eğri öyle ki        olsun. Eğer   rektifiyan bir eğri ise       ’ dır. 

İspat:      eğrisi rektifiyan eğri olduğundan  

 

                                                                                                               

 

şeklinde yazılabilir.      eğrisinin türevi alınır ve Teorem 3.3.1. ve        eşitliği 

kullanılırsa 

 

        
                                     

                                       

 

elde edilir. Buradan  

 

  
            ,           ,       

                                                           

 

eşitlikleri elde edilir. O halde  

 

  
                                                                                                                       

 

olduğu görülür.  
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Uyarı 4.3.1        iken 
    

      
    olacağından Tzitzeica eğrisi olma koşulu 

sağlanmaz. 

Sonuç 4.3.1   
 ’ te hiç bir pseudo-null rektifiyan Tzitzeica eğrisi yoktur. 

Teorem 4.3.3   
 ’ te sabit burulmaya sahip hiçbir pseudo-null Tzitzeica eğrisi 

yoktur. 

İspat:       
  sabit burulmaya sahip pseudo-null bir eğri olsun.   eğrisi 

Tzitzeica eğrisi olsun. Bu durumda  

 

    

               
                                                                                                           

 

olmalıdır.      sabit olduğundan                    olmalıdır.              

eşitliğinin pseudo yay uzunluğu parametresine göre türevini alırsak ve Teorem 3.3.1.’ i 

kullanırsak  

 

                                                                                                         

 

elde edilir.      sıfırdan farklı bir sabit olduğundan                elde edilir. O 

halde hiçbir pseudo-null Tzitzeica eğrisi yoktur. 
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5. NULL OLMAYAN TZİTZEİCA EĞRİ DENKLEMİ 

 

Öklid uzayında Tzitzeica eğri denklemleri Williams, Bila ve Eni tarafından 

incelenmiştir (Bila, 2012; Bila ve Eni, 2012; Williams ve Bila, 2017). Bu kısımda null 

olmayan eğriler için Tzitzeica eğri denklemleri elde edilecektir. 

Teorem 5.1       
   yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null olmayan 

bir eğri olsun. Öyle ki parametrik denklemi  

 

                                                                                                                 (5.1) 

 

olarak verilsin.   eğrisinin Tzitzeica eğrisi olması için gerek ve yeter şart  

 

                                                 
 
                                (5.2) 

 

non-lineer denkleminin sağlanmasıdır. Burada  

 

                                                                                                             (5.3) 

                                                                                                             (5.4) 

                                                                                                              (5.5) 

 

olup      sabittir. 

İspat:                       birim hızlı bir timelike eğri olsun.       

     eşitliğinin türevi alınarak  

 

                                                                                                                      (5.6) 

 

eşitliği elde edilir. Buradan  

 

                                                                                         (5.7) 

 

olduğu görülür. Öte yandan  

 

                                                                                                             (5.8) 
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eşitliği elde edilir. Ayrıca  

 

                                                                                                         (5.9) 

                                                                                             (5.10) 

                                                                                              (5.11) 

 

eşitliğini elde edilir. (5.7) ve (5.11) denklemlerinin Lorentz çarpımından  

 

                                                                                                     (5.12) 

 

eşitliği bulunur. Buradan  

 

     
                        

                                                                                                        (5.13) 

 

olduğu görülür. Diğer taraftan  

 

                        
             

               
                                                          (5.14) 

 
 

               
                                                                                       (5.15) 

 

elde edilir. O halde  

 

    

     
 

                        

                                                                                                               (5.16) 

 

elde edilir.  

 

                                                                                                              (5.17) 

                                                                                                              (5.18) 

                                                                                                              (5.19) 

 

eşitlikleri yardımıyla  
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          (5.20) 

                                                               

                                                                                     (5.21) 

 

elde edilir. Burada                           ve                               

denirse  

 

                                                                                      (5.22) 

 

olduğu görülür. Öte yandan  

 

                      

 
                                                                

                               
                  (5.23) 

=                                                            

                                                                                                                      (5.24) 

 

bulunur. Ayrıca                       alınırsa  

 

                                                                                        (5.25) 

 

bulunur.   eğrisi Tzitzeica eğrisi şartını sağlayacağından  

 

    

     
                                                                                                                  (5.26) 

 

olur. Yani  

 

                                                 
                                      (5.27) 

 

olur. Buradan da   

 

                                                 
 
                              (5.28) 
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denklemi elde edilir. 

                      eğrisi birim hızlı spacelike eğri olsun öyle ki        timelike 

olsun. Bu durumda Teorem 3.1.1 gereğince             ve                ’ dir. 

O halde  

 

                                                                                       (5.29) 

 

olduğundan  

 

                                                                                                           (5.30) 

 

elde edilir. Öte yandan  

 

                                                                                                       (5.31) 

                                                                                             (5.32) 

                                                                                              (5.33) 

 

ve  

 

                                                                                                     (5.34) 

 

olduğu görülür. Buradan  

 

     
                        

                
                                                                                        (5.35) 

 

şeklinde yazılabilir.  

 

                          
             

               
   

                     

               
                      (5.36) 

    

     
 

                        

                        
                                                                                       (5.37) 
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elde edilir. Benzer şekilde (5.2) eşitliğinin sağlandığı görülür.     ’ in birim hızlı 

spacelike eğri olup         spacelike olma durumu ise ilk iki duruma benzer şekilde 

ispatlanır. 
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6. ÖRNEKLER 

 

Örnek 6.1       
 

 
      

 

 
      

  

 
   parametrizasyonu ile verilen 

               
  eğrisini ele alalım. 

       
 

 
      

 

 
      

  

 
  olduğundan  

 

                
 

 
         

 

 
         

 

 
                                                 (6.1) 

 

elde edilir. O halde   eğrisi birim hızlı bir spacelike eğridir. Ayrıca 

 

        
 

 
      

 

 
                                                                                           (6.2) 

 

olarak bulunur.   eğrisinin eğrilik fonksiyonu  

 

                                     
 

 
         

 

 
          

 

 
        (6.3) 

 

elde edilir. Öte yandan  

 

      
      

        
                                                                                         (6.4) 

 

ve  

 

                 
  

 
      

  

 
      

 

 
                                                       (6.5) 

 

olarak bulunur. Son olarak                       olduğundan  

 

                       
  

 
         

  

 
          

  

 
                          (6.6) 

 

olarak bulunur.   eğrisinin eğrilik ve burulma fonksiyonu sabit olduğundan   bir W- 

eğrisidir.          
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                                     Şekil 6.1   eğrisinin grafiği 

 

Örnek 6.2                    olmak üzere            
  eğrisini ele 

alırsak  

 

                                                                                                               (6.7) 

 

olduğundan  

 

                                                                                           (6.8) 

 

elde edilir. O halde   eğrisi bir null eğridir.  

 

                                                                                                            (6.9) 

 

ve  

 

                                                                                                (6.10) 

 

olduğundan   eğrisi pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir null eğridir. 

Ayrıca  

 

                                                                                                                           (6.11) 
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olduğu görülür. Burada Frenet vektör alanları 

 

                                                                                                             (6.12) 

                                                                                                          (6.13) 

                                                                                                             (6.14) 

 

olarak bulunur. Bununla birlikte 

 

                                                                                                            (6.15) 

                                                                                        (6.16) 

 

elde edilir. Buradan  

 

    

      
  

    

                
 

      
 

                                                                      (6.17) 

 

olduğundan   eğrisi Tzitzeica eğrisi değildir. 

 

 

                                               
                                             Şekil 6.2   eğrisinin grafiği 
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Örnek 6.3             
  

  
      

 

  
       olmak üzere              

  
  eğrisi verilsin. 

 

              
  

  
      

 

  
                                                                           (6.18) 

 

olduğundan  

 

                         
 

 
         

 

 
         1                                 (6.19) 

 

olarak bulunur.   eğrisi birim hızlı spacelike eğridir. 

 

            
  

  
      

 

  
                                                                             (6.20) 

 

olur. Ayrıca  

 

              
  

  
      

 

  
                                                                            (6.21) 

 

ve  

 

                           
 

 
         

 

 
                                      (6.22) 

 

olduğundan        timelike vektördür. Buradan  

                                                                                                                   

            
  

  
      

 

  
                                                                             (6.23) 

        
 

  
  

  

  
                                                                                                   (6.24) 

 

olduğu görülür. Ayrıca  

 

                                                                                                                           (6.25) 

             
  

  
      

 

  
                                                                            (6.26) 
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ve  

 

                                                                                                            (6.27) 

 

olduğundan    düzlemsel eğridir. 

 

                 

                     

 
                                                        Şekil 6.3   eğrisinin grafiği 

 

Örnek 6.4       
  

 
 
  

 
    parametrizasyonu ile verilen            

  

eğrisini ele alalım. Burada  

 

                                                                                                                      (6.28) 

                                                                                            (6.29) 

 

elde edilir ve  
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                                                                                                                      (6.30) 

 

olur. Öte yandan  

 

                                                                                                                       (6.31) 

                                                                                                   (6.32) 

 

olduğundan   eğrisi pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş bir pseudo-null 

eğridir. O halde  

 

                                                                                                                      (6.33) 

 

ve  

 

      
    

 
 
    

 
                                                                                                (6.34) 

 

bulunur. Ayrıca  

 

                                                                                                                           (6.35) 

 

ve  

 

                                                                                                                           (6.36) 

 

bulunur. O halde   eğrisi oskülatör eğridir. 
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                                                       Şekil 6.4   eğrisinin grafiği 
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