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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

UCUNCU MERTEBEDEN BULANIK FARK DENKLEMLERI UZERINE BIiR
CALISMA

Nur ATAK OVALI

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2021, 39 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI
Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA
Do¢. Dr. Mehmet YAVUZ

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde; bulanik kiimeler, bulanik sayilar ve fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve

teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; bulamk fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi
verilmistir.

Ugiincii béliimde; Zhang ve arkadaslari tarafindan 2012 yilinda yayimlanan “Dynamics of a

system of rational third-order difference equation” baslikli makale ele alinmistir.

Dordiincii boliimde; C parametresi ile baslangic kosullar: birer pozitif bulanik say1 ve (z,) bir

pozitif bulanik say1 dizisi olmak iizere,

Z,_
Zn+1=n—2’neN0
C+z, ,z, ,z
n-2<n-1%n

bulanik fark denklemi tanimlanmig ve bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin varligi, smirliligi ve asimptotik

davranigi incelenmistir. Ayrica, elde edilen sonuglar i¢in bazi niimerik drnekler verilmistir.

Besinci boliimde ise; sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik fark denklemi, Coziimlerin varligi, Sinirlilik, Yakinsama.
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ABSTRACT

MS THESIS
A STUDY ON THE THIRD-ORDER FUZZY DIFFERENCE EQUATIONS
Nur ATAK OVALI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA

2021, 39 Pages

Jury
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Assoc. Prof. Dr. Mehmet YAVUZ

This study consists of five sections.

In the first section; basic definitions and theorems related to fuzzy sets, fuzzy numbers and

difference equations are given.

In the second section; informations about some of the studies regarding the fuzzy difference

equations studied before are given.

In the third section; the article entitled “Dynamics of a system of rational third-order difference

equation” published by Zhang et al. in 2012 is discussed.

In the fourth section; we define the fuzzy difference equation

z,_
=—"2  jpe N,
C+z, ,z, 2,

n+l

where the parameter C and the initial conditions are positive fuzzy numbers, (z,) is a sequence of

positive fuzzy numbers. Also, the existence, the boundedness and the asymptotic behavior of the positive
solutions of this equation are investigated and some numerical examples which verify our results are

given.
In the fifth section, conclusions and suggestions are given.

Keywords: Fuzzy difference equation, Existence of solutions, Boundedness, Convergence.
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1. GIRIS

Bu boliimde; bulanik kiimeler, bulanik sayilar ve fark denklemleri ile ilgili temel tanim

ve teoremler verilmistir.
1.1. Bulanik Kiimeler
Bu kisimda; bulanik kiimeler ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanm 1.1.1. X # < herhangi bir kiime ve 4 < X olsun.

1, xed

A;(x)={0 o (1.1.1)

seklinde tanimlanan X ,: X — {0,1} fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik (iiyelik)
fonksiyonu denir (Zadeh, 1965).

Tanmm 1.1.2. X # herhangi bir kiime ve 7=[0,1] olmak iizere, u,:X —[0,1]

fonksiyonu ile karakterize edilen
A:{(x,yA(x)):xeX} (1.1.2)

kiimesine X de bir bulanik (fuzzy) kiime denir. Burada x, ya 4 bulanik kiimesinin liyelik

fonksiyonu ve her xe X i¢in u, (x) e[ degerine x in A ya ait olma derecesi ad1 verilir

(Zadeh, 1965).

Tanmm 1.1.3. X # < herhangi bir kiime ve u,: X —[0,1], ¢<€[0,1] olmak iizere, her

xe X i¢in g, (x) =c 1le karakterize edilen 4 bulanik kiimesine sabit bulanik kiime denir

(Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.4. X # < herhangi bir kiime ve 4 ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime

olsun. Her xe X i¢in u,(x)=p,(x) ise 4 ve B ye esit bulanik kiimeler denir (Zadeh,
1965).



Tamm 1.1.5. X # < herhangi bir kiime ve 4 ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime
olsun. Her xe X i¢in u A(x)é My (x) ise B bulanik kiimesi A4 bulanik kiimesini kapsar
denir ve 4 c B ile gosterilir (Zadeh, 1965).

)
A

o

Sekil 1.1.1. B bulanik kiimesinin 4 bulanik kiimesini kapsamas1
Tanim 1.1.6. X # J herhangi bir kiime ve 4, B, C kiimeleri X de ii¢ bulanik kiime olsun.

{(x, He (x)) : Herx e X i¢in p.(x) = min{yA (x), (x)}} (1.1.3)

seklinde tanimlanan kiimeye 4 ve B bulanik kiimelerinin kesisimi denir ve ANB

seklinde gosterilir (Zadeh, 1965).

Tanim 1.1.7. X # J herhangi bir kiime ve 4, B, C kiimeleri X de ii¢ bulanik kiime olsun.

{(x,,uc(x)): Her x € X igin ,uc(x):max{,uA(x),,uB(x)}} (1.1.4)

seklinde tanimlanan kiimeye A4 ve B bulanik kiimelerinin birlesimi denir ve AU B

seklinde gosterilir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.8. X # & herhangi bir kiime ve 4 kiimesi X de bir bulanik kiime olsun.
{(x,,uA,(x)) :Herx e X igin u,(x) =1 —,uA(x)} (1.1.5)

seklinde tanimlanan kiimeye 4 nin tiimleyeni denir ve A’ ile gosterilir (Zadeh, 1965).



Sekil 1.1.2. 4 bulanik kiimesinin tiimleyeni

Tamm 1.1.9. X # < herhangi bir kiime ve A4 ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime

olsun.
{(x,22,,5(x)): Her x & X igin g2, (x) = min {2, (x), 15 (x)} | (1.1.6)

seklinde tanimlanan kiimeye 4 ve B bulanik kiimelerinin farki denir ve 4\ B ile gosterilir

(Zadeh, 1965).

Tanim 1.1.10. 4 kiimesi X de bir bulanik kiime ve « €(0,1] olmak iizere, 4 kiimesinin

a —kesimi [A4], ile gosterilir ve

[A]az{xeX:,uA(x)Za} (1.1.7)
seklinde tanimlanir (Bede, 2013).

()

i
H
-

. /\
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0 4
[dl.=[4,,.4 ]

Sekil 1.1.3. 4 bulanik kiimesinin ¢ -kesimi



Tanmm 1.1.11. 4 kiimesi X de bir bulanik kiime olsun. Eger en az bir x, € X i¢in
1, (x,)=11ise 4 bulank kiimesi normaldir denir (Bede, 2013).

H(x)
/]

.

0 X

Sekil 1.1.4. 4 normal bulanik kiime

Tanmm 1.1.12. 4 kiimesi X de bir bulanik kiime olsun. 4 bulanik kiimesinin destek

(dayanak) kiimesi
supp(A)={xeX:,uA(x)>0} (1.1.8)

seklinde tanimlanir (Bede, 2013).

Tanmm 1.1.13. A4 kiimesi X de bir bulanik kiime olsun. Eger her A¢€[0,1] ve her

X, X%, € X 1¢In

p(Ax, +(1=2)x, ) 2 min{z, (x), 42, (x,)} (1.1.9)

esitsizligi saglaniyorsa A4 bulanik kiimesi bulanik dis biikeydir (bulanik konvekstir) denir
(Zadeh, 1965).

()

Sekil 1.1.5. 4 bulanik dis biikey kiime



Uyan 1.1.1. Bir bulanik kiimenin « -kesimlerine karsilik gelen araliklar ayrik araliklarin

birlesimi degil, yalniz bir araliga esit ise bu bulanik kiime bulanik dis biikeydir.

(x)
1
%

0 4. A, Az A,

4

| L4l J
|
4L

Sekil 1.1.6. A bulanik dis biikey kiime

Teorem 1.1.1. (a) 4 bulanik kiimesinin bulanik dis biikey olmasi icin gerek ve yeter sart

her o €(0,1] i¢in [A], kiimesinin klasik anlamda dis biikey olmasidur.

(b) 4 ve B bulanik kiimeleri bulanik dis biikkey ise 4~ B bulanik kiimesi de bulanik dig
biikeydir (Zadeh, 1965).

Tanim 1.1.14. 4 kiimesi X de bir bulanik kiime olsun.
Eger her ¢>0 ve |x—x0| <0 sartim1 saglayan her xe X i¢in u, (x)<p,(x,)+¢€
olacak sekilde & >0 sayis1 varsa p, ile karakterize edilen 4 bulanik kiimesi x, noktasinda

ist-yar1 siireklidir.

Eger her ¢>0 ve |x—x0|<5 sartin1 saglayan her xe X i¢in u,(x))—¢& <, (x)

olacak sekilde & >0 sayis1 varsa p, ile karakterize edilen 4 bulanik kiimesi x, noktasinda

alt-yar1 stireklidir (Bede, 2013).

L(x) ()

0 X 1] X

Sekil 1.1.7. Ust-yan siirekli Sekil 1.1.8. Alt-yar1 siirekli



1.2. Bulanik Sayilar

Bu kisimda; bulanik sayilar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanmm 1.2.1. x,:R —[0,1] tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen R nin bir 4 bulanik

kiimesi;
(a) A normaldir.
(b) A bulanik dis biikeydir.
(¢) A ist-yari siireklidir.
d) {xeX:u,(x)> O} kompakttir.

ozelliklerini sagliyorsa, 4 ya bulanik (fuzzy) say1 denir (Bede, 2013).

R deki tiim bulanik sayilarm kiimesi R, ile gosterilir. Eger supp(4) < (0,0) ise A4

bulanik sayisi pozitiftir ve R deki tiim pozitif bulanik sayilarm kiimesi R, ile gosterilir.

Bulanik sayilarin « -kesimleri, « <(0,1] i¢in [4,,,4,,] seklindeki kapali araliklardr.

Bulanik sayilar dig bilikey bulanik kiimeler oldugundan « -kesimlerine karsilik gelen

araliklar ayrik araliklarin birlesimi degil yalniz bir araliga esittir.

0, x<l1
x_—l’ 1<x<4
Ornek 1.2.1. u,(x) = 3
7—x’ 4<x<7
3
0, T<x

seklinde tanimlanan x4, :R —[0,1] fonksiyonu ile karakterize edilen 4 bulanik kiimesi bir

bulanik sayidir ve grafigi

()

4

Lol
(%)
(48]
=Y
wn
[=1]

Sekil 1.2.1. A4 bulanik sayist



Y g ise x=7-3a oldugundan 4 bulanik

-1
seklindedir. ’CT —a ise x=3a+1 ve

kiimesinin ¢ -kesimi [A4], =[4

1o

4, ,1=[3a +1,7-3a] olarak bulunur.

Lemma 1.2.1. Eger f:R"xR"x..xR" — R" siirekli bir fonksiyon ve B, B,,..., B, bulanik

sayilar ise

[f(BO’Bl""’Bk)]a :f([Bo]aa[Bl]aa---a[Bk]a) (1.2.1)

dir (Papaschinopoulos ve Stefanidou, 2003).

Tanim 1.2.2. 4 ile B iki bulanik say1 ve « €(0,1] i¢cin 4 ile B nin « -kesimleri sirasiyla

(4], =[4,,.4,.,] ve [B]l, =[B,,,B,,] olmak lizere, her « (0,1] i¢in 4 ve B bulank

a2 r

sayilarmin toplami

A+B=[4],+[B),=[4,,+B, .4, ,+B,,] (1.2.2)

la?®

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.3. 4 ile B iki bulanik say1 ve & €(0,1] icin 4 ile B nin « -kesimleri sirasiyla,

(4], =[4,,.4,.,] ve [B]l, =[B,,,B,,] olmak lizere, her « €(0,1] i¢in 4 ve B bulank

l,a° " r

sayilar1 i¢in ¢ikarma iglemi

A-B=[4],-[B],=[4,-8...4..-B,] (1.2.3)

r.a’r,a

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.4. 4 ile B iki bulanik say1 ve « €(0,1] i¢cin 4 ile B nin « -kesimleri sirasiyla

(4], =[4,,.4,.,] ve [B]l, =[B,,,B,,] olmak lizere, her a (0,1] i¢in 4 ve B bulanmk

a2 r

sayilarinin ¢arpimu,

A B}

La’“ ra~"ra

a=min{4, B, .4 8B, . A 4,.,B,,} ve b=maxi4, B, ,,4 B, .4,

a*“Hla~raraa T Lar,aTra a*>“la~ra®

iken



AxB=[A],x[B], =[a,b] (1.2.4)

seklinde tanimlanir. Ozel olarak 4 ile B bulanik sayilar1 R* da tanimli ise

AxB=[4],*[B], =[4,,B,,,4,,B.,] (1.2.5)

lLa’“ra~"ra

seklindedir.

Tanim 1.2.5. 4 ile B iki bulanik say1 ve « €(0,1] i¢cin 4 ile B nin « -kesimleri sirasiyla

[4],=[4,,,4.,]1 ve [B], =[B,,,B,,] olmak iizere, 4 ile B bulamk sayilar1 R da tanimli

1l,a°“r.a

ise 4 ve B bulanik sayilar1 i¢in bolme islemi

B

r,o la

4. A
A/B=[A],/[B], :{B L —} (1.2.6)

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.6. (a) A4 ile B iki bulanik say1 ve « (0,1] i¢in 4 ile B nin « -kesimleri

swrastyla [4], =[4,,.4,,] ve [B], =[B,,.B,,] olmak lizere, her a €(0,1] i¢in 4 bulanik

sayisinin boyu

A

4] = sup{max | 4,.].|4,.]}| (12.7)

seklinde ve 4 ile B bulanik sayilar1 arasindaki uzaklik

D(A,B)=sup {max {‘Al,a -B

La

A —-B

r,a r,a

}} (1.2.8)

b

seklinde tanimlanir.

(b) (x,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve x bir bulanik sayr olmak iizere, lim(x,)=x

olmasi icin gerek ve yeter sart lim D(x,,x) =0 olmasidir (Diamond ve Kloeden, 1994).

Tanim 1.2.7. 4 ile B iki bulanik say1 ve  €(0,1] icin 4 ile B nin « -kesimleri sirasiyla

(4], =[4,,.4.,] ve [B], =[B,,,B.,] olmak lizere,



MIN(4,B)=|min{4,,.B,,} min{4,,.B,,}| (1.2.9)
Ve
MAX(A,B) = [max {A,,a ,B,,a} ,max{Am , m}} (1.2.10)

seklinde tanimlanir (Klir ve Yuan, 1995).

Tanim 1.2.8. Eger her n>n, i¢in MIN(x,,C)=C ve MAX(x,,D)= D olacak sekilde C ve
D bulanik sayilar: varsa (x,) bulanik say: dizisi smirh ve direnglidir (Papaschinopoulos ve

Papadopoulos, 2002a).

Tanmm 1.2.9. (x,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve x bir pozitif bulanik say1 olsun. Eger her

n=>n, i¢in

MIN(x,,x)=x, ve MIN(x ,x)=x (1.2.11)
veya

MIN(x,,x)=x ve MIN(x ,x)=x, (1.2.12)

olacak sekilde s,m >n, sartin saglayan s,m dogal sayilar1 varsa (x,) dizisi x civarmda

salmimlidir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a).

1.3. Fark Denklemleri ile Tlgili Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Tamm 1.3.1. n €N, bagimsiz degisken ve x bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere,
Fn,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (1.3.1)

esitligine bir fark denklemi denir. f* bir fonksiyon olmak tizere, (1.3.1) denklemi
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x(n+k)=f(n,x(n),x(n+1),..., x(n+k —1)) (1.3.2)

formunda ise normal fark denklemi adin1 alir. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun
en biiyiik ve en kiigiik arglimentlerinin farkina o denklemin mertebesi denir (Soykan ve ark.,

2017).

Tanmim 1.3.2. N, lizerinde tammli bir x(n) fonksiyonu her n €N, i¢in (1.3.1) denklemini

sagliyorsa, bu durumda x(n) fonksiyonuna N tizerinde (1.3.1) denkleminin bir ¢6ziimii

denir. £ mc1 mertebeden bir fark denkleminin ¢ ve y fonksiyonlar olmak tizere,

o(n,x(n),c,,¢,,...,c,) =0 (1.3.3)
veya
x(n)=y(n,c,c,,...,c;) (1.3.4)

seklinde k£ tane ¢,c,,...,c, €R keyfi sabit igeren ¢oziimiine genel ¢oziim adi verilir. Genel

¢coziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir (Soykan ve ark., 2017).

Teorem 1.3.1. / reel sayilarin bir arahg1 ve keZ® olmak iizere, f : I —1 siirekli

tiirevlere sahip bir fonksiyon ise x_,,x_,,;,....,X, € baslangi¢ kosullar1 i¢in

xM=f(xn,xn_1,...,xn_k), neN, (1.3.5)

fark denkleminin bir tek {x,}”  ¢oziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.3.3. Eger (1.3.5) denkleminde x= f(X,X,...,x) ise X noktasmna (1.3.5)

denkleminin denge noktas1 denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 1.3.4. Eger her n >0 i¢in x,,x ,,,,....x, €J iken x, €J olacak sekilde bir J < I

alt aralig1 varsa, bu J araligina (1.3.5) denkleminin degismez aralig1 denir (Camouzis ve

Ladas, 2008).
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Tanim 1.3.5. (1.3.5) denkleminin bir denge noktas1 x olmak iizere;

(a) Eger X,,...,x_, €/ olmak iizere, her &> 0 igin |x, —X|+...+|x_, —X|< & iken her n>1
icin |xn —)_c| < ¢ olacak sekilde bir & > 0 sayis1 varsa X denge noktasi kararhidir denir.

(b) Eger x denge noktasi kararh ve Xx,,..,x, €/ iken limx, =X olacak sekilde

n—»0

|)c0 -X |+...+|x_k —)?|< y sartim1 saglayan y >0 sayist varsa x denge noktasi lokal

asimptotik kararlidir denir.

(c¢) Eger her x,,...,x , €l iken limx, =X ise ¥ denge noktasma ¢ekim noktasi denir.

(d) Eger x denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasi global asimptotik
kararhdir denir.

(e) Eger x denge noktasi kararl degil ise kararsizdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

00

Tamm 1.3.6. (1.3.5) fark denkleminin bir ¢dziimii {x,}  olsun. Eger {x,}  ¢bziimi

=k
0

n>—k i¢in x, =x, sartini sagliyorsa {xn}”}k ¢cozlimii p periyotludur denir. Bu sart1

saglayan en kiiciik pozitif p tam sayisina da asal periyot denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanimm 1.3.7. Eger {xn}j}k ¢coziimii sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan

. . . . ~ © X3 3 ..
sonsuz sayidaki terim i¢in x,,  =x, sartimt sagliyorsa {xn}n: cozimu er ge¢ p

—k
periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kii¢lik pozitif tam sayidir (Camouzis ve Ladas,

2008).

Tanim 1.3.8. / reel sayilarin bir araligy, k€ Z" ve i =0,1,...,k olmak lizere, [ : I 57

fonksiyonunun x; lere gore kismi tiirevlerinin x denge noktasindaki degerleri

Y (55...7) (13.6)

Pi= ox,

olsun. Bu durumda,

k
Za = 2 P2 MEN (1.3.7)
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denklemine (1.3.5) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis denklemi

denir. (1.3.7) denkleminden elde edilen

k

A=Y p A =0 (1.3.8)

i=0

polinom denklemine ise (1.3.5) denkleminin X denge noktasindaki karakteristik denklemi
denir (Elaydi, 1995).

Teorem 1.3.2.

(a) Eger (1.3.8) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise x denge
noktasi lokal asimptotik kararhdir.

(b) Eger (1.3.8) denkleminin kdklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiylik ise X
denge noktasi kararsizdir (Elaydi, 1995).

Tanim 1.3.9. (1.3.5) denkleminin bir denge noktast x olsun. />—k, m <o olmak iizere,

{x,,x,+l,...,xm} dizisinin her elemant X denge noktasindan biiylik veya esit, x,_, <X ve

—_— . . . 0 .. . .. 3 . L .o b
X, <X oluyorsa, {x,,x,+1,...,xm} dizisine {xn}”}k ¢cOzlimiiniin bir pozitif yar1 donmesi
denir. Benzer sekilde, />—k, m <o olmak lizere, {x,,xm,...,xm} dizisinin her eleman1 x

e e — — .. 0
denge noktasindan kiigiik, x,_, =X ve x,,>¥ oluyorsa, {x,,X,,,...x, | dizisine {x,}

¢cOzlimiiniin bir negatif yar1 donmesi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmm 1.3.10. Eger her N pozitif tam sayis1 i¢cin x,x,,, <0 olacak sekilde n>N tam

. © X3 3 3 . . .
sayilar1 mevcut ise {xn}”}k ¢coziimi sifir civarinda salinimhidir denir. Aksi halde salinimli

degildir denir. (Elaydi, 1995).

Tanim 1.3.11. {xn—)_c} dizisi salinimli ise {x”}:o:

. ¢0zimi x denge noktasi civarinda

salmimlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 1.3.12. {x”}:;k dizisinde her n i¢cin P<x, <(Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilar1 varsa {x”}:;k dizisi sinirhidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).
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Teorem 1.3.3. [ ile J birer reel say1 araligy, f : I*'xJ"' 51 ve g : I""'xJ"" > J
stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise her (x_,,y ,)elIxJ (i=0,1,2,...,k) baslangic sart1
ve ne N i¢in
xn+l :f(xn""’xnfk’yn""’ynfk)
yn+l :g(‘xn""’xnfk’yn""’y —k)

fark denklem sisteminin bir tek {(x,,y,)}” , ¢dziimii vardir (Kocic ve Ladas, 1993).

(1.3.9)

Tanim 1.3.13. Eger (1.3.9) denklem sisteminde

{Y:f(_ X,

y=g(X,....%,

)

f (1.3.10)
Vs

ise (f, f) noktasima (1.3.9) sisteminin denge noktasi denir (Kocic ve Ladas, 1993).

(1.3.9) fark denklem sistemi, X, =(X,,...,X, > Vusees oy ) €15 %I ve x, =ul”,

V) (k) (0) (1)

Xy U,y ey Xy =W, V=V, YV, =V Vi :vff) degisken degistirmeleri ile

F:[k+1 XJ/(+1 _>[k+1 XJkJrl 1@11’1

u,(f) f(u,go),u,gl) ,...,u,gk) ,v,(f)) ,v,gl), ...,v,gk))
I/l,(ql) u’(qo)

F u, ™ 13.11
v,(j” - g(uff’),u,(j),...,u,ﬂ">,v§°>,v§‘>,. .,v,(f)) (134D
v’(ql) V’(qo)

V’(qk) v’(qk—l)

olmak tizere,

X, =F(X,), neN, (13.12)
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vektor formunda yazilabilir. Eger (1.3.9) sistemi (f,f) denge noktasma sahip ise (1.3.12)

sisteminin denge noktasmin X = ()_c,...,)_c, f,...,f)T seklinde oldugu aciktir (Kocic ve
Ladas, 1993).
Bu ¢alismada, herhangi bir vektoriin veya matrisin normu |||| ile ve (1.3.12) sisteminin

bir baslangig sart1 X, € I*" xJ**" seklinde gosterilecektir.

Tanmim 1.3.14. (1.3.12) sisteminin bir denge noktas: X olmak iizere;

(a) Eger her ¢>0 i¢in ”Xo —/\_’H <0 iken her n>1 igin HXH —/\_’H < & olacak sekilde bir
5>0 varsa X denge noktasi kararhdir denir. Aksi halde, X denge noktasi kararsizdur.

(b) Eger X denge noktasi kararli ve n — o iken X, — X olacak sekilde HXO -X H <y

sartin1 saglayan y > 0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(¢) Eger n —» o iken X, — X ise X denge noktasma ¢ekim noktasi denir.

(d) Eger X denge noktasi hem lokal asimptotik kararli hem de ¢ekim noktasi ise X denge
noktasi global asimptotik kararlidir denir (Kocic ve Ladas, 1993).

(1.3.12) fark denklem sisteminin X denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi;

F  doniisiimiiniin X denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

R A - A AR
aufj’) auf}) aufj‘) av,ﬁ") av,(:) avff)
1 0 0 0 0 0
: : 0 0 0 0
0 o - 0 0 0 0
Je = (1.3.13)
2 o . ® & & &
aufj’) auf}) aufj‘) av,ﬁ") av,(:) avff)
0 o - 0 1 0O 0 0
L 0 0 0 0 0 0 1 0 _(2k+2)><(2k+2)

olmak tizere,

Z . =J.Z , neN (1.3.14)
n+l F™~n 0
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seklindedir ve (1.3.14) sisteminin X denge noktasi civarindaki karakteristik polinomu

a, >0 olmak iizere,

P(1)= ao/’t”‘+2 + al/’t”‘+1 ++a,, A+a,,, (1.3.15)

seklinde yazilabilir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.3.4. (1.3.12) fark denklem sisteminin bir denge noktast1 X olsun. Eger bu

sistemin X denge noktasindaki J, Jakobiyen matrisinin tiim 6z degerleri | A |<1 agik birim

diskinin i¢inde ise X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Eger 6z degerlerden en az

biri igin | A [>1 ise X denge noktas1 kararsizdir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.3.5. (1.3.12) fark denklem sisteminin bir denge noktas1 X ve bu sistemin X

denge noktasidaki karakteristik polinomu a, > 0 olmak lizere,

P(A)=a A" +ad" ++a, A+a, (1.3.16)

seklinde olsun. P(A1) polinomunun tiim koklerinin | A|<1 agik birim diskinde olmas1 i¢in

gerek ve yeter sart

a a, a; - 0
a, a, a, 0

A, =0 a a - 0 (1.3.17)
100 0 - 0]

matrisinin biitin A, (k=1,2,...,n) minorleri (A, in alt matrislerinin determinantlar) i¢in

A, >0 olmasidir (Kocic ve Ladas, 1993).
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde; bulanik fark denklemleri ile ilgili yapilmis ¢aligmalardan bazilar1 hakkinda

bilgi verilmistir:

Deeba ve ark. (1996) yaptiklar: ¢alismada; w, g parametreleri ile x, baslangi¢ kosulu

birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,
X, =wx, +q (2.1)
bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Deeba ve Korvin (1999) yaptiklar1 calismada; a, b, m parametreleri ile C , ,C,

baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,
C.=C —abC _,+m (2.2)

bulanik fark denkleminin ¢ozlimlerini incelemislerdir. (2.2) denklemi kandaki karbondioksit

oranini belirleyen lineer olmayan bir modelin lineerlestirilmis halidir.

Papaschinopoulos ve Papadopoulos (2002a) yaptiklar1 ¢alismada; A4, B parametreleri
ile x, baslangi¢ kosulu birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,
=A+— (2.3)
bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin varhigmni, salimmliligmi, smirliligin ve
asimptotik davranigini incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve Papadopoulos (2002b) yaptiklar1 ¢alismada; A4 parametresi ile

baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere, m € {1,2,...} i¢in

¥ = Ay (2.4)

n+l

n—m

bulanik fark denkleminin pozitif ¢Oziimlerinin varhigini, smirhiligint ve asimptotik

davranisini incelenmislerdir.
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Papaschinopoulos ve Stefanidou (2003) yaptiklar: calismada; ke N, i €{0,1,...,k} i¢in
p; ler pozitif sabitler, 4 parametreleri ile x ,,x,,,,...,X, baslangic kosullar1 birer pozitif

bulanik say1 olmak {iizere,

X = 2 (2.5)

bulanik fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2005) yaptiklar1 ¢alismada; keN icin «, S

parametreleriile z .,z ,,,,...,z, baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak lizere,

Zml:max{ﬁ,i,,,,, a } (2.6)

Zn Zn—l Zn—k

ve

z, ., =max {ﬁ,i} (2.7)
Zn Zn—l

maksimumlu bulanik fark denklemlerinin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2006) yaptiklar1 ¢alismada; k,meZ™ ve
d =max{k,m} i¢in A,, A parametreleri ile x,, ie{-d,—d+1,...,0} baslangic kosullari

birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

X, = max{ 4y +i} (2.8)

X X

n—k n—m
maksimumlu bulanik fark denkleminin pozitif ¢dzliimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Zhang ve ark. (2012) yaptiklar1 ¢aliymada; A4, B parametreleri ile x ,, x, baslangic

kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

Xy = P Xy (2.9)
B+x, |

bulanik fark denkleminin pozitif c¢oziimlerinin varhigmni ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.
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Hatrr ve ark. (2014) yaptiklar1 ¢alismada; A, B parametreleri ile x ,,X, baslangic

kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

x = A+ (2.10)

X

n—1

bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin varhigmni, smirliligmi, salimimliligint ve

asimptotik davranigini incelemislerdir.

He ve ark. (2014) yaptiklar1 calismada; k,m e N ve d = max{k,m} i¢in x_,,x_,, ,...,X,
baslangic kosullar1 birer pozitif bulanik say1, (4,) periyodik bir bulanik say: dizisi olmak

lzere,

X

n—m

X, :max{i,xn_k} (2.11)

maksimumlu bulanik fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Zhang ve ark. (2014) yaptiklar1 ¢caliymada; 4, B parametreleri ile x, baslangic kosulu
birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

_A+x,

— (2.12)
B+x,

n+l

Ricatti bulanik fark denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Zhang ve ark. (2015) yaptiklar1 ¢alismada; 4 parametresi ile x ,, x |, x, baslangic

kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

X, = A+— (2.13)

n+
xn—l‘xn—Z

bulanik fark denkleminin pozitif ¢dzlimlerinin smirhiligini, siirekliligini ve global davranigini

incelemislerdir.

Khastan (2017) yaptig1 ¢calismada; w, ¢ parametreleri ile x , baslangic kosulu birer

pozitif bulanik say1 olmak {izere,
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X, =wx,  +q (2.14)

bulanik fark denkleminin ¢dziimlerinin varhgini, tekligini ve asimptotik davranigini

incelemistir.

Wang ve ark. (2017) yaptiklar1 calismada; A4, B, C, D parametreleri ile

X 4, X5, X4, X, X, baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

Xy = 2.15)
D+Bx, ;+Cx,_,

bulanik fark denkleminin ¢dziimlerinin varhgini, tekligini ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.

Khastan (2018) yaptig1 ¢aliymada; S parametresi ile x, baslangic kosulu birer pozitif

bulanik say1 olmak {iizere,
xn+1 =ﬂxn(1_xn) (216)
bulanik fark denkleminin ¢6ziimlerinin davranigini incelemistir.

Rahman ve ark. (2018) yaptiklar1 ¢alismada; A, B parametreleri ile x |, x, baslangi¢

kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

S (2.17)

X =
n+1
A+ Bx, x,

bulanik fark denkleminin ¢ziimlerinin davranigini incelemislerdir.

Sun ve ark. (2018) yaptiklar1 calismada; d = max{m,r} i¢in z ,,z ,,,,....,z, baslangig
kosullar1 birer pozitif bulanik sayi, («,) periyodik bir pozitif bulanik sayr dizisi olmak

lizere,

znzmax{ ! ,“n} (2.18)

z z

n—m n—r

maksimumlu bulanik fark denkleminin ¢ézlimlerinin periyodikligini incelemislerdir.
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Wang ve Zhang (2018) yaptiklar1 ¢alismada; A, B, C parametreleri ile x, baslangic

kosulu birer pozitif bulanik say1 olmak tizere,
x,.,=A+Bx e (2.19)
bulanik fark denkleminin ¢oziimlerinin varligini, tekligini ve kararliligmi incelemislerdir.

Khastan ve Alijani (2019) yaptiklar1 g¢aligmada; bulanik sayilar icin bdlmenin
genellestirilmesini kullanarak (2.3) denkleminin pozitif ¢dziimlerinin varligmi ve global

davranisini farkli bir agidan tekrar incelemislerdir.

Wang ve ark. (2019) yaptiklari galismada; k € Z" i¢in A parametresiile x ,,x ., ,.... X,

baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

X ,, =max i,i,...,i,xﬂ (2.20)
xn xn—l xn—(k—l)

maksimumlu bulanik fark denkleminin ¢ézlimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Han ve ark. (2020) yaptiklar1 ¢alismada; m,k € Z" i¢in C parametresi ve baslangic

kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,

X

X, = maX{C,M} 2.21)

bulanik fark denkleminin ¢dziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Sun ve ark. (2020) yaptiklar1 ¢alismada; keN, i¢cin x,,x,,,,..,x, Dbaslangig

kosullar1 birer pozitif bulanik say1 olmak iizere,
x, =F(x,_,x,,) (2.22)

bulanik fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin uygun kosullar i¢in asimptotik davranigini

incelemislerdir.
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3.x =—w2 5 - Jus  pARK DENKLEM SiSTEMI
B + yn—Zyn—lyn A +X —2xn—1x

Bu boliimde; Zhang ve arkadaglarmin 2012 yilinda yayimlanan “Dynamics of a system

of rational third-order difference equation” baslikli makalesi ele alinmastir.

Bu ¢alismada; A, B parametreleri ve x ,, y , (i=0,1,2) baslangi¢ kosullar: pozitif reel

sayilar olmak tizere,

xn—2 yn72
ST EE Y S 3.1
B + yn—Zyn—lyn yn 1 A + xn—2xn—1xn ’ ( )

n+l
fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin davranisi incelenmistir.

Teorem 3.1. Her k>0 i¢in (3.1) sisteminin (x,,y, ) pozitif c¢oziimleri asagidaki

esitsizlikleri saglar:

(@) 0<x <{—L n=3k+2,
B

> N =3k +3,
j’ﬁl , n=3k+1,
Y _
(b) 0<y < ek n=3k+2,
Ay,gl, n=3k+3

Ispat. Teoremin iddiasmin k=0 icin dogru oldugu aciktir. Ispati tiimevarim ile
tamamlamak amaciyla verilen esitsizliklerin k=m i¢in dogru oldugunu kabul edip,

k =m+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim:



x3(m+1)*2 — x3m+l < l x—2

x3(m+l)+l - B B - E Bm+1 H n= 3(m + l) + 17
Xymeniia  Xyn 1 X
X, =9 Xmanysn & 2 = ;; < E B n=3(m+1)+2,
X X I x
x3(m+l)+3 - 3(’71;)” - = 3;+4 = E Bn?+l » = 3(m + l) + 3
ve
Y - 1
y3(m+1)+1 = 3(’721) == yi’;“ = Z j};;il 4 n= 3(m + 1) + 17
y3(m+1)+1—2 y3 2 l y,l
Vi = Vameys2 < = < — n=3m+1)+2,

A A _AAm+1’

Vasminiz2 _ Vamy I vy B
Viminys = y, = 3A4 SZA"’O“’ n=3(m+1)+3

tiir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug¢ 3.1. Eger 4>1, B>1 ise (3.1) sisteminin (x,,y,) ¢oziimii (0,0) denge noktasmna

yakinsar.

Teorem 3.2. Eger 4>1, B>1 ise (0,0) denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

Ispat. (3.1) sisteminin (0,0) denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistemi

00 L 00 o0

X, B
X 1 0 0 0
01 0 0
¢n:x”’zveD= )
Vn 000 00 —
ynfl A
v 00 0 0 0
00 0 0 0

olmak tizere,

¢n+1 = D¢n

seklinde olup, (3.2) sisteminin karakteristik denklemi

(3.2)



23
s 1Y 1)
f(/l)z(/l +ZJ(/1 +BJ_0 (3.3)

seklindedir. Bu denklemin biitiin kokleri mutlak degerce 1 den kiiciik oldugundan (0,0)

denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

Teorem 3.3. Eger 4<1, B <1 ise (3.1) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) (0,0) denge noktas1 kararsizdir.
(b) (x,7)= (\/3 1-A4,3/1- B) pozitif denge noktas1 kararsizdir.

Ispat. (a) (3.3) ten karakteristik denklemin biitiin koklerinin mutlak degerce 1 den biiyiik
oldugu agiktir. Dolayisiyla, (0,0) denge noktasi lokal kararsizdir.

(b) (3.1) sisteminin (;?,)7):(\3/1—/1,\/3 l—B) denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis

sistemi o = —3 (I—A)(I—B)z, ,B:—%/(I—A)2 (1-B) igin

0 O l a a o
X, B
X, 1 0 O 0
0 1 O 0
P, = M2 | ve G = )
% B OO -
ynfl
v, O 0 01 0 O
O 0 0 01 O
olmak tizere,
?,. =Go, (3.4

seklinde olup (3.4) sisteminin karakteristik denklemi

6 4 l_l 3 2 _ _ L
P(A)=1"—-apfA (20:,8+A B}l 3afA -2apA a,B+AB (3.5

seklindedir. (3.5) ten



0 —(20{,8 + L —lj —2af
A
1 —-af 3o
0 0 - (20@6 =
A =

0 0 -af

0 0 0

0 0 0
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0 0

0 0

0 0

—aoff + L 0

AB

j —2af 0
=3af —af + 1
AB

elde edilir. k£=1,2,...,6 olmak ilizere, her k£ icin A, >0 olmadig1 agiktir. Bu nedenle,

(x,7)= (\/3 1-A4,1- B) pozitif denge noktasi lokal kararsizdir.

Teorem 3.4. Eger (3.1) sistemi igin A<1, B<1 ise i=-2,-1,0 igin asagidaki ifadeler

dogrudur:

(a) (xi,yi)E(O,Q/I—A)x(%/l—B,oo) ise (xn,yn)e(O,Q/I—A)X(Q/I—B,oo),
(b) (xi,yi)e(m,oo)x(o,M) ise (xn,yn)e(m,oo)x(o,ﬂ).

Ispat. (a) i=-2,-1,0 icin (x,,y,)€ (0,\/3 I—A)x(%ll—B,oo) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda, (3.1) sisteminden

X, X

X, = < — =X
B+y,y.,y, B+y

veE

Y= 2o > z :J_/

- =3
A+x,x x, A+Xx

elde edilir. Benzer sekilde, iterasyonla
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(xn,yn)e(O,Q/I—A)X(Q/I—B,oo) (3.6)

elde edilir. (3.6) nin n=k >1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. (3.1) den

X, , X _
X, = < — =X
B+y, vy Bty
veE
Vi y -
Vi = = > —= =)

A+x, ,x,_,x, A+X

elde edilir. Bu durumda, (3.6) dogru olur. Boylece (a) nin ispat1 tamamlanir. Benzer sekilde,

(b) de ispatlanabilir.

Sonu¢ 3.2. A<1, B<1 ve (3.1) sisteminin pozitif ¢6ziimii (x,,y,) olsun. Bu durumda,

asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) Eger x_,,x_,x,<J1-4 ve y,,y_,y, >~J1—B ise limx, =0 ve limy, = oo dur.

n—»0 n—»0

(b) Eger x_,,x_,,x,>I1—4 ve y_,,y,,¥,<J1-B ise limx, = ve limy, =0 di.

n—»0 n
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4.z = TS B BULANIK FARK DENKLEMIi
C+z .z .z

n-2%n-1%n

Bu béliimde; C parametresi ile baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say ve (z, ) bir

pozitif bulanik say1 dizisi olmak iizere,

2 peN, (4.1)

+1:—
g C+z .,z .z

n-2%n-1%n
bulanik fark denklemi tanimlanmis ve bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin varligi, smirlilig

ve asimptotik davranisi incelenmistir.

Teorem 4.1. C parametresi ve z ,, z , z, baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar ise

(4.1) denkleminin bir tek pozitif ( z,) ¢ozlimii vardir.

Ispat. z ,, z |, z, baslangi¢ kosullar1 igin (4.1) denklemini saglayan bir (z,) bulanik say1

dizisinin var oldugunu kabul edelim. Her « € (0,1] i¢in

(2,1, =[L, . R, 1, n=-2,—1,... (4.2)
ve
[C], =IC,,.C, ] (4.3)

olsun. Bu durumda, (4.1)-(4.3) ve Lemma 1.2.1 den

[Z,H] ]a — |: Zn—2 :| [anz ]a

C+z,,2,.2, | [Cl, +[z.,102 1021

[Ln—Z,a > Rn72,a ]

[Cl,a b Cr,a ] + [Ln72,a b Rn72,a ][Lnfl,a b Rnfl,a ] [Ln,a b Rn,a ]
_ Ln72,a Rn72,a
- Cr,a + Rn72,aRn71,aRn,a ’ Cl,a + Ln72,aLn71,aLn,a

olup, ne N, ve a €(0,1] i¢in
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Ln+1 a = e ’ Rn+1 a = rm (44)
’ C,+R R, R, “C +L

La n-2,a" "n-l,a “'n,a

elde edilir. j=-2,-1,0 olmak tizere, (L, ,,R,,) baslangic kosullar1 ve a €(0,1] i¢in (4.4)

sisteminin bir tek (L, ,,R, ,) ¢0zimiinin var oldugu agiktir.

n,a’

(4.4) sisteminin ¢6zimi (L, ,,R, ) olmak tzere, [L, ,,R, ] nn z_,, z_, z, baslangi¢

n,a’

kosullar1 igin (4.1) denkleminin (z,) ¢oziimiinii belirledigini, yani n=-2,—1,... i¢in
[Zn ]a = [Ln,a’Rn,a] (45)

oldugunu ispat edelim.

C parametresi ve z ,, z |, z, baslangic kosullar1 pozitif bulanik sayilar oldugundan

a,,a, €(0,1], o, <, iken

0<c, <¢C, <C,, <C,,,
0<L,,<L,,<R,, <R
0<L,,<L,, <R,, <R
0<L,, <L,, <R,, <R

e (4.6)

-l
0,0
esitsizlikleri saglanir. n € N i¢in

L, <L, <R, <R, (4.7)

oldugunu tiimevarim ile ispat edelim. (4.6) dan n=-2,-1,0 i¢in (4.7) nin dogru oldugu
aciktir. Bu durumda; (4.7) nin k € N, ve n<k i¢in dogru oldugunu kabul edip, n = k + 1

icin dogru oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (4.4), (4.6) ve (4.7) den

L L

_ k2,04 k2,0, _
b S e R R R G tRL R R e
r,o k=200 k=100 " ko r,ay k=2,00 " k=10, " Vk,xy
L _ Lk72,az < Rk72,az _R
e e 4R L R R, C, AL, Lo L,
r,on k=2,00 " k=10, " Y,y La, k2,0, k-1, "k 0y

Ve
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R R

Ryiig, = - < - =R\,
s >4
Cl,az + Lk L Lk,az C + Lk72,oc1 kal,oc1 L

k1,0, Loy k.o

2,0,

olup, L <L <R <R elde edilir. Dolayisiyla, (4.7) saglanir. (4.4) ten

k+l,ay — “ktla, — Tk+la, T TTk+le

a €(0,1] i¢cin

L

2,0

R
Lla = b Rla = = (48)
, Cr,a + R72,aR71,aR0,a , Cl,a + L72,aL71,aL0,a

elde edilir. C parametresi ve z,, z , z, baslangic kosullar1 pozitif bulanik sayilar

oldugundan ¢, ., C ., L,,.R,,.L R, L, ve Ry, sol sireklidir. Dolaysiyla,

lLa? ra’ “-2,a° -2,

(4.8) den L, ve R, nmn da sol siirekli oldugu goriiliir. Benzer sekilde, iterasyonla ne N,

igin L, , ve R, ninsol sirekli oldugu gosterilebilir.

Simdi, Ua ol Lna>Ral kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim. Bunun igin
Uae(o Lo R, 1 nn smirli oldugunu gostermek yeterli olacaktir. n=1 oldugunu kabul

edelim. C parametresi ve z ,, z |, z, baslangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar oldugundan

CroCrolcM N ],
2.l CIM 5, N, ],
lc[M_,N_],

LO,a’ROQ]C[MO’NO]

a

R
2 (4.9)
-l,a? R—l

[ ,
[
[
[ ,
olacak sekilde M., M ,,M ,, M,,N., N,, N, N, >0 sabitleri mevcuttur. (4.8) ve (4.9)

dan kolaylikla « € (0,1] i¢in

M N
[Lla’Rla] - = s = (410)
’ ’ N.+N ,N /N, M.+M ,M M,

elde edilir. Buradan, « € (0,1] i¢in

M N
UscontbrasRiale N . (1D
S N +N,N_ N, M.+M M M,
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oldugu agiktir. (4.11) den [ | R,,] nn kompakt ve (J = [L,.R ,]c(0,)

ae(O,l][LLa > €(0,1]

oldugu goriiliir. Benzer sekilde, tiimevarimla 7 € N i¢in

UQE(OJ][LHEQ,R”!Q] kompakt ve Uae(ogl][Ln!a,Rn!a]c (0,0) (4.12)

oldugu ispat edilebilir. (4.7), (4.12) ve L, ,, R , sol sirekli oldugundan [L, ,,R, ] (4.5) te

tanimlanan (z,) pozitif bulanik say1 dizisini belirler.

Simdi; z ,, z |, z, baslangi¢ kosullar1 i¢cin (z,) dizisinin (4.1) denkleminin ¢oziimii

oldugunu gosterelim. Her « € (0,1] i¢in

[Zn+1 ]a = [Lﬂ+1,a > Rn+1,a :'

n-2,a R
C,+R_,,R R C,+L , L L

r,a n-2,a" 'n-l,a” ‘n,a n-2,a "n-lL,a “na

n-2,a

_ | Zn—2
1 C+z,,2,.,2, .,
oldugundan (z,) dizisi (4.1) denkleminin ¢oziimidiir. z ,, z |, z, baslangi¢ kosullar1 i¢in

(4.1) denkleminin (z,) den farkli bir (En) ¢Oziimiiniin var oldugunu kabul edelim. « €(0,1]

ve ne N, i¢in
(201, =[L,,.R,.] (4.13)

oldugu gosterilebilir. (4.5) ve (4.13) ten n=-2,-1,0,... ve a €(0,1] i¢in [z,], = [En]a oldugu

dolayisiyla, (z,) =(z.) oldugu agiktir. Bylece ispat tamamlanr.

Teorem 4.2. Eger her a €(0,1] i¢in C,, >1 ise (4.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri

sinirl ve direnclidir.

Ispat. [C]a = [Cl,a, r,a] c Uae(o 1][CI,O[,Cr,O[] c [A,B] igin (3.1) sistemini ele alahm. 4,, B,
nin verildigi x,=4,, y, =B, baslangic kosullar1 i¢in (3.1) sisteminin ¢ozimi (x,,y,)

olsun.
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[L,,.R, 1< UQE(OJ][LM,RM]C [4,,B,], j=-2,-10 (4.14)

olmak tizere,

X = X = A_2 < L—Z,a = Ll,a (4.15)
B+y,y.,y, B+B,B B Cr,a + R—Z,aR—l,aRO,a
A\
B R,,
pE=— 2> 2 (4.16)

= = > =R
A+xxxy, A+A,4.4, C,+L,, L, L, o

gergeklenir. Benzer sekilde, iterasyonla neN, ig¢in x, <L , ve R , <y, oldugu
gosterilebilir. Her a €(0,1] igin C,, >1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 4>1 ve
B >1 olur. Teorem 3.1 den (3.1) sisteminin (x,,y,) ¢oziimil dolayistyla (4.1) denkleminin

(z,) ¢Oziimii smirl ve direnglidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3. Eger C _ <1 olacak sekilde bir & €(0,1] varsa (4.1) denklemi simnirsiz

cozlimlere sahiptir.

Ispat. C,, <1 olacak sekilde bir & € (0,1] nin var oldugunu kabul edelim. Eger n=-2,-1,...

igin C,, =4,C,, =B, L,,=x,, R .=y, ise(4.4) sistemine Sonug 3.2 (a) uygulanabilir.
Eger j=0,12 i¢in (x_,, y_,) baslangi¢ kosullart A<B=C, , <l, x,,x ,x,< -4

Ve V.,,V.1,¥, > V1— B esitsizliklerini saglarsa, (4.4) sisteminin « = & i¢gin

limx, =0 ve limy, = (4.17)

n— 0 n—> 0

olacak sekilde (x,,y,) ¢Oziimii vardir. Dahasi, j=0,L2 igin x_,, y_, baslangi¢ kosullar1

x_; < y_, esitsizligini saglarsa, j=-2,-10 igin
[2,], =[L, . R, 1, @< (0,1] (4.18)

veE
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[Zj]a:[Lj,&aRj,&]:[xjayj] (4.19)

olacak sekilde z ,, z

> 2, pozitif bulanik sayilar1 bulunabilir. z,, z

—1°

z, baslangic

kosullar1 ve « €(0,1] i¢in [z,], =[L,,.R,,] olmak iizere, (z,) in (4.1) denkleminin

n,a”’

¢Oziimii oldugunu kabul edelim. (4.18), (4.19) saglamiyorsa ve (L, ,,R, ) (4.4) sisteminin

n,a?

¢Ozliimii ise
[z,1. =L,z R, ;1=[x,.»,] (4.20)

elde edilir. Bu durumda; (4.17), (4.20) den ve her « € (0,1] i¢in

R

n,o

z

n

}Zmax{

=R, (4.21)

n,a

= sup max{
ae(0,1]

Ln,a Ln,ﬁ Rnﬁ

M M

oldugundan (z,) in sinirsiz oldugu agiktir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4. Eger her a €(0,1] igin C,, >1 ise (4.1) denkleminin biitiin (z,) pozitif

cozlimleri sifira yakinsar.

Ispat. (z,) dizisi (4.1) denkleminin (4.2) ile (4.3) ii saglayan bir pozitif ¢dziimii olsun. Her
ae(0,1] i¢gin C,, >1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (4.4) sistemine Sonug 3.1

uygulanabilir ve

limZ,, =lmR, A =0 (4.22)

a
n— 0 n—> 0

elde edilir. Dolayisiyla, (4.22) den

lim D(z,,0) = lim [asel(l(g]{max {L,.-OL.[R, .- 0\}}} =0 (4.23)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Bu kisimda, elde edilen teorik sonucglari desteklemek icin C parametresinin farkl

degerleri dikkate alinarak bazi niimerik 6rnekler verilmistir.

Orneklerde kullanilacak olan baslangic sartlar1 asagida verilmistir:

) (5x—0.50)/2, 0.10<x<0.50
z X)=
2 (4.50-5x)/2, 0.50<x<0.90

) 20x—-10, 0.50< x<0.55
zZ X)=
- 12-20x, 0.55<x<0.60

20x—-4, 0.20<x<0.25
Zo(x) =
6—-20x, 0.25<x<0.30

(4.24) ten her a €(0,1] igin

[z,], = >

[ 20+0.50 4.50—205}
5 5

b

20 20

[a+10 12—«
[Z—l]a: :l

(2] _[a+4 6—a
0% 20~ 20

elde edilir.

(4.24)

(4.25)



Ornek 4.1.1. (4.24) te verilen baslangig sartlar1 ve

_ [4x-1, 025<x<0.50,
|3-4x, 0.50<x<0.75,

a+l 3—«a
[C]a—[T,T},

ano,l][C 1, =[0.25,0.75]

parametresi i¢in (4.1) denklemi sinirsiz ¢dziimlere sahiptir.
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(4.26)

(4.27)

(4.28)

— — Lini Riri — — Linj Riri
9. x10'% »
- 16 % 10
g x10°
e 14 % 10"
T.x 1077
14]
12x10
18]
i O, W =
= : S 1 xq0M
o 5 x 108 g B
= Qs T
o 4x 10 g
13
3.x 10" g xH9”
2% 1045 4.x 101
1% 10 2. x 105
0 T T T T T T T T u J i T T T T T T T T T J
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
" s
Sekil 4.1.1. o =0.1 Sekil 4.1.2. ¢ =0.5
— — Lim Ririy
25 % 101
2. x 10101
2 15x 10"
o
6\!
2
=
=1 101
5. % 10%
0

10 20 30 40 30 60 70 80 90 100
b4

Sekil 4.1.3. ¢ =0.9



Ornek 4.1.2. (4.24) te verilen baslangi¢ kosullar1 ve
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{x—l, 1<x<2
C= (4.29)
3—x,2<x<3
[C], =[a+13-«] (4.30)
Uae(O,l][C]a’ :[1’3] (431)

parametresi i¢in (4.1) denkleminin ¢éziimleri sifira yakinsar.

—— Ll R

1[?\\. . . ' : T ' T .
10 20 3I0 40 50 60 70 %8G 90 100 0 002 004 006 {1.08 010 012 014 0.16
7 nid

Sekil4.14. o =0.1 Sekil 4.1.5. ¢ =0.1

—— Ll R

041

0.3

Loy Ruost

0.1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 o 0.05 2-1” 0.15 020
n 0.3

Sekil 4.1.6. ¢ =0.5 Sekil 4.1.7. = 0.5



—— L

Rt

4204
R.".',D.P 913

0107

0.051
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" 0

o 20 30 40 50

Sekil 4.1.8. ¢ =0.9

60 70 80 90 100 o

005 010 0.15 020 025

ln. a9

Sekil 4.1.9. ¢ =0.9
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada; literatiirde var olan bulanik fark denklemlerinin 1s18inda C parametresi

ve baglangi¢ kosullar1 pozitif bulanik sayilar olmak iizere,

z, _
=——1"2 __ pe N,
C+z, ,z ,z,

n+l

bulanik fark denklemi tanimlanmis, bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin varlhigi, smirhihig: ve

asimptotik davranigi incelenmistir.

Yapilacak yeni ¢alismalarda, bu calismada incelenen denklemdeki parametre sayisi
veya mertebe artirilarak daha genel denklemler tanimlanabilir. Tanimlanan yeni

denklemlerin ¢oziimlerinin varlig1 ve davranis1 incelenebilir.
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