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CEBIRSEL YAPILARIN BAZI FARKLI GRAFLARI UZERINDE
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Jiiri
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Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Dog¢. Dr. Sedat PAK

Graf teori uygulama veya teorik alanindaki problemlerin bir ¢ogunun incelenmesinde ve
¢Oziimiinde iyi bir model olmustur.

Tez toplam dort ana boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim giris bolimii olup bu boliimde konunun literatiir 6zeti yapilmistir. Ayrica bu bdliimde
calismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanitilmis ve drnekler verilmistir.
Ikinci béliimde graflarin Zagreb indeksleri tanitilmis ve elde edilen bazi teorem ve sonuglar verilmistir.

Dahas1 bu boliimde bagka bir referans tarafindan yeni tanitilmis Co-Double graflarin Zagreb indeksleri

hakkinda bilgiler verilmistir.

Ugiincii bliim ise bu tezin ana temast olan Co-double graflarin Tensér ¢arpimlari tanimlanarak bu yeni

graflarin Zagreb indekslerine ayrilmistir.
Son boliimde, tiim tezde elde edilen sonuglar, dneriler esliginde tartisilmastir.

Anahtar Kelimeler: Co-Double Graf, Graf, Tensdr ¢arpim, Zagreb indeksi
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MS THESIS

STUDIES ON SOME DIFFERENT GRAPHS OF ALGEBRAIC STRUCTURE
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The graph theory has become a good model for investigating and solving of many problems
given in the meaning of theoretically and applicational.
This thesis contains four main sections.
First chapter is introduction, and a brief summary of related literature is given in this chapter. Moreover,
some basic concepts which will be used in the forthcoming chapters are
introduced and some examples are given in this chapter.
In the second chapter, Zagreb indices of graph are introduced and some results and theorems for Zagreb
indices are given. Furthermore we give information about the Zagreb indices which described very recently
in another reference.
Zagreb indices of tensor products of Co-double graphs that are actually main goals of this thesis are given
in third sections.
The final section discusses the whole results of the thesis with some suggestions.
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1. GIRIS

1736 yilinda, L. Euler tarafindan yazilan Kdnigsberg’in Yedi Kopriisii isimli
makale graf teori kavrammin literatiire girmesini saglayan ilk makaledir.(Biggs ve
ark.1986). Kisaca problem soyledir; dort anakara ve bu anakaralar1 birbirine baglayan
yedi kopriiden olusan Konigsberg sehrini, herhangi bir anakaradan baslayarak her bir
kopriiden tam olarak bir defa gegmek suretiyle dolasacak bir yol bulmadir. Euler bu
problemi ¢ozerken aslinda somut bir olayr modelleyip soyut bir sekle doniistiirerek graf

kuraminin temellerini atmustir.

™

(3
R . D’
2

Sekil 1.1 Konigsberg’in Yedi Kopriisii

Euler bu problemin ¢ézlimiiniin olmadigin1 asagidaki ¢izelge araciliiyla gostermistir.



Sekil 1.2 Konigsberg Cizgesi

Euler bu ¢izelge yardimiyla su sonuca varmisti. Dort anakara pargasi toplam tek sayida
kopriiyle baglantiliydi. Bunlardan ikisinin yolun baslangi¢ ve bitis noktalar1 oldugu
varsayilirsa digerleri ¢ift sayida kopriiyle baglantili olmalrydi.

Bu sayede graf teorisinin ¢ikis ve gelismesi alisilmisin disinda oldugu
sOylenebilir. Graflar elektrik miithendisligi, kimya, kimya miihendisligi ve ekonomi gibi
birbirinden bagimsiz bir ¢cok alanda karsimiza ¢ikmistir. Yakin ge¢miste ve gliniimiizde
bu teori, modern cebirin i¢inde yer alan problemlerin ¢6ziimii i¢in 6nemli bir yer isgal
etmektedir.

Graf teori ¢Oziimili aranan bir problemi gorsele dokerek temsil edebilmeye,
diizenlemeye ve ¢cozmeye yardime1 olur. Bunun i¢in 6ncelikle elimizdeki problemin, graf
yapisina doniistiiriildiikten sonra, problemde istenilen amaglari yerine getirecek en hizli
yolu bulmak i¢in sistematik yontemler aranir. Bu durumda, graf teori pek ¢ok degisik
uygulama alanlarina sahip olmasi agisindan oldukga elverisli bir yontem olarak karsimiza
cikmaktadir. Bu uygulama alanlarindan bazilart su sekildedir. Ulasim aglarinin
optimizasyonunda ayni1 zamanda elektrik sebekeleri kavraminda ve haberlesme aglarinda
kullanilmaktadir. Ayrica istatistiksel mekanikte, kimyasal formiillerde ve bilgisayar
kuraminda olmasinin yaninda toplumsal bilimlerde, cografyada ve mimarlik gibi pek ¢ok
alan graf teorinin kullanim alanlarindandir. Cizge kurami olarak da bilinen graf teorinin
gelismesinin en 6nemli nedeni de bahsetmis oldugumuz gibi pek ¢ok bilim dallarina
uygulanabilir olmasidir. Karmagik problemlerin ¢ogu, graf teori problemlerine
dontistiirilerek ¢oziilebilmektedir. Bunun diginda, matematigin diger bilim dallartyla
ortak alana sahip olmasi da graf teorinin 6nemini arttirmaktadir.

Bu sebeple teorik ve uygulamali matematik alanlarinda 6nemli bir yer tutan Graf Teori
belirli noktalar egliginde bu noktalar1 belirli 6zelliklerle birlestirmeye ¢alisan bir alandir.

Bu 6zellikleri ortaya ¢ikarmasindan kaynakli olarak bir¢ok graf ¢esidi bulunmaktadir.



Bu ¢alismanin amact elde edilen yeni bir graf tiiriintin belirli bir graf operasyonu
(Tensor Carpim) tizerinde Zagreb indekslerini incelemektir.

Tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris boliimii ve 6n bilgilerden
olusup bu tez boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve 6zellikler verilmistir.
Ikinci boliimde graflarin Zagreb indekslerine giris yapilmus, elde edilecek tiim indeksler
tanitilmis, bazi temel 6zelliklerden bahsedilerek Zagreb indeksleri i¢in Literatiir taramasi
verilmistir. Ugiincii béliimde yeni elde edilmis olan Co-double graf tanitilarak bu graf
icin elde edilmis olan Zagreb indeksleri verilmistir. Calismanin temelini olusturan tiglincii
boliimde Co-double grafin Tensér ¢arpimi elde edilerek bu yeni graf {izerinde bazi
indeksler elde edilerek ¢aligma sona erdirilmistir.

Tez boyunca verdigimiz biitiin temel tanimlar Gross ve Yellen (Gross ve Yellen,
2004) ve Harris ve arkadaslar1 (Harris ve ark., 2008) nin kitaplarinda bulunabilir.

Ayrica graflar ile ilgili yapilmis 6nemli ¢alismalardan bazilari ise (Akgiines ve

ark., 2013), (Akgiines, 2013), (Cevik ve ark., 2013), (Cevik ve ark., 2014), (Cevik ve
ark., 2016) ve (Cevik ve ark., 2020) seklindedir.



1.1. On Bilgiler

Tamm 1.1 Bir G grafi i¢in kdse noktalarinin kiimesi V(G) ile kenarlarmin kiimesi ise

E(G) ile gosterilsin. G = (V, E) kiimesine graf denir.

Tamm 1.2 G grafinda bir koseyi kendisiyle birlestiren kenara i/mek denir.

Tanim 1.3 Ayn1 kose ciftini birlestiren iki veya daha fazla kenara ¢oklu kenar denir.

Tanim 1.4 Bir graf ¢oklu kenar ve ilmek igermiyor ise basit graf denir. Aksi durumda ise

¢oklu graf denir.

Tanim 1.5 Graf yapisindaki her bir kdseden diger kdselere bir kenar varsa o graf baglidir

denir.

Tamm 1.6 Bir G grafinin kose kiimesi olan V' den alinan iki kdse v; ve v; olsun. Alinan

bu koseler arasinda bir kenar varsa bu koselere komsudur denir.
Tanim 1.7 K6se kiimesi ve kenar kiimesi sonlu olan bir graf sonlu graf olarak adlandirilir.
Tanmim 1.8 Sonlu bir grafta V(G) = {v4, vy, ..., v, } kOse kiimesi olmak tizere |V (G)| = n
sayisina grafin mertebesi, E(G) = {e;, e,, ..., &, } kenar kiimesi olmak tizere |E(G)| = m
sayisina grafin boyutu denir.

Simdi bu 6zellikleri bir 6rnek tlizerinde inceleyelim.
Ornek 1.9 V(G) = {v,,v,,v3,v,,vs} kose noktalarmin kiimesi ve E(G) =

{e1, €5, €3, €4, €5, €6, €7, €g} kenarlarin kiimesi olmak tizere asagida verilmis olan yapi bir

graftir.



¢oklu kenar

Sekil 1.1 Coklu graf 6rnegi

V3

€4 &2

Va -OVy

Sekil 1.2 Basit graf 6rnegi

Ornek 1.10 V(G) ={u,v,w,x,y,z} kose noktalarmin kiimesi ve E(G) =

{e1, €5, €3, €4, €5, €6, €7, €g, €9} Olan G grafi asagidaki sekilde verilsin.

v e w
(S ©3
X
u
Cs
€7 .
z Cs y
Sekil 1.3 G grafi

Sekil 1.3°de verilen G grafi i¢in | V(G)| = 6, |[E(G)| = 9 seklindedir.

Tanim 1.11 Kose kiimesinden alinan bir v, noktasina komsu olan kdse noktalarinin
sayisina grafin derecesi denir. Grafin derecesini deg (v,,) ile gosterilir. Bir G grafindaki
kose noktasinin derecesinin 0 oldugu koseye izole kése ve kdse noktasinin derecesinin 1

oldugu koseye de ug nokta denir.

Ornek 1.12 Sekil 1.3°de verilen G grafina gore deg(u) = 2, deg(w) = 3 “tiir.



Tamm 1.13 G grafinin maksimum derecesi ve minimum derecesi sirasiyla
A(G) = max{d;(v)|v € G}

ve
6(G) = min{d;(v)|v € G}

seklinde tanimlanir.

Ornek 1.14 Sekil 1.3°de verilen G grafina gore A(G) = 4 ve §(G) = 2'dir.

Graflardaki bir diger 6nemli kavramlar graflardaki yol ve yiiriime kavramlaridir.

Simdi onlarin tanimlarindan kisaca bahsedelim.

Tamim 1.15 Kose kiimesi V(G) = {a, b, c, ..., z} olan bir G grafi i¢in her biri birbiriyle

sirastyla baglanan koseler dizisine yiiriime denir.

G grafindaki ab,bc,..., yz formundaki yiirimenin uzunlugu, k£ tane kenarmn bir
araya gelmesinden olustugu icin bu ylriimenin uzunlugu k’dir. Bu sekildeki yiiriime

abc...yz seklinde gosterilir ve a ile z arasinda bir yiiriime olarak adlandirilir.

Tamim 1.16 Baslangig ve bitis koseleri ayni olan yiirlimeye kapali yiiriime denir.

Tamm 1.17 Bir yiirtimede koselerin higbiri tekrar etmiyor ise bu yiirlimeye yo/ ad1 verilir.

Tamm 1.18 G grafi iizerinde alinan farkl iki ksenin arasinda bir yol var ise bu iki nokta

baglantilidir denir.

Tammm 1.19 G grafi lizerinde yiirlinen tlim kenarlar farkli ise bu yiiriimeye gezi

denilmektedir.

Tek bir kose kendi bagina bir yol teskil eder. O halde her yol bir gezi olurken her

gezi bir yol olmaz.

Tanim 1.20 Baslangi¢ ve bitis noktalar1 haricinde tiim kdseleri ve tiim kenarlar1 farkli

olan kapali yiiriimeye devir denir



Ornek 1.21 Asagidaki G grafi igin,

d o

e abebc, 4 uzunlugunda bir ylrimedir fakat bir gezi degildir.
e abedbc bir gezi ancak bir yol degildir.
e abed bir yol olup, bdeb bir devirdir diyebiliriz.

1.2. Graf Cesitleri

Tezin bu kisminda graf ¢esitleri tanimlanarak her bir graf ¢esidi i¢in 6rnekler

verilecektir.

Tamm 1.2.1 Kenar1 bulunmayan graflara sifir graf denir ve n koseli bir sifir graf N, ile

gosterilir.

X

®
‘@0 W

Sekil 1.2.1 N; sifir grafi

Tanim 1.2.2 Her kdse ¢iftinin tam bir kenarla birlestirildigi graflara tam graf adi verilir.

n koseli tam graf K, notasyonu ile gosterilir.

Sekil 1.2.2 K, tam grafi



Tanim 1.2.3 Sadece bir devirden olusan grafa devir grafi adi verilir.n koseli bir devir

grafi C,, notasyonu ile gosterilir.

Sekil 1.2.3 Cy devir grafi

Tamm 1.2.4 Bir tek patikadan olusan graflara yo/ grafi denir. n kdseli bir yol grafi P,

ile gosterilir. B,’in n — 1 kenar1 vardir ve C,,’den bir tek kenar ¢ikarilarak elde edilir.

@ @ @ @ @

Sekil 1.2.4 P; devir grafi

Tamm 1.2.5 Kose kiimesi 4 ve B gibi iki pargaya ayrilabilen ve her bir kenar1 4’daki bir
koseyi B’deki bir koseye birlestiren graflara iki par¢ali graf denir. Eger iki pargali grafta
A’nin her bir kdsesi B’nin her bir kdsesiyle birlestirilmis ise grafa iki parcali tam graf

denir.
A, r koseye ve B, s koseye sahip ise bu graf K,. ¢ notasyonu ile gosterilir.

Sekil 1.2.5 K, 5 iki par¢ali tam graf

Tanm 1.2.6 K, ¢ seklindeki bir grafa yildiz (star) graf ad1 verilir. n koseli bir y1ldiz graf

S, notasyonu ile gosterilir.



Sekil 1.2.6 S5 iki yildiz graf

Tanim 1.2.7 Hig bir devir bulundurmayan baglantili graflara aga¢ denir. n koseli bir agag

T,, notasyonu ile gosterilir.

Sekil 1.2.7 T;; agag graf

Tamim 1.2.8 Bir G grafi igin kose kiimesi V(G) = {vy, vy, ..., v, } aym kose sayisi1 kadar
etiketlendirilmis bir kopyasi alinsin. Her i i¢in v; kosesi hangi koseler ile komsu ise
kopyasinda komsularina baglanarak olusturulan grafa double graf denir. D(G) ile

gosterilir.

Sekil 1.2.8 D(P,) double grafi
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2. GRAFLARIN ZAGREB iNDEKSLERI

Bu boliimde ilk olarak Zagreb indeksleri ile ilgili tanim ve bazi temel teoremler
verilecektir. Ayrica bazi graflarin elde edilen Zagreb indekslerinden bahsedilecektir. Bu
boliimle ilgili daha detayli kaynaklar (Togan, 2014, Yurttas, 2014) seklinde verilebilir.
Bu tez boyunca, ¢ok katli kenar ve dongiileri olmayan, sonlu, basit graflar goz oniine

aliacaktir. G, kenar kiimesi £(G) ve kose kiimesi V(G) olan bir grafi temsil etsin.

2.1. Birinci ve ikinci Zagreb Indeksleri

1972 yilinda, Gutman ve Trinajstic molekiiler yapida toplam m-elektron
enerjisinin baglhligin1 incelerken toplam m-elektron enerjisi i¢in iki terim ortaya
atmuslardir. Bu terimler Yysserer(dy)® Ve Ykenariar dydy seklindedir. Burada verilen
d,, molekiiler grafin u kosesinin derecesidir. (Gutman ve Trinajsti¢, 1972) Yazarlar bu
iki terimden elde edilen sayilarin molekiiler yapiyr yansittigini dile getirmislerdir.
Bunun iizerine 1975 yilinda Gutman ve ark., 1983 yilinda Balaban ve ark., ayrintili bir

calisma yapmuslardir. Ilk olarak bu indekslerin tanimlarini verelim.

Tamm 2.1.1 Birinci Zagreb indeksi, grafin koselerinin derecelerinin karelerinin

toplamidir. Yani, notasyon olarak M;(G) ile gosterilen birinci Zagreb indeksi

M6 =) [de ]’

uev(e)
seklindedir. (Gutman ve Trinajsti¢, 1972)

Tamm 2.1.2 [kinci Zagreb indeksi, her bir kenari olusturan koselerin derecelerinin

carpimlarinin toplamidir. Yani, notasyon olarak M,(G) ile gosterilen ikinci Zagreb

indeksi

M@ = ) dg).de(v)
uveE(G)

seklindedir. (Gutman ve Trinajsti¢, 1972)
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2.2. Birinci ve ikinci Carpimsal Zagreb Indeksleri

Bu kisimda, literatiirde birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri olarak bilinen
indeksler iizerinde durulacaktir. 2011 yilinda Gutman tarafindan adlandirilan asagidaki

tanimlar1 verelim.

Tanmm 2.2.1 Birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi, grafin koselerinin derecelerinin
karelerinin ¢carpimidir. Yani, notasyon olarak m; ile gosterilen birinci ¢carpimsal Zagreb

indeksi

my =m(G) = 1_[ de(v)?

veV(G)

seklindedir. (Todeschini ve Consonni, 2010)

Tamm 2.2.2 Jkinci carpimsal Zagreb indeksi, her bir kenar1 olusturan koselerin
derecelerinin ¢arpimlarmin ¢arpimidir. Yani, notasyon olarak m, ile gosterilen ikinci

carpimsal Zagreb indeksi

m=m@= || dw.dsw)

uvev(G)
seklindedir. (Todeschini ve Consonni, 2010)
2.3. Birinci ve ikinci Zagreb Esindeksleri

Tezin bu kisminda literatiirde yer alan birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri

tanitilacaktir.

Tammm 2.3.1 G grafinin birinci Zagreb esindeksi, kenar olusturmayan tiim kose
ikililerinin derecelerinin toplamlarmin toplamidir. Yani notasyon olarak M;(G) ile

gosterilen birinci Zagreb esindeksi,

MG = ) [d@) +d)]
uvéE(G)

olarak tanimlanir (Ashrafi ve ark. 2010, Ashrafi ve ark. 2011).
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Tanim 2.3.2 G grafinin ikinci Zagreb esindeksi, kenar olusturmayan tiim kdse ikililerinin
derecelerinin garpimlarinin toplamidir. Yani, notasyon olarak M, (G) ile gosterilen ikinci

Zagreb esindeksi,

M6 = ) dwdw)
uvéE(G)

olarak tanimlanir (Ashrafi ve ark. 2010, Ashrafi ve ark. 2011).

Onerme 2.3.3 (Ashrafi ve ark. 2010) m¢ kenari olan n° koseli bir G grafi verilsin. Bu
durumda,

o My(6) =2m‘(n° — 1) - My (G)
o« My(6) =2m* — My () — My(G)

2.4. Unutulmus (Forgetten) Indeks

Bu kisimda bir diger indeks unutulmus indeksten bahsedilecektir. Ayrica bazi
indekslerin alternatiflerini belirten bir teorem ifade edilecektir. Bu teorem indeksler ile

esindeksleri arasinda baglanti olarak diistiniilebilir.

Tamm 2.4.1 F notasyonu ile gdsterilen forgetten Zagreb indeksi

F=F(@G)= Z d(v)3

veV(G)
seklinde tanimlanir. (Gutman ve Trinajsti¢, 1972)

Onerme 2.4.2 (Gutman, 2017) m¢ kenari olan n¢ koseli bir G grafi verilsin. Bu
durumda,

o F(G)=n"—1)M(G)—F()
seklindedir.
Ispat: (Gutman, 2017) referansinda ispat: verilmistir.

Bu teoremler esindekslerin alternatif olarak indeksler tiirlinden nasil

yazilabilecegini gosterir.
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2.5. Birinci ve ikinci Degistirilmis (Modified) Zagreb Indeksleri

Nikolic ve ark. tarafindan 2003 yilinda birinci ve ikinci Zagreb indekslerinde
koselerin derecelerinin tersini diislinmiiglerdir. Bunun iizerine tanimi1 yapilan birinci ve

ikinci degistirilmis Zagreb indeksleri asagida verilmistir.

Tamm 2.5.1 Birinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksi, ™M, notasyonu ile
gosterilerek agagidaki sekilde tanimlanir. (Nikolic ve ark., 2003)

= D

uev(G)

Tamm 2.5.2 Jkinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksi, ™M, notasyonu ile
gosterilerek agagidaki sekilde tanimlanir. (Nikolic ve ark., 2003)

1
"My = Z d(w)d(v)

uveE(G)

2.6. Hyper-Zagreb Indeksi ve Hyper-Zagreb Esindeksi

Yukarida ifade ettigimiz birinci Zagreb indeksinin kenarlar {izerindeki
formiiliiniin diizenlenmesi ile Hyper-Zagreb indeksi ortaya ¢ikmistir. Asagida Hyper-
Zagreb indeksi ve esindeksi i¢in tanim ve alternatif formiili verilmistir.
Tanim 2.6.1 Hyper-Zagreb indeksi HZ (G) notasyonu ile gosterilerek

HZ(G) = Yuvero)lde (W) + dg(v)]?
seklinde tanimlanir. (Shirdel ve ark., 2013)
Onerme 2.6.2 Bir G grafi igin

HZ(G) = F(G) + 2M,(G)
olarak bulunur. (Gutman, 2017)
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Tamm 2.6.3 Hyper-Zagreb esindeksi, bir G grafinda komsu olmayan iki kdse noktasinin

derecelerinin toplaminin karesi seklinde tanimlanmistir. (Gutman, 2017)

HZ@) = ) [de@) +dw)]?

uvéE(G)

Onerme 2.6.4 Bir G grafinin n° tane kose ve m¢ tane kenari olsun. O halde

Hyper-Zagreb esindeksi
HZ(G) = 4m° + (n° — 2)M;(G) — HZ(G)

olarak bulunur. (Gutman, 2017)

2.7. Zagreb indekslerinin Graflar Uzerindeki Ornekleri

Yukarida verilen Zagreb indeksleri bazi1 graf cesitleri lizerinde diistiniilmiistiir.
Asagidaki tabloda farkli graflar {izerinde elde edilen baz1 Zagreb indeksleri verilmistir.

(Togan, 2014 ve Yurttag, 2014)

P, C, Sn K, K s

M, (G) 4n —6 4n n(n—1) n(n —1)2 sr(r+s)

M,(G) 4n -8 4n (n—1)2 (721) (n— 1) s2r?

M, (G) 22n—4 2211 (Tl _ 1)2 (Tl _ 1)211 T.ZsSZr

T, (G) 22n—4 2211 (Tl _ 1)11—1 (Tl _ 1)n(n—1) (T‘S)TS

M,(G) | 2(n—2)? 4[(;) —n] | 2 <n ; 1) n(n — 1)? rs(s+71+2)

M, (G 2n? —10 n -1 ™M 12 |28 2 (T
(@) +n13 n 4[(2) n] (n , ) (2) n-1) r (2) +s (2)

Cizelge 2.7.1 Farkli graflarin Zagreb indeksleri
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2.8. Zagreb indeksler icin Literatiir Taramasi

Tezin bu kisminda Zagreb indeksleri hakkinda giiniimiize kadar yapilmis bazi

onemli ¢aligmalar listelenecektir.

e Gutman ve Trinajsti¢ (1972), “Graph theory and molecular orbitals: Total r-
electron energy of alternant hydrocarbons” isimli ¢aligsmalarinda graf teoride ve
kimsayal matematik konusunda dnemli bir yere sahip olacak olan Birinci Zagreb
indeksi ortaya koydular.

e Gutman ve ark. (1975), “Graph theory and molecular orbitals. XII. Acyclic
polyenes” isimli ¢alismalarinda da yukaridaki calismalarinin 1siginda ikinci
Zagreb indeksi tanimlamiglar ve ¢esitli 6zelliklerini ortaya koymuslardir.

e Das, K.C. ve Gutman, 1. (2004), “Some properties of the second Zagreb index”
isimli ¢aligmalarinda ikinci Zagreb indeksleri ilizerinde baz1 6zellikleri ortaya
koymuslardir.

e Ashrafi, A.R., Doslic, T., Hamzeh, A. (2010), “The Zagreb coindices of graph
Operations” isimli ¢alismalarinda kimyasal anlamda tanimlanan graf ve Zagreb
indekslerinin temel matematiksel 6zelliklerini inceleyerek ¢esitli graf islemleri
altinda yeni graf degismezleri i¢in formiiller ortaya koymuslardir.

e Ashrafi, A.R,, Doslic, T., Hamzeh, A. (2011), “Extremal graphs with respect to
the Zagreb coindices” isimli galigmalarinda bazi 6zel graf siniflar1 izerinde yeni

topolojik degismezlerin u¢ degerleri belirlenmistir.

e Das, K.C., Gutman, 1., Zhou, B. (2009), “New upper bounds on Zagreb
indices” isimli ¢aligmalarinda yazarlar tarafindan Zagreb indekleri i¢in yeni {ist
sinirlar elde edilmistir.

e Das, K.C., Trinajstic, N. (2011), “Relationship between the eccentric
connectivity index and Zagreb indices” isimli ¢alismalarinda bazi graf ¢esitleri
icin Zagreb eksantrik (eccenticity) indeks ve Zagreb indeksleri karsilagtirilmigtir.

e Das, K.C., Lee, D., Graovac, A. (2013), “Some properties of the Zagreb
eccentricity indices” isimli c¢aligmalarinda Zagreb eksantrik (eccenticity)

indekslerinin bazi 6zellikleri incelenmistir.
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Das, K.C., Yurttas, A., Togan, M., Cevik, A.S., Cangul, L.N. (2013), “The
multiplicative Zagreb indices of graph operations” isimli ¢aligmalarinda graf
islemlerinin Zagreb indeksleri lizerinde durulmustur.

Eliasi, M., Iranmanesh, A., Gutman, L. (2012), “Multiplicative versions of first
Zagreb index” isimli c¢aligsmalarinda birinci Zagreb indeksinin ¢arpimsal
versiyonu ilizerinde diisiiniilerek, graf izerinde yorumlanmasi yapilmaistir.
Fath-Tabar, G.H. (2011), “Old and new Zagreb indices of graphs” isimli
caligmalarinda birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin bazi smirlart sunulmus ve
yeni bir graf degismezi tanitilarak bunun matematiksel 6zellikleri hakkinda bilgi

verilmistir.

Gutman, L., Das, K.C. (2004), “The first Zagreb index 30 years after” isimli
caligma suana kadar yapilan Zagreb indeksleri (birinci ve ikinci Zagreb indeksi)
ve sinirlart hakkinda yazilmis var olan sonuglarin 6zetlendigi ve bazi yeni
ozelliklerin sunuldugu bir makale niteligindedir.

Gutman, (2011), “Multiplicative Zagreb indices of trees” isimli ¢aligmada
agaclar lizerinde ¢arpimsal Zagreb indeksleri ortaya konulmustur.

Ghorbani, M., Hosseinzadeh, M.A. (2012), “A new version of Zagreb indices”
isimli ¢alismalarinda Zagreb indekslerinin yeni bir versiyonunu tanimlamislardir.
Hansen, P., Vukicevic, D. (2007), “Comparing Zagreb indices” isimli
calismalarinda Zagreb indekslerinin karsilagtirmalarin1 yapmislardir.
Horoldagva, B., Lee, S.G. (2010), “Comparing Zagreb indices for connected
graphs” isimli c¢aligmalarinda 06zel bir graf {izerinde Zagreb indekslerinin

karsilagtirmas1 yapilmistir.

Khalifeh, M.H., Azari, H.Y., Ashrafi, A.R. (2009), “The first and second
Zagreb indices of some graph operations” isimli ¢caligmalarinda bazi graf islemleri
tizerinde birinci ve ikinci Zagreb indeksleri elde edilmistir.

Liu, B., Gutman, L. (2006), “Upper bounds for Zagreb indices of connected
graphs” isimli ¢aligmalarinda 6zel graflar tizerinde Zagreb indeksi i¢in tist sinirlar
elde edilmistir.

Liu, J., Zhang, Q. (2012), “Sharp upper bounds on multiplicative Zagreb indices”
isimli ¢aligmalarinda ¢arpimsal Zagreb indeksleri i¢in sinir degerleri elde

edilmistir.
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Trinajstic, N., Nikolic, S., Milicevic, A., Gutman, 1. (2010), “On Zagreb
indices” isimli c¢alismalarinda Zagreb indekleri {izerine baz1 Ozellikler

incelenmistir.

Xu, K., Das, K.C. 2012. Trees, unicyclic and bicyclic graphs extremal with
respect to multiplicative sum Zagreb index” isimli ¢alismalarinda yeni bir Zagreb
indeksi bularak, ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi, 6zel bazi graf ¢esitleri lizerinde

bu indeksi incelemiglerdir.
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3. CO-DOUBLE GRAFLARIN TENSOR CARPIMLARININ ZAGREB
INDEKSLERI

Tezin bu boliimiinde Co-Double graf tanimi ve bu grafin {izerinde elde edilmis

Zagreb indeksleri verilecektir.

3.1. Co-double Graflar

Co-double graf insa edilirken double grafi olusturma mantigmin tersi
diisiiniilmiistiir. Co-Double graf, grafin kopyasi alinarak, her v; kdsesi kopyasinda komsu

olmadig1 koselere baglanarak olusturulur. Asagida tanimi verilmistir.

Tamm 3.1.1 Bir G grafi i¢in kose kiimesi V(G) = {v4, vy, ..., v, } aym kose sayisi1 kadar
etiketlendirilmis bir kopyasi alinsin. Her i i¢in v; kdsesi hangi koseler ile komsu degil ise
kopyasinda komsu olmadig1 kdsere baglanarak olusturulan grafa Co-double graf denir.

Co-D(G) notasyonu ile gosterilir.

Asagidaki yol graf ile olusturulan Co-double 6rnegi diisiinelim;

a c d
€ f g h

Sekil 3.1.1 Co-D(P,)
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3.2. Co-double Graflarin Zagreb Indeksleri

Bu boéliimde Co-Double graflarin Zagreb indeksleri verilecektir. Bu boliimde

elde edilen sonuglar ve ispatlar (Urlu, 2020) tezinde bulundugu icin ispatsiz bir

sekilde verilmistir.

Teorem 3.2.1 Bazi 6zel graflarin Co-double graflarinin Birinci Carpimsal Zagreb

Indeksleri
. eger G =PB,n=2
eger G =C,n=3
egerG = K,n=3
o egerG =K, ; t=>1s>2
m(CoD(G)) =<n egerG =S, n=2
eger G =W, n=>4
egerath'Stzl §= 2
L eger G = P,n=2

olarak hesaplanir.

Teorem 3.2.2 Bazi 6zel graflarin Co-double graflarinin ikinci Carpimsal Zagreb

Indeksleri

. eger G = B,n=>2
eger G =C,n=>3
eger G =K,n=>3
egerG:KtSt21 522
_ 2n ’
m,(CoD(G)) =< n egerG =S, n=2
eger G =W, n =>4
egerG:Tt,st21 522
L eger G = B,n=>2

olarak hesaplanir.

Teorem 3.2.3 Baz1 6zel graflarinin Co-Double Graflarinin birinci Modified Zagreb

indeskleri;

( eger G =P,n=2
egerG =C,n=>3
eger G =K, n=>3

2n eger G =K, ;t=>15s=>2

MM, (CoD(®)) =7 eger G =S,n > 2
egerG =W, n=>4
eger G =T, t=>21 s=2

\ eger G =P,n=2
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olarak hesaplanir.

Teorem 3.2.4 Bazi 6zel graflarin Co-Double graflarmin ikinci modified Zagreb

indeksleri

( eger G =P, n=>2
eger G =C,n=3
egerG =K, n=>3
egserG =K, . t=>1s>=2
M, (CoD(@)) = |1 eggerG =Si;sn2 2

eger G =W, n=>4

eger G =Tyt =1 s=2
\ eger G =P, n=>2

olarak hesaplanir.

Teorem 3.2.5 Baz1 6zel graflarin Co-double graflarinin Narumi-Katayama indeksi;
( eger G =P,n=>2
eger G =C,n=3
eger G =K, n=>3
egerG =K, t=>1s>2
— 2n ,
NK(CoD(®)) =y n eger G =S, n>2
egerG =W, n=>4
eger G =Ty t=21 s=2
\ eger G =P,n=>2

olarak hesaplanir.

Teorem 3.2.6 Baz1 6zel graflarin Co-Double graflarinin birinci Zagreb esindeksleri
( eger G =P, n=>2
egerG =C,n=3
egerG =K, n=>3
— _ 2p eger G =K, ;t=>15s=>2
M;(CoD(G)) ={2n%*(n—1) eser G =S.m>2

egerG =W, n=>4

egerG =Tyt =21 s=2
\ eger G =P, n=>2

olarak hesaplanir.
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Teorem 3.2.7 Bazi 6zel graflarin Co-Double graflarinin ikinci Zagreb esindeksleri
( eger G =P,n=>2
eger G =C,n=3
egerG =K, n=>3
)4 s eger G =K, ;t=1s=>2
My(CoD(6)) = {n* = n eger G =S, n>2
eger G =W, n=>4
eger G =Tyt =1 s=72
\ eger G =P,n=>2

olarak hesaplanir.

Teorem 3.2.8 Bazi1 6zel graflarin Co-Double graflarinin Hyper-Zagreb esindeksleri ;

( eger G = P,n > 2

egerG =C,n=3

eger G =K,n=3

< _ - -

HZ(CoD(@)) = { 4n — 4n? oGSz
eger G =W,n=4
eger G =T, t>1 s> 2

. eger G = P,n > 2

seklinde hesaplanir.

3.3. Graf ve Co-Double Graflarin Tensor Carpimi

Tezin bu bolimiinde graflarin tensdr c¢arpimi hakkinda bilgi verilecektir.

Sonrasinda 3.1. alt boliimiinde tanitilmig Co-double graflar icin tensor carpimlari

diistintilecektir.
3.3.1. Graflar Uzerinde Tensor Carpim

Tamm 3.3.1 G ve H graflar1 verilsin. G ve H graflarinin tensor ¢arpimi olan yeni grafi
G®H ile gosterelim. GQ®H grafinin kdse ve kenar kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.
e V(GRH)=V(G)xXV(H)
e E(G®H) ={(a,b)(c,d)|ac € E(G) ve bd € E(H)}
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Kose ve kenar kiimesi yukaridaki gibi tanimlanan grafa G ve H graflarinin tensor ¢arpimi
denir.

Iki grafin tensér ¢arpimi icin asagidaki drneklerle inceleyelim.

Ornek 3.3.2 P; ve C; grafinin tensor carprmini inceleyelim.

C A"

P, C;
Yukarida verilen tensdr ¢carpim tanimina gore P;@C3 grafinin kose kiimesi
V(Ps®C3) = {(c,u), (c,v), (c,w), (b,w), (b,v), (b,w), (a,u), (a,v), (a,w)}
seklindedir.
P;® C; grafinin kenar kiimesi diisiiniildiiglinde;
(a,u) kosesi (b, v), (b,w) ile,
(a,v) kosesi (b,u), (b,w) ile,
(a,w) kosesi (b, v), (b, u) ile,
(b, u) kosesi (a,v), (a,w), (c,v), (c,w) ile,
(b,v) kosesi (a,u), (a,w), (c,u), (c,w) ile,
(b, w) kosesi (a,u), (a,v), (c,u), (c,v) ile,
(c,u) kosesi (b, v), (b,w) ile,
(c,v) kosesi (b, u), (b,w) ile,
(c,w) kosesi (b,v), (b, u) ile komsu oldugu goriiliir. Bu durumda olusan P;® C5 grafi
sOyledir.
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(a,u) (b,v)
(c,u)
(b, w) (a, w)
(c,v)
(a,v) (b,u)

Sekil 3.3.1 P;QC; grafi

Asagida iki grafin tensor ¢arpim graflarinin bir 6rnegi daha verilmistir.

Sekil 3.3.2 Tensor carpim grafi

3.3.2. Co-double Graflarin Tensor Carpim
Bu boliimde literatiire yeni kazandirilan, tezin 3.1. alt bdliimiinde kisaca
bahsettigimiz Co-double graflarin, Tensér ¢arpimlarini inceleyecegiz. Bu boliimde ilk

olarak Co-double yol grafi {izerinde diisiinelim.

Bir Co-double G grafini notasyon olarak CoD(G) ile gosterecegiz (Glirbiiz, 2020) .
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CoD(P,) CoD(P,)
a b
X y
D ®
C d 7 k
Sekil 3.3.3 Sekil 3.3.4

Sekil 3.3.5 CoD(P,)®CoD (P,) grafi

Yukarida Sekil 3.3.5°de, Sekil 3.3.3’de verilen bir Co-double P2 yol grafi ile Sekil

3.3.4°de de verilen bir P, Co-double yol grafinin Tensor ¢arpiminin grafi verilmistir.
Simdi yeni bir Co-double graflarin tensor ¢arpim grafi 6rnegi verelim. Bu kez iki

farkli tiirde olan Co-double grafinin (yol Co-double grafi ve devir Co-double grafi) tensor

carpiminin grafini olusturabilecegimizi gorelim.
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CoD(C3)

v

CoD(P,)

[
Ic*

e

=N

<
N

®

Bu grafin koselerini ve her kdsenin hangi koselerle komsu olacagini inceleyelim.
Grafin kose kiimesinin elemanlari
V(CoD(P,) ® CoD(C3))
= {au, av,aw, ax, ay, az, bu, bv, bw, bx, by, bz, cu, cv, cw, cx, cy, cz,du, dv, dw, dx, dy, dz}
seklindedir. Simdi ise her bir kosenin komsu oldugu koseleri yazalim.

* au koésesi: bv, bw, by, cv, cw, cy

= qv kosesi: bu, bw, bx, cu, cw, cx

= aw kosesi: bu, bv, bz, cu, cv, cz

* ax kosesi: bv, bz, by, cv,cz, cy

= ay kosesi: bu, bx, bz, cu, cx, cz

= az kosesi: bx, bw, by, cx,cw, cy

* bu koésesi: av, aw, ay, dv,dw, dy

= bv kosesi: au, aw, ax, du, dw, dx

= bw kosesi: au, av,az, du, dv,dz

= bx kosesi: av,az,ay,dv,dz,dy

= by kosesi: au, ax,az,du,dx,dz

» bz kosesi: ax, aw, ay,dx, dw, dy

= cu koésesi: av, aw, ay, dv,dw, dy

= cv kosesi: au, aw, ax, du, dw, dx

= cw kosesi: au, av,az, du, dv,dz

= cx kosesi: av,az,ay,dv,dz,dy

= cy kosesi: au, ax,az,du,dx,dz

= ¢z kosesi: ax, aw, ay,dx, dw, dy
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» du késesi: bv, bw, by, cv, cw, cy
= dv kosesi: bu, bw, bx, cu, cw, cx
= dw kosesi: bu, bv, bz, cu, cv,cz
» dx koésesi: bv, bz, by, cv,cz, cy
= dy koésesi: bu, bx, bz, cu, cx, cz
= dz koésesi: bx, bw, by, cx, cw, cy

koseleri ile komsudur.

3.4. Co-double Graflarin Tensor Carpim Grafinin Zagreb Indeksi

Bu boliimiinde tensor ¢arpimlarini elde ettigimiz iki Co-Double grafin tezin

ikinci boliimiinde agikladigimiz Zagreb indeksleri incelenecektir.

Bu boliimde bahsedilecek olan CoD(G,,) ve CoD(G,) graflart yol graf, yildiz
graf, iki parcali graf, devir graf ve tam graflar iizerinde diigiiniilmiis Co-double
graflardwr. Elde edilen sonuglar tiim bu graflarin Co-double graflar: diisiiniilerek elde
edilmistir.G,, grafi; B,: n koseli yol graf, C,: n késeli devir graf, K,,: n koseli tam graf,
Sn: n koseli yildiz graflardan herhangi biri ve G, grafi; Py: m koseli yol graf, C,,: m
koseli devir graf, K,,: m koseli tam graf, Sy,: m késeli yildiz graflarindan biridir.

Tezin bu kisminda yukarida agiklanan graf tiirleri iizerinde diisiiniilen Co-double
graflarin baz1 Zagreb indeksleri elde edilmistir. ik olarak iki Co-double grafin Tensor
carpim grafit olusturuldugunda acgik bir sekilde goriilebilen kdse, derece ve kenar
sayilarinmi ifade eden teoremleri verelim. Ardindan Zagreb indeksi ile ilgili elde etmis

oldugumuz ifadeler verilecektir.
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Teorem 3.4.1 CoD(G,,) ® CoD(G,) grafinin derecesi n.m’dir.

Ispat: Asagida verilen CoD(G,,) ve CoD(G,) graflarini diisiinelim.

my m; mz My,
(o3 @ ] (] o, Y @ o) o
Q@ o o o o ° ° ° =

ng, n, nj Nn
[ - o e o o, Y ° ° o
e o o o ®- o o} o °

Nan-1 Nan

CoD(G,,) ® CoD(G,) grafindaki (m,,n,) kosesi disiiniildiigiinde CoD(G,,) grafinda
m, kosesinin m tane n,; kosesinin n tane komsulugu vardir. Bu sebeple (m;, n;) kosesi
m.n dereceye sahip olur. Diger kdserde benzer sekilde diisiiniildiigiinde CoD(G,,)
® CoD(G,) grafinda tiim koseler m.n dereceye sahiptir.

Teorem 3.4.2 CoD(G,,) ® CoD(G,) grafinin kose sayist 4.n.m’dir.

Ispat: Co-double graf tanimindan CoD(G,,) grafinin 2m, CoD(G,) grafinin 2n tane
kosesi bulunmaktadir. CoD (G,,) ® CoD(G,,) grafinin kdse sayist 2m.2n=4mn seklinde
olur.

Teorem 3.4.3 CoD(G,,) ® CoD(G,) grafinin kenar sayis1 2n?m?’dir.

Ispat: ilk olarak CoD(G,,) grafinin 2m tane, CoD(G,) grafinin 2n tane kdsesi oldugunu
biliyoruz (Co-double graf tanimindan). G,, ve G,, Co-double yol graflar1 asagidaki gibi
verilsin. (Asagida ornek verilen graflarda yalnizca mq, m,,n; ve n, koseleri komsu

olduklar kenarlarla eslesmislerdir. )



(m-1) tane

CoD(G,,) ® CoD(G,) grafi digtiniiliirse;

(mq,ny) kosesinin komsu oldugu
(my, n,) kosesinin komsu oldugu
(my, n3) kosesinin komsu oldugu
(my, ny,) kosesinin komsu oldugu
T

- (mmy,ny) kosesinin komsu oldugu
(m,, n,) kosesinin komsu oldugu

(m,, n3) kosesinin komsu oldugu

(m,, ny,) kosesinin komsu oldugu
(ms3, n,y) kosesinin komsu oldugu

(ms, n,) kosesinin komsu oldugu

(m,,, ny) kosesinin komsu oldugu

(my,, nyy) kosesinin komsu oldugu
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2n tane kose,
mn tane komsuluk

2n tane kose,
(m-1)n tane komsuluk



(m-1) tane
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(my,4+1, 1) kosesinin komsu oldugu
(Mmy,41,n,) kosesinin komsu oldugu

(my,41,n3) kosesinin komsu oldugu

(M 41, N2y kosesinin komsu oldugu 2n tane kbse,

n tane komsuluk

(mym_1,n1) kosesinin komsu oldugu

(mym_1, ny) kosesinin komsu oldugu

(Mmym_1, Nyp) kosesinin komsu oldugu

Bu durumda kenar sayisi,
=2nmn+(m—-1).2n.(m—-1n+ (m—1).2n.n
=2n(mn+ (m-—1)%2n+ (m—1).n)
=2n?(m+ (m—1)?+ (m— 1)) = 2n*m?

Teorem 3.4.4 G,, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor carpim
grafinin birinci Zagreb indeksi,
M;(CoD(Gp) ® CoD(Gy,)) = 4n®m?

seklindedir.

Ispat: Bu boliimiin basinda belirtildigi gibi G,, grafi; P,: n koseli yol graf, C,: n koseli
devir graf, K,,: n koseli tam graf, S,: n kdseli y1ldiz graflardan herhangi biri ve G, grafi
ise Py : m koseli yol graf, C,: m kdseli devir graf, K,,: m kdseli tam graf, S,,: m kdseli
yildiz graflarindan biridir. Birinci Zagreb indeksi her kdsenin derecelerinin kareleri
toplamidir. Buna gore tensor ¢arpim grafinin;

e her kosesinin n.m derecesi,

e 4n.m kosesi var ise
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M;(CoD(Gp) ® CoD(Gy,)) = 4.n.m. (n.m)?
= 4.n.m.n’*m?

= 4n3m3

Teorem 3.4.5 G,, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor ¢arpim
grafinin ikinci Zagreb indeksi;

M,(CoD(Gp) ® CoD(G,)) = 2n*m*
seklindedir.

Ispat: ikinci Zagreb indeksin, komsu koselerin derecelerinin carpiminin toplami
oldugunu belirtmistik. CoD(G,,) ® CoD(G,,) grafinin her kosesi m.n derecelidir. Bu
durumda, m,, m,, ms, ..., my,, : G, grafinin koseleri ve ny, n,, ns, ..., Nyy : G, grafinin
koseleri olmak tizere, (mq,n,) kosesinin derecesi de mn olur. Burada dikkat edilmesi
gereken G,, Co-double grafinin 2m tane G, Co-double grafinin 2n tane kose sayisi
oldugudur. Asagida G, ve G, Co-double yol graflar1 diistiniilmiistiir. (Asagidaki
graflarda, ornek teskil etmesi adina, yalnizca m,, m,, n, ve n, koseleri komsu olduklar

kenarlarla eslesmislerdir. )




(m-1) tane

CoD(G,,) ® CoD(G,) grafi distiniiliirse;
(my, ny) kosesinin komsu oldugu

(my, n,) kosesinin komsu oldugu

(my, n3) kosesinin komsu oldugu

(my, ny,) kosesinin komsu oldugu

(m,, n,;) kosesinin komsu oldugu
(m,, n,) kosesinin komsu oldugu

(m,, n3) kosesinin komsu oldugu

(my, ny,) kosesinin komsu oldugu
(ms3, n,y) kosesinin komsu oldugu

(ms, n,) kosesinin komsu oldugu

(m,,, ny) kosesinin komsu oldugu

(myy,, nyy) kosesinin komsu oldugu

31

2n tane kose,
mn tane komsuluk,
(mn)? komsu koselerin dereceler ¢arpimi

2n tane kose,
(m-1)n tane komsuluk,
(mn)? komsu koselerin dereceler ¢arpimi



(m-1) tane
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(my,4+1, 1) kosesinin komsu oldugu
(Mmy,41,n,) kosesinin komsu oldugu

(my,41,n3) kosesinin komsu oldugu

(M 41, N2y kosesinin komsu oldugu 2n tane kbse,

n tane komsuluk,
(mn)? komsu koselerin dereceler ¢arpimi
(mym_1,n1) kosesinin komsu oldugu
(mym_1, ny) kosesinin komsu oldugu
(Mmym_1, Nyp) kosesinin komsu oldugu
CoD(G,,) ® CoD(G,) grafinda (M, Ny), My, N2), ..., (Mo, Nuy) koseleri

diistintildiglinde bu graflarin tiim komsuluklarinin yukarida hesaplandigi goriiliir. Bu
durumda yukarida buldugumuz tiim koselerin komsu olduklar1 koselerin derecelerini
carpip topladigimizda,
= 2n.mn.(mn)? + (m — 1).2n. (m — Dn. (mn)? + (m — 1). 2n.n. (mn)?
=2n(mn)?[mn+ (m—1).(m— 1n+ (m — 1).n]
= 2n(mn)?[mn+ (m — 1)?n + (m — 1).n]
=2n(mn)*n[m+ (m — 1) + (m — 1)]

= 2n(mn)?n[m + m? — 2m + 1+ m — 1] = 2n(mn)?nm? = 2n*m*
seklindedir.
Onerme 3.4.6 M,(CoD(G,,) ® CoD(G,)) # M,(CoD(G,) ® CoD(G,,))
Ispat: M, (C oD(G,) ® CoD (Gm)) grafinin Zagreb indeksi yukaridaki teoremde

belirtildigi  gibi  2m(mn)?[mn+ (n —1)> + (n — 1)m]  olacagindan  Zagreb

indekslerinin esit olmadig1 aciktir.
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Teorem 3.4.7 G,, ve G, Co-double graflar olmak iizere, bu iki grafin Tensér ¢arpim

grafinin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi;

n1(CoD(Gp) ®CoD(G,) ) = (mn)®™"
seklindedir.

Ispat: G,, ve G, Co-Double graflarinin tensor garpimlarinin olusturdugu grafin kose
sayisinin 4nm ve her kdsenin mn derecesi oldugu Teorem 3.4.1 ve 3.4.2’de gosterildi.
m,(CoD(G,,) ® CoD(G,)) demek her kiosenin derecelerinin kareleri garpimi oldugu
tezin 2. Boliim Tanim 2.2.1°de aciklanmist1. O halde birinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin
tanimina gore;
1(CoD(Gp) @ CoD(Gy)) = [(mn)?]*™"
= (mn)®mn

olarak hesaplariz.

Teorem 3.4.8 G,, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor carpim
grafinin ikinci carpimsal Zagreb indeksi;

15(CoD(G) ®CoD(Gy) ) = [(mn)” (m — 1)°n?]?"
seklindedir.

Ispat: ikinci carpimsal Zagreb indeksi kenari olusturan koselerin derecelerinin
carpimlariin ¢arpimidir. CoD (G,,) ® CoD(G,,) grafi izerinde disiiniiliirse;
2n tane (mn)(mn)? — [(mn)3]*"
2n tane (m — 1)?n(mn)? — [(m — 1)*n(mn)?]?"
2n tane (m — Dn(mn)? —>[(m — Dn(mn)?]*"
olup
m, = [(mn)*]?™. [(m — 1)*n(mn)?]*". [(m — Dn(mn)?]*"
= [(mn)3. (m — 1)?n(mn)?. (m — Dn(mn)?]*"

= [(mn)” (m — 1)3n?%]?" seklindedir.

Teorem 3.4.9 G,, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor carpim
grafinin birinci Zagreb esindeksi;

M,(CoD(G,,) ®CoD(G,)) = 16n3m3 — 4n?m? — (mn)®™n
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seklindedir.
Ispat: m€ kenarl n€ késeli bir G grafi icin Onerme 2.3.3’e gére birinci Zagreb esindeksi

M, (G) = 2m°(n° — 1) — M,(G) seklinde verilmisti. CoD(G,,) ® CoD(G,) grafinmn
kose sayisinin 4nm, kenar sayisinin 2n2m? oldugu Teorem 3.4.2 ve 3.4.3 de belirtilmisti.

Bu durumda

M, (G) = 2.(2n*m?)(4nm — 1) — (mn)®™"
= 4n?m2(4nm — 1) — (mn)®™

= 16n°m® — 4n?m? — (mn)*™" seklindedir.

Teorem 3.4.10 G, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor ¢arpim

grafinin ikinci Zagreb esindeksi;

M,(CoD(G,,) ®CoD(G,) ) = 2m3n3(3mn — 1)
seklindedir.

Ispat: m€ kenarli n° koseli bir G grafi igin Onerme 2.3.3’e gore ikinci Zagreb esindeksi

M,(G) = 2m°* — %Ml (G) — M,(G) seklinde verilmisti. CoD(G,,) ® CoD(G,,) grafinin

kenar sayisinin 2n?m? oldugu, birinci ve ikinci Zagreb indeksleri Teorem 3.4.4 ve

3.4.5°de belirtilmisti. Bu durumda

M,(G) = 2.(2n*m?)% — %4n3m3 —2m*n*

= 2(4n*m*) — %4n3m3 —2m*n*

= 8n*m* — 2n3m3 - 2m*n* = 6n*m* — 2n3m3 = 2n3m3(3mn — 1) seklindedir.

Teorem 3.4.11 G, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor ¢arpim
grafinin unutulmus (forgetten) indeksi ;

F(CoD(G,,) ®CoD(G,)) = 4m*n*
seklindedir.
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Ispat: F(G) = Yvev(G) d(v)? oldugu Teorem 2.4.1°de , CoD(G,,) ® CoD(G,,) grafinin
kose sayisinin 4nm oldugu Teorem 3.4.2°de belirtildi. Buna gore, her kdse nm dereceli

ve 4nm kose oldugundan

F(CoD(G,,) ® CoD(G,)) = 4mn(mn)3® = 4n*m* elde edilir.

Teorem 3.4.12 G, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor ¢arpim

grafinin birinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksi,
4
mp, (CoD(G,,) ®CoD(G,) ) = p—

seklindedir.

Ispat: Tanim 2.5.1°de birinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksinin kdse sayisinin
karesinin ¢arpimsal terslerinin toplami oldugu belirtilmisti. Kdse sayist mn olduguna

gore,
1

(mn)z

MM, (CoD(Gr) ® CoD(Gy)) =

4mn = — seklindedir.
mn

Teorem 3.4.13 G, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor ¢arpim

grafinin ikinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksi,

1 1 1

mMZ(COD(Gm) ®COD(Gn) ) = W [% + m—1)2n + (m—Dn

]

seklindedir.

Ispat: Tanim 2.5.2°de ikinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksin, kenar1 olusturan
koselerin derecelerinin ¢arpiminin ¢arpimsal terslerinin toplami oldugu belirtilmisti.

Ikinci Zagreb indeksinde ayrmtili bir sekilde belirtildigi gibi genel olarak

diisiiniildiigiinde;
1 1 1
mp,(CoD(G,,) ® CoD(G,)) = 2n — +2n e — 2n pET——
seklindedir.

Teorem 3.4.14 G, ve G, Co-double graflar olmak {izere, bu iki grafin Tensor ¢arpim

grafinin Hyper-Zagreb indeksi,
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HZ(CoD(G,,) ®CoD(G,)) = 8n*m*
seklindedir.

Ispat: Hyper-Zagreb indeksi Onerme 2.6.2°de alternatif bir formiil ile verilmisti. Bunun
anlami, komsu kdselerin dereceleri toplaminin karelerinin toplami anlamina gelen Hyper-
Zagreb indeksinin forgetten ve ikinci Zagreb indeksi tarafindan ifade edilmesinin bir
diger yolu olmasidir. F(CoD(G,,) ® CoD(G,)) = 4n*m* ve
M,(CoD(G,,) ® CoD(G,)) = 2n*m* oldugu Teorem 3.4.5 ve 3.4.11°de belirtilmisti.
Buna gore,
HZ(CoD(G,,) ® CoD(G,)) = 4n*m* + 4n*m* = 8n*m*

seklinde elde edilir.

Teorem 3.4.15 G, ve G, Co-double graflar olmak iizere, bu iki grafin Tensor ¢arpim
grafinin Hyper-Zagreb esindeksi,

HZ(CoD(G,,) ®CoD(G,) ) = 8n’m?(m?n? —mn + 1)
seklindedir.

Ispat: Teorem 3.4.14’¢ benzer olarak, Onerme 2.6.4’¢ gére HZ(G) = 4m° +
(n¢ —2)M;(G) — HZ(G) scklinde verilmistir. Bu Hyper-Zagreb esindeksinin kenar,
kose, birinci Zagreb indeksi ve Hyper-Zagreb indeksleri yardimiyla ifade edilebileceginin
gostergesidir. CoD(G,,) ® CoD(G,,) grafi igin
m¢ = 2n*m?, n° = 4nm, m¢ = 2n*m?, My(CoD(G,,) @ CoD(G,)) = 4n’m® ve
HZ(CoD(G,,) ® CoD(G,)) = 8n*m* oldugu yukarida ifade ettigimiz teoremlerde
bulundu. Buna gore
HZ(CoD(G,,) ®CoD(G,)) = 4(2n*m?) + (4nm — 2)4n3m3 — 8n*m*
= 8n?m? + 16n*m* — 8n3m3 — 8n*m*
= 8n’m?(m?n? —mn + 1)

seklinde elde edilir.
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3.5. Co-double Graflarin Tensor Carpimlarimin Zagreb indeksi icin Uygulama

Tezin bu kisminda su ana kadar bulmus oldugumuz Zagreb indekslerini iki Co-

double grafin tensor ¢arpimu iizerinde 6rneklendirelim. i1k olarak CoD(P,) ® CoD(C3)

tensor ¢arpim grafini diisiinelim.
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Simdi bu 6rnek tizerinden formiillerini elde etmis oldugumuz Zagreb indekslerini

bulalim.

CoD(P,) ® CoD(C3) grafinin derecesi 6’dir.
CoD(P,) ® CoD(C3) grafinin kose sayis1 24 diir.
CoD(P,) ® CoD(C3) grafinin kenar sayis1 72°dir.
Birinci Zagreb indeksi; Ml(CoD(PZ) ® COD(C3)) = 864 diir.
Ikinci Zagreb indeksi; MZ(COD(PZ) ® COD(C3)) = 2592’dir.
Birinci Carpimsal Zagreb indeksi; ,(CoD(P,) ® CoD(C3)) = 6*%°dir.
Ikinci Carpimsal Zagreb indeksi; nZ(C oD(P,)®C OD(C3)) = 63°°dur.
Birinci Zagreb esindeksi;
M, (CoD(P,) ®CoD(C5) ) = 16.33.23 — 4.32.22 — 68
Ikinci Zagreb esindeksi;
M,(CoD(P,) ®CoD(C3) ) = 2.23.33.17
Unutulmus (forgetten) indeksi ;
F(CoD(P,) ®CoD(C3) ) = 4.16.81

Birinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksi,
4
MM, (CoD(P,) ®CoD((3)) = 6

Ikinci degistirilmis (modified) Zagreb indeksi,
mp,(CoD(Py) ®CoD(C3) ) _ 2 1+1+1
2(CoD(P, oD(C3)) =g [z+5+3]

Hyper-Zagreb indeksi,
HZ(CoD(P,) ®CoD(C3)) = 8.3%.2*
Hyper-Zagreb esindeksi,
HZ(CoD(P,) ®CoD(C3) ) = 8.3%2.22.31

Bulunan tiim Zagreb indekslerini daha kiigiik Co-double graflar iizerinde gérmek

miumkindir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuclar

Bu tezde literatiire yeni kazandirilmig olan Co-double graflar ele alinmigtir.
Oncelikle Co-double graflarlar tanitilmistir. Ayrica bu graflar ile ilgili elde edilmis olan
baz1 sonuglar verilmistir. Dahasi Co-Double graflar {izerinde Graf teoride dnemli bir yeri
olan Graf operatorlerinden Tensor carpimi ele alinmigtir.

Iki Co-Double grafin tensér ¢arpim grafi diisiiniilerek elde edilen orijinal sonuglar
sOyledir. i1k olarak Teorem 3.4.1, 3.4.2 ve 3.4.3’te bu grafin derecesi, kdse sayis1 ve kenar
sayist verilmistir. Daha sonra bu grafin Zagreb indeksleri ile ilgili sonuglar elde edilmistir.
Teorem 3.4.4 ve 3.4.5’te bu graf i¢in birinci ve ikinci Zagreb indeksleri bulunmustur.
Teorem 3.4.7 ve 3.4.8’de iki Co-Double grafin tensor ¢arpim grafinin birinci ve ikinci
carpimsal Zagreb indeksleri elde edilmistir. Bu grafin birinci ve ikinci Zagreb
esindeksleri Teorem 3.4.9 ve 3.4.10°da ifade edilmistir. Ayrica Zagreb indekslerden
onemli bir yere sahip olan unutulmus (Forgetten) Zagreb indeksi de Teorem 3.4.11°de
ifade edilmistir. Teorem 3.4.12 ve 3.4.13’de sirasiyla birinci ve ikinci degistirilmis
(modified) Zagreb indeksi elde edilmistir. Son olarak Hyper-Zagreb indeksi ve Hyper-
Zagreb esindeksi Teorem 3.4.14 ve 3.4.15’de bulunmustur.

4.2 Oneriler

Verilen tanimlar, 6rnekler ve teoremler graf teori alaninda ¢alisan ya da
caligmak isteyen arastirmacilar i¢in iyi bir referans olur. Elde edilen yeni bir yapinin,

grafin Graf operasyonlari tanimlanarak farkli parametreler iizerinde ¢aligilabilir.
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