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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
MONOJENIK YARIGRUP GRAFLARINDA TERS DERECE INDEKSLERI
UZERINE BIiR CALISMA

BeyzaEMRE

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Nihat AKGUNES

2025, 28 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK

Graf Teorisi, genis bir uygulama alanina sahip olan bir matematiksel teoridir. Hem giinliik
yasamda hem de ¢esitli bilim dallarinda pek ¢ok probleme ¢6ziim sunan bu teori, son donemlerde daha
fazla ilgi gormeye baslamistir. Tez toplam 6 ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde graf teorinin tanimi, kullanim alanlar1 ve tarihgesi ardindan temel kavramlar ve
baz1 6zel graflar ele alnmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan kaynaklarin arastirilmasi ve icerik bilgileri sunulmustur.

Ucgiincii boliimde Zagreb indeksten bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde Ters Zagreb topolojik indeksler konusu ele alinmigtir.

Besinci bolimde sonuglar ve oneriler kismi yer almaktadir.

Altinc1 boliimde kaynakc¢aya yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Sifir-Bolen Graf, Ters Zagreb Indeks, Zagreb Indeks



ABSTRACT

MS THESIS

A STUDY OVER INVERSE DEGREE INDICES IN MONOGENIC
SEMIGROUP GRAPHS

BeyzaEMRE

Necmettin Erbakan University Institute of Science and Technology

Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Nihat AKGUNES

2025, 28 Pages

Jury
Prof. Dr. Nihat AKGUNES

Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER

Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK

Graph Theory is a mathematical theory with a wide range of applications. This theory, which
provides solutions to many problems in both daily life and various scientific fields, has recently gained
more attention. The thesis consists of six main chapters.

In the first section, the definition, areas of application, and history of graph theory are presented,
followed by basic concepts and some special types of graphs.

In the second section, the sources used in the thesis have been researched and the content
information has been presented.

In the third section, the Zagreb index is discussed.

The fourth section, focuses on the topic of Reverse Zagreb topological indices.

The fifth section, contains the results and recommendations section.

The sixth section, includes the references.

Keywords: Graph, Reverse Zagreb Index, Zagreb Index, Zero-Divisor Graph
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Bu tezin hazirlanmasinda bana rehberlik eden degerli damigmamm Prof. Dr. Nihat
AKGUNES'e, gostermis oldugu sabir, destek ve yonlendirmeleri igin sonsuz siikran ve

saygilarimi sunarim.

Graf Teorisi, matematiksel bir alan olarak, glinlimiizde bir¢ok disiplinde
uygulama bulmakta ve bu alamin gelisimi, problem ¢ézme yontemlerinin evriminde
onemli bir rol oynamaktadir. Bu tezde, 6zellikle graf degismezlikleri ve cebirsel graf
teorisi lzerine yapilan giincel calismalara odaklannmus bulunmaktayim. Tezimi
hazirlarken, bu alandaki derinlemesine literatiir taramalar1 ve yapilan arastirmalar
sayesinde, Graf Teorisi'nin giincel gelismeleri hakkinda daha fazla bilgi edinme firsati

buldum.

Bu siiregte bana yardimer olan, beni cesaretlendiren ve motive eden degerli
aileme, sevgili arkadasim Leyla’ya ve kiymetli esim Tamer EMRE’ye de tesekkiir etmek
isterim. Onlarin siirekli destegi ve anlayisi, bu ¢aligmayr tamamlamamda biiyiik bir
motivasyon kaynagi oldu.

Son olarak, bu tezin matematiksel diisiincenin ve bilimsel arastirmanin daha da

gelismesine katki saglamasim umuyorum.
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1. GIRIS

Graf teorisi, matematigin yapiya dair baglantilarim arastiran alandir.
Graflar, sahislar, hareketler, 6l¢iiler ve normal yasamda karsimiza ¢ikan sorunlar vb.
nesneler arasindaki iligkilerindogru parcalarla ve diigiimlerle gosterildigi modellerdir.
Karmasik sorunlar1 diizenleyip gorsellestirerek bu tiir modelleme, daha basit ve
anlasilir hale getirir.

Kokeni ¢ok eski zamanlara dayansa da, modern graf teorisinin temelleri
1736 yilinda Euler'in Konigsberg koprii problemi iizerine yazdig makale ile atilmustir.
Bir arkadagimin bu problemin ¢6ziimii olup olmadigini sormasi tizerine Euler, yalmzca
bu spesifik sorunu degil, genel bir teoriyi de gelistirmis ve bu problemin ¢dziilmesinin
miimkiin olmadigim ortaya koymustur. Graf yapilari, dogas1 geregi basit ve yaygin
olarak karsilasilan yapilar oldugundan, farkli bilim insanlar1 tarafindan bu yapilar
bazen farkl1 adlarla amlnustir.

Bugiin itibariyle graf teorisi bir¢ok bilim dalinda calismada bulunan
arastirmacilara onemli katkilar sunmaktadir. Bununla birlikte pek c¢ok daliyla da
yakindan iliski icerisinde bulunan matematigin grup teorisi gerek olasilik gerek
topoloji ve sayisal analiz benzeri konularla da iliskilidir.

Graf teorisinin 6nemli konularindan biri graf etiketlemesidir. Renklerde yeterli
say1 bulunamamas1 nedeniyle yapilmaya sayilarla baslanilan grafik etiketleme dnceleri
bir renk problemi olarak sunulmustur. Ayrica ger¢eklesme siireci kenarlara, diiglimlere
belirli kaideler ¢ergevesinde tam sayilar kiimesinden elemanlar atayarak graf
etiketleme olusturulmustur.

Bir graf, en basit sekilde noktalar ve bu noktalart birbirine baglayan
cizgilerden olusur. Bu noktalar grafin koseleri, cizgiler ise grafin kenarlari olarak
adlandirilir. Bir kenar, iki kdseyi birlestiren diiz bir ¢izgi ya da egri olabilir. Bazen bu
egri, bir koseden baslayip aym koseye geri donebilir ve buna dongli denir. Bir graf,
diiz bir diizlemde ¢izilebilecegi gibi, daha yiiksek boyutlu yilizeylerde de ¢izilebilir.

Graf teorisi, karmagik ve zor gibi goriinen problemleri anlamak ve bu
problemlerin ¢oziimlerini kolaylastiran ydntemler sunan bir alandir. Bu nedenle,
bir¢ok farkli disiplinle ortak uygulama alanlarina sahiptir. Graf teorisi ile cebirsel
yapilar arasindaki iligki ise 1988 yilindan itibaren bir ortak ¢aligsma alam olusturmus



ve bu isbirligi, her iki alana da farkli bakis agilar1 kazandirarak gliniimiize kadar pek
cok onemli caligsmay1 ortaya ¢ikarnmustir.

Sonu¢ olarak, graf etiketleme teorisi baslangigcta renklerle sinirli olsa da,
zamanla sayilarla yapilan etiketleme yontemlerine donligmiis ve bu yontemler, cesitli
kurallar ve siiregler cergcevesinde graf teorisinin onemli bir bileseni haline gelmistir.
Bu etiketleme, graf yapilarimin daha derinlemesine incelenmesini ve grafiklerin
¢cOziimii i¢in farkli stratejilerin gelistirilmesini saglar.

Kimya, fizik ve matematik gibi disiplinlerde, karmasik yapilarin analizi igin
cesitli sayisal indeksler gelistirilmistir. Bu indeksler, molekiiler yapilar1 ve ag
teorilerini daha iyi anlamak, sistemlerin 6zelliklerini analiz etmek icin kullanilir. Bu
yazida, 6zellikle "Ters Zagreb Indeksi" iizerinde durulacaktir. Ters Zagreb indeksi,
grafik teorisi ve molekiiler kimyada onemli bir yer tutar. Bu indeks, bir molekiiliin
yapisini anlamada ve ozelliklerini tahmin etmede kullanilan giiglii bir aractir.

Ters Zagreb indeksi, bir molekiiliin veya grafigin topolojik yapisini sayisal bir
degere indirger. Bu indeks, genellikle bir graftaki kenarlarin ve diigiimlerin belirli
ozelliklerini kullanarak hesaplanir. Matematiksel olarak, ters Zagreb indeksi su sekilde
tammlanabilir:

Bir graftaki her bir kenar i¢in, bu kenarin bagli oldugu iki digiimiin
derecelerinin ¢arpimu alinir. Ters Zagreb indeksi, bu ¢arpimlarin toplamudir. Bagka bir
deyisle, bir graftaki her kenar i¢in, bu kenarin uglari olan iki diiglimiin derecelerinin
carpiminin toplamina esittir.

Ters Zagreb indeksi, 6zellikle molekiiler yapilar1 temsil eden grafikleri analiz
etmek i¢in kullamlir. Molekiiler yapilar, atomlar arasindaki baglarla temsil edilen
graflar olarak modellenebilir. Atomlar diigiim, baglar ise kenar olarak kabul edilir.
Molekiillerin 6zelliklerini anlamak igin bu yapilar arasindaki iliskiler ve 6zellikler
iizerinde ¢alisilir.

Ters Zagreb indeksinin baz1 temel 6zellikleri sunlardir:

1. Simetrik Olmasi: Ters Zagreb indeksi, grafin simetrik yapisim yansitir. Yani,
bir graftaki kenarin sirasinin degistirilmesi, indeksin degerini degistirmez.

2. Topolojik Duyarhhk: Ters Zagreb indeksi, graftaki diigiimlerin ve kenarlarin
iligkilerine duyarlidir. Bu, indeksin, molekiillerin topolojik yapilarindaki
degisiklikleri algilayabilmesini saglar.



3. Matematiksel Uygulamalar: Ters Zagreb indeksi, graf teorisi baglaminda da
kullamlir. Ozellikle, grafiklerin 6zelliklerini analiz etme ve simiflandirma gibi
uygulamalar i¢in 6nemli bir aragtir.

4. Kimyasal Ozelliklerle Tliski: Kimyasal molekiillerin yapisal 6zelliklerini
yansittigl icin ters Zagreb indeksi, kimyasal reaktivite, biyolojik aktivite, ve
diger fiziksel 6zelliklerle iliskilidir.

Zagreb indeksi ve ters Zagreb indeksi arasindaki fark, hesaplama sekillerinden
kaynaklanir. Zagreb indeksi, her bir kenar i¢in diiglimlerin derecelerinin toplamini
alirken, ters Zagreb indeksi her kenar i¢in diigiimlerin derecelerinin carpimim alir. Bu
kiiciik fark, her iki indeksin de molekiillerin veya grafiklerin farkli 6zelliklerini
yansitmasina neden olur. Iki indeks de kimyasal ve biyolojik analizlerde kullanilir,
ancak ters Zagreb indeksi daha hassas sonuglar verebilir ¢iinkii kenarlarin bagli oldugu
diiglimlerin derecelerinin carpimim dikkate alir.

Ters Zagreb indeksin, graf teorisi ile olan iligkisi, matematiksel modelleme ve
analizlerde olduk¢a kullanishidir. Gelecekte, ters Zagreb indeksinin daha fazla

uygulama alani bulacagr ve bilimsel aragtirmalara katki saglayacag beklenmektedir.

1.1. Graflar ve Ozellikleri
Graf, bir dizi diigim (veya vertex) ve bu diigiimleri birlestiren kenarlardan
(veya edge) olusan matematiksel bir yapidir. Graf teorisinde, diigiimler genellikle

nesneleri, kenarlar ise bu nesneler arasindaki iligkileri veya baglantilar1 temsil eder.

Tamm 1.1.1.

Elemanlar1 noktalardan olusturan V kiimesinden ve ayrit (kenar) olarak
adlandirilan E kiimesinin elemanlarindan sirali olmayan ikililerden olusan bir
kiimeden olusan bir yap1 diisiinelim. Nokta olarak V kiimesinden ve ayrit olarak E
kiimesinden olusan diyagrama graf denir. G =(V,E) ile gosterilir. G grafimn,

V(G)= {vl,vz,...,vn} koseler kiimesinin eleman sayisina G ‘nin mertebesi adi verilir
ve n(G) ile sembollestirilir. Diger yandan E(G)={e,e,,....e,} kenar kiimesinin

eleman sayisina boyut denir ve m(G) ile gosterilir.



Tamm 1.1.2.
Bir noktadan bir noktaya ulasmak icin her noktanin bir defa kullamlmasina yol
adi verilir. n-1, n noktal1 bir yolda kullanilan kenar sayisidir. Yol uzunlugu ise noktalar

arasi gidiste kenar sayisinda kullanilir.

I' grafinda v1 ile V2 noktalari arasindaki tiim yollar iginde en kisa olamin
uzunluguna; V1 V2 ’nin mesafesi (distance) denir ve d.(vq, V2 ) seklinde
sembollestirilir. Eger V1 ve V2 noktalar1 arasinda bir yol yoksa

d. (V1,v2) =

kabul goriir.

Tamm 1.1.3.

Grafin tam graf ismiyle adlandirilmasi ise bir grafta kesin olarak her iki nokta
arasinda bir kenar bulunmasiyla saglamr. K, ile sembolize edilen, n koseli bir tam

graftir.

Tamm 1.1.4.
Herhangi bir grafin noktalar1 arasindaki en kisa uzunluga grafin yaricap
(radius) adi veriliraym zamanda rad(I") min{e(v) : v eV (I")} seklinde sembollesir.

Tamm 1.1.5.

Grafin ¢apr (diameter); siradan bir grafin noktalar1 arasindaki en biiylik
uzunluga denir, diam(T") max{e(v) : v €V (I')} ile sembollesir. Biitiin noktalar
birbiriyleiliskili oldugunda tam bir grafta diam(I") =1 dir.

Tamm 1.1.6.

[ grafi V e{Vvo,V1,...,Vn} nokta kiimesine ve E kenar kiimesine sahip
['=(V, E) bir basit graf olsun. Eger ecE< E={v,,v,},ie(12,..,n)

gosterilebiliyorsa G = G(V,E) = (V,E) basit grafina n kenara ve n -1 noktaya

sahip yildiz graf denir ayn1 zamanda Sp ile gosterilir.

Tanm 1.1.7.



Pargal1 graf, graf teorisinde, noktalarinin birden fazla disjoint (kesismeyen)
kiimeye ayrildig bir graf tiirtidiir. Yani, bir pargal1 graf, noktalar kiimesinin birden

fazla alt kiimeye boliindiigli ve bu kiimeler arasinda kenarlarin yer aldig bir graftir.

Tamm 1.1.8.
Miikemmel (perfect) graf bir grafin indirgenmis biitlin alt graflar i¢in klik ve

kromatik sayisinin esit olmasidir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Berge (1962), “The Theory of Graphs and Its Applications” adl1 ¢aligmalarinda
perfect graflar1 ortaya ¢ikarmak icin faydalanmilabilecek Berge Graf seklinde ad verilen
graf ile ozelliklerini tamtmustir. Bununla birlikte bu arastirmada genel graflar bilgisi de
mevcuttur. Bu eser graf teorisinin temel ve ileri diizey konularim kapsamli bir sekilde ele
alan 6nemli bir kaynaktir. Kitap, hem matematiksel graf teorisini hem de bu teorinin
cesitli pratik alanlardaki uygulamalarim detaylandirir. Graflarin  6zelliklerinden
algoritmalara, planarlik ve renklemeye kadar bir¢cok konuyu derinlemesine inceleyerek,

alandaki bilgiye katkida bulunan 6nemli bir referans kaynagidir.

Bondy ve Murty (1976), “Graph theory with applications” adli arastirmalarinda
onemli graf parametrelerinden etiketlendirme adeti i¢in grafin max. derecesiile baglantili

bir list simr bulmuslardir.

Allan ve Laskar (1978), “On Domination And Independent Domination Numbers
Of a Graph” adin1 verdikleri eserlerinde, baskinlik sayisi ve baskinlik sayisi ¢esitlerinden
biri olan bagimsiz baskinlik sayilariyla alakali calisma yapnustir.

Beck (1988), graf ile halka teorisini bir araya getirmis, ilk ¢alismay1 yapmustir.
“Coloring of Commutative Rings“ adli yapitinda bunu sunmustur. Bununla birlikte
degismeli halkalarin sifir bolen graflarim acgiklayarak bu graflarin etiketlenmesiyle
mesgul olmustur. Bu eser genellikle cebirsel yapilar ve komiitatif halkalarla ilgili
matematiksel bir konuyu ele alir. Ayrica komiitatif halkalarin baz1 6zelliklerini ve bu
halkalarin iizerinde yapilan "renkleme" islemlerini inceleyen bir matematiksel ¢alismayi
yansitir. Komiitatif halkalar, siklikla cebirsel yapilarin temel 6rneklerinden biri olarak
incelenir ve burada "renkleme™ (coloring) terimi genellikle belirli 6zelliklere veya yapisal
simiflandirmalara gore elemanlarin diizenlenmesiyle ilgili olabilir. Bu tiir ¢aligmalar,
komiitatif halkalarin teorisini gelistirmek veya bu halkalarin davraniglarim daha iyi

anlamak amaciyla yapilir.

Erdos (1989), “Pach, Pollack ve Tuza’'min Radius, Diameter and Minimum
Degree” isimli arastirmalarinda grafin yarigapi, uzaklig: ile ilgili sadece nokta adetini ve

min. mertebesini kapsayan ¢ergeveler bulmuslardir.



Anderson ve Nasser (1991), “Beck’s Coloring of Commutating Rings” adli

arastirmasinda sifir bolen graflarin etiketleme adeti belirttigi problemi incelemistir.

DeMeyer, McKenzie ve Schneider (2002), “The Zero-Divisor Graphs of a
Commutative Semigroup” yapitinda sifir bolen graflar1 degismeli yar1 gruplar tstiinde
aragtirmistir. Bu c¢alisma, komiitatif semigruplarda sifir-bolen graflart inceleyen bir
arastirmadir. Calismada sifir-bolen elemanlarin graf temsili, bu elemanlar arasindaki
iligkiler ve semigrubun yapisal 6zellikleri analiz edilir. Sifir-bolen graflarinin, semigrup
teorisinin daha derinlemesine anlasiimasinda ve sifir-bdlenlerin yap1 ve dzelliklerinin
kesfedilmesinde 6nemli bir rolii vardir. Bu calisma, semigrup teorisinin, 6zellikle sifir-
bolenlerin analizi agisindan 6nemini vurgular ve komiitatif semigrup yapilariyla ilgili

matematiksel arastirmalara katki saglar.

Gross ve Yellen (2004), “Handbook of Graph Theory” graf teorisi alaminda
kapsaml1 bir referans kaynagidir. Matematiksel kuramlari, algoritmalardan uygulamalara
kadar genis bir yelpazede konular1 ele alir ve bu alandaki 6nemli konular1 derinlemesine
inceler. Graf teorisinin hem teorik hem de pratik yonlerini ele alarak, alandaki uzmanlar

ve Ogrenciler i¢in temel bir bagvuru kaynagidir.

DeMeyer (2005), “Zero-Divisor Graphs of Semigroups” isimli arastirmasinda ise
yart gruplarin degismeli olmadig hallerde de yar1 gruplar icgin sifir bolen graf

arastirmalarini stirdiirmiistiir.

Arumugam ve Velammal (2007), “Edge Domunation In Graphs” adh
arastirmalarinda, graflarda edge baskinlik sayilar1 ve bunlara bagli olarak baz1 graflarda

agaclarin ve tek dongiilii graflarin 6zelliklerini gosterdigi de verilmistir.

Atapour ve Soltankhah (2008), “On Total Dominating Sets in Graphs” adli
arastirmalarinda baskinlik sayisi ve min. mertebeden bahsedilmistir . Bununla birlikte

total baskinlik sayisimn alt ve iist sinirlariyla ilgili calisilnustir.



Anderson ve Livingston (2008), “The Zero-Divisor Graph of Commutative
Ring” isimli yapitlarinda sifir bélen graflar iizerinde degismeli halkalarin sifir bélen
graflariyla birlikte pek fazla teorem ispatlamustir. Sifir bolen grafiyla degismeli halkanin
alakal1 oldugu ve uzakligimn 3’e esit veya 3’ten kiigiik oldugu verilmistir. Bu eser, sifir-
boliicii graf kavranum ve bu graflar1 kullanarak komiitatif halkalarin incelenmesini konu
alir. Matematiksel cebirsel yapilar lizerine yapilan bu ¢aligsma, sifir-boliiciileriniliskilerini
gorsel ve yapisal olarak analiz etmenin bir yoludur. Bu tiir bir yaklagim, halkalarin
teorisini ve Ozellikle komiitatif halkalarin gesitli 6zelliklerini derinlemesine anlamayi1

saglar.

Anderson ve Badawi (2008), “On the Zero-Divisor Graph of a Ring” adli
caligma, sifir bolgesi graflar1 lizerine yapilan derinlemesine matematiksel incelemeleri
sunar. Bu calisma, komiitatif halkalar iizerindeki sifir bolgesi grafigini ve bu grafigin
sahip oldugu yapisal 6zellikleri detayli bir sekilde arastirir. Sifir bolgesi grafiklerinin
analizi, halkalarin yapisal 6zellikleri hakkinda degerli bilgiler sunar ve bu grafiklerin
incelenmesi, halkalarin daha iyi anlasilmasina katkida bulunur. Ayrica, bu tiir calismalar

daha genis teorik sonuglara ve pratik uygulamalara olanak tamyabilir.

DeMeyer, Greve, Sabbaghi ve Wang (2010), “The Zero-Divisor Graph
Associated to a Semigroup” adini verdikleri arastirmalarinda graf ve soyut kavramlari bir
araya alarak sifir bolen graflar1 anlamak i¢in gereken kenar sayisimin, alt sinirim

bulmuslardir.

Vargor (2010), “Graflarda Baskinlik Ve Ortalama Baskinlik Sayisi” adl1 doktora
tezinde baglantililik sayisi, ortii sayis1, bagimsizlik sayisi, baskinlik sayisi gibi 6l¢timlerle

calisilmistir. Butezde, ortalama baskinlik sayisi adi verilenyeni bir 6l¢iim tammlanmustir.

Akgiines ve Togan (2012), “Some Graph theoretical properties over zero-divisor
graphs of special finite commutative rings” adli eserlerinde, sonlu degismeli halkalar
iizerinde sifir bolen bir grafin bitisiklik matrisi iizerinde c¢aligsmuslardir. Bu eser sifir
bolgesi grafikleri ve sonlu komiitatif halkalar arasindaki iliskiyi inceleyen derinlemesine
bir ¢calismadir. Calisma, sifir bolgesi grafikleri ile ilgili ¢esitli teorik dzellikleri kesfeder

ve bu grafiklerin cebirsel yapilarin incelenmesinde nasil kullanilabilecegini tartigir. Graf



teorisi ile cebirsel yapilar arasindaki bu etkilesim, matematiksel problemlerin

¢oziilmesinde dnemli bir yaklagim sunar.

Akgiines (2012), “Graf Parametleri ve Cebirsel Yapilara Grafsal Yaklasimlar”
adl1 ¢alismasinda diizensizlik indeksi kullanarak bir grafin yarigapi i¢in gli¢lii bir ayrim
bulunmugtur. Bununla birlikte monojenic yar1 gruplar tizerinde tanimlanan 6zel graflarin
topolojik indekslerinin monojenik yar1 grubun derecesiyle ifade edilecegini belirtmistir.
Eser, matematiksel yapilar arasindaki iliskileri derinlemesine inceleyerek, bu yapilarin
analizini kolaylastiracak yeni bakis agilar1 ve yontemler sunmaktadir. Hem teorik hem de
uygulamali olarak Onemli katkilar saglamaktadir ve bu alandaki matematiksel

arastirmalar i¢in degerli bir kaynaktir.

Akgiines ve Cevik (2013), “A new bound of radius of irregularity index” adh
eserlerinde yarigap(radius) bir graf parametresi i¢in diizensizlik (irregularity) indeksi
yardimu ile gii¢lii bir tist sinir bulmuslardir. Bu eser graf teorisi alamnda irregularity index
(diizensizlik indeksi) i¢in yeni bir iist simir 6neren onemli bir arastirmadir. Calisma, bu
indeksi sinirlandirarak grafik yapilarimn daha homojen hale gelmesini amaclamakta ve
bunun matematiksel ispatlarini sunmaktadir. Bu yeni st sinir, grafik teorisi ve ag

yapilarindaki analizler i¢in 6nemli bir katki saglamaktadir.

Damir Vukicevic, Qiuli Li, Jelena Sedlar, Tomislav Doslic (2018), “Lanzhou
index” isimli arastirmalarinda yeni bir indeks olan Lanzhou topolojik indeksini
tammlamusglar ve baz1 karsilastirma veri kiimelerinde bulunan bir¢ok indeksten daha iyi
bir performans gosterdigini bulmuslardir. Lanzhou Index, graf teorisi ve topolojik
indeksler alanindaki 6nemli arastirmalardan biridir ve 6zellikle kimya, biyoloji ve sosyal
aglar gibi disiplinlerde ag yapilarimn analizinde faydalidir. Bu indeks, aglarin yapisal ve
dinamik 6zelliklerini anlamak i¢in matematiksel bir arag¢ sunar ve g¢esitli alanlarda 6nemli

uygulamalara sahiptir.

Ediz (2018), “Maximal Graphs of The First Reverse Zagreb Beta Index” isimli
caligmasinda birinci inverse Zagreb beta indeksine gbre maksimal graflar1 karakterize

etmislerdir. Bu agidan iki ayr1 graf ¢esidinin sonuglar literatiire kazandirilmustir.
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Kulli (2018), “Reverse Zagreb and reverse hyper-Zagreb indices and their
polynomials of rhombus silicate networks” isimli makalesinde eskenar dortgen silikat
aglar1 lizerinde reverse Zagreb indeksleri ve ayrica hiper reverse Zagreb indekslerini
hesaplamis olup bunlarin kesin sonuglarini ortaya koymustur. Bu ¢alisma reverse Zagreb

indekslerinin uygulamas1 bakimindan 6nem arz etmektedir.

Fengwei Li, Xueliang Li ve Hajo Broersma (2020), “Spectral Properties of
Inverse Sum Indeg index of Graphs” isimli ¢alismalarinda cebirsel graf teorisinin graf
ozelliklerinin baz1 matrislerin cebirsel niteliklerine nasil yansitildigi ya da yansitilip
yansititlamadigim arastirmiglardir. Bu c¢alisma graf teorisinin spektral o6zelliklerini
inceleyen bir ¢alismadir. Calisma, inverse sum indegree index kavramim ele alarak bu
indeksin spektral ozelliklerle iliskisini arastirmaktadir. Graf teorisi, ag yapilar1 ve
optimizasyon problemleri gibi alanlarda onemli bir yere sahip olan bu calisma,
matematiksel analizler ve algoritmalarla graf yapilarimn daha verimli bir sekilde
modellenmesi i¢in 6nemli katkilar sunmaktadir.

Abeer M. Albalahi ve Akbar Ali (2022), “On the Inverse Symmetric Division
Deg Index of Unicyclic Graphs” adimi verdikleri arastirmalarinda baglantili ve sonlu
graflar {izerine ¢alisma yapmuslardir. Bu eser, unicyclic graph'lar tizerindeki inverse
symmetric division degree index indeksinin matematiksel ve yapisal 6zelliklerini detayli
bir sekilde inceleyen dnemli bir ¢aligmadir. Bu arastirma, graf teorisi, topolojik indeksler
ve spektral analiz gibi alanlarda daha genis ¢apli arastirmalara Onemli katkilarda
bulunmaktadir. Calisma, aglarin yapisimt ve diiglimler arasindaki iliskileri anlamak
amaciyla saglam bir teorik temel sunmaktadir. Ayrica SDD indeksi iizerinde bir ¢aligsma
yapmuslar ve bu indeksin uygulanabilir ve pratik oldugunu, performansinin daha bir¢ok

popiiler topolojik indeksin performansim astigim belirlemislerdir

Akbar Ali, Abeer M. Albalahi, Abdulaziz M. Alanazi, Akhlag Ahmad Bhatti,
Amjad E. Hamza (2022), “On the Maximum Sigma Index of K-cyclic Graphs” adli

arastirmalarinda sonlu graflar ile ilgili calismuslardir.

Qian-gian, Liu, Qiu-li Li, He-ping Zhang (2022), “Unicyclic graphs with

extremal Lanzhou index” isimli arastirmalarinda tek ¢evrimli graflart minimum ve
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maksimum Lanzhou indeksleri ile ayr1 ayr1 belirleme iizerine ¢aligmalar yapnmuslardir. Bu
caligma, unicyclic graph'lar iizerinde yapilan bir analiz olup, bu grafiklerin Lanzhou
indeksinin ekstremal degerlerini arastirmaktadir. Bu tiir caligmalar, graf teorisi alaninda
yeni ve 6nemli sonuglar ortaya koyarak ag yapilarimin daha verimli analiz edilmesine

olanak tammaktadir.

Akbar Ali, Yilun Shang, Darko Dimitrov, Tamas Retic (2023), “Ad-Hoc
Lanzhou Index” isimli eserlerinde topolojik indexler kavramindan yola g¢ikarak gegici
Lanzhou indeksinin tanimim vermislerdir. Ad-Hoc Lanzhou Index, graf teorisinin daha
ozel ve gelismis analizlerine olanak tamyan, diigiim ve kenar iliskilerini daha ayrintili
sekilde degerlendiren bir topolojik indeks tiiriidiir. Bu indeks, farkli alanlarda ag
yapilarinin daha verimli analiz edilmesine yardimei olabilir ve 6zellikle kimya, biyoloji

ve sosyal aglar gibi disiplinlerde 6nemli bir rol oynar.

Cangiil (2024), “QSPR model for Bond Energy of Y-junction nanotubes through
M, NM-polynomials based on reverse, reduced reverse degree and neighborhood degree
based topological indices” isimli ¢aligmasinda, M ve NM polinomlarinin graf teorisinde
onemli kavramlar oldugundan bahsetmis olup, graflarin eslesme yapilarim (M

polinomlar1) ve eslesmeyen kenarlarimi (NM polinomlar1) incelemislerdir.
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3. ZAGREB iNDEKSI

Zagreb indeksi, kimya ve 6zellikle molekiiler yapilar lizerinde yapilan analizlerde
onemli bir yer tutan, graf teorisi temelli bir hesaplama aracidir. Grafteorisi, matematiksel
bir alan olarak, ¢esitli nesneler arasindaki baglantilar1 ve bu baglantilarin 6zelliklerini
inceleyen bir disiplindir. Bu teorinin, molekiiler yapilarin analizi ve kimyasal bilesiklerin
incelenmesinde gii¢lii bir uygulama alam vardir. Bu baglamda, Zagreb indeksi kimyasal
molekiillerin yapisal 6zelliklerini anlamak igin kullanilan 6nemli bir topolojik indekstir.
Graf teorisi ile Zagreb indeksi arasindaki baglanti, 6zellikle molekiiler yapilar ile bu

yapilarin kimyasal 6zellikleri arasindaki iligkiyi modellemek i¢in kullanilir.

Zagreb indeksi, bir molekiiliin yapisal 6zelliklerini 6l¢gmek i¢in kullamilan bir
topolojik endekstir. Bu endeks, 6zellikle karbon-oksijen baglar1 gibi kimyasal baglarin
yapisal ve kimyasal Ozelliklerini yansitan bir graf teorisi aracidir. Zagreb indeksi,
molekiiliin topolojik yapisim dikkate alarak, onun kimyasal ozelliklerine dair 6nemli

bilgiler sunar.
Bir grafin Zagreb indeksini hesaplamak i¢in kullanilan iki yaygin tiir vardir:
Tamm 3.1.

Birinci Zagreb Indeksi (M1(G)): Her kenarin, bagl oldugu iki diigiimiin derece
degerlerinin ¢arpimuina esittir. Bu, grafin tiim kenarlar1 i¢in bu ¢arpimlarin toplamina

esittir. Matematiksel olarak, birinci Zagreb indeksi soyle ifade edilir:

M,(G)= > deg(i).deg(j)

(i,j)eE

Burada deg(i) ve deg(j) diigiimlerinin derece degerleridir, yani her bir

digiimdeki bagli kenar sayisidir ve E, kenar kiimesidir.

Tamm 3.2.

ikinci Zagreb Indeksi (M,(G)): kinci Zagreb indeksi ise, her kenarin bagh

oldugu diigiimlerin derece degerlerinin karelerinin toplamuna esittir. Ikinci Zagreb indeksi
su sekilde tanmmlanir:
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M,(G)= D (deg(i)”.(deg())’

(i,j)eE

Bu indekslerin her biri, bir molekiiliin fiziksel ve kimyasal oOzellikleri ile
korelasyon gosteren sayisal degerler sunar. Ornegin, birinci Zagreb indeksi, genellikle

molekiillerin enerji seviyelerini ve kimyasal reaktivitesini tahmin etmede kullamlir.

Zagreb indeksi, graf teorisi ile dogrudan iligkilidir ¢iinkii her iki kavram da yapisal
ozelliklerin analizine dayamr. Bir molekiiliin kimyasal yapisini incelemek i¢in kullanilan
Zagreb indeksi, aslinda molekiiliin graf olarak modellenmis halinin analizine dayamr. Bu

baglamda:

e Diigiim Derecesi: Her bir atom, grafin bir diiglimiidiir ve bagli oldugu diger
atomlarla olan kimyasal baglar, kenarlar1 temsil eder. Diiglim derecesi, bir atomun
diger atomlarla olan bag sayisim ifade eder. Bu ozellik, Zagreb indekslerinin
hesaplanmasinda temel bir rol oynar.

e Kenar Baglantilari: Molekiil i¢indeki her bir kimyasal bag, bir kenar olarak
kabul edilir. Zagreb indeksi, bu kenarlarin hangi atomlara baglandigim dikkate alarak
bir molekiiliin kimyasal 6zelliklerini modellemeye yardimci olur.

« Topolojik Ozellikler: Zagreb indeksi, bir molekiiliin topolojik yapisim temsil
eder. Molekiiliin kimyasal 06zellikleri ile yapisal Ozellikleri arasindaki iliskiyi

matematiksel olarak ifade etmek i¢in graf teorisinin araglari kullamlir.

Zagreb indeksi, graf teorisinin teorik araglarim kullanarak molekiiler yapiy1r daha
anlasilir hale getirir. Bu, 6zellikle kimyasal bilesiklerin fiziksel 6zelliklerini anlamada ve
kimyasal reaksiyonlar1 tahmin etmede faydalidir. Zagreb indeksleri, ayrica molekiiller
arasindaki yapisal benzerlikleri degerlendirmede ve yeni bilesiklerin kesfi sirasinda da

onemli bir rol oynar.

Zagreb indeksi, graf teorisi ile gii¢lii bir sekilde baglantili bir matematiksel aractir
ve molekiiler yapilar1 analiz etmek icin etkili bir yontem sunar. Hem kimyasal yapilari
anlamak hem de bu yapilari kullanarak fiziksel 6zellikler tahmin etmek icin kullamlan bu
indeks, molekiiler biyoloji, kimya ve ila¢ kesfi gibi bir¢ok alanda biiyiikk bir 6neme
sahiptir. Graf teorisinin sundugu matematiksel araglarla, Zagreb indeksi, molekiillerin

yapisal ve kimyasal analizini daha derinlemesine yapabilmeyi miimkiin kilar.
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4. TERS (REVERSE) ZAGREB INDEKSI

Graf teorisi, matematiksel nesneler arasindaki baglantilari inceleyen bir alandir.
Kimya, biyoloji, bilgisayar bilimi gibi bircok disiplinde, graf teorisinin araclari, cesitli
yapilart modellemek ve analiz etmek igin kullanilmaktadir. Bu baglamda, graf teorisi
temelli indeksler, 6zellikle kimyasal yapilar ve biyolojik aglar gibi karmasik sistemleri
anlamada 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu indekslerden biri de Ters Zagreb Indeksidir
(Reverse Zagreb Index, RZI). Bu indeks, grafin topolojik 6zelliklerini yansitan bir sayisal

degerdir ve 6zellikle molekiiler yapilarin analizinde 6nemli bir yer tutar.
Tamm 4.1.

Ters Zagreb indeksi, bir grafin topolojik 6zelliklerine dayali bir hesaplama
aracidir ve Zagreb indeksinin tersine bir hesaplama yapar. Ters Zagreb indeksi, 6zellikle
molekiiler graf teorisi baglaminda kimyasal bilesiklerin 6zelliklerini analiz etmek igin
kullanmilir. Bu indeks, her kenarin bagladigi diiglimlerin derece degerlerinin tersinin
karelerinin toplamu olarak hesaplamr. Matematiksel olarak, ters Zagreb indeksi su sekilde

ifade edilir:

T(Sy) = 2 [(r(deg(®)? (r(deg(j))* ]

(i.))E

Burada, deg(i) ve deg(j), diigiimlerin derece degerleridir (yani her diigiimdeki
bagli kenar sayisi), ve E grafin kenar kiimesini temsil eder. (Cangiil, 2024)

Ters Zagreb indeksi, grafin yapisal 6zelliklerini gdsteren dnemli bir dl¢iit olup,
asagidaki bazi 6zelliklere sahiptir:

o Diigiim Derecesinin Etkisi: Ters Zagreb indeksi, diiglimlerin derecelerine ters
bir iligki kurar. Yiiksek dereceye sahip diigiimler, daha diisiik bir etkiye sahiptir. Bu,
ters Zagreb indeksinin, grafin yogunlugunu ve diigiim baglantilarinin etkilesimini
daha farkli bir sekilde yansittigi anlanuna gelir.

e Grafin Topolojik Yapisi: Ters Zagreb indeksi, grafin topolojik yapisina dair
onemli bilgiler sunar. Daha fazla diiglim ve kenar igeren graf yapilari, ters Zagreb
indeksinin degerini artirabilir, ancak yiiksek dereceli diigiimlerin ters iliskisi

nedeniyle bu etki genellikle daha az belirgindir.
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e Azalan Degerler: Ters Zagreb indeksi, genellikle grafin daha diisiik dereceli
diigimleri arasinda daha fazla agirlik tasir. Bu oOzellik, diisiik dereceye sahip
diiglimlerin baglantilarinin daha 6nemli oldugu durumlar i¢in kullamslhidir.

o Sabit Degerler ve Simetri: Ters Zagreb indeksi, simetrik graf yapilarinda belirli
sabit degerlere sahip olabilir. Ornegin, tam baglantili (complete) graf gibi simetrik

yapilar, ters Zagreb indeksinin hesaplanmasinda 6zel sonuglar dogurabilir.

Ters Zagreb indeksi, bir grafin yapisini analiz etmek ve cesitli 6zelliklerini tahmin
etmek icin farkli alanlarda uygulanabilir. Ozellikle kimyasal ve biyolojik aglarin

analizinde, ters Zagreb indeksinin bazi belirgin kullamm alanlar1 bulunmaktadir:

e Diisiik Dereceli Diigiimler: Yiiksek dereceli diigiimlerin ters Zagreb indeksine
etkisi daha azdir, bu da diiglimlerin derecelerinin yiiksekliginin 6ngoriilen genel
yapisal 6zellikler lizerindeki etkisini azaltir.

e Agirhkh Etki: Ters Zagreb indeksi, 6zellikle agin diisiik dereceli diiglimleri ve
kenarlar1 arasinda daha belirgin bir etki yaratir. Bu, agin daha zayif baglantilarinin
kritik noktalar oldugunu gosterir.

e Monotoniklik: Bazi grafiklerde ters Zagreb indeksinin monotonik bir &zellik
gosterdigi, yani agdaki diiglim sayisinin ve kenar sayisinin artmasi ile indeksin

sistematik olarak degismesi gbzlemlenebilir.

Ters Zagreb indeksi, graf teorisi ve kimyasal yapilarin analizi i¢in Onemli bir
matematiksel aracgtir. Molekiiler yapilarin 6zelliklerini anlamada, ag yapilarindaki zay1f
noktalarin belirlenmesinde ve ag tasarimn optimizasyonlarinda Onemli bir rol
oynamaktadir. Ozellikle diisiik dereceli diigiimlerin etkisini yansitan bu indeks, grafin
genel yapist ve topolojisi hakkinda derinlemesine bilgi saglar. Ters Zagreb indeksi,
matematiksel hesaplamalarla birlikte, karmasik sistemlerin daha iyi anlasilmasina ve bu

sistemler lizerinde yapilan uygulamalarin iyilestirilmesine katkida bulunur.
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Teorem4.1.1:

Herhangi bir monojenik yar1 grup S i¢in I'(S;") grafinin ters derece dizisi

" =in-tn-2 | 2ler| 200
osren=fo-so-a{2af2] 2] 22

dir.
Ispat 4.1.1:

['(S;") grafinda x kdsesinin yalmzca X" kdsesine komsu oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

bu kosenin derecesi 1 dir. Bu kdsenin ters derecesi n—1’dir. x* kosesini ele alirsak,

komsuluklar1 X" ve x"*‘dir. Bu kosenin ters derecesi ise n—2’dir. Bu yontemle devam

edersek
U]
2 by, o .| n
. X kosesinin ters derecesi ’75—‘ +1
A
2] . . .|n
o X kosesinin ters derecesi [E—l
N o
2] . .|n
o X kosesinin ters derecesi 5
E +2 - -
20 (N
. X kosesinin ters derecesi E -1

oldugu goriiliir.
Aynt sekilde devam edersek;

. X" kosesinin ters derecesi 2
. X" kosesinin ters derecesi 1
dir.

Boylece ters derece dizisini elde ederiz. Ayrica bu dizinin yalmzca iki teriminin ayni diger

terimlerinin farkli oldugunu sdyleyebiliriz.
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4.2. Algoritma

Hesaplamalarimizda kolayliklar saglamak ve topolojik nicelikler i¢in ana sonuglar
bulmak adina I'(S]") 6zel grafimin tanimundan faydalanarak T'(S") tizerindeki noktalarin
komguluklar1 ileilgili asagidaki algoritmay yazabiliriz.

V, : X" kosesi kendisi hari¢ tim x" lere (1<v, <n-1) komsudur.

V., 1 x"" kodsesi kendisi harig tim x“ lere (2<v,<n-2) ve x" kosesine (V, ilk
adimindaki) komsudur.

V. ,: Xx"? kosesi kendisi hari¢ tim x“ lere (3<v,<n-3), x" kosesine (V. ilk
adimindaki) ve X" kosesine ( V, , ikinci adimindaki) komsudur.

Algoritmadaki verileriizleyerek, n nin tek say1 veya ¢ift sayr olmasiyla iligkin olarak

iki durum elde ederiz;

n¢ift sayi ise :
n n n

—+2 . L -
V,  x* kosesi sadece x? , x? ve X

—+2
2

n
—+
2

' koselerine degil, ayni zamanda X" (V,

n

adimindaki), x"* (V, , adimindaki) , X" (V. _, adimindaki), ..., X2 (v, ) adimindaki)
E+

koselere de komsudur.

V, X x2" kosesi sadece x2? kosesine degil, aynt zamanda X" (V. adimundaki), X" (V,,
E+
n

adimindaki), ..., X§+2 (v, , adimindaki) koselere de komsudur.

2

n_tek sayi ise:

n+1 n+1
UACIP) L) oy —= RAL

Vn7+1+2: X % kosesisadece X2 , X? X2 ye X2 Kkoselerine degil, aym

n+1

zamanda X" (V, adimmundaki), x"* (V,, adimindaki), X" (V,_, adimndaki), ..., x 2

(Vs , adimindaki) koselere de komsudur.
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n+1 n+1 n+l

1 . - > ux . o
Vo, - X2 kosesi sadece x2  ve x? koselerine degil, aym zamanda X" (V,

rl—l+2

adimindaki), x"* (V., adimundaki), x"* (V_, adimndaki), ... , X 2 (Vo

adimindaki) kdselere de komsudur.

Bildigimiz gibi d,, d,, ... , d_ sembolleri sirasiyla T'(S;,) deki x, x*, ..., X

n

noktalarinin mertebelerini tammlamuis olsun. Su durumu sdylemeliyiz ki derece dizileri

vb. bagka adlarla noktalarin mertebeleriyle baglantili pek ¢ok arastirma bulunmaktadir.
Asagidaki lemma, mertebeler arasindaki d, <d, <...<d_  sirali dizisini gbsteren bu

durum ile direkt baglantilidir. Bunun kamti, (Das, Akgunes ve Cevik, 2013) te oldugu
halde, yukaridaki algoritma ile de kolayca goriilebilir.

Teorem 4.1.2:

Herhangi bir monojenik yari grup Sy, icin, I'(Sy,) grafimn birinci ters Zagreb indeksi

4n® -3n® +2n _ .
_ ; n o cift ise
12
r(M,(C(Sy))) =
4n®-3n*+8n+3 _ .
. n tek ise
12
dir.

Ispat 4.1.2:

Ispati n nin tek ve cift olma durumlarina gore inceleyelim:

1.Durum: n cift olsun:

1) = PR () A KLY N SR (LY PR PraPe
r(M,(C(Sy)) = D (rd;)" =(n-1)* +(n-2) ...+U2—l+1j +[2-| J{Z—l +U2—‘ 1] o427 4+1

x'eV

NS

:Z(rdi)z:(n—l)z+(n—2)2...+[_g_+l] +_ _ +[_%-l—1j +.“+22+12+EW

X' eV

2 _ 0 1\2 Y ___ * [nT _E_Z zzE2
=Y (rd,) =(n-1*+(n-2) +[ > +lj + +[ 21 1] +o+ 2241 +(2J

xev

NS




4n®*-3n%+2n
12

elde edilir.
2.Durum: n tek olsun:

F(M,(O(SH ) = > (rd;)’ = (n-1)2 +(n—2)%..

X eV

=3 (rd,)’ = (n-1)*+(n-2)*...

X eV

=" (rd;)" = (n-1)? +(n-2)%.,

X eV

4n®-3n?+8n+3
12

elde edilir.

Ornek 4.1.1;

[ (f] e

2 2
A+ [_n+1w +...+22+12+(—n+1j
2 2

Sekil 4.1. 8 Késeli Monojenik  Yar1 Grup Graf Ornegi

r(M(C(Sy))) =212 +2° +3* +4% + 4% +5° +6° + 7*

=1 +2°+3 +4°+5°+6°+ 77 +4°

19
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48 -387+238
12

=156

n tek;

Sekil 4.2. 9 Késeli Monojenik Yar1 Grup Graf Ornegi
r(M,(C(Sy)) =22 +2° +3% +4% +5° +5° +6° + 7° +8°
=1 +2°+3 +4° +5° +6°+7° +8° +5°

_49°-39°+89+3
12

=229

Teorem 4.1.3:

n

Herhangi bir monojenik yar1 grup Sy, igin, I'(Sy,) grafinin ikinci ters Zagreb indeksi

4—18(n4+4n3+2n2—4n) , n cift ise
r(M,(T(Sy)) = 1

4—8(n4+4n3+2n2—4n—3) , n tek ise
seklindedir.
Ispat 4.1.3:

Simdiki ana amacimiz, mertebelerin toplam sayisina bagl olarak M, (I'(Sy,)) Vi

ayirt etmek oldugundan toplamu, aym olmayan pargalarin toplamun olarak ele almamiz,
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bunlarin her bir par¢asim ayri ayri toplamamiz gereklidir. Hesaplamalar esnasinda,
noktalarin mertebelerine hiikiim vermek i¢in ¢ok sistemli yegane bir metot oldugundan

Kisim 4.2 deki algoritmaya bakacagiz.

N nin tek veva cift olma durumuna gore ispati1 yapalim:

1. Durum: n cift olsun:

r (M,(I'(Sy,))=rd,rd, +rd rd,+rd rd,+..+rd rd_,+rd rd ,+

(V, ile yazilan. Bu toplama T, diyelim.)
+rd, rd, +rd_ ,rd,+...+rd_,rd ,+

(V. , ile yazilan. Bu toplama T, diyelim.)

+..+
+rd, rd, +rd, rd, +rd, rd, +
—+2 —1 —+2 — —+2 -+l
2 2 2 2 2 2
(v, ileverilen.Butoplama T, diyelim.)
§+2 E+2
+rd, .rd,
—1 —
2 2

(v, . ile yazilan. Bu toplama T, X diyelim.)
E+ —+

Sonug olarak ikinci Zagreb indeksi

z rdrd, =T +T +..+T, +T,
] s

vteE(G) 2 2
toplamu olarak yazlir.

Gayemize varmak amaciyla, bu ispatin baginda gosterildigi tizere, her T,

(E+1£t£n)’y1 farklt farklt incelemeye gereksinim hissediyoruz. n cift

oldugunda

dir.

T =1(n—1)+1(n—2)+1(n—3)+...+1.3+1.2+1.[2—‘

dir.
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T, deki sekilde benzer verileri kullanarak,

Tn_l=2(n—2)+2(n—3)+2(n—4)+...+2.3+Z.B—‘

T, :3(n—3)+...+3(n—4)+3.B—‘

>

RS

dir.

N |

Boylece,

2 T2 on(k 1)
Tn+Tn_1+...+Tn+12+Tn+11:2k{n 2n(k2 ) ZK}
- 7 k=t

2

:%(n“ +4n® +2n? —4n)

seklinde genelleme yapilir.

2. Durum: n tek olsun:

n’nin ¢ift olmast durumunda inceledigimiz T, toplanumn tek sayilar i¢in degisimini

inceleyelim:

T :1.(n—1)+1.(n—2)+...+1.3+1.2+1.(n7+1j

T =2(n—2)+2(n—3)+2(n—4)+...+z.3+2.(_”;1)



TD+1 +T, = (—2 j(n +1)
2 2

dir.

Boylece,

n-1

2 2 _ 1 — _
Tn+Tn_1+...+Tn+12+Tn+11:2k{n 2n(k 21) (2K 1)}

2 2 " k=1

:%(n“ +4n° +2n° —4n-3)

seklinde genelleme yapilir.

Ornek 4.1.2;

n¢ift:

Sekil 4.3. 8 Késeli Monojenik Yar1 Grup Graf Ornegi

2_
NMZGKS&»:17+16+15+L4+L4+L3+L2=L[822]

2
=2ﬁ+25+z4+z4+23:z{i;%?;ﬂj

2
=35+&4+34=&(§:%?19j

23



2
=44 = 4(%)

8 +4.8°+28°-48
48

=130

Sekil 4.4. 9Koseli Monojenik Yar1 Grup Graf Ornegi

2_

r(M,(r(s;,))=1.8+1.7+1.6+1.5+1.5+1.4+1.3+1.2 :l.{9 > 1J
2_ e

=27+26+25+25+24+23= Z(ng:gj

2
=&6+35+&5+&4=3{9—1%925j

2
:45+45=4(32%£11J

9*+4.9°+29%2-49-3
48

=200

24
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuglar

Bu tezde, graf teorisi temelli Zagreb indeksleri ve bunlarin kimyasal yapilar,
biyolojik aglar ve diger karmasik sistemlerdeki uygulamalar1 detayli bir sekilde
incelenmistir. incelenen indeksler arasinda birinci Zagreb indeksi, ikinci Zagreb indeksi
ve ters Zagreb indeksi yer almakta olup, her birinin graf yapilari iizerinde nasil bir etki
yarattigina dair matematiksel temeller ve uygulamalar agiklanmustir.

Zagreb indekslerinin, 6zellikle kimya ve biyoloji gibi disiplinlerde, molekiiler
yapilar1 ve aglar1 analiz etmede giiclii araglar sundugu goriilmiistiir. Bu indekslerin her
biri, farkl1 yapisal 6zellikleri yansitarak, molekiillerin ve aglarin kimyasal reaktivitesini,
stabilitesini ve etkilesimlerini anlamada faydali olmustur. Ornegin, birinci Zagreb
indeksi, molekiiler yapimn genel kimyasal 6zelliklerini, ikinci Zagreb indeksi ise daha
derinlemesine yapisal 6zellikleri anlamada kullamlan bir aragtir. Ters Zagreb indeksi ise,
ozellikle diisiik dereceli diigiimlerin agirligimn daha fazla oldugu ag yapilarinda, yapisal
analizde onemli bilgiler sunmustur.

Ters Zagreb indeksinin, ag yapilarindaki diisiik dereceli diigiimlerin etkisini daha
belirgin bir sekilde ortaya koymasi, ag tasariminda ve optimizasyonunda yeni bir bakis
acis1 getirmistir. Ozellikle biyolojik aglar, sosyal aglar ve kimyasal molekiillerin
incelenmesinde bu indeksin 6nemi vurgulanmistir. Diisiik dereceli diigiimlerin roliiniin
daha belirgin olmasi, sistemlerin zayif noktalarim tespit etmek ve giliclendirmek i¢in bir
firsat sunar. Ayrica, ters Zagreb indeksinin ag yapilarindaki simetri ve etkilesimleri
incelemede kullamlmasi, graf teorisinin geleneksel uygulamalarina farkli bir perspektif
kazandirmustir.

Sonu¢ olarak, Zagreb indeksleri, graf teorisinin matematiksel araglarim
kullanarak, kimyasal ve biyolojik sistemlerin analizi i¢in gii¢lii bir temel saglamaktadir.
Bu indeksler, sadece mevcut yapilari analiz etmekle kalmaz, aym zamanda gelecekteki
molekiiler tasarimlar ve ag optimizasyonlar: i¢in de degerli bilgiler sunar. Yapilan bu
caligma, grafiksel modelleme ve topolojik analizlerin, karmasik sistemlerin daha iyi
anlasilmasi ve daha verimli ¢6ziimler {iretmek i¢in ne kadar 6nemli oldugunu bir kez daha
gozler Oniine sermektedir.

Gelecekteki arastirmalarda, Zagreb indekslerinin daha farkli ag tiirlerinde ve
farkli sistemlerde nasil performans gosterdigi, yeni indekslerin gelistirilmesi ve bu

indekslerin pratik uygulamalarindaki rolii daha ayrintili bir sekilde ele alinabilir. Ayrica
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ozellikle ters Zagreb indeksi gibi daha az bilinen indekslerin potansiyel kullanimlar1 ve
bu indekslerin c¢esitli disiplinlerdeki etkilesimleri iizerine ¢aligmalar yapilmasi, graf
teorisinin ve topolojik analizlerin yeni alanlara tasinmasina katki saglayacaktir.

Bu tez, graf teorisi temelli indekslerin daha derinlemesine incelenmesi igin bir
baslangi¢ noktas1 olusturmus ve bu alanda yapilacak daha fazla arastirma i¢in saglam bir

temel sunmustur.

5.2 Oneriler

Bu tezde ele alinan Zagreb indekslerinin ve 6zellikle ters Zagreb indeksinin
matematiksel temelleri ve uygulamalar1 {lizerine yapilan aragtirmalar, graf teorisinin farkli
alanlardaki potansiyel kullanim alanlarina 151k tutmustur. Gelecekteki c¢alismalarin, bu
indekslerin daha farkli ag tiirlerinde ve daha karmasik sistemlerde nasil
kullanmilabilecegini kesfetmeye devam etmesi, graf teorisinin ve indekslerin daha genis

uygulama alanlarina ulagmasina olanak saglayacaktir.
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