/ﬁ T.C.
‘4/\' L’] NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITESI
<l\\n} FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

KONYA

MONOJENIK YARIGRUPLAR UZERINDE

NOKTA CARPIM GRAFI
Biisra CAGAN

YUKSEK LISANS TEZi
Matematik Anabilim Dah

Haziran-2017
KONYA
Her Hakki Sakhdir

N
Q,“ E/po

& 7,
o oR

C,  xowm ',,}
KT

FEN BILIMLERI
ENSTITUSU



TEZ KABUL VE ONAYI

Biisra CAGAN tarafindan hazirlanan “Monojenik Yarigruplar Uzerinde Nokta
Carpim Grafi” adli tez ¢alismasi .../.../... tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi /
oy coklugu ile Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik
Anabilim Dali’nda YUKSEK LISANS olarak kabul edilmistir.

Jari Uyeleri imza

Baskan
Pr'oler'l Ahmet Sinan CEViK .......................

Damisman

Yrd.Dog.Dr. Nihat AKGUNES .......................

Uye
Prof.Dr. Emine Gokcen KOCER

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr. Ahmet COSKUN
FBE Mudurd



TEZ BILDIRIMI

Bu tezdeki bitin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar cercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu calismada bana ait

olmayan her turll ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that all information in this thesis document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Biisra CAGAN
09/06/2017



OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

MONOJENIK YARIGRUPLAR UZERINDE NOKTA CARPIM GRAFI

Biisra CAGAN

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Yrd. Dog. Dr. Nihat AKGUNES
2017, 58 Sayfa

Jari
Yrd.Do¢.Dr. Nihat AKGUNES
Prof.Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Prof.Dr. Emine Gokcen KOCER

Graf Teori bir ¢ok alanda uygulanabilirligi olan ve karmagik gibi goriinen problemlerin ¢dzimuni
kolaylagtiran bir yapidir. Graf teorinin gelisimi ve popiilerligi ise hemen hemen tiim bilim dallarinda
problemlerin modellenmesi, analizi ya da ara islem olarak kullanilmakta olusundandir. Graf Teorinin
uygulamasin1 somutlastirmak gerekirse bilgisayar aglarinin kurulumu bir 6rnek olarak verilebilir. Burada
herhangi olumlu ya da olumsuz durumlarda ulasilabilirlik ya da siirdiiriilebilirlik gibi durumlari belirleyen
tanimlar, teoriler ve elde edilen sonuglar mevcuttur. Soyutlamak istedigimizde ise tabi ki Cebir ile
birlestirerek yolumuza devam edebiliriz. Bu olusan yapinin 6nemi ise Graf Teoriyi soyutlastirirken Cebiri
somutlagtirmaktir. Bu sayede cebirsel yapilari zihnimizde farkli agilardan canlandirabiliriz.

Bu tez toplam 5 ana bolimden olugmaktadir.
Birinci boliim, ¢alismada kullanilacak Graf Teorinin genel tanim ve 6zelliklerini icermektedir.

Ikinci boliimde ¢aligmanin ana konusunu olusturan sifir bolen graflar1 ve ¢arpim graflan ile ilgili
literatiir taramas1 yapilmistir.

Ugiincii bolimde, bazi graf carpimlari verilerek, 6rnekleri ve bazi parametreleri incelenmistir.

Doérdlnct bélimde, monojenik yarigrup tanimi ile 6zellikleri verildi ve bu yarigrup iizerinde nokta
carpim grafi tanimlandi, 6zellikleri incelendi ve bazi parametreleri elde edildi.

Son boélumde ise elde edilen sonuglar tartisildi ve onerilerde bulunuldu.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel Graflar, Graf, Graf Parametreleri, Graf Carpimlari, Monojenik
Yarigrup, Nokta Carpim Grafi.
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MS THESIS

THE DOT PRODUCT GRAPH OVER MONOGENIC SEMIGROUPS
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Graph Theory makes easier the solution of problems which seems complicated and has
applicability in many fields. Graph Theory is used almost all fields of science as modelling or analysing. If
necessary to concrete application of Graph Theory , installation of computer networks can be given as an
example. Here there are definitions, theories and conclusions that determine situations such as availability
and sustainability in any positive or negative situation and like every science and each day it is open to
development. When we want to abstract it, we can continue with our way by combining it with algebra.
The importance of this is the concept of algebra concretize while the abstract of graph theory is abstract.
Thus, we can visualize algebraic structures in our mind at different perspectives.

This thesis contains five main sections.
The first section consists of fundamental definitions and properties which use in this study.

In the second section, the literature rewiev which is about zero-divisor graphs and product graphs
that constitute the main subject of studying is made.

In the third section, giving some products of graphs, their samples and some parameters are
analyzed.

The definition and properties of monogenic semigroups are given and its dot product graph is
defined. Then properties are analyzed and some parameters are obtained.

In the final section, the results which have been obtained is discussed and some suggestions is
given to researchers.

Keywords: Algebraic Graphs, Dot product graph, Graphs, Graph parameters, Graph products,
Monogenic Semigroups.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

G=(V,E) Graf

Kmn Iki pargali tam graf

Wh Tekerlek graf

d(u,v) u ve v koseleri arasi uzaklik
rad(G) G nin yarigap1

diam(G) G nin uzakhigi

1G) G nin renklendirme sayisi
A(G) Maksimum derece

o(G) Minimum derece

o(G) Klik Sayis1

v(G) G nin baskinlik sayis1
da(x) x kosesinin derecesi

3(G) Minimum derece

gr(G) G grafinin ¢evrimi

Cn Cevre graf

Pn Yol graf

Kn Tam graf

G0 G2 Kartezyen ¢arpim grafi
G1xG2 Tensor ¢carpim grafi
G1[G2] Lexicographical graf
G1xG2 Homomorfik ¢arpim grafi

Gi1mG: Strong ¢arpim grafi



1. GIRIS VE TEMEL TANIMLAR

Graflarin yegane amaci lazim olan her bilgiyi, lazim olmayacak her fazlaliktan
uzaga odaklamaktir. Bu sebeple graflar karmasik problemleri daha basit olarak
diistinmemizi ve yalnizca ¢oziimde yardimei olacak verilere odaklanmamizi saglayarak
problemlerin ¢6ziimiinii kolaylastirir. Kullanim alanlarinin ise yalnizca matematik
biliminde sinirli olmayip birgok farkli alanda uygulanabilir olmasi popiilerliginin dnemli
sebeplerinden bir tanesidir. Ornegin; elektriksel devreler, kdpriiler, organik molekiiller,
bilgisayar bilimi, kimya, yoneylem arastirmalari, elektrik miithendisligi, dil bilimi ve
ekonomi gibi. Ayrica ckosistemdeki bazi somut etkilesimlerde, sosyolojik iligkiler,
veritabanlar1 ya da bilgisayar programlarindaki akimlarda da kullaniliyor (Gross ve
Yellen, 2004).

Graf teori, 1736 yilinda Leonard Euler’in Kdinsberg Kopriisii problemine ¢ozum
yolu olarak ortaya ¢ikmistir. Bu problemi soyle agiklayabiliriz: Konigsberg’de (simdi
Rusya’daki Kaliningrad) Pregel Nehri boyunca uzanan iki ada, birbirleri ve kiyilar ile
yedi koprii araciligiyla baglantilidir, Sekil 1.a’da gosterildigi gibi. Merak edilen durum
ise A,B,C ya da D noktalarinin herhangi birinden baglayarak her kopriiden yalnizca bir

kez gecme kosulu ile tekrar baslangi¢c noktasina donmektir.

Sekil 1.a Sekil Lb

Kopru yapisi; koseler, yerleri ve kenarlar, kopruleri temsil etmek iizere Sekil

1.b’deki gibi bir graf olarak modellenmistir.



Aslinda graf teorinin ortaya ¢ikmasinda biiylik rol oynayan Konigsberg Kopriisii
probleminde amag¢ bir yliriiyiis gibi goriinse de sliphe yok ki graf teoriye yakin
zamanlardaki ilginin sebeplerinden bir tanesi de farkli alanlarda uygulanabilir olusudur.
Graf teori ile ilgili ilk ¢alisma 1736 yilinda olmasina ragmen bazi onemli sonuglar
19.yuzyilda bulunmustur. Graf teori (zerine ilk kitap (Theorie der endlichen und

unendlichen Graphen) 1939 yilinda Macar asilli Denes Konig tarafindan yazilmistir.

Graf Teori ve Cebirsel yapilar ile birlikte yapilan ¢alismalar da arastirmacilar
tarafindan biiyiik ilgi gdrmiistiir. Ilk olarak 1988 yilinda I.Beck graflar ile halka teorisini
birlestirmistir. Beck bu calismasinda degismeli halkalarin graflarinin renklendirme
numarastyla da ilgilenmistir (Beck, 1988). Bu caligmaya ilerleyen zamanlarda farkli
olarak sifir bolen ve nokta ¢arpim graflar1 da eklenerek graf ve cebir alanlarinda ortak
calismalara devam edilmistir. Anderson ve Livinston da degismeli halkalarin sifir bélen
graflarint ¢alistilar (Anderson ve Livingston, 1999). Bu graflardan Sifir bolen graflart,
degismeli yar1 gruplar iizerinde de ¢alisildi (DeMeyer ve DeMeyer, 2005, DeMeyer ve
ark., 2002, DeMeyer ve arkadaslari, 2010). Sifir bélen graflarindan sonra nokta garpim
graflar1 da biliylik ilgi gormiistiir. Bu graflar da farkli cebirsel yapilar iizerinde
calisilmigtir. Halkalar {izerinde nokta carpim graflar1 bir ¢ok arastirmaci tarafindan
calistlmistir (Anderson ve Badawi, 2008, Akbari ve Mohammadian, 2004). Akgiines de
monojenik yarigruplarin nokta ¢carpim grafini tanimladi ve bu grafin bazi parametreleri
icin belli ve keskin sonuglar buldu (Das ve ark., 2013). Nokta ¢arpim grafi ile ilgili son
calisma olarak degismeli halkalar lizerinde Badawi tarafindan calisildi (Badawi, 2015).
Badawi halkalarin hem nokta ¢arpim grafi hem de sifir bolen grafi ile ilgilendi. Graf

teorisi ile halkanin tamlik bolgesini kullanarak bazi sonuglar elde etti.

Oncelikle temel graf terim bilgisi ve drnekleri ile baslayacagiz. Daha sonra bazi
graf cesitleri ile ilgili ¢aligmalar1 gorecegiz. Bu boliimdeki temel tanimlar Gross ve

Yellen’in Handbook of Graph Theory (Gross ve Yellen, 2004) kitabindan alinmustir.

1.1. Graf Tanim

Tamim 1.1.1 Nokta ve bu noktalar arasinda baglanti igeren herhangi matematiksel objeler

graf olarak adlandirilir.

Tamim 1.1.2 Bir graftaki tiim baglantilar yonsiiz ise yonsiiz graf olarak adlandirilir.



Tanmm 1.1.3 Bir G grafi G=(V,E); V ve E seklinde iki kiimeyi icerir. V kimesinin
elemanlar1 koseler (vertices), E kiimesinin elemanlar1 ise kenarlar (edges) olarak

adlandirilir. Bu sekilde tanimlanan G=(V,E) ikilisine graf (graph) denir.

Tamim 1.1.4 Her kenar bir ya da iki koseyle baglantilidir. Bu kdselere bitis noktalar:

(endpoints) denir.

Tamm 1.1.5 Ko6se ve kenar kiimesi sonlu olan bir graf sonlu graf (finite graph) olarak
adlandirilir. Sonlu graflarda kose kiimesi V={v1, Vo, ...,vn} olmak Uzere |V|=n sayisina
grafin mertebesi (order); kenar kiimesi E={e, €, ..., em} 0lmak izere |E|=m sayisina da

grafin boyutu (Size) denir.

Tanmm 1.1.6 Eger u ve v kdsesi bir kenarla birlesiyor ise u kosesi ile v kosesi komsu

koseler olarak adlandirilirlar.
Tanmim 1.1.7 Ortak bir bitis noktasina sahip olan iki kenara komsu kenarlar denir.

Tamim 1.1.8 Coklu-kenar (multi-edge) ayn1 bitis noktalarina sahip iki ya da daha fazla

kenardan olusur.

Tamim 1.1.9 Koseler arasinda tam bir kenar var ise basit komsuluk (simple adjacency)

olarak tanimlanir.

Tammm 1.1.10 Tek bitis noktas1 ile kendine baglanan kenar ilmek (loop) olarak

adlandirilir.

Tamm 1.1.11 Bir graf ilmek ve ¢oklu-kenar icermiyor ise bu grafa basit graf denir. Aksi

durumda ise bu grafa ¢oklu graf denir.

Tamm 1.1.12 Bir G=(V,E) grafinin V kose kiimesi ve E kenar kiimesi bos kiime ise bu
grafa bos graf (null graph) denir.

Ornek 1.1.13 Kose kiimesi V={v1, V2, ...,Vo} ve kenar kiimesi E={e, e, ... €14} dolayisiyla
mertebesi |V|=9 ve boyutu |E|=14 olan G=(V,E) sonlu ¢oklu grafi asagidaki sekildeki
gibidir.



flmek

Sekil 1.1 Coklu Graf 6rnegi

Calismamizda yonsiiz ve basit graflar lizerinde ¢alisilacaktir. Akicilik agisindan

graf olarak soylenecektir. Graf teorinin ¢ogu teorisi de basit graflarla ilgilidir.

1.2. Derece ve Uzakhik

Graf teorideki iki onemli temel kavram kose derecesi ve iki kose arasindaki

uzakliktir.

Tanmm 1.2.1 V kiimesinden alinan bir Vi kdsesine komsu olan koselerin sayisina Vj
kosesinin derecesi denir ve dg(vi) ile gosterilir. Bir grafta her bir kose komsu oldugu
koseye 1 derece kazandirir. Ilmekte ise kdse kendisine de komsu oldugundan kdseye 2
derece kazandirir. Bir graf yapisinda derecesi 1 olan kdseye u¢ (pendant) kdse, derecesi

0 olan koseye ise izole (isolated) kose denir.

Ornek 1.2.2 Asagidaki basit graf 6rneginde vz izole, vs uc kdse ve herhangi bir kdse Vs

un derecesi dg(v3)=4 tir.



\

Sekil 1.2 Basit Graf 6rnegi

Tamim 1.2.3 Bir G grafinin en az dereceli kosesine minimum dereceli denir ve bu
kosenin derece sayist a(G) ile ifade edilir. Ayni sekilde en ¢ok dereceli kosesine

maksimum dereceli denir ve bu kdsenin derece sayis1 4(G) ile ifade edilir.
Ornek 1.2.4 Sekil 1.2 deki basit graf 6rneginde o(G)=0 ve 4(G)=4 tiir.

Teorem 1.2.5 Euler Teoremi (Gross ve Yellen, 2004) Sonlu bir G grafinin kdse kiimesi
V={vi, Vo, ...,vn} ve kenar kimesi E={e1, €2, ..., em} olmak ilizere asagidaki esitlik

mevcuttur:
> dc(vi)=2m
Yani, bir grafin koselerinin dereceleri toplami kenar sayisinin iki katidir.

Ispat. G grafi, n mertebeli ve m boyutlu bir graf oldugundan her bir kenar, iki koseye
komsu olur. Bundan dolay1 koselerin derecelerinin toplaminda her bir kenar iki kdseyi
temsil eder. Dolayisiyla G grafinin tiim koselerin derecelerinin toplami, kenar sayisinin

iki katina esit olur. m

Sonug 1.2.6 (Gross ve Yellen, 2004) Herhangi bir G grafinda biitiin koselerin dereceleri
toplamu g¢ifttir.

Ispat. Teorem 1.2.5 den gériilecegi gibi koselerin dereceleri toplami kenarlarin sayisinin

iki katidir, dolayisiyla ¢ift say1 oldugu goriiliir. m



1.3. Altgraf

Tamm 1.3.1 G=(V,E1) ve H=(V2,E>) birer graf olmak lizere, eger Vo> € Vi ve E> C E;
kosulu saglaniyorsa, H grafi G grafinin altgrafidir (subgraph) denir.

Tamm 1.3.2 G=(V1,E1) ve H=(V2,E>) birer graf olmak iizere, eger VoCV1 ve E>CE;
kosulunun yaninda H grafinda tiim kdseler diger koseler ile komsu oluyorsa H grafina G

grafinin tam altgrafi denir.

Tamim 1.3.3 G bir graf ve G grafinin nokta kiimesinin bostan farkli alt kiimesi ise S olsun.
Kose kiimesi S olan ve kenar kimesi de G nin S deki kose ¢iftleriyle komsu olan tim
kenarlarindan olusan altgrafa G nin indiiklenmis alt grafi (induced subgraph) denir ve

(S) ile gosterilir.

Ornek 1.3.4 Asagida sirasi ile bir graf ve bu grafin bir altgrafi ve bir indiiklenmis altgrafi

gosterilebilir.

/I
Sekil 1.3 Bir graf; alt grafi ve indiiklenmis alt graf

1.4. Yiiriiyiis ve Yol

Tamm 1.4.1 K6se ve kenarlarin j=1,...,n Ve vj.1 Ve Vj kdseleri gj nin bitis noktalar1 olmak
uzere W=vo,e1,v1,ey,...,en,vn alternatif dizisi bir G grafinda yiiriiyiis (walk) denir.
Baslangi¢ kosesi (initial vertex) vo dir. Bitis kdsesi (final vertex) vy dir. I¢ kdse (internal
vertex) ne baglangi¢ ne bitis olan kosedir. Baslangic ve bitis koseleri ayni ise bu yiirliyiis

kapal yiiriiyiis olarak adlandirilir.

Tamim 1.4.2 Yiiriiyiis uzunlugu (length of a walk) kenarlarin numarasidir.



Tamim 1.4.3 Bir grafta iz (trail) higbir kenarin birden fazla gegilmedigi yiiriiyiistiir.

Tanmim 1.4.4 Bir G grafinin euler izi (eulerian trail) o grafin her kenarindan yalnizca bir
kere gecildigi yiiriiyiistiir.
Tamm 1.4.5 Bir grafta yol (path) o grafta hicbir i¢ noktanin tekrar edilmedigi izdir.

Tamm 1.4.6 Baslangic¢ ve bitis noktalar1 disinda kalan diger tiim koseleri ve tiim kenarlar1

farkli olan kapal1 yiirimeye devir denir.

Ornek 1.4.7 Asagidaki sekilde verilen G grafi igin ViVoVaVsVavz 5 uzunlugunda bir
yiirtiyiistiir fakat bir iz degildir. V1vaVsVavsvs bir iz fakat bir yol degildir. Bu grafta vivavavs

bir yoldur ve vavavsvs de bir devirdir.

Vi, Vi Vi
Vi
Vs

Sekil 1.4 G grafi

1.5 Uzaklik ve Baglantihlik
Tamim 1.5.1 Bir grafta herhangi iki kose x ve y arasindaki uzaklik (distance) bu iki kose

arasindaki en kisa ylirliiyiisiin uzunlugudur ve d(X, y) ile gosterilir.

Tamim 1.5.2 Bir grafta her iki kose ¢ifti arasinda bir yiiriiyiis varsa bu grafa baglantih
(connected) denir. Aksi durumda bu grafa baglantisiz (disconnected) graf denir.
Baglantisiz graflarda iki kose arasinda bir yiiriiyiis yoksa aralarindaki uzakliga sonsuzdur

denir.



Ornek 1.5.3 Asagidaki sekilde baglantili bir ¢oklu graf ve baglantisiz bir graf érnegini
gorebiliriz.

N (O

Sekil 1.5 Baglantili ve baglantisiz graf 6rnegi

1.6 Baz1 Ozel Graf Cesitleri

Tamm 1.6.1 Bir G grafinin koselerinin her ikisi komsu ise G ye tam graf (complete

graph) denir ve n mertebeli bir graf K ile gosterilir.

Ki Ka Ks

X

Sekil 1.6.1 n=3,4 ve 5 icin tam graflar

Tamm 1.6.2 Kose kiimesi G grafinin kose kiimesi ile ayni, kenar kiimesi ise G de
olmayan kenarlardan olusan ve dolayisiyla komsu olmayan koseleri birbirine komsu

yapan grafa G grafinin tamamlayici (tiimleyen) grafi denir.



Sekil 1.6.2 Bir graf ve tamamlayici grafi

Tamm 1.6.3 Bir grafin tiim koseleri ayni r dereceye sahip ise bu grafa r-dizgin graf

denir.

Sekil 1.6.3 3-duizglin graf

Tamm 1.6.4 Bir grafin baslangi¢ ve bitis koselerinin derecesi 1 ve diger koselerinin
derecesi 2 ise bu grafa yol (path) graf denir ve mertebesi n olan bir yol grafi Py ile

gosterilir.

P2 Ps3 Pa Ps

Sekil 1.6.4 Bazi yol graflar
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Tamm 1.6.5 Bir G grafinin kose kiimesini iki tane maksimum mertebeli bagimsiz ve
ayrik kiimeye ayirmak miimkiinse o grafa iki parcah graf (bipartite graph) denir. Kose
kiimeleri V1 ve V; olan iki pargali bir grafta eger tiim koseler karsilikli olarak birbirleriyle
komsu ise bu grafa iki parcali tam graf (bipartite complete graph) denir. |Vi|=m ve

[V2]=n olmak lizere Kmn seklinde gosterilir.

ol o

23

3.5 2,0

Sekil 1.6.5 iki parcali tam graflar

Tamm 1.6.6 Baglantili bir graf devir igermiyor ise bu grafa aga¢ graf denir ve T ile

gosterilir.

Sekil 1.6.6 Bazi1 agac graflar
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Tamm 1.6.7 Bir G grafinin baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayni1 olan ve tiim kdselerinin
derecesi 2 olan graf gevre (cycle) graf olarak adlandirilir. Ozel olarak n kédseli bir cevre
graf Ch ile gosterilir.

VAN

G C, Co

Sekil 1.6.7 Cevre graflar

Tanim 1.6.8 n koseli bir aga¢ grafin, bir kosesinin derecesi n-1; diger koselerinin
dereceleri 1 olan grafa yildiz graf denir ve Snile gosterilir. Yildiz graflar tam iki pargali
graf olarak da adlandirilirlar. n koseli bir Sy yildiz grafi iki pargali Ky iki pargali tam
graftir.

Sekil 1.6.8 Yildiz graflar

Tamm 1.6.9 Kose sayisi n olan bir C, gevre grafinin tiim koselerine bir kenar ile komsu
olan yeni bir kdse eklenmesi ile olusan yeni grafa tekerlek (wheel) graf denir ve W ile

gosterilir.
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W, W W,

Sekil 1.6.9 Tekerlek graflar

1.7 Baz1 Graf Parametreleri

Tamim 1.7.1 Bir G grafinda x ve y koseleri i¢in X ten y ye en kisa yolun uzunluguna x

kosesinin y kosesine uzakhg denir ve d(x,y) ile gosterilir.

Tamim 1.7.2 Bir G=(V,E) grafindan alinan v kdsesi ile v ye en uzak kose arasindaki
uzakliga v kosesinin eksantirigi (eccentricity) denir ve e(v) ile gosterilir. Diger bir ifade

ile;
e(v)=max{d(v,x) : x € V(G) }
gosterilebilir.

Tanim 1.7.3 Baglantili bir G grafinin koseleri arasindaki en kiigiik eksantirige G grafinin

yaricap (radius) denir ve
rad(G)=min{e(v) : ve V(G) }
ile ifade edilebilir.

Tamim 1.7.4 Baglantili bir G grafinda koseleri arasindaki en biiyiik eksantirige G grafinin
capi (diameter) denir ve diam(G) ile gosterilir. Baska bir ifade ile;

diam(G)=max{e(v) : ve V(G)} dir.
Teorem 1.7.5 (Ostrand, 1973) Herhangi bir G grafi igin

rad(G) < diam(G) < 2rad(G)

esitsizligi mevcuttur.
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Tamm 1.7.6 Bir G grafinin igerdigi en kisa devir ¢evrim (girth) olarak adlandirilir ve

gr(G) ile gosterilir.

Ornek 1.7.7 Asagidaki sekilde verilen G grafinin bazi koseleri arasindaki uzakliklar
d(v1,vs)=3, d(v1,v2)=1 ve d(vi1,va)=2 seklindedir. Cap koseler arasindaki en biiylik deger
oldugundan G grafinin ¢ap1 diam(G)=3 tur. Benzer sekilde yarigap1 ise rad(G)=2 dir.

Sekil 1.7.1 Bir graf 6rnegi

Tamm 1.7.8 V bir G grafinin kose kiimesi ve DSV olmak tzere D kiimesindeki her
eleman V/D kiimesindeki herhangi bir elemana komsu oluyor ise bu D kiimelerinin en
kiigligliniin eleman sayisina baskinhik sayisi1 (domination number) denir ve p(G) ile ifade

edilir.

Tamm 1.7.9 Bir grafin kose renklendirmesi grafin kose kiimesi Vg den, elemanlar
renkler olarak adlandirilan C kiimesine bir fonksiyondur. Eger iki komsu kose her zaman
farkli renklerle belirtilebilirse kose renklendirmesi uygun olur. Bir graf ¢ ya da daha az
sayida renkle uygun kose renklendirmesine sahipse bu grafa c-boyanabilir denir. Bir G
grafinin (kose) kromatik numarasi c-boyanabilir olan G grafinin en kii¢iik ¢ sayisidir ve
x(G) ile gosterilir.

Tamim 1.7.10 (Gross ve Yellen, 2004) Bir grafin igerdigi tam altgraflarin her birine klik
denir. Kliklerin igindeki en fazla kdse sayisina sahip olan kligin kdse sayisina da grafin

klik sayis1 (clique number) denir ve (G) ile gosterilir.
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Ornek 1.7.11 Asagidaki sekilde verilen G grafinin kdselerinin B (beyaz), T (turkuaz) ve
M (mavi) ile renklendirerek kromatik sayisini 3 olarak bulabilriz. Ayrica en biiylik tam

altgrafinin da kose sayis1 3 oldugu icin bu grafin klik sayis1 da 3 tir.

Sekil 1.7.2 Renklendirme ve Klik sayisi

Teorem 1.7.12 (Bondy ve Murty, 1978) Herhangi bir G grafi i¢in
7(G) < A(G) +1
esitsizligi mevcuttur.
Teorem 1.7.13 (Gross ve Yellen, 2004) Herhangi bir G grafi i¢in
2(G) 2 0(G)

esitsizligi saglanir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Calismanin bu bdliimiinde arastirmacilar tarafindan incelenmis ve kullanim
alanlarmin genisletildigi graf parametreleri, monojenik yarigruplar, graf ¢arpimlar ve
nokta carpim graflar1 hakkinda literatiirde var olan bazi calismalarin igeriginden

bahsedilecektir.

Oncelikle graf parametreleri ve monojenik yarigruplar ile ilgili olan ¢alismalardan

bahsedelim.

2.1. Sifir Bolen Graflar1 Uzerine Cahsmalar

Beck (1988), "Coloring of Commutative Rings" isimli eserinde graf teorisi ile
halka teorisini birlestiren ilk ¢aligma yapilmigtir. Ayrica degismeli halkalarin sifir bolen
graflar1 tanimlanarak bu graflarin renklendirmesi ile ilgilenilmistir.

Anderson ve Nasser (1991), "Beck’s Coloring of Commutative Ring" adl
caligmalarinda Beck’in "Coloring of Commutating Rings" isimli eserinde sifir bdlen
graflarin renklendirme sayisi ile ilgili biraktig1 agik problem ¢oziilmiistiir.

Anderson ve Livingston (1999), "The Zero-Divisor Graph of Commutative Ring"
adli caligmalarinda degismeli halkalarin sifir bolen graflan ile ilgili bir ¢ok teorem
bulunmustur. Bir degismeli halkanin sifir bolen grafinin baglantili ve uzakliginin 3 e esit
ya da 3 ten kiigiik oldugu gosterilmistir.

DeMeyer ve ark. (2002), "The Zero-Divisor Graphs of a Commutative
Semigroup" c¢aligmasinda sifir bolen graflarmi  degismeli yarigruplar iizerinde
caligilmistir.

Akbari ve Mohammadian (2004), "On the Zero-Divisor Graph of a
Commutative Ring" adli ¢alismalarinda degismeli halkanin sifir bolen grafinin kenar
kromatik numarasiyla ilgilenmislerdir.

DeMeyer ve DeMeyer (2005), "Zero-Divisor Graphs of Semigroups" adl
caligmasinda ise yarigruplarin degismeli olmadigr durumlarda da yarigruplar icin sifir
bélen graf ¢calismalarina devam edilmistir.

Anderson ve Badawi (2008), "On the Zero-Divisor Graph of a Ring"
calismalarindan R halkasmin sifirdan farkli olan sifir bélenleri ile halkanin elemanlari
arasinda kesin boliinebilme kosullart ya da R nin idealleri ya da asal idealleri arasinda

karsilagtirilabilirlik kosullarint saglayan R halkasinin sifir bolen grafi incelenmistir.
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DeMeyer ve ark. (2010), "The Zero-Divisor Graph Associated to a Semigroup™
isimli ¢aligmalarinda hem graf hem de cebirsel teoriyi kullanarak sifir bolen graflari
tanimak i¢in gerekli olan kenar sayisinin alt sinir1 elde edilmistir.

Sharma ve ark. (2011), "Analysis of Adjacency Matrix and Neighborhood
Associated with Zero-Divisor Graph of Finite Commutative Rings" isimli ¢galismada sonlu
degismeli halkalar {izerinde sifir bolen graflarinin komsuluk kiimesi ile ilgilenildi ve
komsuluk matrisi ile ilgili sonuuglar ve teoremler elde edildi.

Akgiines ve Togan (2012), "Some Graph Theoretical Properties Over Zero-
Divisor Graphs of Special Finite Commutative Rings" isimli ¢alismadan p ve q asallar1
olmak Uzere Z,xZq halkasinin sifir bolen graflarinin graf parametreleri incelenmistir.

Akgiines (2013), "Graf Parametleri ve Cebirsel Yapilara Grafsal Yaklagimlar"
isimli doktora tezinde diizensizlik indeksi kullanilarak bir grafin yarigapi i¢in kuvvetli bir
sinir elde edilmistir. Ayrica monojenik yarigruplar iizerinde tanimlanan 6zel graflarin
topolojik indekslerinin monogenik yarigrubun mertebesi ile ifade edilecegi gosterilmistir.

Das ve ark. (2013), "On a Graph of Monogenic Semigroups" adli ¢alismasinda
monojenik yarigruplarin grafi tanimlanmis ve ¢esitli parametreleri incelenmistir. Ayrica
bu grafin miikemmel bir graf oldugu gosterilmistir. Bu graf tlizerinde kartezyen ¢arpim
grafinin 6zellikleri de incelenmistir.

Badawi (2015), "On the Dot Product Graph of a Commutative Ring" ¢alismasinda
ise degigsmeli halkalarin sonlu kartezyen ¢arpimi ile olusturulan R halkas1 i¢in genel nokta
carpimi grafi TD(R) ve sifir bolen nokta ¢arpim grafi ZD(R) tanimlanarak ZD(R) nin
TD(R) nin indiiklenmis altgrafi oldugu gosterilmistir. Ayrica bu graflarin baglantili
olmasi i¢in yeter kosullar verilmistir.

Simdi de Graf ¢carpimlari ve nokta carpim graflarla ilgili baz1 ¢aligmalara bakalim.

2.2. Graf Parametreleri ve Carpimlar1 Uzerine Calismalar
Berge (1962), "The Theory of Graphs and Its Applications"” isimli eserinde
miikemmel graflar belirlemek i¢in kullanilabilecek Berge Graf olarak adlandirilan grafi
ve Ozellikleri tanmitilmistir. Ayrica bu ¢alismada genel graf bilgisi de bulunmaktadir.
Sabidussi (1957), "Graphs with Given Group and Given Graph-Theorical
Properties” isimli ¢caligmada iki grafin kartezyen ¢arpim grafinin kromatik numarasinin

bu iki graftan kromatik numarasi biiyilik olanin degerine esit oldugu bulumustur.
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Hedetniemi (1966), "Homomorphisms of Graphs and Automata" isimli calismada
iki grafin tensor ¢arpimlarinin kromatik numarasinin bu iki graftan kromatik numarasi
kiiclik olanin degerine esit oldugu bulunmustur.

Ostrand (1973), "Graphs with specified radius and diameter" adli ¢alismasinda
yarigap ve uzaklik ile ilgili rad(G) < diam(G) < 2rad(G) esitsizligi bulunmustur.

Geller ve Stahl (1975), "The Chromatic Number and Other Functions of the
Lexicographic Product” isimli calismada iki grafin lexico c¢arpimlarinin kromatik
numarasinin kose ve kenar baglantililigi ve kose bagimsizligi graflarin parametrelerinin
degerleriyle iligkis aciklandi.

Bondy ve Murty (1976), "Graph Theory with Applications" isimli ¢alismalarinda
Oonemli graf parametrelerinden renklendirme sayisi i¢in grafin maksimum derecesi ile
iliskili bir tist sinir elde etmistir.

Stahl (1976), "n-Tuple Colorings and Associated Graphs" isimli ¢alismada her
bir kdseye n renk atayan grafik Xn ile tanimlanmis ve ¢esitli graflarin kromatik sayilari
hesaplanmustir.

Doyle ve Graver (1977), "Mean Distance in a Graph" isimli ¢alismada ortalama
uzaklik i¢in grafin kose sayis1 ve uzakligi ile ilgili sinirlar bulunmustur.

Vesztergombi (1978\79), "Some Remarks on the Chromatic Number of the Strong
Product of Graphs" adli ¢alismada iki ¢evre grafin strong carpimlarinin kromatik
numarasinin degeri bulunmustur.

Erdds ve ark. (1989), "Radius, diameter and minimum degree" adh
caligmalarinda grafin uzakligi ve yaricapr ile ilgili grafin yalnizca kdse sayisin1 ve en
klcuk derecesini igeren sinirlar bulmustur.

Cizek ve Klaviar (1994), "On the Chromatic Number of the Lexicographic
Product and the Cartesian Sum of Graphs" isimli ¢alismada iki grafin lexicocagraphical
grafinin kromatik numarasi iizerinde ¢alisilmistir.

Kouider ve Winkler (1997), "Mean Distance and Minimum Degree" isimli
calismada bir grafin ortalama uzakliginin grafin mertebe ve en kiigiikk derecesi ile
baglantil1 bir iist sinir1 elde edilmistir.

Bollobas (1998), "Modern Graph Theory" isimli eserde temel graf bilgisi
verilmistir.

Imrich ve Klavzar (2000), "Product Graphs: Structure and Recognition™ isimli

calismada bir ¢ok garf carpimi incelenmis ve 6zellikleri ortaya konulmustur.


https://scholar.google.com.tr/citations?user=6DB9oUQAAAAJ&hl=tr&oi=sra
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Gross ve Yellen (2004), "Handbook of Graph Theory" adli eserlerinde graf
teorisinin temel terim bilgisi detayli bir sekilde ele alinmistir.

Lovasz (2006), "Normal Hypergraphs and the Perfect Graph Conjecture” adli
calismada normal hipergaf tanimi yapilmis ve hangi durumlarda bir hipergrafin normal
olacagi kanitlanmistir. Berge ve Las Vernas’in ilgili bir teoremi i¢in yeni bir kanit
verilmistir.

Akgiines ve Cevik (2013), "A New Bound of Radius of Irregularity Index" isimli
calismalarinda yaricap (radius) graf parametresi icin diizensizlik indeksi (irregularity

index) yardimi ile kuvvetli bir iist sinir elde edilmistir.
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3. BAZI GRAF CARPIMLARI

Bu bolumde graf ¢arpimlarindan bahsedilecektir. Graf ¢arpimlarinin kimya gibi
birgok farkli yerlerde disiplinleraras: kullanim alanlar1 vardir. Oncelikle bostan farkli
herhangi iki grafin nasil ¢arpilacagini kose ve kenar kiimelerinin nasil yapilandirildigini
gorelim. Bu boliimdeki temel tanimlar Imrich ve Klavzar’in Product Graphs: Structure

and Recognition (Imrich ve Klavzar, 2000) isimli kitabindan alinmistir.

Tamm 3.1 G; ve G iki graf olsun. Koseleri V(G1)*xV(Gz) kartezyen kiimesinden olusan
ve kenarlar1 “bir kurala bagli’’ olarak elde edilen grafa Gi1 ve G2 graflarinin ¢carpim

denir ve G1*G: ile ifade edilir.

3.1 Bazi Graf Carpim Cesitleri

Tammm 3.1.1 G; grafinin kése kiimesi Vi, G2 grafinin kose kiimesi V2 olmak (izere

V=V1xV; kartezyen kiimesinden u=(uy,uz) ile v=(v1,v2) elemanlarini alalim.
i) ur=v1 ve (uz, v2)e E(G2)

ya da
i) (U1, v1) € E(G1) ve uz=v2

sart1 saglaniyorsa U ile v koseleri komsudur denir. Bu sekilde olusan grafa G; ile G

grafinin kartezyen carpim grafi (cartesian product graph) denir ve G100 G ile gosterilir.

Ornek 3.1.2 G=P3 0 C4 kartezyen carpim grafi igin tanimladigimiz 6zellikleri bulalim.

B G
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(1.1)
(3.3) i)
(3.2) (1.4)
(3.1 (2,1)

2.3)

Sekil 3.1.1 P3 ve Cy4 grafi ve Kartezyen Carpim graflari

Tamm 3.1.3 Gi grafinin kose kiimesi Vi, G2 grafinin kdse kiimesi V2 olmak (zere

V=V1xV; kartezyen kiimesinden u=( uz,u) ile v=(v1,v2) elemanlarin1 alalim.
(u1,v1) € E(G1) ve (uz,v2)e E(G2)

sart1 saglaniyorsa U ile v koseleri komsudur denir. Bu sekilde olusan grafa G; ile G

grafinin tensor carpim grafi (tensor product) denir ve G1xGy ile gosterilir.

Ornek 3.1.4 G=P3 x C4 tensér ¢arpim grafi icin tanimladigimiz 6zellikleri bulalim.

1 e 1 3
2@

2 4
Y
Ps Cs

Sekil 3.1.2 P3 ve C,4 grafi
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G c¢arpim grafinin kose kiimesi V={(u1,uz) : uze V(P3), U2¢V(C4)} seklindedir ve G tensor

carpim grafinin gosterimi,

Sekil 3.1.3 P3xCy4

seklindedir. Burada G garpim grafinin mertebesi 12, boyutu 16 dir. der((1,2))=2 ve
der((2,3))=4 oldugundan o (G)=2 ve A(G)=4.

Tanmm 3.1.5 G; grafinin kose kiimesi Vi, G2 grafinin kose kiimesi V2 olmak Uzere

V=V1xV, kartezyen kiimesinden u=(ug,uz) ile v=(v1,v2) elemanlarini alalim.
)] (uz,v1) € E(Gy)

ya da
i) ur=v1 ve (uz,v2)e E(G2)

sart1 saglaniyorsa U ile v koseleri komsudur denir. Bu sekilde olusan grafa G; ile G

grafinin lexicographical grafi denir ve G1[G;] ile gosterilir.

Ornek 3.1.6 P3 ve Ca graflarinin lexicographical grafina bakalim. Bu grafin gsterimi;



B
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4
1 2
3
(L1)
(3.4) (1.2)
1.3
. (13)
3.2 (14
G.1) 2.0
(2.4) 2.2
2.3)

Sekil 3.1.4 P3[C4]

seklindedir. der((2,1))=10 ve der((1,1))=6 oldugundan ¢ (G)=6 ve 4(G)=10 dur.

Tammm 3.1.7 G; grafinin kose kiimesi Vi, G2 grafinin kose kiimesi V2 olmak (zere

V=V1xV; kartezyen kiimesinden u=(uz,uz) ile v=(v1,v2) elemanlarini alalim.

ya da

ya da

i)

ur=v1 ve (Uz,v2)e E(G2)

(ug,v1) € E(G1) ve ux=vs

(u1,v1) € E(G1) ve (uz,v2)e E(G2)
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sart1 saglaniyorsa U ile v koseleri komsudur. Bu sekilde olusan grafa G; ile G2 grafinin

strong ¢carpim grafi denir ve G, m G2 ile gosterilir.

Ornek 3.1.8 G=P;, m Cj3 strong ¢arpim grafina bakalim.

|_JO%}

Sekil 3.1.5 P, ve Cs grafi

G garpim grafinin kose kiimesi V={(uz,u2) : uze V(P2), u2¢V(Cz)} seklindedir ve G strong

carpim grafinin gosterimi,

(L.1)

2,3) (1,2)

(2,2) (1.3)

.1

Sekil 3.1.6 P, BC;
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seklindedir. Burada G ¢arpim grafinin mertebesi 6, boyutu 16 dir. Tiim koseler birbirine
komsu ve dereceleri 5 oldugundan G strong ¢arpim grafi bir tam graf ve ¢ (G)= 4(G)=5

tir.

Tamm 3.1.9 Gi grafinin kose kiimesi Vi, G2 grafinin kose kiimesi V2 olmak Uzere

V=V1xV; kartezyen kiimesinden u=(uz,u.) ile v=(v1,v2) elemanlarini alalim.
) (u,v1) € E(G1) ve (uz,v2) € E(G2)

ya da
i) (u1,v1) € E(G1) ve (uz,v2) €E(G2)

sart1 saglaniyorsa U ile v koseleri komsudur denir. Bu sekilde olusan grafa G; ile G

grafinin modiiler ¢carpim grafi denir.

Ornek 3.1.10 P2 ve C3 modiiler ¢arpim grafina bakalim.

Sekil 3.1.7 P, ve Camodiiler carpim grafi

Tanmim 3.1.11 G: grafinin kose kiimesi Vi, G2 grafinin kose kiimesi V2 olmak Uzere

V=V1xV, kartezyen kiimesinden u=(ug,uz) ile v=(v1,v2) elemanlarini alalim.
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ya da
ii) (u1,v1) € E(G1) ve (u2,v2) €E(G2)

sart1 saglaniyorsa U ile v koseleri komsudur denir. Bu sekilde olusan grafa G; ile G

grafinin homomorfik ¢arpim grafi denir ve G1xG; ile gosterilir.

Ornek 3.1.12 P3ve C4 graflariin homomorfik ¢arpim grafina bakalim. G=P3&Ca ¢arpim
grafinin kose kiimesi V={(u1,uz) : uie V(P3), u2¢V(Cs)} seklindedir ve G homomorfik

carpim grafinin gosterimi,

Sekil 3.1.8 Pz XC4

seklindedir. Burada G g¢arpim grafinin mertebesi 12, boyutu 28 dir. der((1,1))=4 ve
der((2,3))=5 oldugundan o (G)=4 ve A(G)=5 tir.

3.2 Carpim Graflar ile ilgili Baz1 Sonug ve Teoremler
Bu kisimda yukarida tanimlanan ve graf teori alaninda genis yer kaplayan graf
carpimlar1 hakkinda teoristlerin ¢ok sik kullandigi ve teorinin insasinda gerekli olan

asagidaki genel sonuglar verilecektir.
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Ik sonucumuz yukarida bahsedilen bazi graf ¢arpimlarinin kenar kiimeleri
arasindaki kapsama iliskisi ile ilgilidir.

Sonug 3.2.1 G ve H herhangi iki graf ve %, graflarin tensor; m, strong; O, kartezyen ve [
], lexicographical ¢arpimi olmak iizere bu ¢arpimlarin kenar kiimeleri arasinda asagidaki
gibi esitlik ve kapsama iliskisi mevcuttur.

E(GxH)UE(G m H)=E(G o0 H) < E(G[H])

Simdi de baz1 graf ¢carpimlarinin renklendirme numarasi ile ilgili birkag teoreme
bakalim.

Teorem 3.2.2 (Sabidussi, 1957) G ve H graflar1 i¢in asagidaki esitlik mevcuttur.

(G o H)=max{y(G).x(H)}

Ispat: X xY ‘nin iki maksimal altgrafi X, ve Y, olsun.

Dolayisiyla X, X ’e ve Y, Y ’ye izomorf olur.
m=max{y(X),z(Y)} olmak tizere; y (X xY)>m dir.

¢,:V(X)—>J, > J, :modm tamsayilar grubu

X

Simdi m renklendirme fonksiyonu olsun.

X— ¢, (X)
[X,X'] e E(X)=c, (x)=c, (X) oldugu agiktir.

Ayni sekilde ¢, m renklendirme fonksiyonu da tanimlanabilir. Daha sonra;

—_
<
~— ~—
N
o
—

X,¥)=Cy (X)+¢,(y) > xeV(X),yeV(Y)

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim ve ¢’nin de bir m-renklendirme oldugunu gosterelim:
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(% ¥).(X,y)eE(XxY)=>x=X, [y,y']eE(Y) vy=y, [x,x]eE(X) dir. ilk
durumu  diisiinmek icin x:x':cx(x):cx(x') : [y,y']eE(Y):cY(y);th(y')
yeterlidir. O halde;

Cx (X)=c¢ (X) . ¢ (y) =, (y')olur. Bu yizden;

c(x,y)=cy (x)+c, (y)=cy (X')+CY (y')z C(X', y')olur ve dolayisiyla ¢ X xY nin bir
renklendirmesi olur. o) halde 2(XxY)<molur, Sonu¢  olarak
x(XxY)=max{y(X),z(Y)} bulunur. m

G ve H herhangi iki graf olmak iizere; y(G*xH) < min{x(G),x(H)} oldugu agiktir.
Hedetniemi 1966 yilinda her G ve H grafi i¢in asagidaki esitligin varligini géstermistir.

Lemma 3.2.3 (Hedetniemi, 1966) G ve H iki graf olsun. O halde G ve H graflarinin tensor

carpimlarinin kromatik numarasi i¢in agagidaki esitlik mevcuttur.

x(G*H)=min{y(G),x(H)}

Teorem 3.2.4 (Geller ve Stahl, 1975) y(H)=n olan bir H grafi, Kn n mertebeli bir tam
graf ve herhangi bir G grafi i¢in

X(G[H])=x(G[Kx])
esitligi vardir.

Ispat: /- H—Kn, homomorfizmasi vardir. Dolayistyla G/H]—G/Kn] homomorfizmasi da
vardir. Bu bize y(G/H]) < x(G/[Kx]) oldugunu verir. Diger yonden, f; G[H] i¢in uygun bir

renklendirme ve a €V(G) olsun. y(H)=n iken f i en az n renk smiflarin kesisimi Ha ya

kisitlarsak, n tanesini ve her sinif i¢in Ha da bir kdse secelim. Secilen koseleri bir kose ile
baglayalim(zorunlu degildir). Bu islemi G nin tim koseleri igin uygularsak G[Kn] e
izomorf bir graf elde ederiz. O halde y(G/Kn]) <x(G[H]) olur. m

Lemma 3.2.5 (Cizek ve Klavzar, 1994) n>k>2 ise y(Cak+1[C2n+1])=8 ve
n=2 ve k>3 igin y(Cox+1[Con+1])=7 olur.

Lemma 3.2.6 (Vesztergombi, 1978/79) k>2 ve n>2 olmak tizere y(Cox+1 m Con+1)=5 dir.



Lemma 3.2.7 (Stahl, 1976) k>2 ve n>1 olsun.

2(Cox+1m Kn):2n+[%] dir.

Ornek 3.2.8 k=2 ve n=2 alalim. z(Cor1 m Kn)=2n+(%| esitligini gorelim.

O halde Cs ve K; graflarini alalim ve strong ¢arpimlarini bulalim.

Sekil 3.2.1 Cs ve K; graflar

Sekil 3.2.2 CsmKj>; Cs ve K graflari ve strong ¢arpimlariin grafi
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Burada (1,1) ve (3,1) koselerini Cy renginde, (1,2) ve (4,2) koselerini C» renginde, (2,1)
ve (4,1) koselerini Cs, (2,2) ve (5,1) kdselerini C4 ve son olarak da kalan koseler (3,2)
ve (5,2) koselerini de Cs ile renklendirdigimizde y(Csm K2)=5 bulunur.
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4. MONOJENIK YARIGRUPLAR UZERINDE NOKTA
CARPIM GRAFI

Son yillarda revagta olan (bkz; Badawi-2015, Das ve ark.-2013, Demeyer ve ark.-
2010, Anderson ve Badawi-2008, Demeyer ve Demeyer-2005, Demeyer ve ark.-2002)
graf teori ile cebirsel yapilarin ortak ¢alisma alanlarina ek olarak monojenik yarigruplarin
graflarinin nokta ¢arpim graflarin1 inceleyecegiz. Oncelikle monojenik yarigruplar icin
girig yapilarak temel tanimlar, daha sonra nokta carpim grafi hakkinda bilgi verilecek,

ardindan bu grafin baz1 parametreleri ve 6zellikleri incelenecektir.

4.1. Giris ve Temel Tanimlar

Graf Teori ile cebirsel yapilari birlestiren ilk ¢alisma Irwin Beck (Beck, 1988)
tarafindan degismeli halkalarin sifir bolen graflar ile ilgiliydi. Bu baslangic diger
arastirmacilar tarafindan farkli calismalar eklenerek devam etti (Anderson ve Livingston-
1999, Anderson ve Badawi-2008, Sharma ve ark.-2011, Akgiines ve Togan-2012, Das ve
ark.-2013, Badawi-2015).

Bu béliimde, monojenik yarigrubu Sy, ve bu yarigrubun sonlu Kartezyen garpimi
S olarak gosterilmek tizere, bu kartezyen ¢arpim iizerinde olusturulan nokta ¢arpim grafi
F(S) hakkinda bilgi verilecek ve bazi 6zelliklerine deginilecektir.

Oncelikle monojenik yarigrup tanimimi verelim.

Tanmm 4.1.1 (Hungerford, 1974) Bir yarigrup bir eleman tarafindan {iretilir. Bir
monojenik yarigrup ise bir X elemanimin x¥ seklinde dogal say1 kuvvetlerinden olusur ve
(x) ile gosterilir. Eger tim kuvvetler farkli ise dogal sayilarin toplamsal yarigrubuna

izomorftur. Aksi halde ¢k) sonlu ve elemanlarin sayisi, yarigrubun mertebesidir.

Monojenik yarigruplart mertebesi n olmak iizere S, ={x,x*,...,x"}U{0} seklinde

gosterilir.
4.2. Monojenik Yarigrup Uzerinde Nokta Carpim Grafi

Tamm 4.2.1 a=(a,,a,,...,a,)ve b=(b,b,,...,b,) iki vektér olmak tizere, a ve b nin

karsilikli girislerinin ¢arpimlarinin toplami nokta ¢arpim olarak adlandirilir. Baska bir

ifade ile;
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ab=>ab =ab +ab,+...+ab,
i=1

seklindedir.

Tanim 4.2.2 (Badawi, 2015) A bostan farkli bir degismeli halka, n bir tamsayi
(1<n<o)ve R=AxAx...x Ankere olsun. Kdseleri R = R\{(O, 0,.. .,O)} ve iki kose

(1321

X ve y xy=0eA sagladiginda komsudur (burada nokta c¢arpim olarak

tanimlanmustir). R nin tiim sifir bélenlerinin kiimesi Z(R) ile gosterilir.

Badawi nokta ¢arpim graf tanimimi degismeli halkalar i¢in yukaridaki gibi
tanimlamistir. Biz de monojenik yarigruplar i¢in nokta ¢arpim graf tanimini verebiliriz.
S {O,X,XZ,...,X”} elemanlarina sahip bir monojenik yari gruptur. Sy,

monojenik yart grubunun sonlu kere kartezyen ¢arpiminin kiimesini ise S ile gosterelim.

Koseleri S ’nin sifirdan farkli elemanlarindan olusan yonsiiz graf F(S) olsun. k pozitif
tamsayisi i¢in 0 < {it}; ] jt}i(:1 <n olacak sekilde S ’nin sifirdan ve birbirinden farkli
(Xi1 X2 X ) ve (le X Xk ) seklindeki elemanlarinin komsu olmasi igin gerek ve
yeter sart (Xi1 X2 Xk )-(Xjl X ) =0 5 yani nokta ¢arpimlarinin yar1 grubun sifir

elemanina esit olmasidir. Burada i, =0 iken Xt = 0., olarak alinacaktir.

Burada tanimlanan F(S) grafinin parametrelerinden uzaklik, ¢evrim, en biiyiik

ve en kii¢iik derecesi, baskinlik sayisi, klik ve renklendirme numarasi ve bunlara paralel

olarak da grafin miikemmelligi incelenecektir.

Oncelikle sifirdan farkli S ’nin herhangi iki elemaninin nasil komsu olacagini
ifade edelim.
Tanim 4.2.2 S ’nin birbirinden ve sifirdan farkli iki elemam X =(Xi1,xi2,...,xik) ve
Y =(xhx=,..,x*) oyle ki ke NT, (i) i), €{0,2,...,n} olmak zere
X-Y =0, olsun. Yani x""% +x%"% 4 4+x'* =0, saglandiginda X ve Y komsudur

denir.
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Buesitlik Vte{1,2,...,k} i¢in i, + j, >n yada i =0_, yada j =0, oldugunda

gecerlidir. Diger bir deyisle;
(XX X )~ (X X X ) e vt e {12, k) (i + >n)v(it =0, )v(jt =0, )
Tanimi bir 6rnek tlizerinde gorelim.

Ornek 4.2.3 n=k=2 igin S=S/ xS’ mnokta ¢arpim grafina bakalim. Koseleri

§"=8\{(0,0)}={(0,%),(0.X),...(x*,x*)} ve koseler arasindaki komsuluk nokta

carpim grafi asagidaki sekildeki gibidir.

0.x)

(0.X)

(x,0)

(xx)

Sekil 4.2 (S =S}, xS}, )

4.3. T(S) in Baz1 Graf Parametreleri

Bu kisimda bir onceki kisimda tanitilan F(S) nokta ¢arpim grafinin

parametrelerinden bazilar1 ve bu parametrelere bagli olarak F(S) grafinin 6zellikleri
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incelenecektir. Uzaklik, cevrim, en biiylik ve en kiiciik derece, baskinlik kiimesi ve sayisi

seklinde parametreler incelenecektir.

Oncelikle gerekli olan temel kavramlar, ardindan F(S) nokta ¢arpim grafi i¢in

verilen tanimin degerinin teorem ve ispati verilecektir.

Tamm 4.3.1 (Gross ve Yellen, 2004) Bir G grafinin gap1
diam(G)=sup{d(x,y):x,y eV (G)}
ktimesi ile belirtilir.

Teorem 4.3.2 Yukaridaki gibi tanimlanan herhangi bir S igin
diam(I(S)) =2 dir.

Ispat. Sifirdan, birbirinden ve (X”, X”,...,X”) elemanindan farkli S ’nin herhangi iki
elemam1 X =(Xi1,xi2,...,xik) ve Y =(Xj1,xj2,...,xjk) alahm oOyle ki ke NT,
{i, }tk:l’{jt}; €{0,1,2,...,n} . Burada iki durum vardur, ya i, =0 yada i, #0. Eger i, =0
ise x* = 0, oldugundan x".X" =0 olur. Eger i, # 0 ise i, € N* ve i, +n>n oldugundan
x*.x" =0 olur. O halde (Xil,xiz,...,xik), (X”,X”,...,X") kosesine komsu olur. Ayni
sekilde (le,ij,...,Xjk) kosesi de (X", X”,...,X”) kosesine komsu olur. O halde S ’nin

sifirdan ve birbirinden farkli herhangi iki kosesi arasindaki uzaklik 2 bulunur. O halde
diam("(S))=2 olur.m

Tanimm 4.3.3 (Gross ve Yellen, 2004) Bir grafin ¢evrimi o grafta bulunan en kisa

uzunluklu devirin uzunlugu olarak bulunur ve bir G grafinin gevrimi girth(G) ile

gosterilir.

Teorem 4.3.4 Tanumladigimiz herhangi bir S igin F(S) grafinin ¢evrimi 3’e esittir.

Yani;

girth(I'(S))=3.
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Ispat. Oncelikle n+2>n oldugundan (X”,X”,...,X”) kosesi (XZ,XZ,...,XZ) kosesine
komsudur. Ayrica (Xz,xz,...,xz) kosesi (X”‘l,xn‘l,...,xn‘l) kosesine de komsudur. Son

olarak 2n—1>n oldugundan (X”’l,X”’l,...,X”’l), (X“,X”,...,X”) komsu koselerdir. O

halde 3 uzunluklu bir ¢gevrim bulunmustur. Daha kii¢iik bir ¢evrim bulunamayacagindan

F(S) grafinin ¢evrimi 3’tiir.m

Tamm 4.3.5 (Gross ve Yellen, 2004) Bir grafin en biiyiik derecesi o grafta bulunan en
fazla komsuya sahip kosenin derecesinin degeridir ve A ile gosterilir. Benzer sekilde bir
grafin en kiiciik derecesi de o grafta bulunan en az komsuya sahip kdsenin derece

degeridir ve ¢ ile ifade edilir.

Teorem 4.3.6 Sy, monojenik yarigrubunun sonlu k kere kartezyen ¢arpim kiimesi S ve

nokta carpim grafi ['(S) olmak iizere bu grafin en biiyik derecesi
A(T(S))=(n+1) -2
ve en kiguk derecesi
5(r(s))=2-1

seklindedir.

n n

Ispat. En bilyiik derece icin (x , X ,...,X“) kosesine komsu olan herhangi bir kdseyi

(x,x"...,x¥) oyle ki keN', {i},€{012...,n} seklinde segelim.

‘v’ite{O,l,Z,...,n} icin Xi'.xnzos& oldugundan (Xil,XiZ,...,Xik) kosesi (n+1)k tane

farkll koseye esit olabilir. Fakat (Xil,xiz,...,xik) kosesi S ’nin sifir elemanina esit

olamayacag1 ve (X”,X”,...,X") kosesinden farkli olacag igin (X”,X”,...,X") kosesine

komsu olabilen (Xi1 X2, Xk ) kdsesi toplam (n +1)k — 2 tane farkli kdseye esit olabilir.

Bu da I'(S) grafinin en biiyiik derecesinin (n +1) —2 degerine esit oldugunu verir.
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En kuglk derece igin ise Sy, monojenik yarigrubunun en kiiglk Ussline sahip
elemanlarin kartezyen carpimindan olusan (X, X,...,X) elemaninin  komsu oldugu
koselere bakalm. i, €{0,1,2,...,n} olmak Uzere (x‘l,x‘?,...,x‘k) kosesi (X,X,...,X)
kosesine komsu herhangi bir kdse olsun. Dolayisiyla Vte{1,2,...,k} icin x.x" =0,
olacagindan ya i, +1>n yada i, =0 olmalidir. Dolayisiyla Vi, e{O,l, 2,...,n} ya n ya
da 0 degerine esit olmalidir. Bu demek olur ki (X, Xyeors X) kosesine komsu olan 2 tane

S ’nin farkli elemani vardir. Fakat bunlarin i¢inde Sy, ’in sifir elemani olamayacagindan

2“ —1 tane farkli kdse vardir. O halde I'(S)grafinin en kiigiik derecesi 2 —1’¢ esittir. m

Tamm 4.3.7 (Gross ve Yellen, 2004) BirG grafinin kose kiimesi V (G)’nin alt kiimesi

D olsun. D ’de olmayan G ’nin tiim koseleri en az bir kdse ile D ’ye komsu ise D

kiimesi G grafinin baskinlik kiimesi olarak adlandirilir. Baskinlik sayist ise G "nin en az

kdseye sahip baskimlik kiimesinin sayisidir ve y(G) ile gésterilir.

Teorem 4.3.8 F(S)graflmn baskinlik sayisinin degeri 1’e esittir.

r(8)=1
Ispat. F(S) grafinin baskinlik kiimesi D = {(X” XM X" )} olarak secilirse, F(S)
grafinin baskinlik sayisinin 1’e esit oldugu elde edilir. m

Yukarida verilen kavram ve teoremlerin sagladig kisaligi gérmek i¢in asagidaki

Ornege bakabiliriz.

Ornek 4.3.9 n=k=2 i¢in S =S/, xS’ nokta ¢garpim grafinin parametrelerine bakalim.
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(0.x)

(x.,0)

(xx)

Sekil 4.3S = S,f,, X Shz,l nokta carpim grafi

Burada, F(S) grafinin herhangi iki kose arasindaki uzaklik 2’dir.
(X,X),(O, X2) ve (XZ,O) koselerini segersek girth(I'(S)) =3 bulunur. Grafin en biiyiik
derecesine sahip olan kdsesi (Xz, X2) almabilir, bu kdsenin derecesi 7°dir. Dolayisiyla

grafin en bilyiik derecesi n ve k degerleri yerine yazildiginda A(F(S )) =(n +1)k -2=7
oldugu gorilir. Ayni sekilde grafin en kiigiik derecesine sahip olan kose ve derecesi

ds ((x,x))=3 seklindedir. Grafin baskinlik kiimesinin {(Xz, X )} oldugu ve baskinlik

sayisinin 1 oldugu da goriiliir.
4.4. 7(S)in Miikemmel Graf Ozelligi

Bu boliimde ise graflarin onemli 6zelligi olan miikemmellik tanimina yer

verilecektir. Bir grafin milkemmel olmasi i¢cin gerek ve yeter kosullar, gerekli olan

parametrelerin tanimlari ve F(S) grafi i¢in bu parametrelerin degerleri ispatlanacaktir.

Graf teoride 6nemli yere sahip olan miikemmellik kavramu i¢in literatiire yeni bir

miikemmel graf ekleyecegiz.
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Calismanin bu kismindan sonra k degeri 2 alinarak devam edilecektir. Simdi

muikemmel graf icin gerekli olan iki temel kavramdan biri olan bir grafin renklendirme

numarast tanimini sonrasinda I’ ( S) grafinin renklendirme numarasinin degerini verelim.

Tamm 4.4.1 (Gross ve Yellen, 2004) Bir grafin kose renklendirmesi grafin kose kiimesi
Vi den, elemanlar: renkler olarak adlandirilan C kiimesine bir fonksiyondur. Eger iki
komsu kose her zaman farkli renklerle belirtilebilirse kdse renklendirmesi uygun olur.
Bir graf ¢ ya da daha az sayida renkle uygun kose renklendirmesine sahipse bu grafa c-
boyanabilir denir. Bir G grafinin (kdse) renklendirme numarasi c-boyanabilir olan G

grafinin en kiiciik ¢ sayisidir ve y(G) ile gosterilir.

Renklendirme numarasi tanimindan dolayi, bu degeri bulurken miimkiin oldugu

kadar az renk kullanacagimizdan ayni renkle komsu olmayan kdseler boyanabildiginden

komsu olmayan koseler ile ilgilenilecektir. Bu yiizden asagidaki iddianin amaci F(S)

grafinin herhangi iki kdsesinin hangi kosullarda komsu olmayacagidir.

iddia 4.4.2 S ’nin herhangi iki elemanmm i,i,, j;, j, €N olmak tzere (Xi1 , Xiz) ve
(le X ) ‘nin komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart i, =0 yada j,=0 yada i+ j,>n

ve i,=0yada j,=0 yada i, + J, >n seklindedir. Diger bir deyisle;
(3, x)~ (x5 X2 ) = (=0 v =0 v i+ j;>n) A (i,=0 v j,=0 v i,+]j,>n)

Bu iddianin tersi ise S ’nin herhangi iki elemanmnmn i,i,, j,, j, € N olmak tzere
(Xi1 X" ) ve (le , X ) "nin komsu olmamasi i¢in gerek ve yeter sart i, ve J, sifirdan farkli

ve i+ j<nyadai, ve j, sifirdan farklive i, + j, <n seklindedir. Diger bir deyisle;
(Xil,Xiz)*(Xh,ij) <:>(i11 jlio, i1+ j1 Sn) Vv (iZ’ j2 #0, i2+ j2 Sn)

Dolayisiyla S ’nin elemanlarini ayni renkle boyamak igin bilesenlerinin Sy,

tizerinde komsuluk kosulunun saglamamasi gerek ve yeter kosuldur.

Teorem 4.4.3 S}, ={0,x,X*,...,x"} olmak iizere S =S, xS, olsun. O halde;
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[ o
[52]5 vo

Ispat. S ’nin elemanlarmin bilesenlerinin derecelerini me N olmak uizere bir [C]mxm

2(T(8))=

matrisi olarak agagidaki gibi diigiinelim.

S ’nin elemanlarini renklendirmeye Sy, 'nin en bilyiik dereceye sahip elemani

yani [C]  matrisinin ¢, elemanindan baslayalim.

c,, elemanin1 C,, ile renklendirelim. ¢, elemanina karsilik gelen (X”,X”) kosesi

S’nin diger tiim koselerine komsu oldugu icin C,, ile baska higbir elemani

renklendiremeyiz.

Clotn elemanini ve (X”’l, X“) elemanina komsu olmayan | € {0,1, 2,..., n} olmak

uzere (X, Xi) seklindeki tiim koseleri yani C matrisinin birinci satirindaki tiim elemanlari

C,, ile renklendirebiliriz.
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Ayn sekilde Cinon V€ C matrisinin ikinci satirindaki tiim elemanlar1 C,, ile

)n
renklendirelim.

Yukaridaki siire¢ n’in tek ya da ¢ift olusuna gore degisecektir.

n’in tek oldugu durum: n tek ise (g—‘+{g—‘>n oldugundan yukaridaki siire¢ n.

n n-1

sutunun elemanina kadar n—[z—‘=[7—‘ oldugundan C,

i

renklendirilerek devam edecektir. Dolayisiyla (nT_l—‘Jrl tane farkli renk kullanilmig

olacaktir. Bu sirada ( 2—‘ +Ug—l —1) <n oldugundan 1.satirdan UnT_l—D satira kadar

olan tiim elemanlar renklendirilmistir.

Daha sonra (n—1). siituna gegtigimizde (n—1).sttunun en bilyiik dereceye sahip

Co(n-1) elemanini renklendirme ile devam edersek, bu eleman1 C nin birinci siitunundaki

n(

renklendirilmemis tiim elemanlari Co(nf ile renklendirebiliriz. Benzer sekilde (n—l).

1)

. rengi ile

stun icin CH(”‘”

elemanina kadar, n —[g—‘ = [n—;l—‘ oldugundan C[

e

renklendirerek devam edilir. Bu sirada [%—‘ +1 farkli renk kullanilmis olacaktir.

Bu durum C’nin ¢ .

HE

Uﬂ_lj siutununa kadar olan renklendirilmemis tim elemanlar renklendirilmis

W elemanina kadar devam eder ve C ’nin 1.sutunundan

2
olacaktir. Bu sirada GHT_]'—D farkli renk kullanilmistir. Dikkat edelim ki 1. ve

n . c e
G——‘ —1). satir ve slitunlar arasindaki tiim elemanlar renklendirilmis olacaktir.
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Renklendirilmeden kalan elemanlarm kiimesi {cio,cOi e {( g—H g—l +1,..., n}}

seklinde ifade edilebilir. Bu kiimedeki tiim elemanlar birbirine de komsu oldugundan bu

kiimeyi renklendirme igin toplam Z(n —(g—‘ +1J farkli renk kullanilmalidir. Dolayisiyla

Z(H — {g—l +1J = ZU n ;fl + 1} oldugundan sonug¢ olarak
1 ? 1 1 2
Un; —|+1j +2Gn2_ }rlj :Gn; l 2) -1 renk S’in tim sifirdan farkh

elemanlarin1 renklendirebilen en kiigiik sayidir.

elemani

n’in ¢ift oldugu durum: n ¢ift ise yukaridaki siire¢ n.sutun i¢in C ’nin C(

Ko

C W J rengi ile renklendirilerek devam edilir. Bu sirada [g—l farkli renk kullanilir ve (
-1|n

13

G g—‘ +1j+g g—‘ —1) <n oldugundan) 1.satirdan gg—‘ —1} satira kadar elemanlar

renklendirilir. Sonra (n —1). slituna gectigimizde Cona) elemaninin ve bu elemana komsu

n—

olmayan C’nin 1.sutunu C rengi ile renklendirilebilir. Benzer sekilde devam

HO R

0(n-1)

edildiginde C ’nin (n—1).stitununun c[ elemanini C[ ile renklendirilir.

Dolayisiyla [g—l renk daha kullanilir.

Bu stre¢ C 'nin Ug_‘ +1J. sutununun c ] elemanina kadar farkli renkler

(HEHE

ile renklendirilerek devam edilir. Bu sirada 1.sttundan gg—‘ —1}. situna kadar olan tiim

elemanlar renklendirilimis olur. Kalan elemanlardan bir kism1 i¢ginde Cm Ve C m , [g—l
~lo 0 —
2 2

satir ve [gw.sUtundaki elemanlar [g—l+(g—l<n oldugundan 2 farkli renk ile



renklendirilebilir. Diger kalan elemanlar ise {Cio,cOi Zie{( E—|+1,[g—l+2,...,n}} ve
nY’ n n ? n-1 ?

dolayisiyla | n—|—= || +2|n—|=||+2=|n—| = [+1]| +1 —— |+1| +1 renk
2 2 2 2

kullanilir. m
Mikemmel graflar icin gerekli olan ikinci 6nemli graf parametresi ise bir grafin

klik numarasidir. Simdi de bu kavramin tanimini ardindan da F(S) grafi icin degerini

ispatlayalim.

Tamim 4.4.4 (Gross ve Yellen, 2004) Bir grafin i¢erdigi tam altgraflarin her birine klik
denir. Kliklerin igindeki en fazla kdse sayisina sahip olan kligin kdse sayisina da grafin

klik sayis1 (clique number) denir ve e(G)ile gosterilir.

Teorem 4.4.5 S}, ={0,%,X*,...,X"} olmak iizere S =S, xS, olsun. O halde;

(i3] < om
[i]] v

Ispat. C’yi F(S) grafinin bir tam altgrafi olarak diisiinelim. Tam graf tanimindan V (C)

o(r(8))=

‘nin tiim elemanlar1 birbirine komsu olmalidir. C ‘yi olusturan S kiimesi i¢in komsuluk

sarti Sy, ‘nin elemanlarinin kendi aralarinda komsu olma kosulu vardir. (Das ve ark.,

2013)’deki Teorem7’nin kanitindan 1“(8,(‘,I ) grafinin tam altgrafinin herhangi iki kosesi
: AP o . . [n . [n n nl .

X' ve X igin I ve | degerlerienaz i= 2 ve | = > +1olmalidir. rl + 2 n ‘den

daha kiigiik ya da daha biiyiik olacagindan I'(S) grafinin klik numarasini n ‘in tek ya da

cift olusuna gore ayirarak gézlemleyecegiz.

Tek durum:n tek iken S ‘nin herhangi iki elemani (xil,xiz) ve (le,sz) iy, J, Ve j,

degerleri B—‘+E—l>n oldugundan {OB—Hg—l+1n} kiimesindeki elemanlara
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esit iken komsu olabilir. Diger bir deyisle komsulugu daha rahat gorebilmek igin bu

elemanlart me N olmak Uzere asagidaki gibi matrisini [C]  diisiinelim. Burada
[C]mxm matrisi de girisleri S ’nin elemanlarnin bilesenlerinin derecelerinden olusur.

[C],,, matrisinde komsu koselerin islerinden olusan elemanlari 3 tane blok matris

. : , - SN ‘
olusturur. Bunlardan bir tanesi, satir ve stitununun degerleri [E—l denn ‘ye kadar ve

digerleri O.satir ve 0.sutunda bulunan {Cio,cm:ie{(E—HE—%L{E—FZ,...,n}}

seklindeki iki bloktur.

4 1. R 4

2
n n
Bu yiizden (n - {E—I +1j + 2(“ - (E—l +1j eleman birbirine komsudur. Bu deger

2
n-1
de (Das ve ark., 2013)’deki Lemmal’den UT—l + 2) —1<e esittir.

Cift durum: Tek durumunda oldugu gibi bir [C]mxm matrisini diisiinelim. [C]mxm

matrisindeki birbirine komsu olan koseler 3 tane blok olusturur. Bunlardan bir tanesi

n n n
[E—l +GE—‘ +1j >N oldugundan satir ve siitun degerleri Uz—‘ +1} ‘den n‘ye kadar ve
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digerleri O.satir ve 0.sutunda bulunan {Cio,cm:ie{(E—HE—%L{E—FZ,...,n}}

2
seklindeki iki bloktur. Bu yiizden (n - (E—U + Z(n - [2—‘ +1j tane kose birbirine komsu

2
olur. Bu da LUnT_l—‘Jrlj +1J "¢ esittir, (Das ve ark., 2013)’deki Lemmal’den. m

Tamm 4.4.6 (Gross ve Yellen, 2004) Herhangi bir G grafi i¢in y (G) > (G )esitsizligi
her zaman gegerlidir. Eger G’nin indiiklenmis her altgrafi igin (G)=w(G) esitligini

de sagliyorsa bu G grafina mikemmel graf denir.

Miikemmel graf tanimi ve yukaridaki teoremlerden asagidaki sonucu elde

edebiliriz.

Sonug 4.4.7 Tanimlanan S igin

oldugundan I ( S) grafi miikemmel bir graftir.

Ornek 4.4.8 n=k=2 i¢cinS =S/, xS’ nokta carpim grafinin miikkemmellik 6zelligine

bakalim.
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(0.x)

(x.,0)

(xx)

Sekil 4.4 S = S,\Z,I X S,i, nokta ¢arpim grafi

Oncelikle F(S) grafinin renklendirme numarasinin degerini bulalim. S ’nin
(Xz, X2) kosesi diger tiim koselere komsu oldugu i¢in C,, rengi ile yalnizca (Xz, X2)

kosesini renklendirerek baglayabiliriz.

(X, x? ) kosesinive bu kdseye komsu olmayan (x,0) ve(x, x) kdselerini deC,, ile

renklendirebiliriz.

(0,%*)késesini C,, ile renklendirelim.

(XZ,X) kosesini ve bu koseye komsu olmayan (0,x)kosesini C,, rengi ile
renklendirebiliriz.

Kalan (XZ,O)késesi de C,, ile renklendirerek toplam 5 renk kullanilmis olur.

2
n=2 ¢ift oldugundan renklendirme sayis1 formiiliinde, UnT_l—‘_'_l] +1, yerine

yazildiginda renklendirme sayis1 yine 5 olarak bulunur.
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Benzer sekilde F(S) grafinin klik sayisi i¢in en biiylik tam altgrafi olusturan
koseleri {(Xz, Xz),(O, Xz),(XZ,O),(X, Xz),(xz, X)} seklinde secilebilir ve klik sayist i¢in

bulunan ifadede n=2 ¢ift durumunda yazildiginda F(S) grafinin klik sayis1 5 olarak

bulunur.

Dolayistyla renklendirme ve klik numaralar1 esit oldugundan F(S) muikemmel

graftir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. Sonuglar

Bu tezde genel graf tanimi ve parametreleri verilmistir. Bunun yaninda graf
carpimlarinin bazilarindan s6z edilmis ve 6zel olarak nokta carpim grafi ile devam
edilmistir. Monojenik yarigruplar Uzerinde incelenen nokta ¢arpim grafinin

parametrelerinden

e capinin 2’Yye esit oldugu,

e cevriminin degerinin 3 oldugu ,

e enbuylk derecesinin yarigrubun mertebesi n ve monojenik yarigrubun sonlu kere
kartezyen carpimimin degeri k olmak lizere (n+1)%-2’ye ve en kiigiik derecesinin
2%-1’¢ esit oldugu,

e baskinlik sayisinin daima 1 oldugu gosterilmistir.

Ayrica miikkemmel graf olabilmesi i¢in kromatik ve klik numaralar1 incelenerek

degerleri bulunmustur.

Literatiirde onemli yeri olan mitkemmel graf 6zelligi elde edilmistir.

5.2. Oneriler

Bu tezde bir cebirsel yapi lizerinde tanimlanan ve incelenen bir graf carpim ¢esidi
arastirmacilar igin 1yi bir tavsiye olabilir. Ayrica monojenik yarigrup lizerinde tanimlanan
nokta ¢arpim grafinin diger parametreleri incelenebilir ya da k>2 durumunda mikemmel
graf dzelligi incelenebilir. ki miikkemmel grafin nokta ¢arpim graflarinin da miikkemmel
oldugu goriilmiistiir. Bunun saglanmayan oOrnekleri ya da her zaman saglandig

arastirilabilir.
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