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Bu tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kaynak arastirmasi ve tezin
amaci verilmistir. Ikinci béliimde konu ile ilgili temel tamm ve teoremler hatirlatilmistir. Ugiincii
boliimde Banach sabit nokta teoreminin modiiler metrik uzaylara genellestirilmis sekli olan ve
Chistyakov tarafindan olusturulan modiiler biiziilme sarti ve modiiler metrik uzaylarda sabit nokta
teoreminden bahsedilmistir. Bu teoremlerin ispatlar1 Palais tarafindan verilen temel biiziilme sartindan
yararlanilarak yapilmistir. Dordiincii boliimde modiiler metrik uzaylarda Reich sabit nokta teoremi ve gok
degerli Reich doniigiimleri verilmis, ispatlart yapilmistir. Besinci boliimde ise calismada yer alan
bilgilerle elde edilen sonug ve 6neriler yer almigtir.
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This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, the source research and the aim

of the thesis are given. In the second part, basic definitions and theorems related to the subject are
reminded. In the third chapter, the modular contraction condition, which is the generalized form of
Banach fixed point theorem to modular metric spaces and created by Chistyakov, and the fixed point
theorem in modular metric spaces are mentioned. The proofs of these theorems are made using the basic
contraction condition given by Palais. In the fourth chapter, Reich fixed point theorem and multi-valued
Reich transformations in modular metric spaces are given and their proofs are given. In the fifth chapter,

the results and suggestions obtained with the information in the study are included.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

X, s) Metrik uzay

(Xw,s) Modiiler metrik uzay

lim,,»x, =a (x, > a) (x,) dizisinin a sayisina yakinsamasi
N Dogal sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

R* Pozitif reel sayilar

Z Tam sayilar kiimesi

C Karmasik sayilar kiimesi

1) Bos kiime

s Ancak ve ancak

[0, ) Negatif olmayan reel sayilar

[0, o] Genisletilmis negatif olmayan reel sayilar
(0, 0) Pozitif reel sayilar

[l Norm fonksiyonu

&1 Normlu uzay

X, 1) Topolojik uzay

(x,) {x,} Dizisi

Xw Modiiler kiime

X Konveks modiiler kiime

Sw Modiiler metrik

Sw Konveks modiiler metrik

inf A A kiimesinin en biiyiik alt sinir1

Xi



sup A

lim inf(x,,)
lim sup(x,)
Hy,

¢ (M)

CB(M)

K (M)

PM)

{T"x0}

A kiimesinin en kiiciik {ist sinir1
(xy) dizisinin alt limiti

(%) dizisinin st limiti
Pompeiu-Hausdorff Metrigi

X in bos olmayan tiim kapal1 alt
kiimelerinin sinifi

X in bos olmayan tiim kapali ve sinirli alt
kiimelerinin sinifi

X in bos olmayan tiim kompakt alt
kiimelerinin sinifi

X in tiim alt kiimelerinin sinifi

Iterasyon dizisi
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1. GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Metrik uzaylar teorisi ilk olarak Frechet (Frechet, 1906) ve Hausdorff (Hausdorff,
1914) tarafindan olusturulmustur. Frechet 1906 yilinda doktora tezinde metrik
uzaylardan bahsetmistir. Hausdorff ise Frechet’in bahsettigi metrik uzaylar ile ilgili
calismalara katkida bulunmustur.

Metrik kavrami bir kiimedeki uzaklik fonksiyonudur. Metrik uzay ise iizerinde
uzaklik fonksiyonu tanimlanmig olan bir kiimedir. Bir metrik uzayin sahip oldugu en
onemli 6zellik tamlik 6zelligidir.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi (Goebel ve Kirk, 1990), (Kirk ve Sims (Eds),
2001) tarafindan kapsamli olarak c¢alisgilmistir. Tam metrik uzaylarda sabit nokta
calismalar1 Banach tarafindan 1922 yilinda baslamistir. Banach sabit nokta teoremi
metrik uzaylar i¢in olduk¢a dnemlidir.

Banach bu teoremi
(X, s) bir tam metrik uzay X, bos kiimeden farkli bir kiime olsun. T:X — X bir

dontigiim olsun. ¢ > 0 ve Vx,y € X i¢in

s(T(x), T(y)) < as(x,y)

olacak sekilde « < 1 varsa T ye biiziilme fonksiyonu denir.

T(x) = x esitligini saglayacak sekilde

(i) x € X noktas1 T nin bir ve yalniz bir sabit noktasidir.

(i) Herhangi bir x, € X ve her n € N i¢in x,, = T(x,,_1) ile tanimli {T"x,} iterasyon
dizisi, T’nin bu sabit noktasina yakinsar.

seklinde ifade eder.

Banach’in biiziilme doniisiimii sart1 sadeligi ile dikkat ¢eker. Analizlerde kullanilan
en yaygin uygulanan sabit nokta teoremidir. Test edilmesi kolaydir. Teorem Stefan
Banach’in (1892-1945) adiyla anilir (Banach, 1922). Banach biiziilmesi ve sabit nokta
teoremi ile sabit noktanin varligi ispatlanir ve sabit noktanin tek oldugu, nasil
bulunacagi da gosterilir. Yakin zamanlarda metrik uzaylarin bu teoremler i¢in yeterli
olmadig1r goriilmiistiir bu sebepden farkli uzaylarda calisilma ihtiyact dogmustur.

Banach biiziilme sart1 bu uzaylara uyarlanmistir.



Sabit nokta teorisi kavraminin temeli 20. asirda atilmigtir. Biiziilme sart1 Banach’in
olusturdugu sabit nokta teorisinin temeli olmustur. Bu sart ardigik yaklagim teoreminin
soyut seklidir. Bu yontem eski ¢aglardan beri denklem ¢6zmek i¢in kullanilmistir.
Ornegin gezegenlerin konumunu belirlemek icin kepler esitligini ¢dzmek igin
yararlanilmigtir. Bu teori 6zellikle biyoloji, kimya, ekonomi, oyun teorisi fizik vb.
alnlarda kullanilir.

Bilim insanlar klasik fonksiyon uzaylart LPnin genellestirilmesi {izerinde yillardir
calismaktadirlar. ilk c¢alismalar Orlicz ve Birnbaum (Birnbaum ve Orlicz, 1931)
tarafindan yapilmistir. Modiiler uzaylar Lebesgue, Riesz ve Orlicz uzaylarinin
uzantilaridir. Vektor uzayinda modiiler kavrami Nakano (Nakano, 1950) tarafindan
1950 yilinda ortaya atilmigs Turpin, Mazur, Luxemburg, Musielac ve Orlicz tarafindan
genisletilmistir (Orlicz, 1988), (Musilelac ve Orlicz, 1959), (Luxemburg, 1955), (Mazur
& Orlicz, 1958), (Turpin, 1978). 2006 yilinda Chistyakov tarafindan kiime iizerinde
metrik modiiler kavrami verilmistir (Chistyakov V., 2006). Bu kavram Nakano
tarafindan verilen fonksiyon uzayindaki klasik lineer modiillerinden elde edilmistir.
Chistyakov modiiler metrik uzaylar kavramint F-modiilerler tarafindan tanimlamis ve
bu uzaylarin teoremlerini gelistirmistir. Fakat fikir ayn1 kalmistir (Chistyakov V.,
2008). Modiiler fonksiyonlar uzaklik gibi kullanilamaz kullanilabilmesi fonksiyonun
ancak ve ancak A,-sartinin saglanmasi ile miimkiin olur. Bu konu ile ilgili bilgi i¢in
(Taleb, A. Ait, Hanebaly E., 2000), (Khamsi, M. A., Kozlowski, W. M., Reich, S.,
1990), (Khamsi, M. A., Kozlowski, Chen, 1991) kaynaklarina bagvurulabilir. Modiiler
bir kiime onu bir metrik uzaya ceviren bir metrik ile donatilabilir. Modiiler metrik
kavrami lineer uzayda klasik bir modiiler kavramindan farkli olsa da benzerlik gosterir.
Bir kiimede modiiler metrik, negatif olmayan (muhtemelen sonsuz degerli) hizlarin
alan1 olarak yorumlanabilir. Modiiler metrik uzaylar, modiiler fonksiyon uzaylarin
lineer olmayan versiyonu olarak goriilebilir.

1969 yilinda Nadler tarafindan gosterilen biiziilme ilkesinin ¢ok degerli sekliyle
baslayan ¢ok degerli operatorler igin sabit nokta teorisi pek ¢ok caligmada
kullanilmistir. Cok degerli sabit nokta teoremleri Banach biiziilmesinin genellemesidir.
Nadler tam metrik uzaylar i¢in ¢ok degerli biiziilme ilkesini kullanarak sabit noktasinin
var oldugunu ispatlamistir. Bu ispattan sonra konu ile ilgili yapilan caligmalar
gelismistir. Sabit nokta teoremi diferansiyel denklem hesaplarinda onemlidir. Tek
degerli operatorler icin kullanilan sabit nokta teoremleri gibi cok degerli versiyonlar1 da

diferansiyel ve integral esitliklerin ¢ozlimiinde kullanilmaktadir. Modiiler uzaylarda



sabit nokta teorileri i¢in daha fazla bilgi almak i¢in (Kirk ve Sims(Eds), 2001), (Khamsi
ve Kozlowski, 2015) kaynaklarina da bagvurulabilir.



1.2 Tezin Amaci

Bu tez c¢alismasinda metrikten modiilere, modiilerden modiiler metrik
kavramlarina gecis sartlar1 incelenecektir. Metrik uzaylarda biiziilme doniisiimi,
Chistyakov’un vermis oldugu modiiler metrik uzaylarda biiziilme doniisiimleri ve sabit
nokta teoremleri tizerinde calisilacaktir. Palais’in temel modiiler biiziilme sart1 ve temel
giicli. modiiler biiziilme sarti ile modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremi
ispatlanmaya caligilacaktir. Ayrica modiiler metrik uzaylarda Reich biiziilme doniisiimii
verilip ispati klasik tekniklerden yararlanarak yeni bir versiyon ile ispatlanmaya
calisilacak, benzer sekilde ¢ok degerli Reich biiziilme doniisiimii verilecek ve ¢ok
degerli Reich sabit nokta teorisi klasik tekniklerden ilham alinarak 6zgilin bir sekilde

ispatlanmaya g¢aligilacaktir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Kavramlar ve On Hazirhk

Bu boliimde g¢alismamizda kullanacagimiz Metrik, PseudoMetrik, Modiiler
Metrik vb. tanim ve bu kavramlarla ilgili 6rnekleri vererek okuyucunun g¢alismanin
biitiinliigiinden kopmadan idrak etmesi amaglanmaktadir. Metrik kavrami basit olarak
x ve y gibi herhangi iki nokta arasindaki uzaklik kavramindan bahsederken, modiiler
metrik kavrami ile bu iki nokta arasindaki uzakligin sabit bir ortalama hizla ne kadar
zamanda katedecegi iizerinde durulmaktadir. Buradan hareketle iki nokta arasindaki
mesafeyi katetmek uzakliklar aras1 yapisal olarak bir biitiin ise miimkiinken, uzakliklar
aras1 yapisal olarak bir biitiin degilse miimkiin olmayacaktir, dolayisiyla bu durumda
higbir zaman bir noktadan diger bir noktaya ulagsmak miimkiin olmayacaktir. Ornegin
diinya tizerinde iki farkli kitadaki noktalardan kara yolu ile ulagsmak miimkiin degil iken,
ayni kita tizerindeki noktalardan ulagmak miimkiin olacaktir. Buradan hareketle

modiiler metrik ¢alismalarimizda sonsuz da kiimeye dahil olacaktir.

Tamm 2.1.1 (Metrik Uzay) X # @ olmak iizere s: X X X—R fonksiyonu verilsin. ¥
X,y,Z € X i¢in;

M1-) s(x,y) =0

M2-) s(x,y) =0 ©x=y

M3-) s(x,y) = s(y,x) (simetri)

M4-) s(x,y) < s(x,z) +s(z,y) (liggen esitsizligi)

aksiyomlar1 saglaniyorsa s fonksiyonuna X tizerinde metrik, (X, s) ikilisine de metrik
uzay denir. M2-) sart1 yerine,

M2'-)vVx € X igin s(x,x) =0

aksiyomunu kullanirsak s fonksiyonuna X tizerinde pseudometrik (X, s) ikilisine de

pseudometrik uzay denir (Chistyakov, 2015).

Tamm 2.1.2 (Metrik Uzaylarda Yakinsakhk) (X,s) bir metrik uzay ve bu uzayda
bir dizi (x,) olsun. x € X olmak iizere herhangi & > 0 sayisina karsilk 3 ny, € N
sayist Vn = ng i¢in s(x,,x) <& olacak sekilde n, varsa (x,) dizisi x noktasina

yakinsiyor denir ve n = oo igin s(x,, x) — 0 ile ifade edilir.



Tanmim 2.1.3 (X, s) bir metrik uzay ve bu uzayda bir dizi (x,,) olsun. Herhangi
€ > 0 sayisina karsilik 3 ny € N sayis1 Vm,n = ng icin

S(Xpp, %) < €

olacak sekilde n, varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanmmm 2.1.4 (X,s) bir metrik uzay olmak iizere X iizerindeki her Cauchy dizisi

yakinsak ise (X, s) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanmmm 2.1.5 (X,s;) ve (Y,s;,) iki metrik uzay f: (X,s;) = (Y,s;) ve a € X olsun.
Eger her € > 0 sayis1 i¢in s(x,a) < 6 oldugunda s(f(x), f(a)) < € olacak bigimde
6 > 0 sayist bulunabilirse f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. Eger f
fonksiyonu X’in her bir noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna X tizerinde siirekli ya da

kisaca sureklidir denir.

Tamim 2.1.6 (X,s;) ve (Y,s,) iki metrik uzay f: (X,s;) = (Y,s,) fonksiyonu eger
her € > 0 sayisi igin
s(x,y) <6
oldugunda her x,y € X i¢in
s(f(),f) <e

olacak sekilde ¢ a bagli bir § > 0 varsa f fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir.

Tammm 2.1.7 X, say1 cismi F (F =R veya C) olan bir vektor uzay:r olsun. Eger her
x,YyEX,a €F
o=|.I:X->R,
o(x) = |lx||

Fonksiyonu i¢in

N.1|lx]] =0vel|lx]l=0ex=0

N.2 [lax|| = [a| [|x|l

N3 [lx +yll < llxll + [lyll.
ozellikleri saglaniyorsa || . || fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve (X, || .|| ) ikilisine ise
normlu uzay denir. Bazen normlu uzay yerine ‘normlu dogrusal uzay’ ya da ‘normlu

vektor uzay’ ifadeleri de kullanilabilir.



Bir normlu dogrusal uzayi, normdan indirgenen metrik ile tam ise Banach uzayi
olarak adlandirilir.

Normlu uzaylar ve Banach uzaylar1 birer metrik uzaydir.

2.2. Modiiler Metrik Uzaylar

Tammm 2.2.1 X herhangi bir vektor uzayr olmak iizere, m : X — [0, oo] fonksiyonu,
Vx,y€Xvea>0, >0 icin

m.1) m(0) = 0;

m.2) m(ax) =0=>x=0

m.3) m(—x) = m(x);

m.4) Va,f =0 ve a+ f =1i¢in

m(ax + By) < m(x) + m(y)

aksiyomlari ile birlikte m fonksiyonuna, X vektor uzay1 iizerinde bir modiilerdir denir.
m. 4) aksiyomu yerine;

m.4") Va, =0 ve a+ B = 1igin

m(ax + By) < am(x) + fm(y),
aksiyomunu alacak olursak, m fonksiyonuna, X vektor uzay: iizerinde bir konveks
modiilerdir denir. Ayrica
Xyp,={x€X:a—-0 icinm(ax) - 0}

seklinde ifade edilen X,, de modiiler kiime olarak adlandirilir. (Khamsi M. , 1996)
(Nakano, 1950) (Musielac ve Orlicz, 1959,2) (Kozlowski, 1988)

Gelisigiizel bir kiimede metrik modiiler tanimi Chistyakov tarafindan 2006
yilinda bu fikirlerin bir genellemesi olarak ortaya c¢ikmistir. Chistyakov’un formiilii

sabit nokta teoremini anlamada iyi bir kaynak olusturur.

Ornek 2.2.2 X herhangi bir vektdr uzays, ||| : X — [0,0) norm fonksiyonu Vx,y €
X ve a € Rigin

m.l) |lx|]l=0 ©x =0,

m.2) Va>0 vela|l =1 icin [lax|| = [a|llx]| = [lxII,

m.3) Va,f =0 ve a+p =1icin |lax+ Byl < allx|l + Blyl
aksiyomlar1 ile birlikte norm fonksiyonu, X vektér uzayi iizerinde bir konveks

modiilerdir denir.



Tamm 2.2.3 X #+ @ bir kiime olsun, Va, b,c € X ve Vt,s,m > 0 i¢in
w:(0,00) X X X X — [0, oo]
(t,a,b) » wi(a,b)

fonksiyonu;

w.1) wi(a,b) =0 & a=h,
w.2) we(a,b) = w(b,a)

w. 3) Ws+m(a; b) =< Ws(ar C) + Wm(C, b)
aksiyomlari ile birlikte w, fonksiyonu X kiimesi tizerinde bir modiiler metriktir denir.

w.3) aksiyomu yerine;
w.3") Wim(a,b) < ==wy(a,¢) + ——wpn(c,b)

aksiyomunu alacak olursak, w fonksiyonuna, X kiimesi iizerinde bir konveks modiiler
metriktir denir. Ayrica w. 1) sartini,

w.1) x € X ve Vt >0 i¢inw,(x,x) =0

olarak ifade eder isek, w fonksiyonu X {izerinde pseudomodiiler metrik olarak
isimlendirilir (Chistyakov, 2010).

Teorem 2.2.4 m: X — [0, o] fonksiyonu verilsin, ¥Vt > 0 ve her x,y € X i¢in

we(x,y) = m (=2), (1)

t

X vektor uzayr lizerinde m modiilerdir (konveks modiilerdir) ancak ve ancak w, X

tizerinde modiiler metriktir (konveks modiiler metriktir) (Chistyakov, 2015).

Ispat: Vt>0, a>0, f>0 ve Vx,y €X i¢gin

m.1) ©w.1) m(g)=0 = wi(x,y)=0

© VeE>0igcin x=y

elde edilir.



m.2) © w.1) m(ax) =m <x_0>

RIr

Wl/a(x,O) = O
Wi/q(x,0) =0isex =0vex €X, Va > 0 igin m(ax) = 0 olur.

m.3) ©w.2) Vx€Xiginm(—x") = m(x") ise

xX— X—
we(x,y) =m (Ty) x' = Ty olsun.

()

-n(:2)

=w(y,x)
V x € X i¢in w;(x,y) = w,(y,x) ise
we(xy) =m (X)) = m(x")

wi(y,x) = m (%)

=m(—x").

(x' = % olsun)

m
+

(m.4) & w.3) ?tmza>0, —— = B > olmak iizere

*)

(1), (*) ve m.4) birlikte kullanilarak, aksiyom w.3)’teki esitsizligi asagidaki gibi elde

ederiz.
xX—y
Wt+m(x:y) = m(t n m)

m(ax' + fy') < m(x") + m(y') esitsizligi kullanilarak

- () + ()

= we(x,2) + wn(z,y)

elde edilir.
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w.3) @>m.4) a>0,>0, a+f =1 oldugunu varsayalim. Aksi takdirde m.5)
aciktir. (1) ve w.4) birlikte kullanarak, x,y € X i¢in ,

ax — (—By)>

m(ax+,8y)=m< oy

= Wa+ﬁ(ax' —By)
< wg(ax,0) + wg(0,—By)

= () ()

m(x) + m(y)

elde edilir.
(m.4") © w.4) t,m>0vex,y,z € X verildiginde

_ —_m - X2 1 Z7Y i *
a= t+m>0,,8— t+m>0, a+p=1 (x'= —Vvey' = m)olmakuzereve()
dan

(1) ve m.4") birlikte kullanilarak, aksiyom w. 4) esitsizligini,

we(x,z) +

w X, <
em (%, Y) t+m t+m

Wi (2,)

elde ederiz.

w.4) © m4') a>0, >0, a+f =1 oldugunu varsayalim. (aksi takdirde
(m.5) agiktir)

(1) ve (iv) dikkate alindiginda x,y € X igin

m(ax + By) =m <%(_/fy)>

= Wa.hg(ax, —pBY)

< %ﬁwa(ax, 0)+ aiwwﬁ(o’ —By)
=am ()8 m ()

=am(x) + fm(y).

Teorem 2.25 w:(0,0) X X X X —[0,00] fonksiyonunun asagidaki iki kosulu
sagladigini varsayalim.

0] vVt >0vex,y,z€Xicin wi(x+2zy+2z)=w(x,y)

(M  vt,m>O0vex€Xicin wg(mx,0) = Wt/m(x, 0)
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x € X verildiginde m(x) = w;(x, 0) olsun. Bu taktirde;
(a) esitlik (1) esitligini saglar.
(b) m reel vektdor uzayr X tzerinde bir klasik (konveks) modiilerse w, X

kiimesindeki bir (konveks) modiilerdir (Chistyakov, 2015).

Ispat: (a) I ve II 6zelliklerini kullanarak
we(x,y) = we(x —y,y — )
_ o (22
=W ( t ' 0)
_ (XY
=m(—)

(b) Ilspatin ilk kosullar1 gerceklestirdigi acik oldugundan sadece w.4) &

m.5) kosulunu saglariz.
w.4) = m.5)

a,[ >0, a+f =1 vex,y € X esitlikler (1.3.3), I ve Il ile kosul (iv) ten

m(ax + By) = wy(axn,—$y) £ —rzwa(an0) + a’%ﬁwﬁ(o, “By)

= awq/q(x,0) + Bwg/p(y, 0)
= am(x) + m(y).

m.5) & w.4) Esitlik (1) hesaba katildiginda teorem 2.2.4 {in ispati burada da
gecerlidir.

2.3. @ — Uretilen Modiilerler

@:[0,0) = [0, ] fonksiyonu ¢(0) = 0 ve ¢ % 0 olacak sekilde azalmayan bir
fonksiyon olsun.

(X, II)]) normlu uzayr, x € X olmak tizere, m(x) = ¢@(||X]|) fonksiyonu, X
tizerinde klasik modiilerdir. m, X iizerinde konveks modiilerdir ancak ve ancak

@, [0, ) iizerinde konvekstir (Chistyakov V. , 2015).
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Teorem 2.3.1 (X, s) bir metrik uzay olsun.
Wt(x,y)=<p(@), t>0, x,y €X (2)

ise bu durumda w, X iizerinde bir modiilerdir. Ayrica ¢ konveks ise w, konveks

modiilerdir ve ¥V u > 0 igin ¢(u)# 0 ise w kesin (strict) olur (Chistyakov V., 2015).

Ornek 2.3.2 (M,s) bir metrik uzay olsun.X = MY ve h:[0,0) — [0,0) iist

toplamsal fonksiyon olsun. w: (0,0) X X X X — [0, ] fonksiyonunu

we(x,y) =2%°=1<p(%), t>0, x,y €X.

seklinde tanimlayalim, bu durumda w, X {lizerinde modiilerdir.

Ornek 2.3.3 w,(x,y) = s(x,y)

Bu 6rnek modiiler metrik olup konveks degildir (Abobaker ve Ryan, 2017). Gosterelim:

w.1l) x,yeXvet>0 i¢in ws(x,y) =0 x =y oldugunu géstermeliyiz.
Metrik uzay tanimindan s(x,y) = 0 < x = y olup,
we(x,y) =0 =s(x,y) & x = ydir.
w.2) x,y€XveVt>0 i¢inw.(x,y) = wi(y,x) oldugunu gosterelim.
Metrik uzay tanimindan s(x,y) = s(y,x) olup, w:(x,y) = s(x,y) = w.(y, x) dir.
w.3) x,y,Zz€XveVs,t>0i¢cin wg (x,y) < ws(x,2) +we(z,y)

esitsizliginin saglandigini gostermeliyiz. Metrik uzay tanimindan

Wert(X, ) = s(x,y) < s(x,2) +5(z,Y)

yazabiliriz. Ayrica wg(x,z) = s(x,z) ve w.(z,y) = s(z,y) olup, buradan da

Ws+t(xi }’) < Ws(x: Z) + Wt(Z, }’)

elde edilir ki verilen fonksiyon metrik modiilerdir. Simdi konveks olup olmadigini

arastiralim,
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S t
Weit(Xy) € —wg(X,2) + ——w, (2,
s+t(XY) S+t s(x,2) s+t t(zy)

s=tve z =y alirsak

t t
Wert(x,y) < mwt(xl y) + mwt(y, y)

(s(y,y) = 0 oldugundan)

1
WZt(X) Y) < E Wi (X' Y)

elde edilir.

1
s(xy) <55(x,5)

oldugundan bu fonksiyon konveks degildir.

Ornek 2.3.4 w,(x,y) = @

Bu 6rnekte w;(x, y) fonksiyonunu x noktasindan y noktasina t kadar siirede
gitmesi igin gereken ortalama hiz olarak da diisiinebiliriz. Uggen esitsizligiyle yapilan
basit bir hesaplama bu modiiliin konveks oldugunu gosterir (Abobaker ve Ryan, 2017).

w.l) x,yeXvet>0 iginwi(x,y) =0 < x =y oldugunu gostermeliyiz.
Metrik uzay tanimindan s(x,y) = 0 < x = y olup,

s(x, 0
( y):_:O
t t

we(x,y) =
olupwi(x,y) =0 x =y dir.
w.2) x,y€XveVt>0 i¢inw.(x,y) = wi(y,x) oldugunu gosterelim.
Metrik uzay tanimindan s(x,y) = s(y,x) olup,
500 y) _sG0)

we(x,y) = n :
= we(y,x)
elde edilir ki w:(x,y) = w(y,x) dir.
w.3) x,y,Zz€X ve Vs, t>0 i¢in Were (X, ) S ws(x,2) +we(z,y)

esitsizliginin saglandigini gostermeliyiz.

Wert(X,y) = s(x,y) < s(x,2) +5(z,Yy)

s(x.y)

S e we(x,y) = — = esitliklerini kullamrsak

N

yazilabilir. Ayrica wg(x,y) =
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Were(X,¥) < ws(x,2) + we(2,Y)
elde edilir ki verilen fonkisyon modiiler metriktir. Konveks olup olmadigini arastiralim,
S t
< -
WS+t(X) Y) s+ tWS(Xl Z) + s + tWt(Zl Y)
s=tve z =y alirsak
(49) < Wi y) + Wi (1)
Wit X Y _t+tWt Xy t+tWt vy
yazilabilir, metrik tanimindan s(y,y) = 0 olup,
1
war(xy) < Zwe(x,y)
sxY) _ sy
2t T2t

t > 0 i¢in fonksiyon konvekstir.

t<5(x,Y) ’ o0

Ornek2.3.5 wi(x,y) = { t>s(xy 0

Bu basit 6rnek hiz metaforunun ekstrem bir drnegi olarak gortilebilir. Eger ki zaman
s(x,y) den daha az ise, x noktasindan y noktasina gitmek imkansizdir. Ama eger ki
zaman en azindan s(x,y) kadar ise hemen gidebiliriz. Bu modiil de konvekstir
(Abobaker ve Ryan, 2017).

s(x,y) =0 & x = y metrik uzay tanim 6zelliginden t > 0 oldugu i¢int > s(x,y)
olacagindan w;(x,y) & x = y olur.

s(x,¥) = s(y,x) metrik uzay tanimi 6zelliginden

t<5(x,Y) ’ o0

we(y, x) :{tzs(x,y) » 0

we(x,y) = w(y, x) olur.
Wt+m(x; y) < Wt(xi Z) + Wm(Zl }’)
t+m<s(x,y)iset <s(x,y), m<s(x,y) olur.co < o0+ o0 ise oo < ©

t+m=>s(x,y) ise0<0+0ise 0 <ocoto 0 <0+ 0 < oo+ 0olur.

m
< _
Werm () < T Wi(x,2) + =W (2,7)

t+m

m=t,z=y alirsak

t t
Wepe(x,y) < mwt(x, y) + mwm(y' y)
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2t <s(x,y) ise t <s(x,y) 2t >s(x,y) ise t <s(x,y),
At = s(x,y)

co 0<

)

i 1
olabilir. co < ;% © < o, 0<

N |-
N |-

0, 0 < 0oldugu icin konvekslik

gosterilmis olur.

Tanim 2.3.6 w, X te bir modiiler olmak lizere x, € X sabiti ile
X, =X, (x0) ={x €X: tli_)rgwt (x,x9) = 0}
ve
X =X, (x0) ={x €X:t>0 wi(x,x5) < 0}

kiimelerine modiiler uzaylar denir. Bununla birlikte herhangi bir a, b € X,, i¢in

sw(x, ) =inf{t > 0,w,(x,y) < t}
X,, de bir metrik tanimlar.Eger w modiileri konveks ise herhangi bir a,b € X,,” i¢in
Sw(x,y) =inf{t > 0,w:(x,y) <1}

seklinde konveks metrik tanimlanir (Chistyakov V., 2015).

Tamm 2.3.7 (X, s) bir tam metrik uzay X, bos kiimeden farkli bir kiime olsun. T: X —

X bir doniisiim olsun. ¢ > 0 ve Vx,y € X i¢in

s(T(), T()) < as(x,y)

olacak sekilde a < 1 varsa T ye biizlilme fonksiyonu denir.

T(x) = x esitligini saglayacak sekilde

(i) x € X noktas1 T’nin bir ve yalniz bir sabit noktasidir.

(ii) Herhangi bir x, € X ve her n € N i¢in x,, = T (x,,_) ile taniml1 {T™x,} iterasyon
dizisi, T’nin bu sabit noktasina yakinsar.

seklinde ifade eder.
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3. BOLUM

3.1 Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Banach’in sabit nokta teorisi, Chistyakov tarafindan modiiler metrik uzaylara
genellenmistir. Chistyakov modiiler biiziilme ve gii¢lii modiiler biiziilme doniisiimleri
igin sabit nokta teorilerini ispatlamistir. Burada yapilan ispat Chistyakov’ un ispati
yerine Richard Palais’in Banach sabit nokta teorisinin ispatindan faydalanilarak

yapilmigtir (Palais, 2007).

Teorem 3.1.1 w, X te bir konveks modiiler, k > 0 bir sabit ve T: X, — X;, doniisiimii

verilsin. x,y € X, olmak iizere,
sw(Tx, Ty) < ks,,(x,y) (3.1.1)

Lipschitz sartr, Vt > 0 icin Wiy o(Tx, Ty) <1 Oyleki w(x,y) <1 sartina denktir
(Chistyakov V., 2011).

Teorem 3.1.2 w, X lizerinde bir modiiler, k >0 ve T:X;, — X, dontisiimii verilsin.
X,y € X,, i¢in,

Sw(Tx, Ty) < ks, (x,y) (3.1.2)
vardir ancak ve ancak Vt > 0 i¢in Wy o(Tx, Ty) < kt  Oyleki wi(x,y) <t
olmasidir (Chistyakov V., 2011).

Tamim 3.1.3 w, X iizerinde bir modiiler(konveks) ve T: X, = X, doniisiimii verilsin

oyleki, Vx,y € X;,ve 0 <t < t,igin

Wit (Tx, Ty) < we(x,y) (3.1.3)

olacak bi¢imde k yabagli 0 < k < 1 sayist ve t, > 0 bulunabiliyorsa T doniisiimiine

modiiler biiziilme(veya w — blizlilme) denir (Chistyakov V., 2011).
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Not: (X, s) metrik uzay1 i¢in w;(x,y) = &ty) denkligi ve (3.1.2) sart1 kullanilarak

s(Tx,Ty) < ks(x,y)

elde edilir.

Ikincisi, (3.1.3) sart1, (3.1.1) de soldaki varsayim ile karsilastirildiginda t ya gore yerel
bir durum goriiliir igindeki temel esitsizlik co < oo olabilir.

Ucgiinciisii, eger ek olarak w strict ise ve oo/co = 1 olarak ayarlarsak bu durumda
(3.1.3) asagidakilerin bir sonucudur. V x,y € X, supremum x # y

Whit(Tx,Ty)

< d.
o) 1 (3.1.4)

limg o4 SUPyx2y

olacak sekilde bir 0 < h < 1 sayis1 vardir. Bunu gormek igin ilk olarak (3.1.4)’te sol
tarafin kesin modiiler 6zelligi kullanilarak ¥Vt > 0 i¢cin  w,(x,y) # 0 ve x # y olur.

h < k < 1 olacak sekilde herhangi bir k segelim.

<1<-—

Whe (T, Ty)> k
h

lim su su
m_""OtE(O,Ir)n] <x¢5 we (X, y)

ve boylece my = my(k) > 0 vardir 6yle ki V 0 < t < m, igin

whn(T,, T. k
sup ht( x y) <
xzy We(X,Y) h

olur.Buradan 0 < t <my x,y € X, i¢cin
k
Wht(Tx' Ty) < Ewt(x' y)

w nin azalan olmasi ve (h/k)t < t esitsizliginden,

(h/k)t

h
we(x,y) < W/ (X, y) = % Wn/k)e (X, Y)
dir. Buradanda her 0 <t <my ve x,y € Xy, i¢in

Wit (Tx, TY) < Wi (x,y)

dir.
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t' = (h/k)t ve ty = (h/k)m, seklinde ifade edersek 0 <t <t, ve ht = kt' olup.

Son esitsizlikten her 0 <t’' < t, vex,y € X, i¢in
Wi (Tx, Ty) < we(x,y)

elde edilir (Chistyakov V., 2011).

Teorem 3.1.4 w, X lizerinde kesin konveks modiiler olsun. X, modiiler uzay1 w_tam

dir ve w — biiziilme doniisimii T: X, — X, ,
Vvt > 0i¢in x = x(t) € X,, vardir oyle ki wy(x,Tx) < oo (3.1.5)

dir.

Baz1 x, € X,, icin Tx, = x, olacak sekilde T nin bir sabit noktas1 vardir. Eger ek olarak
modiiler w yalnizca sonlu deger aliyor ise bu durumda (3.1.5) sartina gerek yoktur. T
nin x, sabit noktasi tektir ve Vx € X, icin {T™x} iterasyon dizisi x, a modiiler yakinsar
(Chistyakov V., 2011).

Tammm 3.1.5 w,X iizerinde modiiler olsun, T: X, — X, donlisimii Vx,y € X, ve

0<t<ty igin
Wit (Tx, Ty) < kwi(x,y) (3.1.6)

olacak bicimde 0 < k < 1 ve t, =ty(k) >0 varsa T doniisiimiine giiclii modiiler
biiziilme denir (Chistyakov V., 2011).

Teorem 3.1.6 w, X iizerinde kesin modiiler olsun, dyleki X, , w-tamdir ve T: X, —
X,, doniistimii (3.1.5) sartin1 saglayan giiclii bir w — bliziilme doniisiimiidiir. Eger w
modiileri X;, da sonlu degerlere sahip ise (3.1.5) sartinin saglanmasina gerek yoktur.
Boylece T nin sabit bir noktas: vardir. T nin sabit noktasi

x, olup tektir ve Vx € X,, icin {T™x} iterasyon dizisi x, a modiiler yakinsar
(Chistyakov V., 2011).
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Kabul edelim ki T, (X, s) metrik uzayindaki k sabitli bir biiziilme olsun. Boylece

elimizde V x,y € X icin
s(Tx, Ty) < ks(x,y)
vardir. Bu veriyi liggen esitsizligi yardimi ile x, y ve Tx, Ty ile birlestirdigimizde

s(x,Tx) +s(y,Ty)
1—-k

s(x,y) <

esitsizligini elde ederiz. Palais buna temel biiziilme esitsizligi ismini vermistir. Bu onun
ispatindaki en 6nemli igeriklerden biridir. Bu baslangi¢ noktasindaki T doniisiimiiniin
tekrarlamasi yardimiyla olusturulmus dizi i¢in Cauchy ozelligini olustumak amaciyla

kullanilir (Palais, 2007).

3.2 Temel Modiiler Biiziilme Esitsizligi

Banach sabit noktasini modiiler metrik uzaylara genellestiren kisi Chistyakov dur.
Chistyakov temel modiiler biiziilme ve temel giliclii modiiler biiziilme esitsizligini
ispatlamigtir. Burada Chistyakov un ispatlar1 yerine Palais in Banach sabit nokta

teoreminin ispatindaki uygulamalai kullanilacaktir( Palais R., (2007)).

Teorem 3.2.1 (Temel Modiiler Biiziilme Esitsizligi) w, X {izerinde konveks modiiler
0<t< tyicin wie(Tx, Ty) < we(x,y) ile T:X,, — X,, bir modiler biiziilme
dontigimiidiir. ¢4, t, 2 0,0<t < ty ve t; + t, = (1 — k)t olsun. Boylece V x,y €
Xy icin wi (Tx, Ty) < we(x,y) oldugundan

t1Wt1 (x, TX) + tthz (y, Ty)
t(1—k)

we(x,y) <

elde edilir (Abobaker ve Ryan, 2017).

Ispat: t; + t, = (1 — k)t ve wy (Tx, Ty) < w,(x,y) den
tl tZ
We, +kt+t, (x,y) < ?th (x,Tx) + kwy (Tx, Ty) + ?Wt(y' Ty)

t t
we(x,y) < Zwe, (6 Tx) + kw, () + L we, (0,T)
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tywe, (x, Tx) + tawe, (v, Ty)
t(1— k)

Wt(x’y) S

yazabiliriz.

Simdi Chistyakov’un modiiler metrik uzaylarda ilk sabit nokta teorisini verirken

ifade etmis oldugumuz temel modiiler biiziilme esitsizligini kullanacagiz.

Teorem 3.2.2 w, X te bir kesin konveks modiiler, X,, modiiler uzayr w_tam ve

T: X, — X, w — biizilme doniisiimii olmak iizere
VA > 0igin wi(x, Tx) < o (3.1.5)

sartin1 saglayan x = x(t) € X, vardir. O halde baz1 x, € X,, i¢in Tx, = x,0lacak
sekilde T nin bir sabit noktasi vardir. Eger ek olarak modiiler w, X, de yalnizca sonlu
degerleri ifade ederse o zaman w;(x,Tx) < co durumu gereksiz olur. T nin x, sabit
noktas: tektir ve Vx, € X, i¢in {T™x,} iterasyon dizisi x, a modiiler yakinsar
(Abobaker ve Ryan, 2017).

Ispat: Eger xve y sabit noktalar ise w.(x,y) = 0= x =y dir. Dolayisiyla bir
biiziilme doniisimiiniin en fazla bir sabit noktasi1 vardir. Herhangi bir x, € X i¢in
T™(x,) dizisinin Cauchy oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmisg olur.

x =T"(xy) vey = T™(x,) alalim ve temel modiiler biziilme esitsizligi

tywe, (6, Tx) + towe, (v, Ty)
t(1—k)

we(x,y) <

kullanarak w; (T "(xp), Tm(xo)) — 0 oldugunu gosterelim

tiwe, (T(Tn (%0), Tn(xo)) + towe, (T(Tm(xo). Tm(xo))
11—k

Wy (T"(xo), Tm(xo)) <

We, (Tn (T (xo), Tn(xo)) + wy, (Tm(T(xo); Tm(xo))
1—-k
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< tywg—ne, (T (x0), %) + tawy-my, (T (x0), Xo))
- 1-k
n — oo igin k™™ t; = oo bdylece n nin yeterince biiyiik degerleri i¢in k™" t; > t olur.

Benzer olarak n nin yeterince biiyiik degerleri icin k™™ t, >t olur. t = w;(x,y)

fonksiyonu artmayandir ve 0 < k < 1 dir. Buradan
Wig-mg, (Tx0, %0), Wg-ng, (Txg,x0) < w(Txg,%p) < 0
elde ederiz. Dolayisiyla

Wt(Tn(xo): Tm(xo)) -0

dir. Dolayisiyla T™(x,) Cauchy dir.

Onerme 3.2.3 (Temel Giiclii Modiiler Biiziilme Esitsizligi) w, X izerinde konveks
modiiler 0 < t < ¢, i¢in

Wit (Tx, Ty) < kw(x,y)

ile T: X, — X, temel gii¢lii modiiler biizilme dontisiimiidiir.

t,t, 20, 0 < t< ty ve t; + t, = (1 — k)t olsun. Bdylece V x,y € X}, i¢in

we, (%, Tx) + w, (v, Ty)
1—k

we(x,y) <

olur (Abobaker ve Ryan, 2017).

ispat:

th(x, TX) + Wtz (y, Ty)
1—k

Wt(xf J’) S

ozelligi ve modiiler metrik taniminin 3. 6zelliginden
Wt +kt+ t, (x,y) < W, (x, Tx) + wye(Tx, Ty) + W, o, Ty)

t; + t, = (1 — k)t ile T igin giiglii biiziilme 6zelliginden

we(x,y) < we, (6, Tx) + kw(x,,y) + we, 0, Ty)



22

olur ve boylece V x,y € X, igin

we, (o, Tx) + we,(y, Ty)
1-k

Wt(x’ J’) S
elde edilir.

Asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamak i¢in temel giicli biiziilme

esitsizligini kullantyoruz.

Teorem 3.2.4 w, X te bir kesin modiiler X,, modiiler uzay1r w_tam, T:X;, = X,

giicli w — blizlilme doniisiimii olmak iizere
Vvt > 0 i¢in w(x, Tx) < o0 (3.1.5)

sartin1 saglayan x = x(t) € X, vardir. Dolayisiyla baz1 x, € X, i¢in Tx, = x, olacak
sekilde T nin bir sabit noktas1 vardir. Eger ek olarak modiiler w, X, de yalnizca sonlu
degerleri ifade ederse w, (x, Tx) < co durumu gereksiz olur. T nin x, sabit noktasi tektir
ve Vx, € Xy, i¢in {T™x,} iterasyon dizisi x, a modiler yakinsar (Abobaker ve Ryan,
2017).

Ispat: Eger xve y her ikisi de sabit noktalar ise w,(x,y) =0 = x =y dir.
Dolayistyla bir biiziilme doéniisiimiiniin en fazla bir sabit noktasi vardir. Herhangi bir
Xo € X igin T™(x,) dizisinin Cauchy oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

x =T™(xy) ve y = T™(x,) alalim ve temel gii¢lii modiiler biiziilme esitsizligini

we, (%, Tx) + w, (v, Ty)
1—k

we(x,y) <

kullanarak w; (T ™(x0), Tm(xo)) — 0 oldugunu gosterelim.

we, (T(T™(x0)), T™(x0)) + we, (T(T™(x0)), T™ (o))

we(T™(20), T™(x0)) < 1—k

We, (Tn(T(xo))' T" (xo)) + W, (Tm(T(xo)); Tm(xo))
1-k
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< Wi (T(x0),x0) + wy-m, (T'(x0), Xo)
- 1—-k

n— oo iken k™™t; - o boylece n nin yeterince biiylik degerleri i¢in k™" t; > t
olur. Benzer olarak n nin yeterince bliyiik degerleri icin k™™t, >t olur.
t = w¢(x,y) fonksiyonu artmayandir ve 0 < k < 1 dir. Buradan
Wi-mg, (Txo;xo),Wk—"tl (Tx,%0) < W(Txp, %) <
elde ederiz. Dolayisiyla
Wt(Tn(xo),Tm(xo)) -0

dir. Bu nedenle T™(x,) Cauchy dir.
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4. BOLUM

4.1 Modiiler Metrik Uzaylarda Reich Sabit Nokta Teoremi

Tammm 4.1.1 (Chistyakov V., 2010) X bostan farkli bir kiime ve Va,b,c € X ve
Vt,s > 0 i¢in
w:(0,00) X X X X — [0, oo]
(t,a,b) » wi(a,b)

fonksiyonu;

w.1) wi(a,b) =0 & a=b,

w.2) we(a,b) = we(b,a)

w.3) weim(a, b) < ws(a,c) +wy(c,b)
aksiyomlari ile birlikte w, fonksiyonu X kiimesi tizerinde bir modiiler metriktir denir.

w.3) aksiyomu yering;
I t
w.3") wgim(a,b) < ﬁws(a, c) + Ewm(c, b)

aksiyomunu alacak olursak, w fonksiyonuna, X kiimesi iizerinde bir konveks modiiler
metriktir denir. Ayrica w. 1) aksiyomu,

w.1) x € X ve Vt >0 i¢inw,(x,x) =0
Olarak ifade eder isek, w fonksiyonu X iizerinde pseudomodiiler metrik olarak
isimlendirilir. Ayrica w. 1) aksiyomu yerine,

w.i") x€X ve bazit >0iginx =y © wi(x,y) =0

sart1 saglaniyorsa w nin X iizerinde regiiler olarak ifade edilir.

Not : Bir X kiimesi iizerinde w pseudomodiiler metrigi i¢in t = w,(x,y) seklinde
tanimlanan (0, 00) — [0,00] fonksiyonu, (0, ) kiimesi iizerinde artmayan
(nonincreasing) fonksiyonudur.

Gergekten, eger 0 <m < t, Vx,y € X i¢in w.3) den

Wt(x: y) = Wt—u+u(x' y) < Wt—u(x: x) + Wu(x' y) = Wu(x' y)

olup m < tigin w;(x,y) < wy,(x,y) esitsizligi elde edilir (Chistyakov V., 2015).



25

Tamm 4.1.2 w, X iizerinde pseudomodiiler (metrik) ve x, da X de sabit bir nokta

olsun.
X, =X, (x) = {x € X: tlim we (x,x9) = 0}
ve
X, =Xy (xg) = {x € X: w(x,xy) < 0, Jt=t(x) >0}

seklinde tanimlanan X,, ve X, kiimelerinin (x, etrafinda) modiiler uzay oldugu
soylenir.

Yukaridaki tanimlardan X,, c X, oldugu acgiktir. Eger w, X lizerinde bir
modiiler ise X,, modiiler metrik uzay1 w vasitasiyla

swC, y):=inf{t > 0,w.(x,y) < t}
(asikar olmayan) metrigi ile donatilabilir.

Eger w, X iizerinde konveks modiiler ise iki modiler uzay X,, ve X,
cakisiktirlar. Bu durumda, bu aynui iki kiime herhangi x,y € X,, icin
dy, (x,y):=inf{t > 0:w,(x,y) < 1}

metrigi ile donatilabilir. Bu uzakliklara Luxemburg uzakliklar1 denir (Chistyakov V.,
2010) (Chistyakov V. V., 2010).

Tamim 4.1.3 (Chistyakov V., 2010) w, X iizerinde modiiler bir metrik olsun.

@) {3}, o X, da bir dizi ve a € X,, olsun. (X} en dizisinin a noktasina w —
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart n — oo i¢in wy (x, ,a)— 0 olmasidir. Buradaki

a = & = - a . - w . . eqe
a sayisina {x,} dizisinin w —limiti denir ve x,, — a ile gosterilir.

(b) 0t} en X,, da bir dizi olsun. Eger m, n— o i¢in w; (%, x, )= 0 oluyorsa 0} en

dizisine w —Cauchy dizisi denir.

(c) M, X,, de bir kiime olsun. Eger M nin olmak {izere M nin w — yakinsak dizilerinin

w — limiti M de ise M w-kapalidir denir.

(d) M, X,, de bir kiime olsun. M deki herhangi bir w cauchy dizisi w — yakinsak ise

ve w —limiti M ye aitse M kiimesine w — tam kiimedir denir.
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(e) M, X,, de bir kiime olsun.

8w (M) =sup {wy(a,b);a,b € M}<oo

ise M w — sinirhidir denir.

(f) X, de bir x noktasina w-yakinsayan herhangi bir {2} oy dizisi ve herhangi bir

y € X,, i¢cin (Chistyakov, 2013)
wy(x,y ) < liminf, o wy (x,,,¥)

esitsizligi saglanirsa Fatou 6zelligi saglanir denir.

Tamim 4.1.4 w, X iizerinde pseudomodiiler (metrik) olsun. Eger X;;, da verilmis bir
{x,} dizisi ve x elemani igin (muhtemelen) {x,,} ve x’e bagl olarak belirlenen bir
t > 0 sayis1 varsa Oyle ki lim,,_,,, w (X, x) = 0 oldugunda lim,,_,., W/, (x,,x) = 0

oluyorsa w pseudomodiileri A, sartini saglar denir. (Chistyakov, 2013)

Tanim 4.1.5 (X, w) modiiler metrik uzay olsun. Bir @ > 0 says1 i¢in C, > 0 sayisi,

herhangi bir t > 0 ve X,, deki farkli her a, b noktalar1 igin
Wt/a((l, b) S CaWt ((1, b)

esitsizligi saglanacak sekilde varsa w, A,-tip sartin1 saglar denir. w, A, —tip sartini

sagliyorsa A, sartin1 saglar.

Gergekten {x,}, X,, de bir dizi ve x € X, olsun. Simdi w;(x,,x) — 0 iken
W¢/2(Xn, x) = 0 oldugunu gosterelim. A,-tip sartinda a = 2 alinirsa (w’ nin tanimindan
Wt/z(xnr x) 2 0)

0 < wp(xn,x,) < Cwe (X, x)

elde edilir. n — oo iken limit alinirsa (sikistirma teoreminden) istenen elde edilir (T.

Dominguez Benavides, 2001).
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Not : Agik olarak goriilecegi gibi, bazi « > 0 lar igin lim,,_,., w,(x,,x) = 0 olmasi
her a >0 i¢in lim,_. w,(x,,x) = 0 olmasim1 gerektirmez. Modiiler fonksiyon
uzaylarinda oldugu gibi, baz1 @ > 0 lar i¢in lim,,_,., W, (%, ,x) = 0 olmas1 her a« > 0

icin de lim,,_, o, Wy (X, , x) = 0 olmasini gerektiriyorsa w, A, sartini saglar denir.

w —yakinsama ve (Luxemburg uzakligi) s, — yakinsama arasindaki iliski

asagidaki sekildedir.

Tanmim4.1.6 X, deki herhangi bir {x,} dizisi ve x € X,, i¢in, lim,_ S, (x,,X) =
0 olmasi icin gerek ve yeter sart her 4 > 0 i¢in lim,_q we(x,,x) =0 olmasidir
(Chistyakov V. V., 2018).

Ozel olarak, w —yakinsama ve s,, — yakinsamanin denk olmas1 i¢in gerek ve
yeter sart w, in A, sartin1 saglamasidir.

Dahas1 w modiileri konveks ise, sy, Ve s, nin denkliginden X,, deki herhangi
bir {x,,} dizisi ve x € X,, i¢in lim,,_,, Sy, (x,, , Xx) = 0 olmasl icin gerek ve yeter sart

hert > 0igin lim,_ 4 w(x,,x) = 0 olmasidir (Chistyakov V. V., 2018).

Tanmmm 4.1.7 (X,w) modiler metrik uzay olsun. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in biiylime
fonksiyonu

We/a(XY) |
we (ab) ’

Q(a)=sup{ t>0,x,yEXW,x¢y}

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonun sagladigi temel o6zellikler (T. Dominguez
Benavides, 2001) da lineer durumda ve (Abdou & Khamsi, 2013) de modiiler metrik

uzaylarda ispatlanmustir.

Teorem 4.1.8 (Afrah & Mohamed, 2014) (X, w) modiiler metrik uzay olsun. Kabul

edelim ki w konveks regiiler modiiler ve w, A, kosulunu sagliyor olsun. Bu taktirde

(1) Herhangi bir @ >0 i¢in Q(a) < oo dur.

(2) Q, kesin artan fonksiyon ve Q(1) = 1dir.

(3) Herhangi bir a, 8 € (0,0) igin Q (af ) < Q(a)Q(p) dur.

4) QY (@) 1(B) < Q (ap) dir. Burada O~ fonksiyonu Q fonksiyonunun tersidir..
(5) X,, deki herhangi farkli x,y elemanlari igin
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sw(x,y) < Q-1(1/wy(x,y))

dir.
Ispat : A,-type kosulunun (1) ifadesini sagladigi aciktir ve Q tanimindan Q(1) = 1 dir.

Simdi Q fonksiyonunun kesin artan oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in ¢ < § olsun. w

konveks oldugundan herhangi bir x,y € X,, igin

—a a
Warp-a(X,y) < mwﬁ—a(% x) + 15 —gVey)

+B
olup

a
wg(%,y) < ZWa(x,y)

Esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten ¢ < £ i¢in
a
Qa) < [_?Q(B )

oldugu kolayca goriiliir.

(3) ve (4) ozellikleri (T. Dominguez Benavides, 2001) de gelistirilen ispatlarla

gosterilebilir.

(5). Ozellik i¢in belirtelim ki

1
YT (1w, (6, 9)

1
(xxy < Q7N (1/w1 (6, y))Iwi (1, y) = Wity wi(x,y) =1

dir. Buradan s;, uzaklik tanimi g6z Oniine alinirsa (5) esitsizligi elde edilir.

Tamim 4.1.9 (X, w) modiiler bir metrik uzay ve M, X,,’nin bostan farkli bir alt kiimesi
ve T:M — Mbir doniisim olsun. Eger herhangi bir t € [0,+) igin
limsup,_;+ k(s) < 1 olacak sekilde bir k: (0, +o0) — [0,1) varsa Oyle ki M nin farkli

herhangi a,b elemanlar1 igin
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w1(T(a), T (b)) < k(wy(a, b))wy(a,b)

oluyorsa T dontisiimiine Reich biiziilmesi (contraction) denir. Eger T (a) = a olacak

sekilde bir a noktasi varsa, a noktasina T nin sabit noktas: denir (Abdou A. A., 2016).

Teorem 4.1.10 Bir k:[0,0) = [0,1) fonksiyonu her t € [0,+) igin
limsupg_;:4 k(s) <1
sartin1 saglasin. §: (0, +o0) — [0,1) fonksiyonu

B == (1+ k(1))
seklinde tanimlanmis olsun. Bu taktirde Vt € [0, +0) i¢in limsup,_ ., B(s) < 1 olur
(Du, 2010).

Teorem 4.1.11 Bir k: [0, ) — [0,1) fonksiyonunun Vt € [0, +o0)i¢in

limsup k(s) < 1

s—t+

sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart Vt € [0, +o0) igin bir r, € [0,1) ve & >0
sayllarimmm  k(s) <1, Vs € [t,t +¢,) esitsizliginin saglanacak sekilde mevcut

olmasidir (Du, 2010).

Teorem 4.1.12 w konveks regiiler modiiler olmak iizere (X, w) modiiler metrik uzay
olsun. Kabul edelim ki w, A,-tip kosulunu saglasin. C, X,,’nin bostan farkli w —tam bir

alt kiimesi olsun ve T: C = C Reich buzilmesi olsun. Bu taktirde T, bir tek x € C sabit

noktasina sahiptir ve herhangi bir z € C i¢in T"(z) — S x dir. (Abdou, 2016).

Ispat: T Reich biiziilmesi oldugundan herhangi bir t € [0, +00) igin limsupg_ ., k(s) <
1 olacak sekilde bir k: (0, +00) — [0,1) vardir dyle ki C nin farkli x ve y elemanlart
i¢cin

w1 (T(x), T(¥)) < k(w1 (x, y))wi(x,y) 1)

dir. Simdi B:[0, ) — [0,1) fonksiyonunu B(t):= % (1 + a(t)) seklinde tanimlayalim.

Bu taktirde herhangi bir 7 € [0,4+) i¢inLemma 4.1.9 dan limsup,,,.B(s) <1
oldugunu goriiriiz. Ayn1 zamanda (1) esitsizliginden C nin farkli x ve y elemanlar1

igin
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w1(T(x), T(y)) < Bw1(x, y))wi (x,y) )

olacaktir. Gergekten (1) den
w1(T(x), T(y)) < k(w1 (x, y))wi (x,¥)

oldugunu biliyoruz. Burada k=(3+3)k= Sk+k oldugunu ve k ve B

fonksiyonlarmin tanimini kullanarak

1 1
m(T00.T0)) < KomaC)s(5) = (K003 9)) + K0 (60) i)

1 1k
< <E+E (W1(X:Y))>W1(x'3’)

1
- <§ (1 + k(wy (x, y))) w1 (%, )

= ﬁ(wl (x' Y))Wl (xl 3’)
elde ederiz.

Simdi x,, C nin sabit bir noktasi olsun. Eger bir n € N i¢in T"(x,), T nin sabit
noktasi ise ispat agiktir. (Ciinki T(T"(xo)) =T"(xy) ve T™(x,) € C dir ve T™"(2)
w
- T™(xo)).

Kabul edelim ki herhangi bir n € N igin T"*1(x,) # T™(x,) olsun. O halde (2)

den

w1 (T (x0), T™(%0)) < B(w1(T™(x0), T (x0))IW (T™ (x0), T (%0))
olacaktir. § min tamimindan 8 (w, (T (xo), Tn-l(xo))) < 1 oldugundan
w1 (T (%), T™ (%)) < wi(T™ (%), T™ (%))

elde edilir. Bu durum bize pozitif terimli {w,(T™1(x,),T"(x,)} dizisinin azalan

oldugunu gosterir. Dolayisiyla {w, (T™*1(x,), T"(x,)} dizisi yakinsaktir.
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Simdi

Az =1limp e wy (T™ (%), T (%)) = inf wy (T (x0), T" (x0))

neN

olsun. 2 >0 olacagl aciktir.Vt € [0, ) i¢in limsup,,,;, B(s) <1 oldugundan

Teorem 4.1.11 geregince
hers € [L,A+¢)i¢in f(s) <r (3)

olacak sekilde bir r € [0,1) ve € > 0 sayilar1 vardir. Ayrica 8 nin tanimindan
L) < 1 dir, {w (T""(x), T"(x,)} dizisi yakinsak ve A aym zamanda bu

dizinin infimumu oldugundan
Vn=kyigin A< {wy (T (%), T (%))} < A+ € 4)

olacak sekilde bir ko € N vardir. Vn = kq igin wy (T™(x,), T"(%0)) € [L, 1+ €)

oldugundan (3) ten S (w; (T™*(x,), T™(x,)) < r olacaktir. Diger taraftan (2) den

wy (T (x0), T™(%9)) < B (w1 (T™ (x0), T (x0))Iwa (T™ (x0), T (x0))

olacagindan Vn = k, icin

W1(Tn+1(xo)' T”(xo)) < TW1(Tn(xo),Tn_1(x0)) 5)

olacaktir. Iterasyonu kullanarak

wy(TEo¥1(x0), TR0 () < s (T (), T ()
wa (TA0¥2 (), TR0 (xg) ) < 72w (0¥ (), TH0 () )

wq (Tk°+3 (x0), Tk°+2(x0)) <r3w, (Tk°+2 (%0), Tk0+1(x0))

olup
wy (T4 (o), TR0 (g ) < 7wy (T4 (), T2 () ), ¥ = 2

elde edilir.
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Simdi
(00 kO oo
wi(T"Ce), T @) = Y wa(T"Geo), T o)) + ) wi (T Geo), T (xo) )
n=1 n=1 n==kg
ko
< Z Wy (Tn (x0), Tn+1(xo)) + 12wy (Tko (x0), Tko_l(xo))
n=1
+ 13w (T*0(x0), T 71 (x)) + -+ + 7wy (THo (x), THo ™ (x0)) + -
ko oo
= > i (TG, T ) + 72w (TR o), T () ) 77
n=1 n=0
olup

D Wi TG, T ()

ko o0
S Z wy (T™(xg), T™ 1 (x0)) + 72wy (TF0 (x0), T2 (%)) nZ;) T’

elde edilir. 7 € [0,1) oldugundan Y7, r™ < oo olup X wy(T"(xo), T (xo) ) serisi
yakinsaktir. Boylece limy,_,o wy(T™(x,), T™1(x4)) = 0 olup {T™(x,)} w —Cauchy dir.
Hipotezden C, w —tam oldugundan n— oo iken {T™(x,)} dizisi bir x € C ye
w —yakinsaktir. Simdi bu x in T’nin sabit noktas1 oldugunu gosterelim. Herhangi bir

n = 1icin

0< wa(x,T()) < wy (x,T"(x0)) + wy (T" (), T(x))
= w (x,, T" (Xo)) + ﬁ(W1 (Tn_l(xo)'x))W1 (T (x0),x)
< wy(x, T™(x0) ) +w1 (T 1 (x0), x)

olup {T™(xy)}, x’¢ w —yakinsadigindan WZ(X,T(X)) = 0 elde edilir. T regiiler
modiiler metrik oldugundan T(x) = x olur. Yani x € C, T’nin sabit noktasidir. Ayrica
T’nin sabit noktasinin tekligi herhangi bir z € C igin {T™(z)} nin x noktasina

w —yakinsak olacagi anlamina gelir. (Gergekten baslangicta secilen x, € C igin
{T™(x0)} % x ve bu x, T nin tek bir sabit noktasi oldugundan herhangi z € C i¢in de

{T"(2)} 5 x olacaktir.)
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4.2 Cok Degerli Reich Doniisiimleri

Tamim 4.2.1 Bu calismanin geri kalan1 i¢in asagidaki bilgilere ihtiya¢ vardir. M, X,
modiiler metrik uzayinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

(@) C(M) = {A, M nin bostan farkli w — kapali bir alt kiimesi. }

(b) CB(M) {A, M nin bostan farkli w — kapali ve w — sinirli bir alt kiimesi. }

(c) CB(M) tizerinde Haussdorff modiiler metrik

H,,(Cy,Cy) :mfﬂlX{SUPaEC1 wi(a,Cy), SUPpec, W1 (b, C1)}

[le tanimlanir. Burada

wi(a, C) = infpecwy(a, b)

dir (Abdou A. A., 2016).

Tamim 4.2.2 (X, w) modiiler bir metrik uzay ve M, X,,’nin bostan farkli bir alt kiimesi
ve T:M — CB(M)bir dontsim olsun. Eger herhangi bir t € [0,+) igin
limsupg_;4 k(s) < 1 olacak sekilde bir k: (0, +o0) — [0,1) varsa Oyle ki M nin farkh

herhangi a,b elemanlar1 igin
H,,(T(a), T(b)) < k(w;(a,b))w;(a,b)

oluyorsa T doniisiimiine Reich biiziilmesi (contraction) eslemesi denir. Eger T(a) = a
olacak sekilde bir a noktasi varsa, a noktasima T nin sabit noktasi denir (Abdou A. A.,

2016)
Teorem 4.2.3 (X, w) modiiler metrik uzay M, X,, nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi
olsun. C;,C; € CB(M) olsun. Ve > 0vec, € C;

wi(cy,¢) < Hy(C,G) + ¢

olacak sekilde bir c, € C, vadir. Buradaki Teorem 4.2.3, Reich ¢ok degerli
doniigiimlerine esdeger bir tanima olanak saglar. Gergekten M, X,, ‘nin bostan farkli bir
alt kiimesi olsun. T:M — CB(M) olsun. Kabul edelim ki limsups_;;, a(s) <1 ve

herhangi bir t € [0, 4+ o) ve M deki her farkli a, b elemanlari i¢in

Hy,(T(a),T(b)) < a(wi(a, b))w;(a, b)
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olacak sekilde bir ¢, € C, vardir. a: (0, +o) — [0,1) fonksiyon olsun. Teorem 4.2.3 i

kullanarak herhangi bir farkli x, y elemanlar1 a € T (x) igin

s(a,b) < B(s(ey))d(xy), BE)=3(1+a)

olacak sekilde bir b€ T(y)nin oldugu kolayca ispatlanir (Afrah & Mohamed, 2014).

Ispat: Burada S (t) = % (1 + a(t)) herhangi bir t € [0, +0) i¢gin limsups_;B(s) < 1

olmasimi saglar. Bu ifadeler ¢ok degerli eslemenin gerektirdigi varsayimdan Teorem

4.1.12 nin ¢ok degerli versiyonunu kanitlamamiza olanak tanir.

e 1- a(wl(a, b))

Ve>0veu €T(a), v €T(h), >

wy(a,b) > 0

olmak tizere

wi(a,b) < HW(T(a),T(b)) +e€
< a(wy(a,b))w,(a,b) +¢

1—a(w,(a, b))
2

= a(w;(a, b))w,(a,b) + w;(a, b)

1+ a(w;(a, b))
- 2
< ﬂ(wl(a, b))wl(a, b)

wy(a, b)

Teorem 4.2.4 w konveks regiiler modiiler olmak {izere (X, w) modiiler metrik uzay
olsun. Kabul edelim ki w, A,-tip kosulunu saglasin. M , X,,’nin bostan farkli w —tam
bir alt kiimesi olsun ve T:M — C(M) bir doniisiim olsun. Eger herhangi bir t €
[0, +00) i¢in limsup,_,;4 k(s) < 1 olacak sekilde bir k: (0, +00) — [0,1) varsa dyle ki
M nin farkli herhangi u, v €M u #v

wi(a,b) < k(w;(u,v))w; (u,v)

esitsizligi saglanir. Boylece T, x € Msabit noktasina sahiptir. Yani x € T(x) dir. Bu
teoremin ispatt biiylime fonksiyonu kullanilarak ispatlanmistir. Biz tekniklerin

benzerlerini kullanarak teoremin kanitin1 yapacagiz (Abdou A. A., 2016).

Ispat: x, € M igin eger x, , T nin sabit noktas1 ise ispat agiktir. Aksi taktirde x, dan

farkl1 T igin biiziilme hipotezini kullanarak x; € T (x,) i¢in x, € T(x;) vardir. Oyle ki
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wq(x1,%2) < k(wy (X0, x1))wq (X0, X1)

Indiiksiyon ile devam ederek herhangi bir n > 1 i¢in x,,1 € T(x,) , X, # X4+ Olacak
sekilde M’de bir {x,,} dizisi bulabiliriz.

wy (X2, x3) < kwy (g, x2)wy (x4, x7)
wi(x3,x4) < kwy (g, x3)Wq (X5, X3)

Wy (xn+1r xn+2) < le (xn: xn+1)W1 (xn: xn+1)

A, kosulundan w; (X, x;) < o oldugundan Vn € N i¢in Wy (X1, Xp42) < o0 Olur.
k(t) <1 oldugundan herhangi bir t € [0,+) icin pozitif sayilarin azalan bir

wi (Xp41, Xn42) dizisi bulabiliriz .

to = limy, 4 oW1 (Xn41, Xn42) = infreny wi(Xng1, Xny2) OlSUN.

limg_,; + k(s) < 1oldugundan (k’nin tanimi géz Oniine almarak) a <1 sayisi ve

ny = 1 vardir 6yle ki herhangi bir n > n; i¢in bu esitsizligi saglar. Ayrica [10] dan

le(xn+1rxn+2) < an(xn' xn+1)
Wl(xn+1rxn+2) < le (xn' xn+1)W1(xn: xn+1)

< awy (xnf xn+1)

olur.

Z W1 (Xp41, Xni2) < 2 W1 (Xp, Xptq) + Z w1 (X, Xnt1)
n= n=1

n=k0+1

ko o
< Z wi (X, Xp41) + Z w1 (Xp41) Xn42)
n=1

n=k0

kO co
< Z wy (X, Xp41) + Z awy (Xp, Xp41)
n=1

n=k0

kO co
< Z w1 (X, Xp41) + Z anW1(xk0,xk0+1)
n=1

n=k0
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O halde Y7y awi(Xp Xn41) yakinsak oldugundan limy,_, Wy (Xy, Xp4q) =0 dir.
Dolayisiyla  {x,} w —Cauchy dir. M nin  w —tamhgn  kullanarak
lim,,_, ; o W; (%, x) = 0 olacak sekilde x € M vardir. Simdi bu x € M nin T’nin sabit
noktasinin oldugunu ispatlayalim. T’nin biiziilme dontisiimiinii kullanarak bir y,, € T(x)
vardir. Oyle ki

w1 (Xns1,Yn) < k(wy (o, x))wq (6, x) < wy(xp, x) *)

Herhangi bir n € N i¢in. w nin 6zelliklerini kullanarak

Wo (U, X) < wy (g1, X) + wi(ne1, Y) < wi(Xpgq,X) + wy(xp, x) (*) dan

olur. Yani n = ny lim,_, 4wy (xp, x) = 0 oldugundan lirP w;(y,x) =0ile {y,} x’e
n-+oo
w —yakinsaktir. {y,} T(x) de bir dizi ve lirp wi(Vn,x) = 0 ve T w —kapali
n—->+oo

oldugundan x € T (x) olur. Yani x, T’nin sabit noktasidir. Boylece ispat tamamlanir.
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5 SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismanin ilk boliimiinde metrik, metrik uzay, metrik uzayda yakinsama,
tam metrik uzay, modiiler, modiiler metrik, modiiler metrik uzayda sabit nokta teoremi
tanitilarak 6nemine deginilmis ve gelisiminin tarihsel siireci ile ilgili temel bilgiler
verilmigtir.

Ikinci boliimde calismanin diger boliimlerine altyap: olusturacak olan temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde ise Chistyakov, literatiirde Banach biiziilme prensibi ve
Banach sabit nokta teoremi olarak bilinen 6nemli bir teoremi modiiler metrik uzaylara
aktarmistir. Bu asamada modiiler metrik uzaylarda Chistyakov tarafindan olusturulan
temel modiiler biiziilme esitsizligi ve temel giiclii modiiler biiziilme esitsizligi verilms
ispatlart yapilmistir. Chistyakov temel modiiler biiziilme sarti kullanilarak modiiler
metrik uzaylara uyarlanan Banach sabit nokta teoremi Palais’in temel modiiler biiziilme
sart1 ve temel gli¢lii modiiler biiziilme sarlarindan yararlanilarak ispatlanmistir.
Dordiincii boliimde literatiirde Reich sabit nokta teoremi olarak bilinen teoremin ve Cok
degerli Reich doniisiimlerinin modiiler metrik uzaylara uygulanmasi verilmis ispatlari
yapilmistir.

Bu c¢alismada kavramlarin giincel tanim ve teoremlerini literatliirde bulunan
caligmalar1 detaylandiracak sekilde inceledik asagidaki bilgilerle sonuglandirdik.

Giliniimiizde elektroelojik akigkanlar olarak bilinen materyaller iizerine g¢ok
cesitli calismalar yapilmaktadir. Bu sivilar  bir elektrik alaninda hizla katilagan
sivilarken elektrik alanindan uzaklasinca da kisa siirede sivilasabilir ve bu islem
tekrarlanabilirdir. Bu yapilar genellikle Sobolev uzaylarindan faydalanilarak
incelenirken modiiler metrik uzaylarin daha faydali oldugu goriilmiistiir.

Yapilan calismalar modiiler ile metrik uzaylarda sabit nokta sonuglarinin belirli

tipdeki diferansiyallere uygun oldugu sonucu elde edilmistir.



38
KAYNAKLAR

Abdou, A. A., 2016, Some fixed point theorems in modular metric spaces. Journal of
nonlinear science and applications, 4381-4387.

Abdou, A., Khamsi, M., 2013, Fixed point results of pointwise contractions in modular
metric spaces. Fixed point theory appl.163, 1-11.

Abobaker, H., Ryan, R. 2017, Modular metric spaces. Irish mathematical society
bulletin. 80, 35-44.

Afrah, A., Mohamed, K., 2014, Fixed points of multivalued contraction mappings in
modular metric spaces. Fixed point theory appl.249, 1-10.

Banach, S. 1922, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leurs applications.
Fund. Math. 3, 133-181.

Birnbaum, Z., Orlicz, W., 1931, Uber die veralgemeinerung des begriffes der
zueinander konjugierten potenzen. Studia Math. 3, 1-67.

Chistyakov., V., 2013, Modular contractions and their application. Springer
proceedings in mathematics statistics. 32, 64-92.

Chistyakov, V., 2006, Metric modulars and their application. Dokl. Akad. Nauk 406, 2,
165-168.

Chistyakov, V., 2008, Modiilar metric sapaces generated by F-Modulars. Folia
mathematica. 15,1. 3-24.
Chistyakov, V., 2010, Modular metric spaces, I: basic concepts. Nonlinear Analysis, 72,

1-14.

Chistyakov, V., 2011, A fixed point theorem for contractions in modular metric spaces.
Preprint submitted arXiv:1112.5561, 1-31.

Chistyakov, V., 2015, Metric modular spaces theory and applications. Springer, Russia.

Chistyakov, V., 2010, Modular metric spaces, Il: Application to superposition
operators. Nonlinear Analysis,72, 15-30.

Du, W.-S., 2010, Some new results and generalizations in metric fixed point theory.
Nonlinear Analysis.

Frechet, M., 1906, Sur guelgues points du calcul functionnel. Rend. Circ. Mat. Palermo.
22(1), 1-72.

Goebel, K., Kirk, W., 1990, Topics in metric fixed point theory, cambridge studies.
Cambridge Univ. Press, Cambridge,, MR1074005 (92c:47070).



39

Hausdorff, F. 1914, Grundziige der mengenlehre. Veit and Company, Leipzig.

Khamsi, M., 1996, A convexity property in modular function spaces. Math. Jpn. 44,
269-279.

Khamsi, M., Kozlowski, W., 2015, Fixed point theory in modular function spaces.
Birkhaiiser. Switzerland.

Kirk, W., Sims(Eds), B., 2001, Handbook of metric fixed point theory. Kluwer Acad.
Publ., Dordrecht, MR1904271 (2003b:47002).

Kozlowski, W., 1988, Modular function spaces. Monographs and textbooks in pure
applied mathematics, vol. 122. Marcel dekker, Newyork.

Khamsi, M. A., Koz lowski, W. M., Reich, S., 1990, Fixed point theory in modular
function spaces. Nonlinear Anal. 14 (11) 935-953. MR1058415 (91d:47042)

Khamsi, M. A., Koz lowski, Chen, 1991, Some geometrical properties and fixed point
theorems in Orlicz spaces. J. Math. Anal. Appl. 155 (2) 393-412. MR1097290
(92b:47092)

Luxemburg, W., 1955, Banach function spaces. Thesis, Delft, Inst. of Techn., Assen,
The Netherlands.

Mazur, S., Orlicz, W., 1958, On some classes of linear spaces. Studia Math. 17, 97-1109.
Musielac, J., Orlicz, W., 1959, On modular spaces. Studia Math, 49-65.

Musilelac, J., Orlicz, W., 1959, Some remarks on modular spaces. Bull. Acad. Polon.
Sci. Sér. Sci. Math. Astron. Phys. 1.

Nakano, H., 1950, Modulared semi-ordered spaces. Maruzen, Tokyo.
Orlicz, W., 1988, Collected papers. vols. I, 1I, PWN, Warszawa.

Palais, R., 2007, A simple proof of the Banach contraction principle . J. Fixed Point
Theory Appl.2, 221-223.

T. Dominguez Benavides, M. A., 2001, Uniformly lipschitzian mappings in modular
function spaces. Nonlinear Analysis, 267-278.

Taleb, A. Ait, Hanebaly E., 2000, A fixed point theorem and its application to integral
equations in modular function spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 128 (2) 419-426.
MR1487352 (99j:47082)

Turpin, P., 1978, Fubini inequalities and bounded multiplier property in generalized
modular spaces. Comment. Math. Tomus specialis in honorem Ladislai Orlicz I,
331-353.



