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This study is a compilation study and consists of four sections.  

 

In the first section; basic definitions and theorems related to fuzzy sets and fuzzy numbers are 

given. 

In the second section; informations about some of the studies regarding the fuzzy difference 

equations studied before are given. 

In the third section; the article entitled “Periodic Solution for a Max-Type Fuzzy Difference 

Equation” published by Changyou Wang and Jiahui Li’nin in 2020 is discussed. 

 In the fourth section, conclusions and suggestions are given. 
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1 

1.GİRİŞ  

 

1.1. BULANIK KÜMELER 

 

Tanım 1.1.1. Y   ve A Y  için 

 1,
( )

 0,
A

y A
Y y

y A


= 


                   (1.1.1) 

ile tanımlanmış olan  : 0,1AY Y →  fonksiyonuna A kümesinin karakteristik (üyelik) fonksiyonu 

denir (Zadeh, 1965). 

 

Tanım 1.1.2. Y   ve [0,1]I =  için : [0,1]A Y →
 
fonksiyonu ile karakterize edilen  

( )( ) , :AA y y y Y=                     (1.1.2) 

kümesine Y üzerinde bir bulanık (fuzzy) küme denir. 𝜇𝐴 
ya A bulanık kümesinin üyelik fonksiyonu 

ve her y Y  için ( )A y   değerine y nin A ya ait olma derecesi adı verilir (Zadeh, 1965). 

 

Örnek 1.1.1. 

0, 0

, 0 1

( ) 1, 1 2

 3 , 2 3

0, 3

A

y

y y

y y

y y

y






 


=  
 −  




 

ile tanımlanmış olan {( , ( ) : }AA y y y=   bir bulanık kümedir. 

 

 

 
Şekil 1.1.1. A bulanık kümesi 

 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

A 
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Tanım 1.1.3. Y   ve A ile B kümeleri Y de iki bulanık küme olsun. Her y Y  için 

( ) ( )A By y =  ise A ve B ye eşit bulanık kümeler denir (Zadeh, 1965). 

 

Tanım 1.1.4. Y   ve A ile B kümeleri Y de iki bulanık küme olsun. Her y Y  için 

( ) ( )A By y   ise B bulanık kümesi A bulanık kümesini kapsar ve A B  ile gösterilir (Zadeh, 

1965). 

 

Şekil 1.1.2. B bulanık kümesinin A bulanık kümesini kapsaması 

 

Tanım 1.1.5. A kümesi Y de bir bulanık küme ve ( 0,1  olsun. A kümesinin 𝛼 kesimi  A


 ile 

gösterilir ve 

  ( ) : AA y Y y


 =                                           (1.1.3) 

ile tanımlanır (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b). 

 

 

Şekil 1.1.3. A bulanık kümesinin 𝛼 kesimi 

 

𝜇(𝑦) 

𝑦 
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Şekil 1.1.4. B bulanık kümesinin 𝛼 kesimi 

                                  

Tanım 1.1.6. En az bir 0y Y  için ( )0 1A y =  ise Y de tanımlı A kümesi normaldir denir 

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b). 

 

 

 
Şekil 1.1.5. A normal bulanık kümesi 

 

Tanım 1.1.7. Y de tanımlı A bulanık kümesi için destek (dayanak) kümesi 

( ) { : ( ) 0}Asupp A y Y y=                                (1.1.4) 

dir (Bede, 2013). 

 

Şekil 1.1.6. supp( ) ( , ) ( , )A a b c d=   

 

 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝑦 

𝜇(𝑦) 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝑑 𝑏 𝑐 𝑎 0 
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Tanım 1.1.8. Her [0,1]  ve her 1 2,y y Y  için 

( )( ) ( ) ( ) 1 2 1 21 min ,A A Ay y y y    + −                  (1.1.5) 

ise Y de tanımlı A kümesi bulanık konvekstir (bulanık dışbükeydir) denir (Zadeh, 1965). 

 

 

      
 

      Şekil 1.1.7. A konveks bulanık kümesi 

 

Uyarı 1.1.1.  

(a) Bir bulanık kümenin 𝛼 kesimlerine karşılık gelen aralıklar ayrık aralıkların birleşimi değil yalnız 

bir aralığa eşit ise bu bulanık küme konvekstir. 

(b) 𝐴 bulanık kümesinin 𝛼 kesim kümesi olan   ,l rA A A
   =    aralığı için 

    ise    A A
 
  ya da     ise l lA A 

   ve r rA A      

şartı sağlanıyorsa ve A bulanık kümesinin üyelik fonksiyonu sürekli ise A bulanık kümesi 

konvekstir. 

 

Şekil 1.1.8. 𝐴 konveks bulanık kümesi 

 

𝑦 

𝜇(𝑦) 

0 𝑦0 

𝜇(𝑦) 

𝑦 
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Tanım 1.1.9. A  kümesi Y de bir bulanık küme olsun.  

Eğer her 0   ve 
0y y −   şartını sağlayan her y Y  için ( ) ( )0A Ay y   +  olacak 

şekilde 0   sayısı varsa A  ile karakterize edilen A bulanık kümesi 0y  da üst-yarı süreklidir. 

 

 
 

Şekil 1.1.9. Üst-yarı sürekli 

Eğer her 0   ve 
0y y −   şartını sağlayan her y Y  için ( ) ( )0A Ay y  −   olacak 

şekilde 0   sayısı varsa A  ile karakterize edilen A bulanık kümesi 0y  da alt-yarı süreklidir 

(Bede, 2013).  

 

Şekil 1.1.10. Alt-yarı sürekli                                                     

1.2. BULANIK SAYILAR 

 

Tanım 1.2.1.  : 0,1A →  üyelik fonksiyonu ile karakterize edilen nin bir A bulanık kümesi; 

(a) A bulanık kümesi normaldir. 

(b) A bulanık kümesi konvekstir. 

(c) A  
üst-yarı süreklidir. 

(d) ( )supp A  kümesinin kapanışı kompakttır.  

özelliklerini sağlıyorsa, A ya bir bulanık (fuzzy) sayı denir. deki tüm bulanık sayıların kümesi

( )F  ile gösterilir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b). 

 

𝜇𝐴(𝑦0) 

𝑦 

𝜇(𝑦) 

0 𝑦0 

0 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝜇𝐴(𝑦0) 

𝑦0 
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Örnek 1.2.1.  

( )

   0,          1

1
 ,  1 3

2

 4 ,   3 4

   0,          4

A

y

y
y

y

y y

y






−
  

= 
 −  




    

ile tanımlı  : 0,1A →  fonksiyonu ile karakterize edilen A  bulanık kümesi bir bulanık sayıdır. 

 

 

 
Şekil 1.2.1. A bulanık sayısı 

 

 

Tanım 1.2.2. Eğer ( ) ( )0,supp A    ise A bulanık sayısı pozitiftir denir (Papaschinopoulos ve 

Papadopoulos, 2002b). 

 

Örnek 1.2.2. ( )

      0,            0.3

10 3
 ,  0.3 0.5

2

7 10
 ,  0.5 0.7

2

      0,              0.7

A

y

y
y

y
y

y

y






−
  


= 
−  


 

 

 

ile tanımlı : [0,1]A →  fonksiyonu ile karakterize edilen A bulanık kümesi bir bulanık sayıdır. A 

bulanık kümesinin 𝛼 kesimi 
2 3 7 2

[ ] [ , ] ,
10 10

l rA A A    + − 
= =  

 
 olarak elde edilir.  

 

Uyarı 1.2.1. Bulanık sayılarda aritmetik işlemler, sayıların 𝛼 kesimleri üzerinden tanımlanır. 

 

Tanım 1.2.3. A ile B iki bulanık sayı ve ( 0,1  için A ile B nin   kesimleri sırasıyla

  ,l rA A A
   =    ve   ,l rB B B

   =    olsun. Her ( 0,1  için A ve B bulanık sayılarının toplamı 

𝑦 

𝜇(𝑦) 
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    ,l l r rA B A B A B A B
      + = + = + +                             (1.2.1) 

ile tanımlanır. Her , ,x y z  için A B+  nin üyelik fonksiyonu  

( ) ( ) ( )( )A B z x y A Bz x y  + = +=                                                                                    (1.2.2) 

şeklindedir. 

 

Örnek 1.2.3. Her y  için 

( )

    0,           2

2
 ,  2 0

2

2
 ,    0 2

2

     0,          2

A

y

y
y

y
y

y

y



 −


+
 −  


= 
−  


 

 

ve 

( )

    0,            2

2
 ,  2 2

4

  3 ,     2 3

    0,            3

B

y

y
y

y

y y

y



 −


+
 −  

= 
 −  




 

ile tanımlı A ve B bulanık sayıları için    A B
 
+  toplamını bulup, A B +  yi elde edelim. 

 

Çözüm. [ ] [ ] [6 4, 3 5]A B   + = − − +  olduğundan 

( )

     0,          4

4
 ,  4 2

6

5
 ,     2 5

3

     0,           5

A B

y

y
y

y
y

y

y

 +

 −


+ −  


=  −
 


 

 

elde edilir. 
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Şekil 1.2.2. A bulanık sayısı 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1.2.3. B bulanık sayısı 

 

 

 

Şekil 1.2.4. C A B= +  bulanık sayısı 

 

Tanım 1.2.4. A ile B iki bulanık sayı ve ( 0,1  için A ile B nin   kesimleri sırasıyla 

  ,l rA A A
   =    ve   ,l rB B B

   =     olsun. Her ( 0,1  için A ve B bulanık sayıları için çıkarma 

işlemi  

    ,l r r lA B A B A B A B
      − = − = − −                  (1.2.3) 

𝑦 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝜇(𝑦) 
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ile tanımlanır. Her , ,x y z  için A B−  nin üyelik fonksiyonu 

( ) ( ) ( )( )A B z x y A Bz x y  − = −=                              (1.2.4) 

şeklindedir. 

 

Örnek 1.2.4. Her y  için 

 

( )

     0,           3

3
 ,   3 1

2

1
 ,  1 1

2

     0,            1

A

y

y
y

y
y

y

y



 −


+
 −   −


= 
− + −  


 

 

ve 

( )

    0,           3

3
 ,  3 2

5

8
 ,     2 8

6

     0,           8

B

y

y
y

y
y

y

y



 −


+
 −  


= 
−  


 

 

ile tanımlı A ve B bulanık sayıları için    A B
 
−   farkını bulup, A B −  yi elde edelim. 

 

Çözüm. [ ] [ ] [8 11, 7 4]A B   − = − − +  olduğundan 

 

( )

     0,             11

11
 ,  11 3

8

4
 ,  3 4

7

      0,             4

A B

y

y
y

y
y

y

y

 −

 −


+
 −   −


= 
− + −  


 

 

elde edilir. 
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Şekil 1.2.5. A bulanık sayısı 

 

 
Şekil 1.2.6. B bulanık sayısı 

 

 

Şekil 1.2.7. C A B= −  bulanık sayısı  

 

Tanım 1.2.5. A ile B iki bulanık sayı ve ( 0,1  için A ile B nin   kesimleri sırasıyla 

  ,l rA A A
   =    ve   ,l rB B B

   =     olsun. Her ( 0,1  için A ve B bulanık sayılarının çarpımı 

   A B A B
 

 = 
  

   , , , , , , ,l l l r r l r r l l l r r l r rmin A B A B A B A B max A B A B A B A B                =
                                    (1.2.5) 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝑦 

𝜇(𝑦) 

𝑦 

𝜇(𝑦) 
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ile tanımlanır. Her , ,x y z  için A B  nin üyelik fonksiyonu 

( ) ( ) ( )( ).A B z x y A Bz x y   ==                              (1.2.6) 

şeklindedir. Özel olarak, A ile B  bulanık sayıları +  da tanımlı ise 

    ,l l r rA B A B A B A B
       =  =                                          (1.2.7) 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 1.2.6. A ile B iki bulanık sayı ve ( 0,1  için A ile B nin   kesimleri sırasıyla 

[ ] [ , ]l rA A A  =  ve [ ] [ , ]l rB B B  =   olsun. A ile B bulanık sayıları +  da tanımlı ve . 0l rB B    ise 

A ve B bulanık sayıları için bölme işlemi 

   / / ,l r

r l

A A
A B A B

B B

 
 

 

 
= =  

 
                                        (1.2.8) 

şeklinde tanımlanır. Her , ,x y z  için /A B  nin üyelik fonksiyonu  

( ) ( ) ( )( )/A B x A B
z

y

z x y  
=

=                               (1.2.9) 

şeklindedir. 

 

Tanım 1.2.7. (a) A ile B iki bulanık sayı ve ( 0,1  için A ile B nin   kesimleri sırasıyla 

[ ] [ , ]l rA A A  =  ve [ ] [ , ]l rB B B =   olmak üzere, her ( 0,1 için A bulanık sayısının boyu   

  ,l rA sup max A A =                                                                       (1.2.10) 

şeklinde ve A ile B bulanık sayıları arasındaki uzaklık 

( )   , ,l l r rD A B sup max A B A B   = − −                                               (1.2.11) 

şeklinde tanımlanır. 

(b) ( )ny  bir pozitif bulanık sayı dizisi ve y bir bulanık sayı olmak üzere, ( )lim n
n

y y
→

=  olması için 

gerek ve yeter şart ( )lim , 0n
n

D y y
→

=  olmasıdır (Diamond ve Kloeden, 1994). 
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Tanım 1.2.8. A ile B iki bulanık sayı ve ( 0,1  için A ile B nin   kesimleri sırasıyla, 

[ ] [ , ]l rA A A  =  ve [ ] [ , ]l rB B B  =  olmak üzere, 

( )    , , , ,l l r rMIN A B min A B min A B    =
                                                (1.2.12) 

ve 

( )    , , , ,l l r rMAX A B max A B max A B    =
                                                           (1.2.13) 

şeklinde tanımlanır (Klir ve Yuan, 1995). 

 

Tanım 1.2.9. Eğer her 0n n  için ( ),nMIN y C C=  ve ( ),nMAX y D D=  olacak şekilde C ve D 

bulanık sayıları varsa ( )ny  bulanık sayı dizisi sınırlı ve dirençlidir (Papaschinopoulos ve 

Papadopoulos, 2002a). 

 

Tanım 1.2.10. ( )ny  bir pozitif bulanık sayı dizisi ve y bir pozitif bulanık sayı olsun. Eğer her 0n n  

için  

( , )m mMIN y y y=  ve ( , )sMIN y y y=                                                                                             (1.2.14) 

veya 

( , )mMIN y y y=  ve ( , )s sMIN y y y=                                                                                             (1.2.15) 

olacak şekilde 0,s m n  şartını sağlayan ,s m  doğal sayıları varsa ( )ny  dizisi y civarında 

salınımlıdır (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a). 

 

Lemma 1.2.1. Eğer f : ...+ + + +   →  sürekli bir fonksiyon ve 0 1, ,..., kB B B  bulanık sayılar 

ise  

( )      ( )0 1 0 1, ,..., , ,...,k kf B B B f B B B
   
=                                                                            (1.2.16) 

dır (Papaschinopoulos ve Stefanidou, 2003). 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Bu bölümde; bulanık fark denklemleri ile ilgili son yıllarda yayımlanmış olan makalelerden 

bazıları verilmiştir: 

 Khastan (2018); 

1 0(1 ),  n n nw w w n+ = −                                                                                                                    (2.1) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmıştır.                                                                                

Lavanya ve Lovenia (2018); 

1 0

0

,  
i

k
i n n i

n p
i i n i

Aw w
w n

B w

−
+

= −

+
=                                                                                                          (2.2) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Rahman ve ark. (2018);  

1
1

1

n
n

n n

w
w

A Bw w

−
+

−

=
+

                                                                                                                         (2.3) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Sun ve ark. (2018);  

0

1
max{ , },  n

n

n m n r

w n
w w



− −

=                                                                               (2.4) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Wang ve Zhang (2018);  

1 0,  nCw

n nw A Bw e n
−

+ = +                                                                                                                 (2.5) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 
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Khastan ve Alijani (2019); 

1n

n

B
w A

w
+ = +                                         (2.6) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Wang ve ark. (2019);  

1 0

1 ( 1)

max , ,..., , ,  n n k

n n n k

A A A
w w n

w w w
+ −

− − −

  
=  

  

                                                   (2.7) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Han ve ark. (2020); 

0max , ,  n m k
n

n m

w
w C n

w

− −

−

 
=  

 
                                               (2.8) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Sun ve ark. (2020);  

1 0( , ),  n n n kw F w w n− −=                                             (2.9)   

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Wang ve ark. (2021);  

1 0

0

,  n m
n m

n i

i

Aw
w n

B C w

−
+

−

=

= 

+ 
                                                   (2.10) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Yalçınkaya ve ark. (2021);  

2
1 0

2 1

,  n
n

n n n

w
w n

C w w w

−
+

− −

= 
+

                                                                                                         (2.11)                                                                                                                                                                                             
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bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Jia ve ark. (2022);  

1 2 3
1

4

n n n
n

n

Aw w Bw
w

D Cw

− − −
+

−

+
=

+
                                                                                                                    (2.12) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Sun ve ark. (2022); 

1 0

1

max , ,   n
n

n

w
w C n

w
+

−

 
=  

 
                                                                                                              (2.13) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Yalçınkaya ve ark. (2022);  

1
1 0

2

,  
1

n
n p

n

Aw
w n

w

−
+

−

= 
+

                                                                                                                      (2.14)                                                                                                                                                           

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Yalçınkaya ve ark. (2023);  

1 0,  n

n m

B
w A n

w
+

−

= +                                                                                                                    (2.15)                                                                                                                                                                        

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Yalçınkaya ve ark. (2023a);  

1 0

0

,  n s
n s

n i

i

Aw
w n

B C w

−
+

−

=

= 

+ 
                                                                                                                   (2.16)                                                                                                                                                                        

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 
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Yalçınkaya ve ark. (2023b);  

1 2

1 0,  n

n m n m

B C
w A n

w w
+

− −

= + +                                                                                                                           (2.17)                                                                                                                                                                        

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Jia ve ark. (2023); 

1
1 0

2 4 6

,  n
n p q r

n n n

Aw
w n

B Cw w w

−
+

− − −

= 
+

                                                                                                     (2.18) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

 Zhang ve Pan (2023);  

1 1 ,  n
n

n k

w
w n

T w
+

−

= + 
+

                                                                                                                  (2.19) 

bulanık fark denklemi üzerine çalışmışlardır. 

Atpinar ve Yazlik (2023); 

1 1

1 1 2 2
1 1 0

1 2

,   ,   
n nv w

n n

n n

e e
v w n

w v

   

 

− −− −

+ +

+ +
= = 

+ +
                                                                             (2.20) 

bulanık fark denklem sistemi üzerine çalışmışlardır. 
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3. 1 2

1

max , ,n n

n n

A A
 

 
+ −

−

 
=  

 
 BULANIK FARK DENKLEMİ 

  

Bu bölümde; Changyou Wang ile Jiahui Li’nin 2020 yılında yayımlanmış olan “Periodic 

Solution for a Max-Type Fuzzy Difference Equation” başlıklı makalesi ele alınarak bir derleme 

çalışması yapılmıştır. 

Bu makalede; 2 1 0, ,  − −  ve A  pozitif bulanık sayıları için 

 1 2 0

1

max , , ,  n n

n n

A A
n 

 
+ −

−

 
=  

 
                                                    (3.1) 

bulanık fark denkleminin pozitif çözümlerinin davranışı incelenmiştir. 

 

Lemma 3.1. (3.1) in bir çözümü  
2n n




=−
 olsun. Eğer 

 

0 0

0 0

0 0

3

1 4

2 5

,

,

k k

k k

k k

 

 

 

+

+ +

+ +

=

=

=

  (3.2) 

olacak şekilde  0 0 2, 1k   − −  varsa  
2n n




=−
 çözümü er geç üç periyotludur. 

 

İspat. Her m için, 

 

0 0

0 0

0 0

3

1 1 3

2 2 3

,

,

k k m

k k m

k k m

 

 

 

+

+ + +

+ + +

=

=

=

  (3.3) 

olduğunu tümevarım yöntemi ile ispat edelim. 

1m=  için (3.3) eşitlikleri (3.2) eşitliklerine dönüşeceğinden (3.3) eşitlikleri doğrudur. 

01 m m   için (3.3) eşitliklerinin doğru olduğunu kabul edelim. 

0
1m m= +  için (3.3) eşitliklerinin doğru olduğunu gösterelim: 

Kabulümüz, (3.1) denklemi ve (3.2) eşitliklerinden iterasyon ile  
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( )

( )

0 00 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 00 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0

33 1

3 2 3 1

3

2 1

3 11 3 1

3 3 3 2

1 4 1

3 2

max , ,

max , , ,

max , ,

max , , ,

k mk m

k m k m

k k k

k k

k mk m

k m k m

k k k

k k

k

A A

A A

A A

A A

 
 

  
 

 
 

  
 



++ +

+ + + +

+

+ +

+ ++ + +

+ + + +

+ + +

+ +

+

  
=  

  

  
= = = 

  

  
=  

  

  
= = = 

  

( ) 0 00

0 0 0 0

0 0 0

0 0

3 22 3 1

3 4 3 3

2 5 2

4 3

max , ,

max , ,

k mm

k m k m

k k k

k k

A A

A A


 

  
 

+ ++ +

+ + + +

+ + +

+ +

  
=  

  

  
= = = 

  

                                                                         (3.4) 

elde edilir ki böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1. 2 1 0, ,  − −  ve A  pozitif bulanık sayılar ise (3.1) in bir tek pozitif  
2n n




=−
çözümü 

vardır. 

 

Lemma 3.2. 2 1 0, ,u u u− − , 2 1 0, ,v v v− −  ve A  pozitif reel sayılar ise 0n  için 

 
1 2 1 2

1 1

max , , ,   max , ,n n n n

n n n n

A A A A
u u v v

v v u u
+ − + −

− −

   
= =   

   
 (3.5)        

sisteminin bütün pozitif çözümleri er geç 3 periyotludur. 

 

İspat. (3.5) in pozitif bir çözümü ( ),n nu v  olsun. Bu durumda, 

 
1 2 1 2

0 1 0 1

max , , ,   max , ,
A A A A

u u v v
v v u u

− −

− −

   
= =   

   
   (3.6) 

olup 1 1/u A v−  ve 1 1/v A u− elde edilir. 1 1/v A u−   ve 1 1/u A v−   olduğundan 
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2 1 1

1 0 0

2 1 1

1 0 0

max , , max , ,

max , , max ,

A A A
u u u

v v v

A A A
v v v

u u u

− −

− −

   
= =   

   

   
= =   

   

    (3.7) 

elde edilir. (3.5) ten eğer 2n  ise o zaman 

 1 1

2 2 2 2

,  ,  ,  ,n n n n

n n n n

A A A A
u u v v

v v u u
− −

− − − −

        (3.8) 

ve 

2 2 2 2

1 1

,  ,  ,  n n n n

n n n n

A A A A
v v u u

u u v v
− − − −

− −

        (3.9) 

elde edilir. (3.9) dan 2n  için 

1 2 2 1 2 2

1 1

max , , ,   max , ,n n n n n n

n n n n

A A A A
u u u v v v

v v u u
+ − − + − −

− −

   
= = = =   

   
       (3.10)  

elde edilir. Dolayısıyla, 1n  için 

 

3 0

3 1 1

3 2 2

3 0

3 1 1

3 2 2

,

,

,

,

,

n

n

n

n

n

n

u u

u u

u u

v v

v v

v v

+

+

+

+

=

=

=

=

=

=

        (3.11) 

elde edilir. Buradan (3.5) in çözümü 

 

 

0 1 2 3 4 5

0 2 1 0 2 1

0 1 0 0 1 0

0 1 2 3 4 5

0 2 1 0

0 1 0 0

, , , , , ,...

,max , , , max , , ,max , , ,max , ,... ,

, , , , , ,...

,max , , , max , , ,max ,

u u u u u u u

A A A A A A
u u u u u u

v v v v v v

v v v v v v v

A A A A A
v v v v

u u u u u

− − − −

− −

− −

−

=

         
=          
         

=

   
=    

   
2 1

1 0

, ,max , ,...
A

v v
u

− −

−

     
     
     

    (3.12) 

şeklindedir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

 



 

 

20 

Teorem 3.2. 2 1 0, ,  − −  ve A pozitif bulanık sayılar ise (3.1) in her pozitif çözümü er geç üç 

periyotludur. 

 

İspat. (3.1) in pozitif bir çözümü  
2n n




=−
 olmak üzere ( 0,1  için 

 
 

 

, ,  2, 1,0,  

, ,  1,2,3,...

i i i

n n n

L R i

L R n

  

  





 = = − − 

 = = 

          (3.13) 

ve 

    , ,l rA A A A A
   = =          (3.14) 

olsun. Teorem 3.1 den ( 0,1 , 1,2,3,...i =  ve 0n için 

 1 2 1 2

1 1

max , , ,   max , ,n n n n

n n n n

A A A A
L L R R

R R L L

   

   + − + −

− −

   
= =   

   
       (3.15) 

elde edilir. Lemma 3.2 yi kullanarak 1n  ve ( 0,1  için 

 
3 0 3 1 1 3 2 2

3 0 3 1 1 3 2 2

,  ,  ,

,  ,  

n n n

n n n

L L L L L L

R R R R R R

     

     

+ +

+ +

= = =

= = =
        (3.16) 

elde edilir. Bu ise çözümün er geç 3 periyotlu olduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Lemma 3.3. B  ve C  pozitif reel sabitler, B C , 2 1 0, ,u u u− − , 2 1 0, ,v v v− −  pozitif reel sayılar ise 

0n  için 

 1 2 1 2

1 1

max , , ,   max , ,n n n n

n n n n

B B C C
u u v v

v v u u
+ − + −

− −

   
= =   

   
       (3.17) 

sisteminin her pozitif çözümü er geç 3 periyotludur. 

 

İspat. (3.17) nin pozitif bir çözümü ( ),n nu v  olsun. Bu durumda, 

 

1 2

0 1

1 2

0 1

max , , ,

max , ,

B B
u u

v v

C C
v v

u u

−

−

−

−

 
=  

 

 
=  

 

        (3.18) 

olup 1 1 1/ /v C u B u− −   elde edilir. 1 1/u B v−   olduğundan, 
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2 1 1

1 0 0

2 1

1 0

max , , max , ,

max , ,   

B B B
u u u

v v v

C C
v v

u u

− −

−

   
= =   

   

 
=  

 

       (3.19) 

elde edilir. (3.17) den 2n için  

 1

2 2 2 2

,  n n

n n n n

C B C B
v v

u u u u
−

− − − −

         (3.20) 

ve 

 2 2

1

,  n n

n n

B B
u u

v v
− −

−

        (3.21) 

elde edilir. (3.21) den, 2n  için  
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1

max , ,n n n

n n

B B
u u u

v v
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 
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       (3.22) 

ve 1n  için  
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u u

u u

u u

+

+

=

=

=

       (3.23) 

elde edilir. Şimdi,  
3n n

v


=
 in periyot yapısını ele alalım:  

( )1a 0 1/ /B v B v− , 0 2/B v u−  ve 1 0/u B v=  olduğunu kabul edelim. 

( )11a 0 1/ /C u C u− , 0 2/C u v−  ve 1 0/v C u=  olduğunu kabul edelim. 

( )111a  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  dır. Bu durumda, 
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       (3.24) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için  
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        (3.25) 

elde edilir. 

( )112a  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  dir. Bu durumda,  
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       (3.26) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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= =  

 

        (3.27) 

elde edilir. 

( )12a  1 0/ /C u C u−  , 1 2/C u v− −  ve 1 1/v C u−=  olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.19) 

sağlanır. 

( )121a  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan, 3 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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v v
u u u u u u− −

   
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   
    (3.28) 

elde edilir. Dolaysıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n için  
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    (3.29) 

elde edilir. 

( )122a  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan 3 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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    (3.30) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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    (3.31) 

elde edilir. 

( )13a  2 0/v C u−  , 2 1/v C u− − , 1 2v v−=  olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.19) sağlanır.  

( )131a  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan 3 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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   (3.32) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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   (3.33) 

elde edilir.  
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( )132a  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan 3 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenlerle aynıdır. Bu durumda, 

 
4 1 2 2

3 2 0 1

max , , max , ,
C C C C

v v v v
u u u u

− −

−

   
= = =   

   
   (3.34) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 

 

3 3 0

3 1 4 2

3 2 5 0 1

0

,

,

max , ,

n

n

n

C
v v v

B

v v v

C C
v v v v

B u

+ −

+ −

= =

= =

 
= =  

 

   (3.35) 

elde edilir. 

( )1b  1 0/ /B v B v−  , 1 2/B v u− −  ve 1 1/u B v−=  olduğunu kabul edelim.  

( )11b  Eğer 0 1/ /C u C u−  ve 0 2/C u v−  ise 1 0/v C u=  dır. Bu durumda, 
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   (3.36) 

elde edilir. 

( )111b  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan, 3 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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  (3.37) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n için 
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    (3.38) 

elde edilir. 

( )112b  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan, 4 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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    (3.40) 

elde edilir. 

( )12b  1 0/ /C u C u−  , 1 2/C u v− −  ve 1 1/v C u−=  olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.36) 

sağlanır. 

( )121b  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan, 3 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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   (3.41) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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     (3.42) 

elde edilir. 

( )122b  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan, 4 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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    (3.43) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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    (3.44) 

elde edilir. 

( )13b  2 0/v C u−  , 2 1/v C u− −  ve 1 2v v−= olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.36) sağlanır. 

( )131b  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan, 5 6 7, ,v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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   (3.45) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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   (3.46) 

elde edilir. 

( )132b  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan, 4 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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    (3.47) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n için 
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     (3.48) 

elde edilir. 

( )1c  2 1/u B v− − , 2 0/u B v−   ve 1 2u u−= olduğunu kabul edelim. 

( )11c  Eğer 0 1/ /C u C u−  ve 0 2/C u v−  ise 1 0/v C u=  dır. Bu durumda, 
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    (3.49) 

elde edilir. 

( )111c  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan, 5 6 7, ,v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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   (3.50) 
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elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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     (3.51) 

elde edilir. 

( )112c  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan, 4 5 6 7, , ,v v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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   (3.52) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n için 
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     (3.53) 

elde edilir. 

( )12c  1 0/ /C u C u−  , 1 2/C u v− −  ve 1 1/v C u−= olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.49) 

sağlanır. 

 ( )121c  Eğer 0 1/B v u−  ise 2 0/u B v=  olduğundan, 5 6 7, ,v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 
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v v v

u u B u

C C C C C C
v v v

u u u u B u

−

− −

   
= =   

   

     
= = =     

    

   (3.54) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 
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3 3 0

2

3 1 4 0

1

3 2 5 1

2 0

max , ,

max , ,

max , ,

n

n

n

C C
v v v

B u

C C
v v v

B u

C C
v v v

u u

−

+

−

+ −

−

 
= =  

 

 
= =  

 

 
= =  

 

     (3.55) 

elde edilir. 

( )122c  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan, 5 6 7, ,v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda,  

 

3 0 0 0

2 1 1 1 1 2

4 1

3 2 0 1 1 1

max , , max , , max , , ,

max , , max , ,

C C C C C C
v v v v

u u u u u u

C C C C C C
v v

u u u u u u

− − −

− − −

     
= = =     

     

   
= = =   

   

    (3.56) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 

 

3 3 0

1 2

3 1 4

1

3 2 5 1

2 0

max , , ,

,

max ,

n

n

n

C C
v v v

u u

C
v v

u

C C
v v v

u u

− −

+

−

+ −

−

 
= =  

 

= =

 
= =  

 

    (3.57) 

elde edilir. 

( )13c  2 0/v C u−  , 2 1/v C u− −  ve 1 2v v−=  olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.49) sağlanır. 

( )131c  Eğer 0 1/B v u−  ise  2 0/u B v=  olduğundan, 5 6 7, ,v v v  ve 8v  değerleri (3.24) te elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 

 

3 0 0

2 1 2

4 1 0 2

3 2

max , , max , ,

max , , max ,

C C C C
v v v

u u B u

C C C
v v v v

u u B

−

−

   
= =   

   

   
= =   

  

    (3.58) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 



 

 

31 

 

3 3 0

2

3 1 4 0 2

3 2 5 1

2 0

max , ,

max , ,

max , ,

n

n

n

C C
v v v

B u

C
v v v v

B

C C
v v v

u u

−

+ −

+ −

−

 
= =  

 

 
= =  

 

 
= =  

 

    (3.59) 

elde edilir. 

( )132c  Eğer 1 0/u B v−   ise 2 1u u−=  olduğundan, 5 6 7, ,v v v  ve 8v  değerleri (3.26) da elde 

edilenler ile aynıdır. Bu durumda, 

 
3 0 0

2 1 1 2

max , , max , ,
C C C C

v v v
u u u u− −

   
= =   

   
     (3.60) 

elde edilir. Dolayısıyla, 6 3 7 4,  v v v v= =  ve 8 5v v=  tir. Bu durumda, Lemma 3.1 den 2n  için 

 

3 3 0

1 2

3 1 4 2

3 2 5 1

2 0

max , , ,

,

max , ,

n

n

n

C C
v v v

u u

v v v

C C
v v v

u u

− −

+ −

+ −

−

 
= =  

 

= =

 
= =  

 

     (3.61) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.3. 2 1 0, ,  − −  ve A pozitif bulanık sayılar ise (3.1) denkleminin her pozitif çözümü 

er geç üç periyotludur. 

 

İspat. 2 1 0, ,  − −  başlangıç şartları (3.13) ü sağlamak üzere (3.1) denkleminin bir pozitif 

çözümü  
2n n




=−
 olsun. A bulanık sayısı için  

    , , ,l rA A A B C
   = =   ( 0,1     (3.62) 

olduğunu kabul edelim. 

Teorem 3.1’den, 1,2,3,...i =  ve ( 0,1  için ( ),n nL R 
 nın, 0n  için 
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1 2

1

1 2

1

max , , ,

max , ,

n n

n n

n n

n n

B B
L L

R R

C C
R R

L L

 

 

 

 

+ −

−

+ −

−

 
=  

 

 
=  

 

   (3.63) 

sistemini sağladığı açıktır. Bu durumda, Lemma 3.3 ten ( 0,1  ve 2n  için 

 
3 3 3 1 4 3 2 5

3 3 3 1 4 3 2 5

,  ,  ,

,  ,  

n n n

n n n

L L L L L L

R R R R R R

     

     

+ +

+ +

= = =

= = =
   (3.64) 

elde edilir. Dolayısıyla, (3.1) denkleminin  
2n n




=−
 çözümü er geç üç periyotludur. Böylece 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.4. 2 1 0, ,  − −  ve A pozitif bulanık sayılar ise (3.1) denkleminin her pozitif çözümü 

sınırlı ve dirençlidir.  

 

İspat. Teorem 3.3 ten 1,2,3,...i =  ve ( 0,1  için ( ),n nL R 
, 0n  için 

 

1 2

1

1 2

1

max , , ,

max , ,

l l
n n

n n

r r
n n

n n

A A
L L

R R

A A
R R

L L

 
 

 

 
 

 

+ −

−

+ −

−

 
=  

 

 
=  

 

     (3.65) 

denklem sistemini sağlar. ( 0,1  ve 2n  için 

 
3 3 3 1 4 3 2 5

3 3 3 1 4 3 2 5

,  ,  ,

,  ,  

n n n

n n n

L L L L L L

R R R R R R

     

     

+ +

+ +

= = =

= = =
    (3.66) 

Lemma 3.3 ten, nL
 nın aşağıda verilen (i)-(iii)'den birine eşit olduğu elde edilir. 

(i) 3 0nL L =  

(ii)  3 1 1 0 1 2max / , / ,n l lL L A R A R L      

+ − −= =  

(iii)   3 2 2 0 1 2 0 1max min / , / , / , / ,n l r l r l lL L A A L A A L A R A R L            

+ − − −= =  

Dolayısıyla, 1,2,3,...n =  için 

 supp ,nL M N      (3.67) 
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olmak üzere, ( ), 0,M N   sayıları mevcuttur. Benzer şekilde, nR
'da 3 4,R R 

 ve 5R
 dan 

birine eşittir. (3.25), (3.27) - (3.35), (3.38) - (3.48) ve (3.51) - (3.61) den şu sonuçlara ulaşırız: 

(1) 3R
 aşağıda verilen ( ) ( )i iva a− 'den birine eşittir: 
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    (3.68) 

(2) 4R
 aşağıda verilen ( ) ( )i vib b− 'den birine eşittir: 
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    (3.69) 

(3) 5R
 aşağıda verilen ( ) ( )i iiic c− 'den birine eşittir: 
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     (3.70) 

Dolayısıyla,  1,2,3,...n =  için 

 supp ,nR P Q       (3.71) 
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olmak üzere, ( ), 0, ,  P Q P N    sayıları mevcuttur. (3.67) ve (3.71) den herhangi bir n  için 

 supp ,n        (3.72) 

olmak üzere, ( ), 0,     mevcuttur. Böylece ispat tamamlanmıştır. 

 

Örnek 3.1. 

 ( )
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 
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
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       (3.74) 

olsun. Bu durumda, (3.73) ve (3.74) ten ( 0,1  için 

 

   

   

   
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  

−

−
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 
= + − 
 

    (3.75) 

elde edilir. A ile 2 1 0, ,  − −  için 
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1 2 1 2

1 1

3 2 3 2 8 3 8 3
max , , ,  max , ,n n n n

n n n n

L L R R
R R L L

   
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+ − + −
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   + + − −
= =   

   
                              (3.76) 

sistemi elde edilir. (3.76) sistemi hem er geç 3 periyotlu çözümlere sahiptir hem de çözümler 

sınırlı ve dirençlidir.   nın farklı değerleri için elde edilen grafikler aşağıda verilmiştir. 

 

 

 

Şekil 3.1. 0.10 =  için çözümler 
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Şekil 3.2. 0.15 =  için çözümler 

 

Şekil 3.3. 0.50 =  için çözümler 
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Şekil 3.4. 0.65 =  için çözümler 

 

Şekil 3.5. 0.93 =  için çözümler 
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Şekil 3.6. 0.99 =  için çözümler 
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Örnek 3.2. 
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          (3.78) 

olsun. Bu durumda, (3.77) ve (3.78) den ( 0,1  için 
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     (3.79) 

elde edilir. A ile 2 1 0, ,  − −  için 
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                           (3.80) 

sistemi elde edilir. (3.80) sistemi hem er geç 3 periyotlu çözümlere sahiptir hem de çözümler 

sınırlı ve dirençlidir.   nın farklı değerleri için elde edilen grafikler aşağıda verilmiştir. 
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Şekil 3.7. 0.10 =  için çözümler 

 

Şekil 3.8. 0.15 =  için çözümler 
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Şekil 3.9. 0.50 =  için çözümler 

 

Şekil 3.10. 0.65 =  için çözümler 
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Şekil 3.11. 0.93 =  için çözümler 

 

Şekil 3.12. 0.99 =  için çözümler 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada; Changyou Wang ile Jiahui Li’nin 2020 yılında yayımlanmış olan 

“Periodic Solution for a Max-Type Fuzzy Difference Equation” başlıklı makalesi ele alınarak 

bir derleme çalışması yapılmıştır. 

Bu makalede; 2 1 0, ,  − −  ve A  pozitif bulanık sayıları için 

 1 2 0

1

max , , ,  n n

n n

A A
n 

 
+ −

−

 
=  

 
                                                     

bulanık fark denkleminin pozitif çözümlerinin davranışı incelenmiştir. 

Yapılacak yeni çalışmalarda, bu denklem genelleştirilerek daha genel denklemler 

tanımlanabilir ve çözümlerinin davranışı incelenebilir. 
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