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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

SZASZ-CHARLIER TiPi OPERATORLERIN GAMA TiPi
GENELLESTIRILMESI

Bilal CAVDAR

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2017, 45 Sayfa

Juri
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ
Yrd. Dog. Dr. Nihat AKGUNES

Bu tezde Szasz-Charlier operatorlerinin Gama tipi genellestirilmesi tanimlanarak bazi yaklasim
ozellikleri incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde yaklagimlar teorisi hakkinda bilgiler verilip, bu teori hakkinda literatiir taramast
yapilmistir.

Ikinci béliimde lineer pozitif operatdrler tanitilmis ve lineer pozitif operatdrlerin sagladigi temel
Ozellikler incelenmistir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar verilmistir.

Ugtincii bolimde Szasz-Charlier operatdrlerinin Gama tipi genellesmesini tamimlayarak bazi
yaklagim Ozelliklerini incelenmis ve tanimladigimiz operatoriin merkezi momentleri hesaplanmistir.
Ayrica operatoriin stireklilik modiili ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi
tahmin edilmisgtir.

Dordiinci boliimde tanimladigimiz operatoriin - agirlikli uzaylarda siirekli fonksiyonlara
yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra tanimladigimiz operatorlerin agirlikli uzaylarda yaklasim
hizi agirlikli siireklilik modiili ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla hesaplanmistir. Son olarak
tanimladigimiz operatorler igin Voronovskaja tipi teorem verilmistir.

Son olarak besinci boliimde sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Korovkin teoremi, Lineer pozitif operatdrler, Lipschitz sinifi, Peetre-K
fonksiyoneli, Sireklilik moduli, Szasz-Charlier operatorleri, Szasz-Charlier Operatorlerinin Gama tipi
genellestirilmesi, Voronowskaja teoremi.



ABSTRACT

MS THESIS

GAMMA TYPE GENERALIZATION SZASZ-CHARLIER OPERATORS

Bilal CAVDAR

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2017, 45 Pages

Jury
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ
Yrd. Doc. Dr. Nihat AKGUNES

In this thesis, the approximation properties were studied by defining Gamma Type
Generalization Szasz-Charlier Operators.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, informations were given about the approximation theory, literature scan was
done about this theory.

In the second part, linear positive operators were introduced and main properties which are
supplied by linear pozitive operators were studied.

In the third part, the approximation properties were studied by defining Gamma Type
Generalization of Szasz-Charlier Operators and central moments of the operator that we defined were
calculated. Besides, speed of approximation of these operators was estimated with the help of modulus of
continuity and the function in the Lipschitz class.

In the fourth part, approximation properties to continuous functions in weighted space of this
operator that we defined were studied. After that, speed of approximation in a weighted space of the
operator that we defined was calculated by the help of both weighted modulus of continuity and Peetre-K
functional. At last, Voronowskaja type theorem was given for operators that we defined.

Finally, in the fifth part, results were given.

Keywords: Gamma Type Generalization Szasz-Charlier Operators, Lipschitz class, Modulus
of continuity, Peetre's K-functionals, Positive linear operators, Szasz-Charlier operators, the Korovkin
theorem, the VVoronowskaja theorem.



ONSOZz

Bu calisma Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Ana
Bilim Dal1 tez ¢aligmasi olarak sunulmustur. Bu ¢aligmada yardimlarini esirgemeyen
danisman hocam Prof. Dr. Nesip AKTAN’a ve Yrd. Do¢. Dr. Umit KARABIYIK’a

tesekkiir ederim.

Bilal CAVDAR
KONYA-2017

Vi



ICINDEKILER

(@ 74 I LTRSS P PR v
ABSTRACT ...ttt v
(@] 1151 74T vi
ICINDEKILER .........cooiiiiieetceeeeeeeeee ettt vii
SIMGELER VE KISALTMALAR .........cccceooviiiiiiieisieseeies e sesesies s sessies e viii
Lo GIRIS ..ottt 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ....c.oooiiiitiieeeeeees e vesses s seesass s 3

3. SZASZ-CHARLIER OPERATORLERININ GAMA TiPi GENELLESMESI 12

4. OPERATORUN AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKLASIM OZELLIiKLERI .. 29

5. SONUCLAR VE ONERILER ..........cc.cooiiiiiiieeeeeteceeeeeeee e 41
KAYNAKLAR ..ottt ettt en sttt es st en st n st es st en s 43
[0 .Z.€] 0165\ 1 1T 45

vii



SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

L, (f;x) ne IN olmak Uzere bir operator dizisi.

C [a, b] Bir [a, b] araligi lzerinde tamimli ve siirekli tim reel
degerli fonksiyonlarin uzayu.

|| f || Clas] C [a, b] fonksiyon uzay1 tizerinde tanimli norm.

f.(X) n e IN olmak tzere bir fonksiyon dizisi.

fu(x) = f(x) {fn} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin
yakinsamas.

a(f;0) f fonksiyonun streklilik moduli.

Lip,, (a) Lipschitz sinifi fonksiyonlar.

B,(f;x) Bernstein Polinomlart.

S, (f;x) Szasz operatorleri.

A, ( K X) Szasz-Charlier operatorleri

S, (f;x) Szasz-Charlier operatdrlerinin Gama tipi genellesmesi.

* ~ H f (X) . . o

sz [0,00) [O,oo) araliginda tanlmh‘l‘lm 1o ile smirli ve siirekli
fonksiyonlarin uzayi.

K, (f.5) Peetre-K fonksiyoneli.

Q(f;0) f fonksiyonun agirlikli stireklilik moduld.

viii



1. GIRIS

Yaklagimlar teorisinde Onemli bir calisma konusu olan lineer pozitif
operatorlerle yaklasimlar teorisi tiim disiplinlerde, fizikten, bilgisayar destekli
geometrik dizayn, miihendislik bilimlerinde model olusturmaya kadar pek ¢ok farkli
disiplinde yogun bir sekilde kullanilmaktadir.

Szasz ve Mirakjan (Szasz, 1950, Mirakjan,1941) Bernstein operatdrinin sonlu
araliktan sonsuz araliga genellestirerek asagidaki operatt')rii tanimlamistir.

S, (f,x) = enxz(”;_) f(—)

bu operatoriin birgok yaklasim ozelliklerini incelemislerdir. Tanimlanan bu operator
literatlirde Szasz-Mirakjan veya Szasz operatOri olarak bilinir. Szasz operatorlerinin
bir¢ok genellestirmesi ¢esitli yazarlar tarafindan calisilmistir.

Son yillarda, Varma ve Tasdelen (S. Varma, F. Tasdelen, 2012) Szasz tipi operatorleri
calismis ve Charlier polinomlarini igeren bir genellestirmesini asagidaki sekilde
tanimlanmugtir.

Aq(f;x,a):e‘l(l—lj(a_l) ick ( (a- 1)nx)f(5j;a>1

a k=0 n

Burada Ck(a) (u) Charlier polinomlarin gostermektedlr. Charlier polinomlar1 asagidaki
sekilde elde edilir.

[1__j -3 C l<a
Burada C,* :i(kj(_u)r (éjr ve (m), =1,(m), =m(m +1)...(m+ j-1), j =1 dir.

ko \ I
Szasz-Charlier operatorleri ve bu operatorlerin genellestirmeleri ve yaklasim 6zellikleri
literatiirde yogun bir sekilde ¢alisilmistir. [ (A. Kajla ve P.N. Agrawal, 2015, S. Varma
ve F. Tasdelen,2012) ].
Bu caligmamizda, Gama tipi Szasz-Charlier operatorlerini tanimlayip bazi yaklagim
ozelliklerini arastiracagiz.

Xe [0, ) icin, Gama tipi Szasz-Charlier operatdrlerini

(a-1)Bx o A+k+1 0

- ) 1 c ( a- 1),3 X) a .
S™(f:x,a)=et|1-= n att AR f (t)dt
o (fixa)=e [ aj g} (/1+k+1)£e (1)

seklinde tanimlayacagiz.

Bu tezde yaklasimlar teorisi hakkinda literatiir taramasi yapilacak, lineer pozitif
operatorler tanitilacak ve bu operatorlerin sagladigi temel ozellikler incelenecektir.
Daha sonra bu tezde kullanilacak olan bazi tanimlar verilecektir. ilerleyen bdliimlerde
Szasz-Charlier operatorlerinin Gama tipi genellesmesi tanimlanip bu operatoriin kapali
aralikta Korovkin teoremi yardimiyla yakinsama o6zellikleri incelenecektir. Ayrica
stireklilik modiilii, Lipschitz smifindaki fonksiyonlar tanimlanip bunlar yardimiyla
tanimladigimiz operatoriin yaklagim hizi tahmin edilecektir. Daha sonra agirlikli



uzaylarda yaklasim kavramlar1 incelenip tanimladigimiz operatoriin agirlikli uzaylarda
baz1 yaklasim 6zellikleri incelenecektir. Ayrica agirlikli uzaylardaki siireklilik modiilii
tamimlanip ozellikleri incelenecektir. Daha sonra agirlikli streklilik modiili ve Peetre-K
fonksiyoneli yardimiyla tanimladiimiz operatoriin yaklasim hizi tahmin edilecektir.
Bununla birlikte son olarak tanimladigimiz operator i¢in Voronovskaja teoremi tipinde
bir teorem verilip ispat edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu béliimde lineer pozitif operatorler tanitilacak ve lineer pozitif operatdrlerin
sagladig1 temel Ozellikler incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak

olan bazi tanimlar verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tamim 2.1.1 X ve ¥ fonksiyon uzaylari olmak iizere, eger X den alinmis herhangi bir f
fonksiyonuna ¥ de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L kuralina X
den ¥ ye bir operator denir. Bu durumda X uzayinda tanimli her f fonksiyonuna ¥
uzayinda bir fonksiyon karsilik gelir. Bu fonksiyonun x noktasinda aldigi deger
L(f;x) ile gosterilir (Kreyszig 1978).

Tanmm 2.1.2 X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L: X — ¥ gseklindeki L

operatorinii goz O6niine alalm. Eger L operatorii her f, g € X ve her ay, a, € IR igin
L(a,f + a,g) = a,L(f) + a,L(g)

kosulunu sagliyorsa, L operatoriine lineer operator denir (Haciyev ve Hacisalihoglu

1995).

Tanimm 2.1.3 L: X — Y bir operator ve f € X olsun. Eger
f=0ikenL(f;x) =0
oluyorsa L operatoriine pozitif operatér denir (Korovkin 1960).
Hem lineerlik hem de pozitiflik kosullarin1 saglayan L operatérine lineer pozitif

operatorler denir.

Lineer Pozitif Operatérlerin Ozellikleri

Asagidaki yardimci teoremler lineer pozitif operatorlerin literatirde var olan

ozellikleridir.

Yardimecr Teorem 2.1.1 L : X — Y bir lineer pozitif operator olsun. f.g € X olmak

Uzere f = g = L(f) = L(g) esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).



Ispat: X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L: X — ¥ seklindeki L lineer pozitif

operatoriinii g6z 6nitine alalim. f, g € X icin kabul edelim ki f <g olsun. Bu durumda

g—f >0 olacagindan ve L operatorii pozitif oldugundan L(g —f ) >0 elde edilir.
Diger taraftan L operatorii lineer oldugundan L(g —f )= L(g)— L( f ) >0 elde edilir.

Boylece L( f)—L(g)<0 olurki ispat tamamlanur..

Yardimer Teorem 2.1.2 L: X — Y bir lineer pozitif operatér ise o taktirde
IL(F)| < L(If]) esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat: X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L: X — ¥ seklindeki L lineer pozitif
operatoriinii gdz oniine alahm. Her hangi bir f fonksiyonu igin
—|f|< f <|f] (2.1.1)
dir. L operatoru lineer pozitif oldugu i¢in Yardimci Teorem 2.1.1 den dolayr monoton
artan oldugu i¢in (2.1.1)'den
L(-|f|)<L(f)<L(/f]) (2.1.2)
elde edilir. L operatorii lineer oldugundan

L(—| f |) = —L(| f |) 'dir. Bunun (1.1.2)'de kullanilmasiyla;

—L(| f |) <L(f)<L (| f |) elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Tamm 2.1.4 AcR ve f:A— IR bir fonksiyon olsun. Her n e IN icin f,(x)" e bir

fonksiyon dizisi denir ve (f,) ile gosterilir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tanmm 2.15 X ve Y fonksiyon uzaylart olmak iizere; L: X — ¥ geklindeki L
operatori ve her nelIN icin L, (f:x)e bir operatérdizisi denir ve (L,) ile
gosterilir. L,,(f; x), L,, operatériiniin f'e uygulandigmi ve sonucun x' e bagl oldugunu

gosterir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tamm 2.1.6 Kapal bir [a, b] aralig1 {izerinde tammli ve siirekli bitiin reel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm
| F ()l cpamy = E}E}fﬁ'ftf"‘]'

seklinde tanimlanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).



Tammm 2.1.7 Bir (f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna C[a, 5] normunda diizgiin
yakinsak olmasi igin <> her x € [a, b] igin
lim [1£,(0) = £ ()l cfazy = ©
ya da daha agik olarak;
lim maks|f,,(x) = f(x)| =0
esitsizliginin saglanmasidir. Diizgiin yakinsama f,(x) = f(x) seklinde gosterilir.
(Musayev ve ark. 2003).

Korovkin, lineer pozitif operatdrlerin strekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamast ile ilgili

asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 2.1.1 f € C[a, b] ve tim reel eksende

If(x)| = M, (2.1.3)
olsun. Eger L, (f) lineer pozitif operator dizisi, V x € [a, b] ve e; = t* olmak lizere
i =0,1,2 icin

L (e;x) = xf
kosullarmi sagliyorsa, bu durumda [a, b] araliginda

L(fi%) = £(x)

dir (Korovkin 1953).

Ispat: Kabul edelimki f e C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan dolayi her
>0 icinft—-x/<&6 oldugunda‘f (t)-f (X)‘ < ¢ olacak sekilde &'a bagli 6 >0 reel
say1s1 vardir. |t - X| > ¢ oldugunda ise (2.1.3)'ten ve iliggen esitsizliginden dolayz:

[£(6)=F () <[f (1) +f (x)| <2m, 2.1.4)

t-x
5

yazabiliriz. Diger taraftan eger; |t — X| >0 ise >1 olacagindan;

t—x)’
( 52) >1 (2.1.5)

saglanir.

(2.1.4) ve (2.1.5)'ten



yazilir. O halde;
t—x| <& icin | f(t)-f(x)|<¢

t— x)2
52

t—x|> 5 igin | f (t)- f (x)|<2M, (

elde edilir. Dolayistyla her t € IR ve her x [a,b] igin:

t—x)°
\f(t)—f(x)\<8+2'\/'f( 52) (2.1.6)

dir. Simdi i =0,1,2 kosullarimi saglayan (L, ) operator dizisinin,

Ln(f (t);x)— f(x)

n—oo Cla,b] -

esitligini sagladigin1 gosterelim;

Lineerlikten:
Ly (F(£):%)= £ () =L (£ (£)i%) = £ () + Ly (£ (x)ix) =L (£ (x);x)
[ (£(0:0) =L (£ ()41, (£ (x):%) = £ (x)
=[L ((F (1) = £ (x))i%)+ £ () (Lo (f (x);x)—l)‘
=L ((F @O £ (x))x)+ £ (x)(Ly (%))

dir. Burada tiggen esitsizliginin kullanilmasiyla
L (F ()= £ (0] <[ ((F (0= F )+ (1 (15%)-1)
yazilabilir. Diger taraftan Lineer pozitif operatdrler monoton artan ve

(f (1)1 (x))=[F ()= 1 (x)

oldugundan;

L ((F )= ()<t

elde edilir. Operator pozitif ve

(If

()~ f (x)]:x)

[f(t)-f(x)[=0

oldugundan;



dir. Boylece;
L, (F(0%)= 1 (9]= L, ([ (0= £ ()] (L, (3)-1)
oldugu gosterilir. (2.1.3)'ten
L, (£ (t):x)= F ()<L (|F ()= F (x):x)+ M, [(L, (1.x)-2)

elde edilir. (Ln) monoton artan oldugundan (2.1.6)'nin kullanilmasztyla;

(L@x)-1) @17

L, (f(t);x)-f (x)‘s L, (3+22/1f (t—x)z;xj+Mf

bulunur. Diger taraftan;

L, £g+zgﬂzf (t—x)z;x]: L, (&:x)+ Ln(zg/l—zf(t—x)z;xJ

2M
=L, (LX) +—— L, (2 = 2xt+ x*; x)

52

2M
=el, (LX) +—

52

_Ln (tz;x)—x2 —x*+2x* = 2xL, (t; X)
_+x2Ln (L, x)

oM [ L (% %)= X% +2x% — 2xL, (t; X
=eL, (Lx)+ ! ( ) " ( ):l

5 XL, (LX) - X
2M, _(Ln (tz;x)—x2)+2x(x— L, (t;x))]

= el (LX) + (L, (%) -1)

elde edilir. Son buldugumuz ifadenin (2.1.7)'de kullanilmasiyla;

2M, (Ln ('[2;><)_><2)+2x(x—Ln (t;x))]

L (1 (1)) F ()]sl (5)+— X (L, (1%)-1)

+M;,

(Ln (1' X) _1)‘

elde edilir. 1=0,1,2 kosullarinin son esitsizlikte kullanilmasiyla;

Ln(f(t);x)—f(x)‘<g

bulunur. O halde;

L, (f(t)ix)-f (x)‘:O

lim max

n—o a<x<b




dir. Boylece ispat tamamlanir.

Tammm 2.1.8 X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L: X — ¥ geklindeki L
operatérii ve V ne IN icin (L, ) operator dizisi verilsin.

Ln((t—x)k;x), (k=012,..}
ile tanimlanan ifadelere (L, ) operator dizisinin k-yinci merkezi momenti denir (Lorentz

1953).

Tamm 2.1.9 (a,) ve (f,), her neN icin o, <B,ve n—o igin o, >0 ve
S, — Okosullarin1 saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda (an) dizisinin
sifira yaklasma hiz1 (3, ) dizisininkinden daha /uzlidur denir.

Teorem 2.1.1' de lineer pozitif bir (Ln(f;x)) operator dizisinin belirli sartlar

altinda  f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gostermistik. Bu durumda

L,(f)- f|| ifadesini sifira yakinsayan bir dizi olarak diisiinebiliriz. Boylece n— o0

icin B, — 0 olmak lizere; eger

L,(f)-f[|[<Mp,
olacak sekilde bir (,) dizisi bulabilirsek, (/,)'nin sifira yaklasim hiz1 L, (f;x)'in

f (X) 'e yaklagma hizin1 degerlendirmemize yardimci olur. Bu degerlendirmeyi yapmak

i¢in bir¢ok yontem vardir. Simdi bu yontemleri agiklayalim:

Tamm 2.1.10 f eC[a,b]olsun. V& >0igin

o(f;5)=sup |f(t)—f(x)
pxve

ile tammlanan @(f;0)ifadesine f fonksiyonunun Sureklilik Modili denir (Altomare

ve Campiti 1994).

Sireklilik Moduliintin Ozellikleri

i. o(f:5)>0



ii. 0, <9,ise o(f;0,) <a(f;0,)

iii. o(f +9;6) <o(f;5)+w(9;5)

iv. meINi¢in o(f;md) <ma(f;J)

v. 1€ IR" igin o(f;A6) <(A+1)o(f;0)

vi. [f () f(X)|<e( f5t—x])

vii. [f(t) - f (x)\s[@ﬂ}o(f;a)
viii. limao( f;5)=0

dir (Altomare ve Campiti 1994).

Tamm 2.1.11 O<a<1 olmak Uzere ‘f(t) —f (X)‘ <M|t—x|" kosulunu saglayan

fonksiyonlara Lipschitz siifindandw denir. M 'ye de Lipschitz sabiti denir ve

f eLip,, () ile gosterilir. (Ersan 2008)

Tanim 2.1.12 [O,oo) araliginda tamimh, M, f'ye baghh sabit olmak iizere
[f()]<M, (1+ x2) kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusan kiimeye B ,[0,o0)

agirlikli fonksiyon uzayr denir. B. [O, oo) uzayinin siirekli fonksiyonlardan olusan alt

. f(x
uzayma C, [O,oo) agirlikli fonksiyon uzayr denir. !(Imﬁ ile smirlt ve stirekli

fonksiyonlardan olusan C, [O, oo) uzaymin alt uzayina C:z [O,oo) agirlikly fonksiyon

uzayr denir. C*, [0,c0) uzaymndaki norm

[ ()
fl, =
|| ||x XiEBIEO) l+ X2

seklinde tanimlidir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tamm 2.1.13 f eC, [0,00) olsun. Herhangi bir & > 0igin

N £ (x+h)— T (X)
Q(fi0)= sup (1+h*)(1+x%)
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seklinde tanimli olan Q( f ;5) ifadesine f fonksiyonunun agurlikly siireklilik modiilii

denir (Atakut, Ispir 2002).
Agirhikh Siireklilik Moduliiniin Ozellikleri

feC, [O,oo) icin agirlikli siireklilik modiilii asagidaki ozelliklere sahiptir (Ashieser
1956 ve Ispir 2001).

i. Q(f;6)>0

ii. 6, <6, ise Q(f;6,)<Q(f;6,)

iii. (!LrBlQ(f;d):

iv. meN icin Q(f;ms)<2m(1+5%)Q(f;5)

v. Herhangi & >0 igin Q( f;25)<2(1+4)(1+6%)Q(f;5)

vi.‘f(t)—f(x)‘s(1+x (1+t xz) (fift—x))

vii. | f(t) = f(x)| <2(1+6%)(1+ xz)(u%yu(t—x)z)g(f;/15)

Tanim 2.1.14 [O, oo) araliginda tanimli tim reel degerli siirh ve siirekli f
fonksiyonlarmin olusturdugu kiimeye C, [O, oo) agirlikli fonksiyon uzayr denir. Bu

uzaydaki norm | f|= sup | f (x)| seklinde tanimlidir. V& >0 igin Peetre-K fonksiyoneli
Xe[O,oo)

Ko (1,0)= inf {|f-hl+s]h}

xeC3[0,)
seklinde tanimlidir. Burada
Cz[0,0)={heC,[0,:0):h",h"eC,[0,0)} dir.
3C>0 oyle ki K,(f,5)<Caw,(f,5) burada w,(f,5) ikinci dereceden sureklilik
modult olmak tizere

w,(f,8)= sup_sup |f(x+2p)-2f(x+p)+f(x)

0<p<+/5 x€[0,%0)
seklinde tanimlanir (Lorentz 1953). Ayrica a)( f ,5), feCy [O,w)'nin genel streklilik

moduludur.
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Tamm 2.1.15 lima, =0 ise (¢,) dizisine sonsuz kugtlendir denir. () ve (A3,)

nN—o0

dizileri sonsuz kugtlen diziler olsun. Buna gore

i im0 ise (@) dizisinin sifira yaklasma hiz1 (3, ) dizisinden daha hizlidur denir.

nN—oo
n

i, limZ = oo jse (B,) dizisinin sifira yaklasma hizi (e,) dizisinden daha hizldwr

n—w
n

denir.

N 2 . L .
i, lim— =1 ise (an) ve (,Bn) dizilerinin sifira yaklagma hiz: aynidir denir.
n—oo
n

. .. . . ... e e e . .
iv. lim=t =c ise c ye asimptotik deger, (,) dizisine de (e, ) dizisinin asimptotik hiz1
n—oo
n

denir. Yani (an)'nin sifira yaklagim hizi ( ,Bn)'nin sifira yaklagim hiziyla belirlenir.

Gunku ¢, n'ye bagli olmayan bir sabittir. Operatorlerde

il (01 G

N—oo

n,x) ise A(n,x) fonksiyonu asimptotik deger, (/3,) dizisi de

n

|Ln (f;x)—f (X)| 'in asimptotik hizidir.
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3. SZASZ-CHARLIER OPERATORLERININ GAMA TiPi GENELLESMESI

Bu bolimde Szasz-Charlier operatorlerinin  Gama tipi genellestirilmesini
tanimlayarak bazi yaklasim 6zelliklerini inceleyip tanimladigimiz operatoriin merkezi
momentlerini hesaplayacagiz. Ayrica siireklilik modiili ve Lipschitz smifindan

fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hizi incelenecektir.

3.1. Operatoriin Olusturulmas: ve Yaklasim Ozellikleri
Szasz-Charlier operatorlerinin Gama tipi genellestirilmesi a>1 i¢in asagidaki

gibi tanimlanir.

1)(3_1)ﬁn i C, a)( (a 1)13 X) a, Akl @
k=

S** f, , — -1 1__ —atti+kf d
o (fixa) e( a (}L+k+1-[e (E)t (3.1.1)

(a, ) Ve (f,)smursiz ve pozitif artan dizilerde, (¢, ) >1(f3, ) > 1seklinde tanimlanir ve

Iimi:O , &:1+O(ij.
e g a a,

n

A+k+1 )
Olr‘—fe’”‘“‘t“k f(t)dt= f(Ej ve B, =n alimirsa Szasz-Charlier operatori elde
C(A+k+1)y n
edilir.

Asagidaki yardimcr teorem Szasz-Charlier operatoriiniin yaklagim 6zellikleri ile

ilgilidir.

Yardimer Teorem 3.1.1 n e IN olmak tizere Vx €[0,0) ve igin
A (Lx)=1
A (tX)=x+ 1

n

A (t7:x)=x? +§(3+LJ+%

a-1 n
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X2 3 2X 1 3 5
R e e

8 2
A1(t4;x)=x4+x_(10+i]+x_2 a1, 30 112J

" a1/ n a-1 (a-1)

X 31 20 6 15
+—| 67+ + + +—
n 1
esitlikleri saglanir(Kajla, 2015).

Asagidaki yardimci teorem Szasz-Charlier Operatériniun Gama Tipi

Genellestirilmesinin yaklasim 6zellikleri ile ilgilidir.

Yardimer Teorem 3.1.2 n e IN olmak tizere Vx €[0,0) ve igin
S, (Lx)=1
A+2

Snﬂ(t;X):éx-l'a—

2 o P ((21+3)+(3+zal—l)jx+(/1+2)(/1+1)+(2/1+3)

2
a,

1

B, [(3,12 +122 +11)+(3+Hj(3;t+6)+[(a 2 - a€1+10B

_1)

3

a,

(A+3)(1+2)(A+1)+34% +124+11+5

3

a,

. B ((4,1 +10)+(10+6D

S, (tx) =2 xt + - al))y
o

n

ﬁn2£(6/12+30/1+35)+(4i+10)(6+3j+[31+ 301+ 1 D

a-1

4

a,



B, | (42° +304% + 704 +50)+ (847 +304 +35)(3+al_lD

1 3

6 20 31
B, (82.+20)((a_1)2 + a—1+5J+{(a—1)3 + (a-1) + a_1+67B

+ 4

a,

(2+4)(A+3)(21+2)(A +1)+(4ﬂb3 +3042 +7o/1+50)+2o/1+50+15

+ 4

o,

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: Yardimci Teorem 3.1.1 ve S~ (f;x) tammundan;

i)
(a-1)BX o r A+k+1
) N CY(-(a-1)Bx) « =
s l’ . M 1 L n anttﬂ+kdt
. (Lx)=e ( aj > r(/1+k+1)joe
(a-1)B,x -(a-1)B:x
N
a a
=M
i)
(a-D)BX o _ A+k+1
) ! C(-(a-1)Bx) «a ©
s t, _ L 1L n antt/Hktdt
\ (tx)=e ( a] .Z:? k! 1“(/1+k+1)j°e
A 1) C AR 2k
=e 1—5 Z k1 o
k=0 ) n
o (1_1j(a—1)ﬂnx ick(a) (_(a—l)ﬂnX)(ﬂ +1]
= 3 Kl a
k=0 ) n
(a-1)Bx o C a-1
-wlp—éj > (&I)ﬂ ng
k=0 n
_&x+ A+2
a, o,
i)

@Dsx » @ (_(q— ket
sn”(tz;x)=e1(1—1j zck C@-Yhx) a j e 't t2dt

e k! C(A+k+1)%

14



15

(-0 5 c (_(E'—l)ﬂnx) {(/1 +2)(2+1) +l( (24+3)+K? J

n

o 1_§ (a—l)ﬂnxzoo:Ck(a) (_(a-l)ﬂnx)((mz)(zﬂ)]

k=0 k! O!nz
(@nix = C ) (~(a-1
w12 oA, (210)
k=0 : a,
(a-1)Bx o (a) _ _
o, 1 C¥(-(a-1)Bx) ,( 1
11_= K2
e ( a] kZ:;‘ k! a,’
1
B2, ﬂ”((2“3)+(3+a—1n (A+2)(A+1)+(22+3)
iv)
(a1)Bx o C (@) (_ a-1 A+k+1 °
sn”(ts;x)zel(l—ij > = (15X _a, j et 3t
a o k! [(A+k+1)7

(a-1)
]
a
ick( )((al)ﬂnx)[(/1+3)(;t+ 2)(A+1)+k (347 +124 +11)+k* (32 +6)+ k3J
e k! a,’

=e1(1_1j(“ﬁ" ic '(-(a=1)B,x) (i+3)(/1+2)(2+1)j

k=0 k! a3

n

3

n

4, L (“)’”iCk (- (a 1)4, X)k(3/12+12/1+11J
k= (04

L, 1 iC (- (a—l)ﬁnX)kz(sme;]

a e k! a’l

n

@V6x » c@(_(q-
-1 1_1 ZCK ( (a 1)ﬂnx)k3[ 1 J

a e k!

ﬂn£(3/12+12,1+11)+(3+1J(31+6)+[ 2 61+10D

a_

3

a,



A+3)(A+2)(A+1)+34° +124+11+5
(A+3)(A+2)(4+1)+34°

+ an3
V)
(a-D)Bx o A+k+1
- ) 1 c¥(-(a- 1)ﬁx) a .
S t4, — 1 l—— n anttﬂ.+kt4dt
n( X) ¢ ( aj kZ: (}L+k+1)J-Oe
(_lﬁn 0
O ¢ (-(a-14 )
—ell1-=
e[ aj 2w
((/’t+4)(/1+3)(/1+2)(/1+1)+k(4/13+30/12+70/1+50)
4
an

k? (847 +304 +35) +k* (42 +10) + k“}

el(l 1}“’”’**2% (a- 1ﬁ’x(1+4 )(2+3)( 1+2)(1+1)]

”iCk( (a- 1,6’X( +3o,12+7o,1+5o]

a 3 k! a’

- n

oL 5 H(=(a-18x), . 6/12+3(1/1+35j
k=0 k!

a
6 (a1 ), =

k(a)(—(a ~1)3,X), ,( 64> +3o/1+35}

n

a e k! a

3 6
5 B, ((4/1+10)+(10+HD 3

=—7X + 7 X

o, a,

2 2 3 30 11
ol o 2y

2
+ a4 X

n
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B, | (42° +304% + 702 +50) + (647 +302 +35)(3+al_1D

1 3 6 20 31
B, (8/1+20)((a_1)2 + a—1+5]+((a—1)3 + (a-1) + a_1+67n

+ X
a,’

(A+4)(A+3)(2+2)(A +1)+(4/13 +3042 +704 +5o)+ 201 +50+15

4

+

a,

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Asagidaki teorem Szasz-Charlier Operatoriinin Gama Tipi Genellesmesinin

stirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgilidir.

2

Teorem 3.1.1 E ={f :Xe[O,oo),LX?L yakinsaktir, x—)oo} f eC[O,oo)mE ve
X"+

AcIR" olmak tzere (3.1.1) ile verilen S™(f;x) operatorii f fonksiyonuna [O, A]

araliginda diizgiin yakinsar.

Ispat: Korovkin teoremi (Altomare ve Campiti 1994) geregince i =0,1,2 icin

lim
n—oo

S0, =0

oldugu gosterilmelidir.

1) £ = 0i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den
limmax|S,™ (L x)—]{ =0

n—oo 0<X<A

oldugu aciktir.

i) £ = 1i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den

] - . A+2
limmax|S, (t;x)—x‘:llmmax&x+ —X
n—ow 0<x<A n—o 0<X<A an an
: B —a,  A+2|
= lim max X +
n—ow 0<x<A an an
. A+2+(f —a, )X
<lim ( L ”)
n—oo a

=0
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elde edilir.

i) i = 2 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den ve tiggen esitsizliginden

1 > 2. 2
limmax]s,” (t%x)-|
’ ﬂ“((u+3)+(3+ 11)) A+2)(A+1)+(24+3
=Iimmax'8”2x2+ . a- x+( )( 2) ( )_Xz
n—o 0<X<A an an an

— limmax %{ﬂnzxz +((2@+3)+(3+LD@X+(4+z)(z+1)+(u+3)}_xz

n—o 0<X<A a-1
n

B2 —a |5+ ,an+|(/1+2)(/1 +1)+(2/1+3)|)}

(2/1+3)+(3+ai_lj

< Iimiz{max(
n—w a, 0<x<A
- Iimiz{m%[(ﬂnz _QHZ)XZ +((21+3)+(3+$)Jﬂnx+(ﬂ+ 2)(A+1)+ (22 +3)J}

nN—oo a
n

< Iim%{(ﬂnz —a,’ A +[(2z+3)+(3+ai_1DﬂnA+(/1+2)(/1 +1)+(2/1+3)}

elde edilir. Boylece Korovkin teoreminden (Altomare ve Campiti 1994) [O,A]

araliginda siirekli her f fonksiyonu icin lim|S~"(f;x) - ch[o N 0 saglanir ki bdylece

S, (f;x)operatoriiniin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu gosterilir.

Asagidaki yardimer teorem  Szasz-Charlier Operatérunin  Gama  Tipi

Genellesmesinin Tanim 1.1.8 ile verilen merkezi momentleri ile ilgilidir.

Yardimer Teorem 3.1.3 (3.1.1) ile verilen S (f;x)operatorlerinin Tanim 2.1.8 ile

verilen merkezi momentlerinin bazilarinin esitleri;



5, ((t=x)"1x) =x (& _1j4

+x° b (4/1+10)+(10+ijj—ﬂ”2 ((12/1+24)+24+£Jj

a-1 a’l a—

n

| Lol (121 +18) + 18+ j—M*SJ

a, a-1 a,

2
+x? by (6/12+30/1+35)+(4/1+10) 6+i+31+ 30 + 1 -
a-1 a-1 (a-1)

+X2 ﬁ—g((mzz+48/1+44)+(3+Lj(121+24)+ + +40D
a a-1 1

n

2
a

n

o[ 6(A+2)(1+1)+122 +18J

+x(ﬂ—”4((4/13 +304% + 704 +50) + (64% + 304 + 35)(3 + ij
a, a-1

+x(’8”4 63+ 202+31 + 67
o\(a-1) (a-1f a1

n

1

3
(04

n

1
4

n

(4(2+3)(2+2)(A+1)+124% + 481+ 44+ 20)}

—+

((2+4)(A+3)(A+2)(4+1)+(44° +304° + 704 +50)+ 204 +50 +15)
(24

seklindedir.

Ispat:
i)
S

Hok

((t — x)0 ; X) =S, (LX) oldugundan Yardimei Teorem 3.1.2 den

n

19



S,” ((t—x)0 ;x) =1dir.

i)

Yardimci Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten

S,” ((t ~x); x) =S, (t:x)—-x8,” (L x)
B, A+2

=X+ X
an an
= x(&—1j+ A+2
an an
dir.
iii)

Yardime1 Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten

s,” ((t —x); x) =S,” (t%%) - 2x8,” (t;x) + x*S,” (L x)

5 ﬂ“[(z“?’){“al-1DX+(/1+z)(z+1)+(zm3)

=20 X2 4

an2 an2 o,
—ZX[ﬂx+/1+2]+x2
an an
2 1)) 24+4) (2+2)(A+1)+24+3
=x2[&—1j +x(’8—"2((22+3)+[3+ D— il J+ -
a, a, a-1 a, a,
dir.
iv)

Yardime1 Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten
S ((t -x)"; x) =S,7 (1% %) —4xS,” (1% x) + 6xS, " (t*;x) - 4x°S,” (t;X)
+x'S,7 (L x)

\ 6
5 B, ((4/1+1O)+(10+a_lj]x3

= X"+ ;
an an

20



B (6/12+30ﬂ,+35)+(4ﬂ.+10)(6+3)+ a1y 0
a-1 a-1 (a_l)

2

+ — X

B, ((4@3 +304% + 704 +50) +(64% +304 +35)(3+ 1)]

. a-1 “
a,’
1 3 6 20 31
B, (84+20 + +5 |+ + + +67
[( )[(al)z a-1 ]{(al)s (a-1° a-1 B
+ 7 X
an
(/1+4)(/1+3)(/1+2)(/1+1)+(4/13+3012+70/1+50)+201+50+15
+ —
3
ﬁz((3ﬂ+6)+(6+j)
3 n
—4x 'B—”3x3+ - a-l x?
a, a,
1 2 6
312 +124+11 3+— |(34+6 10
ﬂn[( +124 + )+( +a—1)( + )+[(a—1)2+al+ n
—4x 3 X
an
Iy (2+3)(1+2)(A1+1)+32* +122 +11+5
a,’
1
B ((2/1+3)+(3+jj
2 n
6 'B”2x2+ : a-1 X+(}t+2)(/1+12)+(2/1+3)
a, a, o,
—4x° &XJF/qur2
an an
+x*

s
an

o[ Lo (42410)+ (104 -8 | |- 2o (1224 24) 4 28+ 22
[ea0y+(10- 2252 )

a, a-1 a, a-1
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Sﬂn

+X 121+18 +18+ 6 j—4/1+8J

a-1 a

Q

n

2
n [6/12+3o,1+35) (4/1+10){6+i+31+ 0 U m

a-1 a-1 (a_1)2

S

+X

Q

+X°| — (12/12+48&+44) (3+Lj(12/1+24)+ 8 - 24 40
@ a-1 (a-1)° a-1

+x?

2
n

6(1+2)(1+1)+124 +18J

+x(ﬂ—”4((4/13 +304% + 704 +50) +(64% +304 +35)(3+ ij
a a-1

n

+X ﬁ”4 63+ 202+31+67
o' ((a-1f (a-1f a1

—i( 4(2+3)(A+2)(2+1)+124° +48/1+44+20)j

a,

+i4((/1+4)(1+3)(/1+2)(/1 +1)+(42° +304 + 702 +50) + 202 + 50 +15)
(04

n

dir.
3.2. Szasz-Charlier Operatériiniin Gama Tipi Genellesmesinin Yaklasim Hizi

Bu bélimde (3.1.1) ile verilen S:*(f;x) operatdriiniin yaklagim hizin1 daha

once tanimlarmi ve Ozelliklerini verdigimiz siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan
fonksiyonlar yardimiyla yapacagiz.
Asagidaki teorem Szasz-Charlier Operatoriinin Gama Tipi Genellesmesinin

stireklilik modiilii yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasim hizi ile ilgilidir.

Teorem 321 feC[0,0)nE olmak Uzere (4.1.1.1) ile verilen S (f;x)

operatoruniin streklilik modiiliiyle yaklagim hizi

S, (f:x)- f(x)|<20(f;5,,),
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seklindedir ve ayrica

5”'*[)(2(&_1] +X(ﬂnz [(2/1+3)+(3+ ! D_Z’”“j
a, a, a—1 a,

(A+2)(A+1)+22 +3JU2

+

M (1_ EJ(a—l)ﬂnx i Ck(a) (_(a _1)’3“)() a, atksl o

ant A+kf
= k! C(A+k+1)g Ie (t)dt

1](a—1)ﬂnx ick(a) (_(a_l)ﬂn ) a, A+k+1
- k! [(A+k+1)

feesina
O

® (a98x o @) (_ a— X o et
!el(l—ij $GT (DAY _a, UGG

= k! C(A+k+1

elde edilir.

>0, e ™ t"* >0

e_l( 1j(a-1)ﬁnx -0 Ck(a) (_(a _1) ﬂnx) a. A+k+l

1-2
a k! C(A+k+1)

oldugunu ve tlicgen esitsizligini kullanarak

®© (a—l)/}nx 0 (a) _ _ A+k+1

_ 1 Ck ( (a l)IBnX) (94 _

<[ell1-= | e A (1) = f (x)|dt
}[e ( j Z; k! F(Z+k+1) () (X)|

elde edilir. Sureklilik modulunin (vii. ) 6zelliginden

0 (aDBx o C (@) (_ -1 A+k+1
J‘efl (1_1j z k ( (a )'Bﬂx) e ot vk | f (t)— f (X)‘ dt
0

e k! F(/1+k+1)b

© (a-Dfax o C 1 A+k+1 _
< jel(l—% > ( -4 _a, )e‘“"‘t’”k [1+—|t5x|)dta)(f;5)
0

= ! F(A+k+1
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_ (]gel (1_ lj(al)ﬂnx Zw: Ck(a) (_(a _1) ,an) an1+k+1 o ik gy
0

= k! (i+k+1)

+T e’ (1—1](a1)ﬂnx i G (—(a_l) ﬂnx) a, "

t—x
YN e a— | dt f:5
— k! r(A+k +1) ) ] (f:9)

s k! (ﬂ+k+1) )

© (aD)Bx o C (@) (_ -1 A+k+1
=m(f;5){1+fe1(11] > @A) _a, . |dt}

X ® C @ (_ -1 A+k+1 (a-1)B,x
a)(f,5){l+§j2|t—x| X ( (a )ﬂnx). % )el(l_ij ezxnttﬂwrkdt}
0

= k! F(l+k+1 a

(3.2.1)

Bu ifadede

© o C (@) (_ -1 A+k+1 (a-1)B,x
M =2 Jt=x—= LAY _a (—1 e 't*dt
= k! (/1+k+1 a

® o 1 (@ (_ a-— X a-1)4,x %
AR el

k! a

1
LCk(a) (_(a _1) ﬂ” X) . e—l (1_ lj(al)ﬁnx ]2 . anl+k+l e—antti+kdt
k! (

a [(A+k+1)

olarak diistiniiliirse

1

% o c@®(_(a=1 (a-1)4.x )2
g2

0 k=0 H

1
C(a) — -1 (a-1)8x \2 A+k+1
k ( (a )ﬂnx)'e-1(1_1j o otttk gt
k! a C(A+k+1)

elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
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1

o o C(a)(_(a_lﬂx 1 (a-1)5 l+k+l 2
M<J.[Z|tx|2 k k! ( 5] 2,+k+1)
0 !
1
2

k=0
» C (@) (_ -1 (a-1)Byx A+k+1
z k ( (a )ﬂnx) 'el(l 1) an —an A+kdt
0 k! a r(A+k +1)
1
=T§m-xr@@t%w4>moel@fij““* o)
A= k! a C(A+k+1)
1 A+k+1
(Sn (1 X))E a, —apnt l+kdt
(A+k+1)

elde edilir ve Yardimci Teorem 3.1.1 den

((a N)BX) (. 1\ g aka 2
M<I(Z|t_x| 4 (17} 1"(/1+k+1)]

A+k+1
an —opty A+k dt

r(A+k+1)

elde edilir. Bunun yerine yazilmasiyla

Sn**(f;x)—f(x)‘

( (a 1)ﬂ X) . 1 (a-1)B.x ani+k+l 2
oot I[Zh ! N (LE} T(A+k+1)

A+k+1

a, e—antt/ﬂkdt
L(A+k+1)

| 1 e (a1 px) T
=w(f,5)1+%[e (1_lj 3 & (- )}

a o k!

A+k+1 1

ﬁze_at ik (| X| ) dt}
a)(f;5){1+%(S;((t—x)z);x)z}

elde edilir. Burada 6 = 9, , olarak segilirse ve Yardimc1 Teorem 3.1.3 ten



26

S,”(f:x)— f(x)|<20(f,5,,)

elde edilir.

Asagidaki teorem Szasz-Charlier Operatoriinin Gama Tipi Genellesmesinin
Lipschitz smifindan fonksiyonlar yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklagim hizi ile

ilgilidir.

Teorem 3.22 f elip, (a), 0<a<1l olmak Uzere (3.1.1) ile verilen S (f;x)

operatdrinin Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar ile yaklasim hizi; M e IR olmak Uzere

:*(f;x)—f(x)‘s M(35,,)"

seklindedir.

Ispat:

Sn**(f;x)—f(x)‘:

(@DAx — A+k+1 0
61(1_1] ZC ( (a 1):an) &, ‘ je—athf()d

a v k! L(A+k+1)

(afl)ﬂnx 0 C (a) — a_l A+k+1 ©
—f (X)efl (l_lj Z k ( ( )ﬂnX) a, )J.e—anttlJrk f (t)dt

= k! C(A+k+1)g

(a-Dfx o @ (_ _ A+k+1 o
ol (1_1) ZCK ( (a 1)'an) a, J‘e—anttiJrk (f (t)— f (X))dt

= k! C(A+k+1)y

elde edilir. Uggen esitsizligini kullanarak
S, (fix)=f(x)

af, 1 (a-D)Bx Ck ( a- 1)ﬂ X) o, % gty vk B
<e (1 a} 5. e U UURLGL

(3.2.2)
olur. Diger taraftan
f e Lipm(ar)=|f (t)— f (x)|<Mt—x"

dir. Bu esitligin (3.2.2)'de kullanilmasiyla
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(a_l)ﬂnx © C (a) _ _1 A+k+1 )
<et (1_1] Z k ( (a )ﬂnx) Qa, J.efantt}ﬁkM |t—X|adt
e k! C(A+k+1);

» C @ (_ -1 A+k+1 © (a-1)B,x
=M> = C@-D4X) _a, Ie"‘“tt“kM|t—x|“dt[e‘1(1_1} J

~ k! [(A+k+1)3 a

elde edilir. p = 2 ve q = secersek l+1 =1 olur ve (3.2.3)'ten
a q

-

Sn**(f;x)—f(x)‘

k=0 k! a
ﬂ
Ck(a) (_ (a - 1) ﬁn X) e—l (1_ 1](611)'3”)( ’ an}#kﬂ e—antti+k dt
k! a I'(A+k+1)
© o C (@ (_ -1 (a-1)B,x %
=MIZ[Itxl2 e )ﬁ”x)e‘l 1—1) ]
0 k=0 k' a
2770:
Ck(a) (_(a _1) ﬁn X) e—l (1_ lj(a_l)ﬂnx i aanﬂ e—anttmk dt
k! a [(A+k+1)
el G L e e g
=M t— x| — "et|1-= S (Lx)] 2 —n ettt
!2[' e ) el e

elde edilir. Yardimei Teorem 3.1.1 den
S, (f;x)—f (x)‘

(a-1)Bx o (@) (_ _ 2 A+k+1 0 a
< M Lel [l_lj ch ( (a 1)ﬂnx)} F(an je—antt/1+kM (|t _X|2)2dt

a r k! A+k+1)y

olur ve buradan

a

S, (f;x)—f (X)‘ <M (Sn“ (t—x)’ ;X)2 elde edilir. Yardimei Teorem 3.1.3'ten
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é‘n,x:
’ A+2)(A+1)+2443)
sz(&—J +x(ﬂ”2((2/1+3)+(3+ ! jj—2/1+4}+( +2)( +2)+ "
a, a, a-1 a, a,
secimiyle

S, (f;x)—f (x)‘ <M (5,,)" elde edilir bylece ispat tamamlanir.

n,x
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4. OPERATORUN AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKLASIM OZELLIiKLERi

Bu bolimde (3.1.1) ile verilen S."( f;x) operatoriniin agirlikli uzaylarda siirekli

fonksiyonlara yaklasim 6zellikleri incelenecektir. Daha sonra S~ (f;x) operatorinin

agirhikli uzaylarda yaklasim hizi agirlikli siireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli

yardimiyla tahmin edilecektir. Son olarak S;*(f;x) operatoru icin Voronovskaja tipi

teorem verilecektir.

4.1. Operatoriin Agirhkh Uzaylarda Diizgiin Yakinsakhig:

Bu boliimde (3.1.1) ile verilen S"( f;x) operatériiniin agirlikli uzaylarda siirekli

fonksiyonlara yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
Asagidaki yardimci teorem Szasz-Charlier Operatérinun Gama Tipi

Genellesmesinin agirlikli uzaylarda yaklagim 6zellikleri ile ilgilidir.

Yardimci Teorem 4.1.1 p(X) =1+ x* agirhikli fonksiyon olsun. Eger f C. [O, oo) ise
M pozitif bir reel say1 olmak tzere

<l1+M

" (PX)]

dir.

Ispat: Yardimc1 Teorem 3.1.2'den ve lineerlikten

S, (px)=8,"(1+x*,x) =8, (Lx)+5,” (t*,x)
1
Sn**(p,x)=1+'3"2 g +,3n ((2/1+3)a+2(3+ijx+(l+2)(ﬂ;12)+(2)t+3)

yazabiliriz. C , [0,c0) uzaymdaki norma gore
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1
B ((2/1+3)+(3+D
2 n

1+ﬂn2 2+ : a-1 X+(/1+2)(A+12)+(2/1+3)

= sup &, oy - ay
Xe[O,oo) 1+X
Bl (22+3)+| 3+ ——
1 B? a-—
= sup >+ - X +
xe[0,0) 1+X anz (1+ XZ) anz (1+ XZ)
+(/1+2)(/1+1)+(2/1+3)
a,’ (1+ Xz)
2 Py ((22+3)+(3+ 11)) (A+2)(A+1)+(224+3
S, (p.x) 2£1+ﬁ”2+ 5 a-J, 2 )
g an an an
1
yii ((22+3)+(3+D

2 n F
Iimﬂ—”zzl, it : a 0 "m(/1+2)(/1+12)+(2/1+3)zo
n%wan nN—o an N—>0 an

oldugundan buradan pozitif bir M reel sayisi elde edilir. Dolayisiyla

S, (p.x)|, <1+ M

elde edilir.

Asagidaki teorem Szasz-Charlier Operatériinin Gama Tipi Genellesmesinin

agirlikli uzaylarda siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgilidir.

Teorem 4.1.1 Her f €C’,[0,0) igin (3.1.1) ile verilen S7"( f;x) operatdri

Sy (fix)=f(x)|.=0

lim

n—oo

esitligini saglar.

Ispat: Gadzhiev tarafindan verilen agirlikli Korovkin teoremi geregince (Gadzhiev

1974) v=0,1,2 igin

=0

XZ

lim
n—oo

S, (&,;%)-¢,(x)




oldugunu gostermek yeterlidir.

i) =0 i¢in Yardimci1 Teorem 3.1.2 den

S (Lx)-1

X2:0

yazabiliriz.

i) o=1i¢in Yardimci1 Teorem 3.1.2 den

&X+/1+2_X
ok a
S (e:x)—e (x)|. = su L .
" (1 ) el( )XZ xe[o,E)o) 1+ x°

|(ﬂn_an)x+ﬂ’+2 ﬁn_an—i_/l—i_2

= su <
xe[ogo) a, (1+ X2) a,
ve
lim||s,” (e;;x)—e (x)],. =0
elde edilir.
Iii) v =2 igin Yardimci1 Teorem 3.1.2 den
Sy (82:%) =& (X)] .
1
N (o a1 T T e
X 2 X + 2 —X
=x§[lz)l,w) 1+ X2
5 N2 Bl (22+3)+ 3+i
(B —a,)xt P a-1 (A+2)(A+1)+(122+3)
= sup + X+
o) @’ (1+%°) o, (1+ %) o, (1+x%) ‘
Bl (22+3)+ 34 1
Bi-a® a-1)) (A+2)(A+1)+(122+3)
= 2 + 2 + 2
(94 o (24

n n n

ve

31
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lim S, (e,;%x)—e,(x)[, =0

elde edilir.
Elde ettigimiz bu bagntilardan v =0,1,2 igin lim

Sn*k (ev ; X) —€, (X)

. = Osartlari

saglanir boylece ispat tamamlanir.

4.2. Operatoriin Agirhikh Siireklilik Modiiliiyle Yaklasim Hiz1

Bu béliumde S (f;x)operatdriiniin agirlikli uzaylarda yaklasim hizi Tamm

2.1.13 ile verilen agirlikli stireklilik modiilii yardimiyla tahmin edilecektir.
Asagidaki teorem Szasz-Charlier OperatOriiniin Gama Tipi Genellesmesinin

agirliklh siireklilik modiilii yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklagim hizi ile ilgilidir.

Teorem4.2.1 f e C; [O,oo) ve C, n'den bagimsiz bir sabit olmak lizere

sup > (f;x)_:(x)‘SClQ(f; i]
x20 (1+X2) a,

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Tanim 2.1.13 ile verilen agirlikl1 siireklilik modiiliiniin vii. 6zelliginde

[ (t)—f(x)|< 2(l+ 52)(1+ xz)(l+¥J(l+(t—x)2)Q( f;15)

idi. Boylece

(05 % @ (_(a-1) 4 x
Snﬂ(f;x)—f(X)‘Sel(l—ij ch ( (k! 1) ,x)

a k=0

A+k+1 0

(24 —apte A+k
—n 't f(t)—f dt
F(i+k+1)£e (t) (X)‘

<2(1+8%)(1+X°)Q( ;)

{Tiel (1_1j(a—1)ﬁnx Ck(a) (—(a—l)ﬂnX) an/l+k+l
0

k! C(A+k+1)



g ik £1+ %J(u (t- X)Z)dt}

g
el( 1j( 1) fpx C, (a )( (a 1),3 X)(t—x)2

k!
@sxc @ (_(q—
3] e ),

1
o
o (a-1)B,x C (a) —(a-1 A+k+1
+%Ze—1 (l_lj k ( ( )ﬂnx)|t—x|(t—x)2 (an )e—anttl+kdt

k! r(A+k+1

i t—x| ve

w (a-1)s.x ~ () a— X
z (1—3) G (-(a-1)4, )|t—x|(t— x)” olsun.

© ( 1](—1)/”(;()( (a 1),Bx)

k!

N |-

e e
foJary a k!

N

k!

seklinde yazilabilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla

1( = - 1\ c, @ (—(a—l),BnX)
Asg[g(tx) e (1—5] k!

(m ( 1)“”“6“( (a- 1)ﬂx)}

N |-

N |-

1-=
k!

ol a

oo @nsx c @ (_(g— X % 1
E(Z(t_ X) e 1(1_£j C (k! 1)5, )} (s, (X))

olup Yardimci Teorem 3.1.2 den



N |-

0 a

A<_[§ pet] e E-0A x)}

elde edilir. Benzer sekilde

B @Vsx c @ (_(a- X ,
B:%Zh_X'[el[l_i] Cy ( ( 1)ﬂn )J (t—X)

[e‘l (1_ lj(al)ﬁ"x C” (-(a-1), X)}

a k!

N

N

yazilabilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla

N |-

k=0 a

[i(t -x)'e? (1_ lj(a_l)ﬁ"x c¥(-(a-1) ﬁnx)f

o a k!

B<_(§ pes(a-2f Ck(a)(—(s!—l)ﬂnX)J

elde edilen bu A ve B esitsizliklerinin yerine yazilmasiyla

S, (f;x)-f (x)‘ < 2(1+ 52)(1+ XZ)Q( f;6)

(1o (1= B )2 o

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.3 ten

S, ((t=%)":%) = o((){i}(x2 +x+1)

. s \_Al 1
S, ((t—x) ,x)—O(anj(x4+x3+x2+x+l)

esitsizliklerini elde edip bunlarin yerine yazilmasiyla

S, (f;x)—f (x)‘ < 2(l+ 52)(1+ xz)Q( f;5)

{no[ain](xz+x+1)+§Jo(ain}(xz Fx+1)

34
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e e

esitsizliginde o = O(ij secilip her iki taraf (1+ X2 )3 e boliintip her iki tarafin x>0

izerinden supremumu alinirsa

sup > (f;x)_:(x)‘SClQLf; i]
x20 (1+ X2) a,

elde edilerek ispat tamamlanir.

4.3. Operatorun Voronovskaja Asimptotik Yaklagim

Bu bolimde (3.1.1) ile verilen S:*(f;x) operatorli icin Voronovskaja tipi

teoremi verilecektir.
Asagidaki teorem Szasz-Charlier Operatérinin Gama Tipi Genellesmesinin

Voronovskaja tipi teoremi ile ilgilidir.

Teorem 4.3.1 f fonksiyonu [0,00) araliginda simirli ve Xe[O,oo) noktasinda ikinci

mertebeden tlireve sahipse

lim o, (S,”(f;x)- f(x))

O —>0

=(,1+2+(ﬁn—an)x)f’(x)+ > L (X)

esitligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonunun sabit bir x noktasi icin Taylor formiilii

f(t)="f(x)+f'(x)(t— x)+%[ fr(x)(t— x)2 +g(t,x)(t- x)z}
seklindedir. Burada g (-, X) x noktasinda siirekli ve Itim g(t,x)=0 dir.

Taylor formiiliiniin her iki tarafina S, ( f;X) operatérii uygulanirsa
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S, (fix)=f(x)+ f'(x)sn“((t_x);x)+%f"(x)sn**((t_x)z;x)
+Sn**(g(t,x)(t—x)2 ;x)
elde edilir ve buradan da Yardimci Teorem 3.1.3 ten

A+2+(B, —a,)x

(94

S, (fix)—f(x)=1'(x) )

(] oot o2
JrSn”*(g(t,x)(t—x)2 ;x)

bulunur. Bu son ifade diizenlenirse

an(/1+2+(ﬂn—an)x)
(04

an[Snﬁ(f;x)—f(x)}: f'(x) )

+a, [% f "(X)[(éljz X +(f”2 ((2z+3)+(3+ai_1mx+ (“2)(/10221)+2&+3H

n n

+a, S, (g(t, x)(t—x)° ;x)
elde edilir. Buradan da

lim o, (S,”(f;x)- f(x))=(A+2+(B, —a,)x) f'(x)

O —>0

[(u +3) +(3+al_1ﬂx () 1im a,8,” (e (t X)L 11

2 ap—®

+

elde edilir. O halde

lim e, S,” (g(t, x)(t—x)’ ;x) =0

an —>00

oldugu gosterilirse istenilen elde edilir. Cauchy Schwarz esitsizliginden

N

2 (4.3.1)

S,” (g(t, x)(t-x)’ ;x) < (Sn** ((t —x)' ;x)) (Sn** (52 (t,x); x))

esitsizligi elde edilir.

e*(x,x)=0 ve &(-x)eC,’[0,0) oldugundan 3.1.1 geregince
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lim Sn**(g2 (t,x);x)zgz(x,x)zo (4.3.2)

O —>0

[0,A] araliginda diizgiin yakinsaktir. Dolayistyla (4.3.1), (4.3.2) ve Yardimer Teorem
3.1.3 ten

lim . S,” (g(t, x)(t-x)* ;x) =0

oy —>0

elde edilir ki buradan istenilen sonuca ulasilir. Boylece

lim o, (S,” (f:x)— (X)) =(2+2+(8, —a,)x) f'(x)+

a, o 2

{(2/1+3)+(3+al_1ﬂx .

2

elde edilir.

Burada (A +2+(8, —a,)x) f'(x)+ (x) asimptotik

deger, 1 asimptotik hizdir.
a

n

4.4. Operatorun Peetre-K Fonksiyoneli Yaklasim Hiz

Bu bolumde S, operatori ile ilgili Tamm 2.1.14 ile verilen Peetre-K
fonksiyoneli yardimiyla yaklasim hiz1 tahmin edilecektir.. Bunun igin 0nce

feC, [O,oo), X >0 olmak Uizere S;* yardimci operatoriinii

ST (133 =57 (10 1 224 g

seklinde tanimlayip daha sonra asagidaki yardimci teoremi verelim.

Asagidaki yardimc1 teorem Szasz-Charlier Operatorinun  Gama  Tipi
Genellesmesinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasim hizi

ile ilgilidir.

Yardimei Teorem 4.4.1 he C} [0,00) olmak Gizere vx >0 icin

577 (1) =n(x)| <, ()]

esitsizligi saglanir. Burada
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X2+ 2a® +n(1+24) X

O T

seklindedir.

Ispat: Agik bir seklide goriilebilirki S (& —X;x)=0dir. h e C;*[0,00)o0lsun. h ’nin

Taylor agilimindan

h(t)—h(x) :(t—x)h'(x)+i(t—u)h”(u)du

elde edilir ki burada t [O, oo) dir. Yukaridaki denklemin her iki yanina S~

n

operatoruna
uyguladigimizda

S, (f;x)=h(x)=h"(x)S, (t-x;x)+S, U u)du; x]
(t—u)h”(u)du;x

Il
w
> %
X ey

A+2+ X
t 29
=5 I(t —u)h"(u)du;x |- I (M—ujh”(u)du
X X an
elde edilir ve boylece
A+2+ X
t ay
S (f ;x)—h(x)‘ < sn**(j(t _u)h’(u)du ;X]+ I [M_u}w(u)du
X X an
(4.4.1)
yazilir. Buradan da
t 2 "
j (t —x)* W (4.4.2)
oldugundan
A+2+ 6, X

2
a, a,

| (—““ﬂnX_u]h"(u)du (2B )y 4.43)

X n
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yazilabilir.(4.4.2) ve (4.4.3) esitsizliklerinin (4.4.1) de yerine yazilmasiyla

S;*(ﬁx)—h(xﬂ<{sf*«t—xf;x)+(i+2+(ﬁia”pq }

o,

h”

elde edilir. Yardimct Teorem 3.1.3 ten
577 (%) =(x)
{z( ) x2+{ﬂn[(2/1+3)+(3+le—Zan/1+4an+2(ﬂ+2)(ﬂn—an)}x

a—
<

2
an

—+

(z+2ﬂz+g+2z+341+2f}%m
2
an

=0, (x)|h"

elde edilir.

Asagidaki teorem Szasz-Charlier Operatérinin Gama Tipi Genellesmesinin

Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasim hizi ile ilgilidir.

Teorem4.41 f €C, [O,oo) olmak Uizere x>0 icin C € IR" olmak (izere

A+2+(B, —an)x}

(24

n

S, (F:x)= (¥ <Ca, 1, CDn(x))+a)(f

esitsizligi saglanir. Ayrica @, (X) Yardimcr Teorem 4.4.1'deki gibidir.

Ispat: f eC, [0, ), heC,? [O,oo) icin S tanimindan

57" (hix)=h(x)

Sn**(f;x)—f(x)‘s

77 (f =] +[(F =h)(x) +

+‘f(wj—f(x)

n

ve
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7 (1] <l s, (@x+2] 1] = 3]

yazilabilir. Boylece

S, " (f;x)—f (x)\s4||f —h|+

S:(h;X)—h(x)‘er[f;}“+2+(,3n—an)xJ

(04

n

elde edilir. Burada Yardimci Teorem 4.4.1 kullanilarak

o )+w[f;ﬂ+2+(ﬂn —an)xj

S,"(f:x)— f(x)| <4(|f —h[+,(x)

(24

n

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafinda tim heC,.’ [0,oo)ig:in

infumumunun alinmasiyla

S, (f;x)—f (x)‘SCa}Z(f, CDn(X))+a,(f;/1+2+(O,[3n —an)x}

n

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tezde Szasz-Charlier operatorlerinin Gama tipi genellesmesini S (f;X) seklinde

tanimlayip bu operatoriin kapali aralikta baz1 yaklasim o6zellikleri ve sureklilik modalu,
Lipschitz smifindaki fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi incelenmistir. Bununla
birlikte agirlikli uzaylarda yaklasim kavramlart verilip tanimladigimiz operatoriin
agirhikli uzaylarda bazi yaklasim oOzellikleri incelenmistir. Daha sonra agirlikli
uzaylardaki siireklilik modili  tanimlanip Ozellikleri incelenmis, ve Peetre-K
fonksiyoneli yardimiyla tanimladigimiz operatoriin yaklasim hizi elde edilmistir. Son
olarak tanimladigimiz operatér i¢in Voronovskaja teoremi tipinde bir teorem verilip

ispat edilmistir. Elde edilen sonuglar sunlardir.

=

E:{f:Xe[O,oo),szX)lyaklnsaktlr,x—>oo} ,feC[O,oo)mE ve AelR"
X"+

olmak tzere S;(f;x) operatérii f fonksiyonuna [0,A] araliginda dizgiin

yakinsaktir.

2. feC[0,0)nE olmak tzere S, (f;x) operatérinin streklilik modiiliiyle

yaklagim hizi
(1)1 9] <20( 5.

seklindedir.

3. felLipy, («), 0<a<1 olmak lzere S, ( f;x) operatdriiniin Lipschitz sinifindaki

fonksiyonlar ile yaklagim hizi;

S, (fix)-f(x)|<M(5,,)

seklindedir.
4. Her f eC,[0,) icin S, (f;x) operatoru

lim||S,” (f;x)— f(x)

Nn—o0

2:0

X

esitligini saglar.
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5. feC,[0,0) olmak Uzere S (f;x) operatorinin agirhkl sreklilik moduliyle

S, (f;x)—f(x
yaklagim hizi  sup n ( ) _ ( )‘
x>0 (1+ Xz)

o

n

< ClQ( f: i} seklindedir.

6. f fonksiyonu [O, oo) araliginda sinirli ve Xe[O, oo) noktasinda ikinci mertebeden

tlireve sahipse

lim &, (8,7 (%)= F (%)) =(A+2+(B, —a,)x) ' (x)+

esitligi saglanir. (Voronovskaja tipi teorem.)

7. f €C,[0,00) olmak tizere Vx>0 igin

S, (1:%)= f (9] <Ca, 1, cpn(x))+w(f;/1+2+(ﬂn_an)x}

a,

olacak sekilde sabit bir C >0 sayis1 vardir. (Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla
yaklagim hiz1.)
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