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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

OKLIiD UZAYINDA SABIT ORANLI EGRi CiFTLERI

Serkan OZTURK

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU
2018, 66 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nesip AKTAN

Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIRIM

Bu tezde; Oklid uzayinda sabit oran egrileri ile ilgili daha once yapilan calismalardan
bahsedilmistir. Oklid uzayinda egrilere iliskin temel bilgiler, birim hizli ve birim hizli olmayan egriler igin
Frenet formiilleri ifade edilmistir. Oklid uzayindaki sabit oranli egriler, T — sabit egriler ve N — sabit egriler
tamtilmigtir. Son olarak; sabit oranli Bertrand ve Involiit — Evoliit egri giftlerine dair elde edilen yeni
sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzayi, Sabit oranli egri, T — sabit egri, N — sabit egri, Bertrand
egrileri, involiit — Evoliit egrileri.



ABSTRACT

MS THESIS

ON CONSTANT — RATIO CURVES COUPLES IN EUCLIDEAN SPACE

Serkan OZTURK

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
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Advisor: Assist. Prof. Dr. Melek ERDOGDU
2018, 66 Pages

Jury
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Assist. Prof. Dr. Melek ERDOGDU
Assist. Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

In this thesis; the previous studies about constant ratio curves in Euclidean space have been
mentioned. The fundamental imformations about curves in Euclidean space, Frenet formulas for unit speed
and arbitrary speed curves are stated. Constant ratio curves, T — constant and N — constant curves are
introduced. Finally; new obtained results on constant ratio Bertrand and Involute — Evolute curve couples
are given.

Keywords: Euclidean space, Constant - ratio curve, T — constant curve, N — constant curve,
Bertrand curves, Involute — Evolute curves.



ONSOZ
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B a egrisinin Involiit egri ¢ifti i¢in binormal vektdr alani
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1. GIRIS

Yiicesan ve ark., 2007’deki ¢alismalarinda, rektifiyan egrilerinin dual uzayda bazi
karakterizasyonu verilmistir. Rektifiyan dual uzay egrileri, dual birim kiiresel egriler
yardimiyla incelenmistir. Ayrica rektifiyan dual uzay egrileri ile ylizeyler arasindaki
baglanti ifade edilmistir (Yiicesan ve ark., 2007).

Chen, 2001°’deki ¢alismasinda, pozisyon vektor fonksiyonun teget ve normal
bilesenlerinin oran1 sabit ise Oklid uzaymin alt manifoldlarindaki egrileri, sabit oranli
olarak tammlamistir. Ayrica, Oklid uzaymm sabit oranli hiperyiizlerinin
siiflandirilmasini incelemistir (Chen, 2001).

Chen, 2002’deki ¢aligmasinda, Riemann manifoldlarindaki konvoliisyon ve
kivrim kavramina yer vermistir. Ayrica Riemann manifoldlarinin temel 6zelliklerine
deginmistir. Segre gomiilmesinin Oklid versiyonun kurup, karakterize etmistir. Son
olarak ¢arpik tiritin kavramini genisletmistir (Chen, 2002).

Chen, 2003’deki ¢alismasinda, 2001’deki ¢alismanin devami olarak tensor
carpimi kullanarak konvoliisyon manifold orneklerini iiretmis ve bunlarin temel
ozelliklerini incelemistir. Ayrica konvoliisyon Riemann yiizeylerini de incelemistir
(Chen, 2003-1).

Chen, 2003’deki bir bagka calismasinda, rektifiyan egrilerinin bazi
karakterizasyonu verilmistir. Rektifiyan egriler ile burulmus egriler arasindaki iligki
ortaya konulmustur. Sonug olarak, R3’deki biitiin rektifiyan egrilerin nasil elde edildigi
ifade edilmistir (Chen, 2003-2).

Chen, 2005’deki caligmasinda, rektifiyan egriler ile mekanigin ani donme
merkezinin uzayda izledigi yol arasindaki iliski verilmis ve rektifiyan egrilerin geometrik
ozellikleri incelenmistir (Chen, 2005).

Bozkurt ve ark., 2013’deki ¢alismalarinda, ti¢ boyutlu kompakt Lie gruplarinda
rektifiyan, normal ve oskiilator egrilerini iki degismeyen bir metrik ile incelenmistir.
Ayrica ii¢ boyutlu kompakt Lie gruplarinda rektifiyan, normal ve oskiilator egrilerin
karakterizasyonu ifade edilmistir (Bozkurt ve ark., 2013).

Kisi ve Oztiirk, 2015°deki calismalarinda, Minkowski 3-uzayinda pozisyon
vektorii Bishop ¢ati vektorlerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilen egriler
incelenmistir. Ayrica null olmayan egrilerin Bishop egrilikleri cinsinden bazi
karakterizasyonu elde edilmistir (Kisi ve Oztiirk, 2015).

Oztiirk ve ark., 2008°deki calismalarinda, R™’de ardisik egrilikleri oram sabit
olan egriler calistlmistir (Oztiirk ve Ark., 2008).



Ilarslan ve ark., 2003°deki calismalarinda, R uzayimnda null ve null olmayan
rektifiyan egriler ele alinmistir. Ayrica egrinin karakterine gore rektifiyan egrilerin bazi
parametrizasyonu verilmistir (ilarslan ve ark., 2003).

Ilarslan ve Nesovig, 2007 deki ¢alismalarinda, Minkowski 3-uzayinda spacelike,
timelike ve null rektifiyan egrilerin karakterizasyonu farkli bir agidan ele alinmistir
(Ilarslan ve Nesovig, 2007).

llarslan ve Boyacioglu, 2007°deki ¢alismalarinda, R uzayinda spacelike W-
egrileri ¢alisilmistir. Yar1 kiiresel uzayda ve Lorentzian kiirede yatan spacelike W-
egrilerin bazi karakterizasyonu, egrinin pozisyon vektorii kullanilarak elde edilmistir
(Ilarslan ve Boyacioglu, 2007).

Ezentas ve ark., 2004’deki calismalarinda, R3 Lorentz uzaymnda rektifiyan
egrilerin bir karakterizasyonu verilmistir (Ezentas ve ark., 2004).

Solouma ve Wageeda, 2016’daki c¢alismalarinda, Minkowski 4-uzayinda
pozisyon vektorii Bishop c¢ati vektorlerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilen
egriler ele alinmistir. Ayrica null olmayan egrilerin Bishop egrilikleri cinsinden bazi
karakterizasyonu ifade edilmistir (Solouma ve Wageeda, 2016).

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; Oklid uzayinda sabit oranli egriler iizerine yapilan ¢alismalar
incelenmistir.

Ikinci béliimde; konu ile iliskili temel kavramlar olarak, ii¢ boyutlu Oklid uzayz,
egri tanimi, hiz vektdrii, parametre degisimi, birim hizli ve birim hizli olmayan egriler
i¢in Frenet formiilleri ifade edilmistir. Ayrica Bertrand ve Involiit — Evoliit egri ¢iftlerinin
tanimlariyla birlikte temel 6zelliklerine deginilmistir.

Ugiincii  béliimde; ii¢ boyutlu Oklid uzayindaki sabit oran egrilerinin
karakterizasyonu ifade edilmistir. Bu amagla; burulmus egri, sabit oranli egri ve W
egrilerinin tanimlart verilmistir. Bir W egrisinin pozisyon vektoriinii, egrinin egrilik ve
burulma fonksiyonuna bagli diferansiyellenebilir fonksiyonlar cinsinden ifade edildigini
ispatladik. Bir egrinin sabit oranli egri olmasi igin gerek ve yeter sartin ||gradp|| = sbt
olmasi gerektigini ifade edip, bir 6rnek ile agikladik ve ||gradp|| ifadesinin sabit oldugu
durumlar i¢in Giirpinar ve ark., 2014’deki ¢alismasinda elde edilen bazi sonuglart verdik.
Ayrica T — sabit ve N — sabit egrilerin tanimlartyla birlikte, bu egrilere ait bazi sonuglara

yer verilmistir.



Dordiincii boliimde; sabit oranli Bertrand egrileri ile ilgili yeni sonuglar ifade
edilmistir.
Besinci béliimde; sabit oranli Involiit - Evoliit egri ¢iftlerine dair yeni sonuglar

elde edilmistir.



2. TEMEL BILGILER

Bu kisimda Oklid uzayinda egrilere dair temel kavramlara deginilecektir. Bu
kisim  olusturulurken (Sabuncuoglu, 2014) ve (Yiice, 2017) kaynaklarindan
faydalanilmistir.

2.1. OKklid Uzay1

R, reel sayilar cismini gostermek tizere R™ = {(py, p,,...,p,)} esitligiyle belirli

R"™ kiimesinde toplama islemi

PuP2--0Pn) Y (@1 q2 - qn) = (P1+ QP2 + G2, D0 + ) (2.1)

esitligiyle tanimlanir.

Skalerle ¢arpma iglemi, A € R ve (pq,p,---,Pn) € R" i¢in

A(pl; pZ!"'rpn) = (Aplﬂ/lpb"'lﬂ'pn) (22)

esitligiyle tanimlanir. Bu islemlere gore R™ kiimesi R cismi tizerinde bir vektor uzayi
olur.

R™ vektor uzayinda p = (p1,02,---,Pn) Ve ¢ = (91,92, - - -, qn) Olmak lizere

(0, q) = P1q1 + P22 + " + Pnn (2.3)

esitligiyle tanimlanan R™ X R"™ - R, (p,q) — (p,q) fonksiyonu, R™ uzayinda bir ig
carpimdir. Bu i¢ carpima, R™ uzaymin dogal i¢ ¢arpimi veya Oklid i¢ ¢arpimi ad verilir.

p € R" olmak iizere ||p]| = /(p, p) diyelim. R* —» R, p — ||p| fonksiyonu, R™
uzayinda bir normdur. Buna gore R™ vektor uzayi, normlu vektor uzayidir.

d(p,q) = |lp — ql| biciminde tanimlanan d: R™ X R™ - R fonksiyonu, R"
uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla R™ bir metrik uzaydir. Bu metrikle birlikte R™ uzayina
Oklid Uzay1 denir.

Tezimizde R3 uzaymda calisilacagindan, yukarida verilen tammlarin n = 3

durumu ele alinacaktir.



2.2. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler
2.2.1. Egri tanim

Tamim 2.2.1.1. I = (a, b) c R bir acik aralik olmak iizere

a:l -» R3 (2.4)

s - a(s) = (a;(s), az(s), az(s)) (2.5)

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, a(I) c R? alt kiimesine R3’de
diferansiyellenebilir bir egri (veya parametrik bir egri) denir. Ayrica (I, ) ikilisine
egrinin koordinat komsulugu, I alt kiimesine egrinin parametre araligi ve s € [ reel
sayisina da egrinin parametresi denir. Bir egri a(I) € R3 seklinde veya kisaca « ile
gosterilir.

Eger a: 1 —» R3, C* smifindan ise a egrisine C* simifindan egri ad1 verilir.

R3
a __o---
[,
I
——
I
Sekil 2.2.1.1. R de diferansiyellenebilir bir egri
a(s) = (al (s),a,(s), a3 (s)) olmak iizere
a:l - R (2.6)

s—->ai(s),1<i<3 2.7)



fonksiyonlaria da a egrisinin koordinat fonksiyonlar1 denir.

Ornek 2.2.1.1. a: R - R3 olmak iizere

s> a(s) = (py + svy,p, + SV, 03 +5V3) =P + sV (2.8)

seklinde tanimli egri P = (pq,p,, p3) noktasindan gegen ve dogrultman vektorii V=

(v4, V2, v3) olan bir dogru belirtir.

Sekil 2.2.1.2. R3’de P noktasindan gecen 4 dogrultmanina sahip dogru

R3’de P noktasindan gegen ve dogrultmani V olan dogru d olmak iizere, d
iizerindeki X temsili noktast i¢cin OX = ¥ = OP + PX veya ¥ = § + sV yazilabilir. O

halde dogrunun parametrik denklemi agagidaki gibidir;

a:R - R3 (2.9)

s = a(s) = (py + svy,pp + Sy, p3 + SV3). (2.10)
2.2.2. Hiz vektorii

Tamm 2.2.2.1. R3’de bir a egrisi verilsin. a:/ - R3 fonksiyonunun koordinat
fonksiyonlar1 a;,a,, @3 olmak iizere a(s) = (al(s),az(s), a3(s)) c R® yazilabilir.

Buradan elde edilen



L) = (L () 2 ) 2 as(5)) 211

vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir.

Ornek 2.2.2.1. a:1 » R3 ve a,b € R olmak iizere a(s) = (acoss,bsins, bs) egrisi

verilsin. a egrisinin hiz vektort,

a'(s) ——a(s) ( al(s) az(s) a3(s))—( asins,bcoss,b) (2.12)

olarak bulunur.

Tamm 2.2.2.2. R3’de bir a egrisi verilsin.

la'll: T > R (2.13)
s = |la’(s)l (2.14)

olarak tanimlanan fonksiyona a egrisinin hiz fonksiyonu adi verilir ve ||a’(s)|| € R reel

sayisina da a egrisinin a(s) noktasindaki hizi denir.
Tamm 2.2.2.3. a:1 - R3 egrisi verilsin. a egrisinin Vs € I noktasindaki hiz vektorii
birim, yani ||@'(s)|| =1 ise a egrisine birim hizli egri denir ve bu durumda s € [

parametresine de egrinin yay parametresi ad1 verilir.

Tamm 2.2.2.4. a: I - R3 diferansiyellenebilir parametrik egrisi verilsin. Her s € I igin

a'(s) # 0 ise a egrisine regiiler egri denir.
2.2.3. Parametre degisimi

Tamm 2.2.3.1. a: (a,b) - R3 ve B:(c,d) —» R3 diferansiyellenebilir egrileri verilsin.
B=aoh ve Vue€(cd) i¢in h'(u)>0 olacak sekilde h:(c,d) - (a,b)



diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa f egrisine a egrisinin yon koruyan bir yeniden
parametrizasyonu denir.

Benzer sekilde, B =aoh ve Vu € (¢c,d) i¢in h'(u) < 0 olacak sekilde
h: (c,d) — (a, b) diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa f egrisine a egrisinin yoniinii
degistiren bir yeniden parametrizasyonu ad1 verilir.

Bu durumda h fonksiyonuna da, sirasiyla, pozitif yada negatif parametre degisim

fonksiyonu denir.

R3
a a(to)
a(t) T~
I to t
aoh
h [
J
0 s
Sekil 2.2.3.1. R3’de bir egrinin yeniden parametrizasyonu
Ornek 2.2.3.1. a: R - R3, a(t) = (3cost,3sint,t) olsun.
(@) a(0) ve a(m) noktalar: arasindaki egri pargasinin uzunlugunu hesaplayalim.
(b) to, = 0 alarak yay uzunlugu fonksiyonunu bulalim.
(c) Bu egriyi, birim hizli olacak bi¢imde yeniden parametrelendirelim.
Coziim. (a) Verilen a egrisinin tiirevi a'(t) = (—3sint, 3 cost, 1) oldugundan
la' )] = /(=3sint)? + (3cost)? + 12 = /10 (2.15)
elde edilir. Buna gore
L= [ lld®lldu= [; vI0dt =10 [, dt = V10 (2.16)

olur.



(b) ty = 0 olmak iizere yay uzunlugu fonksiyonu asagidaki gibidir;
f@® = [ lla’@ll du = [ VI0du = V10 [, du = V10t. (2.17)

(c) f fonksiyonunun tersini h ile gésterelim ve a o h = B diyelim. Boylece elde edilen

B:] = R™ egrisinin birim hizli oldugunu biliyoruz.
fO=seVilt=sot=0== (")) (2.18)
oldugundan, (f~1)(s) = \/%_0 dur. Dolayisiyla h(s) = \/%_0 olur.

B(s) = (aoh)(s) =a(h(s)) =a (\/%_0) = (3 cos\/il_o, 3 sin\/%_o,\/%_o) (2.19)

dir. Sonug olarak a egrisinin, birim hizli olacak bicimde yeniden parametrelendirilmisi 5

egrisidir.
2.3. Birim Hizh Egriler i¢in Frenet Formiilleri

Tamm 2.3.1. R3 uzayinda birim hizli a: I — R3 egrisii¢in T(s) = a'(s) esitligiyle belirli

T (s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektori denir.

T(s)

Sekil 2.3.1. R3"de bir egrinin teget vektorii



10

Tamim 2.3.2. Birim hizl1 a: I - R3 egrisi i¢in k: 1 = R, x(s) = ||T'(s)|| fonksiyonuna,
a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki egriligi adi

verilir.

Tamim 2.3.3. Birim hizhi a: I - R3 egrisi i¢in N(s) = %T'(s) esitligiyle belirli N(s)

vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli normali denir. N vektor alanina, @ egrisinin

asli normal vektor alani adi verilir.

N vektor alaninin kisaca N = %T' biciminde yazilabilecegi goriilebilir.

B(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir. B vektor alanina, «
egrisinin binormal vektdr alani ad1 verilir.

Vektorel c¢arpimin 6zelliklerinden dolayr B(s) vektori, T(s) ve N(s)
vektorlerinin her ikisine de diktir. {T'(s), N(s), B(s)} kiimesi pozitif yonlii bir catidir.
Ayrica her s € [ i¢in

B = ITIINS)I [sinZ] = 1 (2.20)

dir. Sonug olarak {T'(s), N(s), B(s)} kiimesi T (R*®) uzaymin ortonormal bir tabanidir

ve sekil 2.3.2.°de gosterilmistir.

B(s)

a(s)

T(S) N(S)

Sekil 2.3.2. R3’de bir egrinin Frenet vektorleri
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Tamm 2.3.5. T(s), N(s), B(s) vektorlerine, a:I - R3 egrisinin a(s) noktasindaki
Frenet vektorleri denir. {T'(s), N(s), B(s)} kiimesine de « egrisinin Frenet ¢atis1 denir.

T(s), N(s), B(s) vektor alanlarina, a egrisi tistiindeki Frenet vektor alanlar1 denir.

Tamm 2.3.6. Birim hizl1 a: 1 - R3 egrisinin Frenet vektdr alanlart T(s), N(s), B(s)

olmak lizere

T:1 > R, 7(s) = —(B'(s),N(s)) (2.21)

fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi denir.

Teorem 2.3.1. Birim hizli @: I —» R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T(s), N(s), B(s)

ise

T(s) 0 k(s) 0 T(s)

N(s)|=[—x(s) 0 T(s)||IN(s) (2.22)
B(s) 0 -—1(s) O B(s)

dir. Burada % “ " »ile ifade edilmisgtir.

Ispat. N(s) = %T(s) esitliginden T(s) = k(s)N(s) elde edilir.

N(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki
yaninin T ile i¢ garpimi yapilarak, (N (s), T(s)) = a olarak bulunur. Ote yandan

(N(s),T(s)) = 0= (N(s),T(s)) + (N(s),T(s)) = 0 (2.23)

= (N(5), T(s)) = —~(N(s),T(s)) = —(N(s), k()N (s)) = —K(s) (2.24)

oldugundan a = —k(s) olur.
N(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki tarafi N(s) ile carpilirsa,
(N(s),N(s)) = b bulunur. Diger taraftan
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(N(s),N(s)) =1 =(N(s),N(s)) + (N(s),N(s)) =0 (2.25)

= 2(N(s),N(s)) = 0= (N(s),N(s)) =0 (2.26)

oldugundan b = 0 olur.
N(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile i¢ ¢arpimi
yapilarak, (N (s), B(s)) = c elde edilir. Daha sonra

(N(s),B(5)) = 0= (N(s)B()) + (N(s),B(s)) = 0 (2.27)

= (N(s), B(s)) = —(N(s), B(s)) = 7(s) (2.28)

oldugundan, ¢ = 7(s) bulunur. Oyleyse N(s) = —x(s)T(s) + 7(s)B(s) olur.
Simdi B(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki
yaninin T'(s) ile ¢arpimu yapilarak, (B(s), T(s)) = d elde edilir. Daha sonra

(B(s),T(s)) = 0= (B(s),T(s)) +(B(s),T(s)) = 0 (2.29)

= (B(5), T(s)) = —(B(s5),T(s)) = —(B(s),k(s)N(s)) = 0 (2.30)

oldugundan d = 0 ifadesi elde edilir.

B(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitligin her iki yanmmn N(s) ile carpmmu
yapilarak, (B(s), N(s)) = e = —z(s) bulunur.

B(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile ¢arpimi
yapilarak, (B(s), B(s)) = f elde edilir. Ote yandan

(B(s),B(s)) = 1= (B(s),B(s)) + (B(s),B(s)) = 0 (2.31)

oldugundan f = 0 bulunur.

denir.
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Tamim 2.3.7. R3 uzayimdaki birim hizli a: I - R3 egrisinin Frenet vektdr alanlar1 T (s),
N(s), B(s) olsun.

{T(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki oskiilator diizlem
denir. Eger a egrisinin pozisyon vektorii oskiilator diizlemde yatiyorsa a’ya oskiilator
egri ad1 verilir.

{T(s),B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki rektifiyan diizlem
denir. Eger a egrisinin pozisyon vektorii rektifiyan diizlemde yatiyorsa a’ya rektifiyan
egri ad1 verilir.

{N(s),B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki normal diizlem
denir. Eger a egrisinin pozisyon vektorii normal diizlemde yatiyorsa a’ya normal egri adi

verilir.

Ornek 2.3.1. a: R —» R3, olmak iizere
N .. S 4
a(s) = (3 cos_,3 smg,gs) (2.32)

egrisi verilsin. a egrisinin Frenet vektor alanlarini, egrilik ve burulma fonksiyonlarini

bulalim.

Coziim. « egrisi bir dairesel helistir. Bu egrinin s yay parametresine gore tlirevi

() = (—3cins 3coss 2
a'(s) = ( 551n5,5(2055,5) (2.33)
seklindedir. Vs € I i¢in ||a’(s)|| = 1 oldugundan, a birim hizli bir egridir. T vektor
alaninin tamimina gore T(s) = a’(s) oldugundan T(s) = (—%Sing,zcosg,g) olur.

Buradan

T'(s) = (-2 coss,—Zsin=,0), x(s) = IT'()ll = = (2.34)

bulunur. Demek ki a egrisinin egrilik fonksiyonu sabit bir fonksiyondur.

N(s) = %T'(s) = (— cos%, — sin%, 0) oldugundan



14

B(s) =T(s) X N(s) = ( smg —%cos%,%) (2.35)

esitligi elde edilir. Buradan B'(s) = (5-cos$,—sin<, 0) oldugundan

, 4
7(s) = =(B'(s),N(s)) = - (2.36)
olur. Sonug olarak a egrisinin burulma fonksiyonu da sabittir.

2.4. Birim Hizli Olmayan Egriler I¢in Frenet Formiilleri

a: 1 — R3 birregiiler egri olmak iizere @’ nin yay parametresi ile ifade edilen birim
hizli egrisi y: [ = R3 olsun. y egrisinin Frenet elemanlari ile egrilikleri T,,N,, B,, k, ve

7, olarak verilsin. O halde
T(t) = T,(s(®), N() = N,(s(®), (2.37)

B() = B,(s(®), k(t) = K, (s(0)), 7(®) = 7, (s(¥)) (2.38)

tanimlanir. Bundan dolayr a’nin Frenet elemanlar1 ¥y birim hizli egrisine yeniden
n/n

parametrelendirilmesidir. (% = seklinde gosterilir). Ayrica a(t) = y(s(t)) olmak

lizere, esitligin t parametresine gore tiirevi

da _ dy ds || ||
dt  ds dt -

o ] -2 e

E

olur. Yani V, a egrisinin bir hiz fonksiyonudur. Son olarak a egrisinin Frenet vektor

alanlart ve egrilikleri

T(6) =25, N(D) = B®) X T(0), B(t) = 525 (2.40)
() = 1 gy = delel ) 241

lla’ xa'"||?



15

seklinde ifade edilir. a egrisinin Frenet formiilleri ise

T'(s) 0 Vk(s) 0 T(s)

N'(s)| = |-Vk(s) 0 Vt(s)||N(s) (2.42)
B'(s) 0 —Vi(s) O B(s)

dir.

2.5. Bertrand Egri Ciftleri

Tamm 2.5.1. Birim hizli a: I —» R3 egrisi ile ayn1 aralikta tanimli a*:1 — R3 egrisi
verilsin. Vs € I i¢in a*(s) noktasi ile a(s) noktasini birlestiren dogru, a* egrisinin a*(s)
noktasindaki asli normalini ve a egrisinin a(s) noktasindaki asli normalini kapsiyorsa,

a* egrisi a egrisi ile Bertrand egiri ¢ifti olugturuyor denir.

Teorem 2.5.1. o™ egrisi a egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa h sabit bir say1 olmak

lizere a™ egrisi
a*(s) = a(s) + hN(s) (2.43)
seklinde yazilabilir.

Sonu¢ 2.5.1. Verilen bir a* egrisi eger a egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olusturuyor ise

(a”)'(s) = (1 - hK(S))T(S) + ht(s)B(s) esitligi saglanir.

~

90 —¢@

N=N~

Sekil 2.5.1. a* ve a Bertrand egri ¢iftinin Frenet vektor alanlari
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Teorem 2.5.2. Bertrand egri ¢iftlerinin karsilikli noktalardaki teget vektorleri arasindaki

acinin Ol¢iisii sabittir.

Teorem 2.5.3. a: 1 - R3 birim hizli bir egri olmak iizere a*: I » R3 egrisi, a egrisi ile
Bertrand egri ¢ifti olustursun. a* egrisinin Frenet vektor alanlar1 T*, N*, B* ile gosterilsin.

cos 8 = (T*(s), T(s)) olmak iizere, asagidakiler saglanir:

T*(s) = (cos8)T(s) — (sinB)B(s), (2.44)
N*(s) = N(s), (2.45)
B*(s) = (sin@)T(s) + (cos 8)B(s). (2.46)

Teorem 2.5.4. a: 1 —» R3 birim hizli bir egri olmak {izere a*: I — R3 egrisi, a egrisi ile
Bertrand egri cifti olustursun. @ egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 k* ve 7*

olduguna gore, asagidaki iligkiler mevcuttur:

__ hk(s)-(sin0)?2

K*(S) = m, (247)

1

el CLIDR (2.48)

T(s) =

Sonu¢ 2.5.2. a” egrisi, a egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa t* ve t ifadeleri ayni

isaretlidir.

2.6. Involiit ve Evoliit Egri Ciftleri

Tanmim 2.6.1. Birim hizli bir a: I - R3 egrisi ile bir @: I —» R3 egrisi verilsin. Vs € I igin
a egrisinin a(s) noktasindaki tegeti @(s) noktasindan geciyorsa ve (T'(s),T(s)) = 0 ise

@ egrisine, a egrisinin bir Involiitii denir.

Teorem 2.6.1. & egrisi a egrisinin bir Involiitii ise, A sabit bir reel say1 olmak {izere
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als) =a(s) + (—s+ A)T(s) (2.49)

dir.

Teorem 2.6.2. & egrisi a egrisinin bir Involiitii olsun. & egrisinin Frenet vektor alanlar

T,N,B olduguna gore

T(s) =N(s), (2.50)
~ _ —k(s) 1(s)

N(s) = oo T(s) + NCZOrEE0) B(s), (2.51)
=~ _ 7(s) Kk(s)

B(s) = OIS T(s) + NToreIn) B(s) (2.52)
dir.

Teorem 2.6.3. @ egrisi a egrisinin bir Involiitii olsun. & egrisinin egrilik ve burulmasi &

ve T olmak {izere, asagidakiler saglanir:

k(s) = Vr2($)+72(5) (2.53)

|-s+A|Kk(s) ’

k(s)t' (s)—K'(s)T(s)

t(s) = s+ () (K2 () +72(s))’

(2.54)

Tamm 2.6.2. Birim hizli a:1 - R® egrisi ile aymi aralikta tammh @:1 — R3 egrisi
verilsin. Her bir s € I igin & egrisinin @(s) noktasindaki teget dogrusu a(s) noktasindan

geciyorsa ve (T(s), T(s)) = 0 ise a egrisine & egrisinin bir Evoliitii denir.
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3. UC BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA SABIiT ORANLI EGRILER
Bu bélimde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda sabit oranli egrilerin baz1

karakterizasyonlari ifade edilmistir.

3.1. Sabit Oranh Egriler

Tamm 3.1.1. a:I € R - R3 egrisi verilsin. Eger her s € I icin k(s) ve t(s) sifirdan

farkli ise a egrisine burulmus (gergin) egri ad1 verilir (Giirpinar ve ark., 2014).

Tamm 3.1.2. a: I € R - R3 egrisi verilsin. Eger a egrisinin pozisyon vektorii her s € I
icin normal diizleminde yatiyorsa a egrisine kiire iizerindedir denir (Giirpinar ve ark.,
2014).

Her regiiler a egrisi igin, a(s) pozisyon vektord,

a(s) =a’ +aV (3.1)

olacak sekilde teget ve normal bilesenlerine ayrilabilir.

T
Tamm 3.1.3. a:1 € R - R3 egrisi ve k(s) > 0 verilsin. Eger H orani sabit ise a(s)

egrisine sabit oranli egri denir. Buna ek olarak, R® uzayinda bir a egrisinin sabit oranl

T
olmasi igin gerek ve yeter sart a” = 0 ya da H oraninin sabit olmasidir (Glirpinar ve

ark., 2014).

Tanmm 3.1.4. {x;, x5, ..., x,, } kiimesi R™’de bir koordinat fonksiyonu olsun.

Grad = V:C(R", R) - X(R™), (3.2
0 2 2
f - Gradf = Vf = (%% é) (3.3)

seklinde taniml1 fonksiyona gradient fonksiyonu denir (Yiice, 2017).
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Tamim 3.1.5. a: I € R — R3 bir birim hizl1 egri olsun. Eger a pozisyon vektdriiniin teget
bilesenin uzunlugu (normal bilesenin uzunlugu) sabit ise a egrisine T-sabit (N-sabit)
egrisi denir (Giirpinar ve ark., 2014).

Chen’nin (2001)’deki ¢alismasinda, m,, m,, m, birer diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olmak iizere her a: I € R - R3 burulmus (gergin) egrisinin

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (3.4)
seklinde yazilabilecegini ifade etmistir.
Tamm 3.1.6. a: I € R - R3 egrisi i¢in x(s) ve 7(s) birer sabit fonksiyon ise « egrisine
W - egrisi ad1 verilir (Glirpinar ve ark., 2014).

Bu kisimda birim hizli olmayan burulmus egrilerin egrilik fonksiyonlari cinsinden
karakterize edilmis hali verilecektir. Bunun i¢in her @: I € R — R3 birim hizli burulmus
egrisinin (3.4) ile verilen esitlikle ifade edildigini kullanacagiz. (3.4) denkleminde her iki

tarafinin yay uzunlugu parametresine gore tlirevini alirsak

a'(s) =my ()T (s) + mo($)T'(s) + my (SIN(s) + my(s)N'(s) +
my'(s)B(s) + my(s)B'(s) (3.5

esitligini elde ederiz. O halde (2.42) esitliginden,

a'(s) = (my'(s) = my()Vi(s))T(s) +
(ml'(s) + my(s)Vk(s) — m, (s)Vt(s))N(s) +
(mz'(s) +my (s)VT(s))B(s) (3.6)

olur. Buradan,
my'(s) — Vk(s)m,(s) =V, (3.7)
my'(s) + Vi(s)my(s) — Vi(s)m,(s) = 0, (3.8)

m,'(s) + Vt(s)m,;(s) =0 (3.9)
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oldugu goriiliir. Diger taraftan V = 1 olup, birim hizli olmayan egriler i¢in (3.7), (3.8) ve

(3.9) ile verilen esitlikleri yeniden diizenlersek,

my'(s) — k(s)my(s) =1, (3.10)
my'(s) + k(s)my(s) — T(s)m,(s) =0, (3.11)
m,'(s) + t(s)my(s) =0 (3.12)

birim hizli egriler i¢in yukaridaki denklemler elde edilir.

Onerme 3.1.1. a:1 ¢ R - R® birim hizl1 burulmus egrisi verilsin. a bir W- egrisi ise

pozisyon vektori a(s)

my(s) = cyT — c1k cos(as) + ¢,k sin(as) + fl—zs, (3.13)
m4(s) = cyasin(as) + c,a cos(as) — % (3.14)
m,(s) = cok + ¢yt cos(as) — c,Tsin(as) + =S (3.15)

diferansiyellenebilir fonksiyonlari ile ifade edilir. Burada ¢; (0 < i < 2) reel sabitler ile

a = V2 + 2 dir.

Ispat: a bir burulmus W- egrisi ve k,7 € R olsun. O halde (3.10), (3.11) ve (3.12) ile

verilen diferansiyel denklemin katsayilari sabittir ve

my'(s) 0 k O0]fme(s)] |1
my'(s)]| = [—K 0 T] my(s)|+ [0 (3.16)
m,'(s) 0 —t 0l{m,(s) 0

seklinde yazilabilir. Homojen olmayan bu diferansiyel denklemin katsayilar matrisine ait

0zdeger ve 6zvektorleri sirasiyla asagidaki gibidir;
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T
A,=0 = V= lol (3.17)
K
—K
T
—K
T

Burada a = Vk? + t2 dir. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢6ziimii

T —k cos(as) —k sin(as) —K cos(as)
X, (s) =¢g (O) +d,| asin(as) |+d,| —acos(as) |+d;| asin(as)
K T cos(as) T cos(as) T cos(as)
K sin(as)
+d,| acos(as) (3.20)
—1sin(as)

olarak elde edilir. Burada ¢, d4, d,, d5 ve d, birer sabitve d; +d; =¢;,d, —d, = ¢,

olmak tizere homojen ¢6zlimii diizenlersek

T —k cos(as) k sin(as)
Xn,(s) =¢g <0> +c;| asin(as) |+ c,;| acos(as) (3.21)
K T cos(as) —1sin(as)

esitligi elde edilir. Ozel ¢6ziimii icin temel (fundamental) matrisi

T —kcos(as) ksin(as)
p(s)=[0 asin(as) acos(as) (3.22)
k tcos(as) —tsin(as)

seklinde yazilabilir. (3.10), (3.11) ve (3.12) esitlikleri ile verilen diferansiyel denkleminin
ozel ¢oziimiinii bulmak i¢in X, (s) = @(s)u(s) esitliginden yararlanirsak, burada u(s)

vektori
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1
p(SHu'(s) = [0] (3.23)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sistemini Kramer metodu

yardimiyla ¢ozersek

1 -—-kcos(as) «ksin(as)

0 asin(as) a cos(as)
0 7tcos(as) -—tsin(as) —-at T
u'(s) = det(p(s)) T @ o (3:24)
T 1 «ksin(as)
0 0 acos(as)
, Kk 0 -—tsin(as) ak cos(as) K cos(as)
up'(s) = detlp(®)  -a® @ (3.25)
T -—-kcos(as) 1
0 asin(as) 0
, Kk tcos(as) O —ak sin(as) k sin(as)
Uz (S) = det(p(s)) = _a3 — a2 (326)
oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirastyla integrali yardimiyla
T K sin(as) K cos(as)
uy(s) = prRY Uy (s) = T uz(s) = — 23 (3.27)

seklinde elde edilir. Burada integral sabitleri genelligi bozmadigindan sifir aliabilir. O
halde

Xp(s) = p(s)u(s) = \;—';) (3.28)

ifadesi (3.10), (3.11) ve (3.12)’deki diferansiyel denklem sisteminin 6zel ¢oziimiidiir.
Sonug olarak X, (s) = X,(s) + X, (s) esitliginden,

my(s) = coT — c1k cos(as) + ¢,k sin(as) + Z—zs, (3.29)



23
my(s) = cyasin(as) + c,a cos(as) — % (3.30)
m,(s) = cyk + ¢, T cos(as) — c,Tsin(as) + %s (3.31)
oldugu gortiliir.

Her a:1 c R—> R3® birim hizli regiiler egrisi icin p = ||a(s)| uzaklik

fonksiyonun gradienti

dp (a(s),T(s))
gradp = d—’;a (s) = %T(s) (3.32)

seklinde ifade edilir. Burada T'(s), a(s)’in teget vektor alanidir. Ayrica a egrisinin sabit

oranli bir egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart ||gradp|| = ¢ olmasidir. Yani

[l

[lexll

=c © ||gradpl|| = ¢ (3.33)

dir. Sonug olarak, her sabit oran egrisi igin ||gradp]|| = ¢ < 1’dir (Giirpinar ve ark.,
2014).

Ornek 3.1.1. a, ¢ birer reel say1, 0 < a < ¢ < 1 ve s > 0 olmak iizere

a(s) = ( c2 — a?ssin (J% In S),\/CZ — a?s cos (\/JC;C; In s) , as) (3.34)

egrisi R® uzayinda bir birim hizh regiiler egri ise ||gradp|| = c¢’dir ve bu egri, bir sabit

oranli egridir.

Coziim. ||gradp]|| = ¢ oldugunu gostermek igin (3.32) esitligini kullanmamiz gerekir.

Bunun i¢in, a(s) egrisinin yay uzunlugu parametresine gore tiirevini alirsak



a'(s) = (Vc? — a? sm(

)+\/c2 W cos(J_lns),

VcZ2-qa? c2-a?
c? — a?cos (J_Vlzcln s) c? — asz_“z_z sin (J_“z‘_czzln s),a)

a'(s) = (\/c2 — a? sin( Cl‘_fz In s) + V1 —c2cos (J%ln s),

( cz—azcos(%lns)— 1—czsin(ilns),a)

elde edilir. Daha sonra a(s) ile a’(s)’in i¢ ¢arpimini alip, diizenlersek

(a(s),a'(s)) = (c? — a?)s (sin (L=ZIns : +Vc2 — a2Vl —c2s

sin (J\/c% In s) cos (JE In s) + (c? —a®)s (cos (ngn s))

—Vc? — a2V1 — c2ssin (\/‘/;iln s) cos (\/‘/Clziln s)

(a(s),a'(s)) = (c? — a?®)s ((sin (\/‘/C%ln s))z + (cos (\/C% In S))2>

(a(s),a'(s)) = c?s — a?s + a®s = c¢%s

elde edilir. Simdi de verilen egrinin pozisyon vektdriiniin uzunlugunu bulalim.

la ()| = [(c2 —a?)s? (sin(m In S))Z +

(c? - a9s? (cos () + azs?

la(s)Il = \/(C — a?)s? [(sm (\/Eln s)) + (cos (J%ln S))Z] + a?s?

la(s)|l = Ve2s2 — a?s? + a?s2 = Vc2s2 = |cs| = cs.
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Bulunan bu degerleri (3.32) esitliginde yerine yazarsak gradp = cT(s) ifadesi elde

edilecektir. Daha sonra bu esitligin normu alinirsa ||gradp|| = ||cT(s)|| = c||T(s)]|
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olacaktir. a egrisi birim hizli bir egri oldugundan ||a’(s)|| = ||T(s)|| = 1 dir. Dolayisiyla
llgradpl| = c elde edilir.
Giirpinar ve ark.,’nin (2014)’deki ¢alismasinda, ||gradp]|| ifadesinin sabit oldugu

durumlar i¢in elde edilen baz1 sonuglar asagida ifade edilmistir.

Teorem 3.1.1. a:/ € R - R3 birim hizli regiiler bir egri olsun. a(I) egrisinin orjin
merkezli bir kiire tarafindan icerilmesi igin gerek ve yeter sart ||gradp|| = 0 olmasidir
(Chen, 2003-1).

Ispat. =: a(I) egrisi orjin merkezli bir kiire tarafindan icerilsin.

R3 uzaymda orjin merkezli ¢ yarigaph kiire denklemi x;2 + x,2 + x32 = ¢?
seklindedir. Kabuliimiiz geregi a(l) egrisi yukarida denklemi verilen kiire tarafindan
igeriliyorsa a(s) = (a1(s), a;(s), az(s)) olarak verilen egri, kiire denklemini saglar.

Yani
a12(s) + ay?(s) + az?(s) = c? (3.43)

olur ve yukaridaki esitligin her iki tarafinin karekokiinii alirsak

\/(xlz(s) + a,?%(s) + az?(s) = VeZ =¢ (3.44)

elde edilir. Daha sonra

la()Il = Vas2(s) + az2(s) + az2(s) (3.45)

oldugundan ||a(s)|| = c ifadesi yazilabilir. Dolaysiyla {a(s), a(s)) = v/c = ¢, olur. Bu

esitligin her iki tarafinin yay uzunlugu parametresine gore tiirevini alip, diizenlersek
(@'(s), a(s)) +{a(s),a’(s)) = 0= 2(a’(s),a(s)) = 0= (a'(s),a(s)) =0  (3.46)

ifadesi elde edilir. Son olarak bulunan bu esitligi (3.32)’de yerine yazarsak ||gradp|| =
0 oldugu gortiliir.
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&: ||gradp|| = 0 olsun. Dolayisiyla gradp = 0 dir. (3.32) esitliginden

(a(s),T(s))
gradp = a||2(s)||s T(s)=0 (3.47)

ifadesi yazilabilir. Burada T'(s) # 0 oldugundan

(a(s),T(s))
laIl 0 (3.48)

esitligi yazilabilir. Buradan ise T(s) = a'(s) oldugundan (a(s),a’'(s) ) = 0 elde edilir.
Esitligin her iki tarafini 2 ile ¢arpip, diizenlersek

2{a(s),a'(s) ) =0=(a'(s),a(s)) + (a(s),a’'(s))=0 (3.49)
Sla,al) =0 (3.50)

ifadesi bulunur. Buradan ise, her iki tarafin yay uzunlugu parametresine gore integralini

alirsak
f%(a(s),a(s)) ds = [0ds = (a(s),a(s)) = ¢ (3.51)

esitligi elde edilir. Daha sonra ||a(s)]|? = (a(s), a(s)) = ¢y yazilabilir. Yani ||a(s)|| =
c dir. a(s) egrisinin uzunlugunun c¢ € R sabitine esit olmast demek, egrinin orjin
merkezli bir kiire tarafindan igerilmesi anlamimna gelir. Yani egri a(s) =

(a1 (s), ay(s),as (s)) olmak tizere, ||a(s)|| = c esitligini

V(@i (s) = 0)? + (az(s) = 0)2 + (a3(s) —0)2 = ¢ (3.52)

seklinde yazabiliriz. Buradan da

a;?(s) + ax?(s) + az*(s) = c? (3.53)
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ifadesi bulunur. Dolayisiyla a(s) egrisi orjin merkezli kiirenin denklemini sagladigi

acikega goriiliir.

Teorem 3.1.2. a: 1 € R — R3 birim hizli regiiler bir egri olsun. Eger ||gradp|| = 1 ise
a(I) egrisi bir dogrunun agik bir pargasidir (Chen, 2003-1).

Ispat. ||gradp|| = 1 olsun. (3.32) esitliginden

{a(s),T(s)) T(S)) (a(s),T(s))
=
el S )| =1= [ o)l

lgradpll = |25 IT(s)Il = 1 (354)

olarak yazilabilir. Daha sonra, a egrisi birim hizli oldugundan [|T(s)|| =1 dir.

Dolayisiyla [{a(s), T(s))| = ||a(s)]|| elde edilir ve esitligin her iki tarafini1 2 ile ¢arpip

diizenlersek
2{a(s), T(s))| = 2|la(s)|l = {a’(s), a(s)) + (a(s),a’(s)) = 2||la(s)]| (3.55)
%(a(S),a(S)) =2lla(s)|l = %(Ila(s)llz) = 2lla(s)l (3.56)

ifadesi bulunur. Esitligin sol tarafinin yay uzunlugu parametresine gore tiirevini alirsak
2I|Of($)|l%(|la(8)ll) = 2la(s)ll = %(Ila(S)II) =1 (3.57)
oldugu goriiliir. Son olarak esitligin her iki tarafin1 integralini alirsak

f%(lla(S)II) ds=[1lds=la@s)ll=s+a (3.58)

ifadesi elde edilir. Yani a egrisi bir dogrunun agik bir parcasidir. Buradaki a € R integral
sabitidir.
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Teorem 3.1.3. a:1 € R - R3 birim hizh regiiler bir egri olsun. a(I) egrisi orjinden

gecen bir dogrunun agik bir pargast ise ||gradp|| = 1’dir (Chen, 2003-1).

Ispat. a(I), orjinden gecen bir dogrunun acik bir pargasi olsun. Dolayisiyla a(s) egrisi
a(s) = Us seklinde ifade edilebilir. Daha sonra esitligin her iki tarafinin yay uzunlugu

parametresine gore tiirevi a’(s) = U seklindedir. Bu esitligin normu ise ||a’(s)|| = ||ﬁ ||

—2 - —
olarak yazilabilir. Daha sonra ||a’(s)|| = |IT(s)|l = 1 oldugundan ||U|| =(U,U)=1
ifadesi elde edilir. Ote yandan a egrisinin pozisyon vektdriiniin normu ve a(s) ile

a'(s)’in i¢ carpimi asagidaki gibidir;
(a(s),a'(s)) = (a(s), T(s)) = s(U, U) (3.59)
la(s)ll = Vs? =s. (3.60)

Bu ifadeleri (3.32) esitliginde yerine yazip diizenlersek,

s(U,U)
S

{a(s),T(s)) {a(s),T(s))
la(s)l T(s )” [la(s)l

lgradpll = | (3.61)

oldugu gériiliir. Buradan da (U, U) = 1 oldugundan ||gradp|| = 1 ifadesi elde edilir.

Teorem 3.1.4. a:1 € R - R3 birim hizli regiiler bir egri olsun. a egrisinin, a(s) =
(c¢s + b)y(u) olarak yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ||gradp|| = ¢ olmasidir.

Buradaki y(u) egrisi orjin merkezli birim kiire tizerinde bulunan birim hizli bir regiiler

¢ In(es + b)’dir. Ayrica ¢ € (0,1) ve b € R’dir (Chen, 2003-1).

egridir ve u =

Ispat. =: a egrisinin, a(s) = (cs + b)y(u) esitligiyle yazilabilecegini kabul edelim.

Yukaridaki esitlikte her iki tarafin yay uzunlugu parametresine gore tiirevini alirsak

a'(s) =cy(u) + (cs + b)y'(u)‘;—: (3.62)
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ifadesi elde edilir. Daha sonra a(s) ile a'(s)’in i¢ ¢arpimi
(a(s),@'(s)) = cles + b)y), yw) + (cs + b)2(y(w),y' (W) 5= (3.63)

olarak bulunur. Ote yandan hem (y(u),y'(w))=0 hem de (y(u),y(w))=1
oldugundan, a(s) ile a'(s)’in i¢ ¢arpimu {(a(s), @'(s)) = c(cs + b) seklinde elde edilir.
Diger taraftan a’nin pozisyon vektoriiniin uzunlugu ||la(s)|| = cs + b dir. Son olarak

bulunan bu ifadeleri (3.32) esitliginde yerine yazip, diizenlersek

(a(s),T(s)) (a(s),T(s))
D7) || = [ )l =

la(s)l (sl

lgradpll = |25 L)l (3.64)

olur. Burada [|T(s)|| = 1 oldugundan ||gradp|| = c oldugu goriiliir.

<: ||gradp|| = c olsun. a, birim hizl1 bir egri ise (3.32) esitliginden

_||{a(s),T(s)) _ {a(s),T(s))

lgradpll = |S252T(s) | = ¢ = [<2S2 IT(s)ll = ¢ (3.65)
_ {a(s),T(s)) _ (a(S),T(S)):

lgradpll = |22G 1 = €= Taor =€ (3.66)

ifadesini elde ederiz. Daha sonra ||a(s)]|? = (a(s), a(s)) esitliginin her iki tarafin1 yay

uzunlugu parametresine gore tiirevini alip, diizenlersek

L (la()I1?) = % (a(s), a(s)) (3.67)
20l 2 la()) = (@), @'(5)) + (@ (), a(s) (3.68)
2llaI= la()) = 2als), () = = (la)) = L2 (3.69)

oldugu goriiliir. Bu ifade de (3.32) esitliginden %(Ila(s)ll) = ¢ olur. Daha sonra

yukaridaki esitligin her iki tarafi yay uzunlugu parametresine gore integrali alinirsa
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f%(lla(s)ll) ds=[cds > |la(s)||=cs+b (3.70)

ifadesi elde edilir. Sonug olarak y(u) orjin merkezli birim kiire tizerinde birim hizli bir
egri olmak tizere a(s) egrisi, a(s) = (cs + b)y(u) seklinde yazilabilir.

IZCZ In(cs + b) oldugunu gosterelim.

Simdi de ¢ € (0,1) olmak tizere u =

a(s) = (cs + b)y(u) olarak ifade edilen egrinin yay uzunlugu parametresine gore

tirevinin
a'(s) =cy(u) + (cs + b)y’(u)% (3.71)

oldugunu gormiistiik. Diger taraftan a egrisi birim hizli oldugundan ||a’(s)||? =

(a'(s),a'(s)) = 1 dir. Buradan

(@' (), (5)) = c2(y(w), y@)) + 2¢(cs + b) T= (y(w), ' (w)

+((es +5))" Sy w),y' w) = 1 (3.72)

olur. Ote yandan y(u) egrisi hem birim kiire iizerinde hem de birim hizl1 bir egri
oldugundan (y(u),y(w)) =1 ve (y'(w),y'(w)) =1 dir. O halde (y(u),y(w))=1
esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak, (y(u),y' (1)) = 0 oldugu goriiliir. Bu ifadeleri

(3.72)’de yerine yazip, diizenlersek

(o (5),a'(s)) = c? + (cs + b)2 e = 1 (3.73)

d?u 2 5 d%u 1-c2
>—((s+b) =1—-c">—=
ds? ( ) ds? (cs+b)?

(3.74)

ifadesi elde edilir. Daha sonra esitligin her iki tarafinin karekokiinii alalim.

d?u 1-c? du V1-c?
\’E o \’ (cs+b)? = ds _ cs+b (3'75)
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elde edilir. Son olarak, esitligin her iki tarafin1 yay uzunlugu parametresine gore integrali

alinirsa
[2ds =[S ds = u=""In(cs + b) (3.76)
oldugu goriiliir.

Sonu¢ 3.1.1. a:] € R — R3 birim hizli bir regiiler egri olsun. Yukaridaki teoremler

geregince asagidaki sonuglari verebiliriz:

i. |lgradp|l = 0 < a(l) orjin merkezli bir kiire tarafindan igerilir.
ii. ||gradp|l = 1 ise a(I) herhangi bir dogrunun agik bir pargasidir.
iii.  a(l) orjinden gegen bir dogrunun agik bir pargasi ise ||gradpl|| = 1 dir.
iv. |lgradp|l=c e p=|la(s)|| =cs+b,ce (0,1)veb € Rdir.
v. Egern =2 ve |[gradp|| = c ise ¢ € (0,1) i¢in a egrisinin egriligi bazi b reel

sabitleri igin,

1-c?
k(s) = — (3.77)
seklindedir.

Sonug 3.1.1.’de verilen v. maddenin ispat1 su sekildedir:

Ispat: « egrisinin, Teorem 3.1.4. geregince a(s) = (cs+b)y(u) seklinde
yazilabilecegini biliyoruz. Bu esitligin her iki tarafini s yay uzunlugu parametresine gore

birinci tiirevini alirsak,

a'(s)=cy(u)+ (cs+b )Z—ii—: (3.78)

esitligi elde edilir. Teorem 3.1.4.°den,

1-c? In(cs + b) = du _ Vizc?

[ ds cs+b

(3.79)
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olur. (3.79) ifadesini (3.78) esitliginde yerine yazarsak,

a'(s)=cy(u)+ (cs+b) \/TZ—y =cy(u) +v1 - c2 dy (3.80)

oldugu goriiliir. (3.80) esitliginin tekrar tiirevini alalim.

o dydu /—2 dzydu_ Vi-c? dy /—_ Vi-c2 d?y
(S) - C + du? ds “cs+b du 1 cs+b du? (3'81)
" _ . Vi-c?ay (1—02)012_31
a’(s)=c cs+b du T cs+b du? (3'82)
Daha sonra son esitligin her iki tarafinin a'’(s) ile i¢ garpimini alirsak
(@'(s),a"(s)) = 2 =) (v (), y' ) + 2 ) ), " ()
’ (cs+b)? y y (cs+b)? y y
<y”(u) y"' () (3.83)

(cs+b)2

esitligi elde edilir. Buradan da y(u) egrisi birim hizli oldugundan (y’(u),y’'(u)) = 1 ve
(y'(w),y"(u)) = 0 dir. Dolayisiyla

(a''(s),a"(s)) = c? +

(y”(u) y"' () (3.84)

(cs+b)2

elde edilir. y(u) egrisi birim kiire tizerinde oldugundan egriligi 1°dir. Yani
(y"(u),y"(uw)) = 1 olur. Buradan da

(@' (s), " (s)) = c?(1-c?) n (1-c?)? _ (1-c?)(c?+1-c?) (3.85)

(cs+b)? (cs+b)? (cs+b)?

olur. Ote yandan, (a" (s), @’ (s)) = |la” (s)||? = x2(s) ise asagidaki ifade saglanir;

1-c2

K2(5) = ooy = () = 0 (3.86)

cs+b

O
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Ornek 3.1.2. a: 1 ¢ R = R? ve ¢ € (0,1) olmak iizere

a(s) =(cs+1) (cos (m In(cs + 1)) ,sin (m In(cs + 1))) (3.87)

o e eqe . c e V1-c2 o " .
egrisi birim hizli regiiler bir egri ise ||gradpl|| = c ve k(s) = — oldugunu gosterelim.

Egrinin s yay uzunlugu yay parametresine gore tlirevi

In(cs + 1)) ) sin( 1-c?
In(cs + 1))),\/1 - czcos( ¢t

a'(s)=c (cos (W In(cs + 1))) +

(—\/1 — ¢2 sin( 1=c*

In(cs + 1)) (3.88)

seklindedir. Daha sonra a(s) ile a’(s)’in i¢ ¢arpimi {a(s) , a’(s)) = c(cs + 1) dir. Son
olarak, egrinin pozisyon vektoriiniin uzunlugu ise ||a(s)|| = cs + 1 olarak bulunur. Bu
ifadeler (3.32)’de yerine yazilirsa ||gradp|| = ¢ oldugu goriiliir. Simdi de a(s) egrisinin

egriligini bulalim. Bunun igin a'(s) ifadesinin bir daha tiirevini alirsak,

In(cs + 1)) - :Cz cos( ¢t In(cs + 1)),

" cV1i-c2 . (V1-c2
a'(s)=[- sin
cs+1

+1
Vi=e? s ( ln(cs + 1)) )sin( 1=t In(cs + 1)) (3.89)
cs+1 cs+1 c

esitligi elde edilir. Ikinci tiirevin kendisi ile i¢ carpimi

(a"(s), " (s)) = (3.90)

(cs+1)2

olarak bulunur. Diger taraftan (a''(s),a” (s)) = ||a"'(s)]|? = k2(s) oldugundan a(s)

egrisinin egriligi,

=

cs+1

(@"(5),@"(5)) = ll" (DI = 2o = k2 (5) = o = ke(s) = (3.91)

esitligi ile tanimlidir.
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Onerme 3.1.2. a: I € R — R3 birim hizli burulmus (gergin) egrisi verilsin. Eger a egrisi,
sabit oranli ise egrinin pozisyon vektorii, b € R, ¢ € [0,1) ile birlikte k(s) ve t(s)

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere

a(s) = (c?s + cb)T(s) + (Cj(—;)l) N(s) + (K(S)ig +b) _ (122—(51)):(’5(; )) B(s) (3.92)

esitligi ile ifade edilir (Glirpinar ve ark., 2014).

Ispat. a birim hizli burulmus (gergin) egrisi

a(s) = mo(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (3.93)
seklinde yazilabilir. Yukaridaki esitligin T(s) = a'(s) ile ¢arpimini alirsak
(a(s),a’'(s)) = my(s) olur. Sonug 3.1.1. geregi p = ||a(s)|| = ¢s + b oldugundan, a(s)
egrisi a(s) = (cs + b)y(u) olarak ifade edilebilir ve yay uzunlugu parametresine gore
tirevi de a’(s) = cy(u) dir. Buradan egrinin kendisiyle tiirevinin i¢ ¢arpimi

(a(s),a’'(s)) = c(cs + b){y(u),y(w)) = c?s + cb (3.94)

dir. Buradan da my(s) = c?s + cb elde edilir. Simdi de m,(s) ve m,(s) katsayilarin1

bulalim. my’(s) = ¢? esitligini (3.10)’da yerine yazarsak,

my'(s) —k(s)my(s) =1 = c?2 —k(s)my(s) =1 =>my(s) = C:(;)l (3.95)

oldugu goriiliir. Son olarak m,(s) katsayisini bulabilmek igin son esitligin s yay

uzunlugu parametresine gore tiirevini alirsak

my'(s) = B G40 (3.96)

K2(s)

olur. (3.96) esitligini ve my(s) = c¢?s + cb ifadesini (3.11)’de yazarsak,
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_ (c?2-1)K'(s)
K2(s)

+ k(s)(c?s + cb) — t(s)m,(s) = 0 (3.97)

k(s)(c?s+ch) _ (c?2-1)K'(s)

ma(s) = = 2 0) (3.98)
oldugu goriiliir. Sonug olarak a(s) egrisi,
.2 c?-1 k(s)c(c?+b) _ (c2-1)k'(s)
a(s) = (c*s + ch)T(s) + (K(S) ) N(s) + ( ) prrsw )B(s) (3.99)
esitligi ile yazilabilir.
O

3.2. T — Sabit Egriler

a:1 € R - R3 birim hizli bir egri olmak iizere; eger egrinin pozisyon vektdriiniin teget
bileseninin uzunlugu (]|a’||) sabit ise a egrisine T — sabit egri denir. a, bir T — sabit egri
ise ||a”|| = 0 yada ||a”|| = A dir. Burada A, sifirdan farkli bir sabit fonksiyondur. Eger
lla”|| = 0 ise egriye, birinci tiirden T — sabit egri denir, diger durumlarda ikinci tiirdendir
(Chen, 2002).

(3.10), (3.11) ve (3.12) esitliklerinden asagidaki sonuglari elde edebiliriz:

Teorem 3.2.1. a:1 - R3 birim hizli burulmus (gergin) egri ile x(s) > 0 ve 7(s) # 0

olsun. Eger a, birinci tiirden bir T — sabit egrist ise,

(s) K'(s) \
K(s) (Kz(s)r(s)) =0 (3.100)

esitligi saglanir (Giirpinar ve ark., 2014).

Ispat. a, birinci tiirden T — sabit burulmus (gergin) egrisi olsun. Buna gore tanim geregi
1

elde edilir ve s
K(s)

lla”|| = 0 dir. Yani my = 0 olur ve (3.10) esitliginden, m,(s) = —

K

yay uzunlugu parametresine gore tiirevi ise m;'(s) =

!
- olarak bulunur. Bu tiirevi
K2(s)

(3.12) denkleminde yerine koyarsak,
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LAONS T(s)m,(s) = 0 = m,(s) = _K© (3.101)

K2(s) K2 (s)t(s)

oldugu gorilir. (3.101) esitligini ve m,'(s) degerini, m,'(s) + t(s)m,(s) =0

denkleminde yerine koyup diizenlersek,

!

x(s) K'(s) \
k() (KZ(S)T(S)) =0. (3.102)
oldugu goriiliir.

Aciklama 3.2.1. (3.100)’deki esitligi saglayan herhangi bir burulmus (gergin) egri R3
uzayinda S?(r) kiiresi iizerinde uzanan bir kiiresel egridir. Bu nedenle birinci tiirden her

T — sabit burulmus egrisi kiireseldir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Teorem 3.2.2. a:I —» R3 birim hizli burulmus (gergin) egrisi verilsin, dyle ki a ikinci

tiirden bir T — sabit egrisi ise

(K'(s)moms))’ _I® _ g (3.103)

k2(s)T(s) K(s)
dir. Burada k(s) > 0 ve t(s) # 0’dir (Glirpinar ve ark., 2014).

Ispat. a ikinci tiirden T — sabit burulmus (gergin) egrisi ise m," = 0’dir. Buna gére (3.11)
ve (3.12) denklemlerinden, m, (s) ve m,(s) diferansiyellenebilir fonksiyonlarini yeniden
elde edebiliriz. Ayn1 zamanda bu fonksiyonlarin s yay uzunlugu parametresine gore

tiirevlerini de yazabiliriz.

_ 1 rrey  K'()
my(s) = et (s) = pert (3.104)
mz(S) — mq (5)':’;;)5)7"0(5) = mzl(s) — (ml (5)‘:’(:(;)7710(5)) ,mZI(S) — % (3105)

(3.105)’deki ifadeler birbirine esitlenip, (3.104) ile verilen denklem de yerine yazilirsa
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k' (s)

(s) _ kZ_(S)+K(S)m° k' ($)+mor3(s)\’ _Ts)
k() ( (s) = ( K2 (s)7(s) ) o 0 (3.106)

oldugu gortiliir.

Sonug 3.2.1. a: I - R3 birim hizli burulmus (gergin) egrisi verilsin. Eger a egrisi, ikinci

tirden bir T — sabit ve k sifirdan farkli bir sabit ise

7(s) = + /Zsfcla (3.107)

dir. Burada c; ve a = k?my, birer sabittir (Giirpmar ve ark., 2014).

Ispat. a, ikinci tiirden T — sabit burulmus (gergin) bir egri ve « sifirdan farkli bir sabit

olsun. O halde my = sht ve k' =0 oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla (3.103)

esitliginden
' (s) '
(%) =22 =0 = 7'(s)(mo?) + 73(s) = 0 (3.108)
()= —E® ydt_ TG _ ds__ a
T (S) - a = ds a = dr ~ 13(s) (3109)

dir. Son esitligin integralinden ise

TZ(S) - 25326‘ = T(S) - i\’ZS-aFZC (3'110)

elde edilir. Burada 2c = c; a segilebilir. Sonug olarak asagidaki esitlik elde edilir.

7(s) = + /szcla- (3.111)
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Teorem 3.2.3. a:1 - R3 ikinci tiirden T — sabit burulmus (gergin) egrisi olsun. p =
|la(s)|| uzaklik fonksiyonu, bazi sabit ¢; = 2m, ve c, degerleri i¢in asagidaki esitlikle

ifade edilir;

p =4/C1S + Cy (3.112)
(Giirpinar ve ark., 2014).

Ispat. @, ikinci tiirden T — sabit burulmus (gergin) egrisi ise ||a”|| = sbt yazilabilir. Yani

mg = sht dir. Ote yandan p uzaklik fonksiyonu

p = lla(®Il = p? = (a(s), a(s)) (3.113)

seklinde ifade edilebilir. Buradan (3.113) esitliginin her iki tarafinin yay uzunlugu

parametresine gore tiirevini alirsak,

2pp" = (d'(s), a(s)) + {a(s),a'(s)) = pp’ = (a(s),T(s)) = pp' =my (3.114)
elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin integralini alirsak
[pdp=[myds=>p?=2mys+2c=>p?>=c;s+c,=p=+cs+c, (3.115)

ifadesi elde edilir.

Teorem 3.2.4. a: I - R3 ikinci tiirden T — sabit burulmus (gergin) egrisi verilsin, a egrisi

R3°de bir genel helistir ancak ve ancak
1)? 2.2
(@) = —A%s® — 2Ascy + 2mys + ¢, (3.116)

dir. Burada A = % stfirdan farkli bir sabit ve ¢;, ¢, € R’dir.



Ispat. =: «, ikinci tirden T — sabit bir burulmus (gergin) egrisi olsun. 1 =

oldugundan Teorem 3.2.2.’den

k' ($)+mor3(s)\’ _
( Kk2(s)T(s) ) =4

elde edilir. Buradan her iki tarafin integrali alinirsa,

k' ($)+mor3(s)\’ .
f( K2(s)z(s) ) ds = fllds

k' (s)+mor3(s)
K2(s)t(s)

=As + ¢ = K'(s) + mer3(s) = (As + c)x?(s)1(s)

olur. (s) = Ak(s) ifadesini (3.119) esitliginde yerine yazip diizenlersek,

k' ()+mor3(s) 22
K3(s) "

K'(s) + mor3(s) = (As + c)k3(s)A = s+ Ac

k' (s) a2 k'(s) .o _
K3(S)+m0—/’ls+lc:>—x3(s)—/ls+Ac my
RO _ _ (AN g _
K(S)KZ(S)_AS-I_AC my = K(S)(K(S)> = A“s + Ac —m,

!

_ 2 (Y Z9p2 _ R0 T
= K(S)(K(S)) = 2A%s + 24c 2m0:>[(x(s))] = —2A%s — 2Ac + 2m,

oldugu goriiliir. Buradan son esitligin integrali alinirsa,
(L)Z——/‘LZ 2 — 2sc; + 2mgs +
@) = s sc; + 2mys + ¢,

ifadesi elde edilir.

&1 (3.112) esitliginin her iki tarafinin s yay uzunluguna gore tiirevi,
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1(s)
Kk(s)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)
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1 k (5) 1.2 2 ' _
e = AA's* + A°s + A'sc; + Ac; —my (3.125)
seklindedir. Ayrica A = 1fadesm1 son esitlikte yazip diizenlersek,

k' (s) (s) 4, /

o K(S)EA s? + K(s) e )s + k(s)A'scy + K(s) — myk(s) (3.126)
k' (s)+moK3(s) _ .4 K(s)

EErTEwo A (s + G )scl) +As+ ¢ (3.127)

olarak bulunur. (3.127) ile bulunan esitligin yeniden tiirevi alinir ve (3.117) esitligi

kullanilirsa
(2 K " (K'(s)scl+K(s))‘r(s)—x(s)scl‘r'(s) ,

A=2"(s2+ = )+,1<2 = + s+ A (3.128)
(2 KS) , (K'(s)scl+K(s))1:(s)—rc(s)scl‘r’(s)

0=2"(s?+ - s)+4 <3 T (3.129)

ifadesi elde edilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in A’nin bir sabit degere esit olmasi gerekir.

Dolayisiyla (3.127) esitliginden,

K () +mor3(s) _ K ()+mor3(s)\ _ K () +moi3(s)\ _ I _
KZ(S)T(S) — AS + Cl = ( KZ(S)T(S) ) — A = ( —Kz(s)‘[(s) ) K(S) - 0 (3.130)

oldugu goriiliir ve sonug olarak A = % sabit oldugundan, a egrisi R* uzayinda bir genel
helistir.
3.3. N — Sabit Egriler

a:1 € R — R3 birim hizl bir egri olmak iizere, eger egrinin pozisyon vektdriiniin

normal bileseninin uzunlugu (||a”||) sabit ise a egrisine N — sabit egri denir. a, bir N —

sabit egri ise ||a¥|| =0 ya da ||a¥|| = u diir. Burada p, sifirdan farkli bir sabit
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fonksiyondur. Eger ||a™|| = 0 ise egriye, birinci tiirden N — sabit egri denir, diger
durumlarda ikinci tiirdendir (Chen, 2002).

a bir N — sabit burulmus egri ise

la™()1I? = my(s) + my*(s) (3.131)

esitligi sabittir.
(3.4),(3.10), (3.11), (3.12) ve (3.131) esitliklerinden asagidaki sonucu elde ederiz:

Lemma 3.3.1. a: I - R3 birim hizli egri olsun. &, N — sabit bir burulmus (gergin) egridir

ancak ve ancak

my'(s) =1+ k(s)my(s), (3.132)
my'(s) = t(s)my(s) — k(s)my(s), (3.133)
my'(s) = —t(s)my(s), (3.134)
0 = my(s)my'(s) + my(s)m,'(s) (3.135)

olur. Burada my(s), m;(s) ve m,(s) tiirevlenebilir fonksiyonlardir (Glirpinar ve ark.,
2014).

Onerme 3.3.1. a:I — R3 birim hizl1 egri olmak iizere, a birinci tiirden bir N — sabit
burulmus (gergin) egri ise a(I), orjinden gecen bir dogrunun agik bir pargasidir.

Ispat. a, birinci tiirden bir N — sabit bir burulmus (gergin) egri olsun. Dolayisiyla ||a™ || =
0 dir. Yani (3.131)’den m; = 0 ve m, = 0 bulunur. Bulunan bu degerleri (3.132), (3.133)

ve (3.134) esitliklerinde yerlerine yazarsak,

my'(s) =1, —k(s)my(s) = 0, —1(s)m,(s) =0 (3.136)
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ifadeleri elde edilir. Buradan m,'(s) = 1 = my(s) = s + ¢ oldugundan k(s) = 0 dir.
Dolayisiyla a egrisi a(s) = (s + ¢)T(s) olarak yazilabilir. Bu esitligin s yay uzunlugu

parametresine gore ikinci tiirevi ise,
a'(s)=T(s)+(s+c)T'(s) =T(s) + (s+c)k(s)N(s) = T(s), (3.137)

seklinde elde edilir. Buradan a(s) =U s dir. Yani a(I), orjinden gegen bir dogrunun agik

bir pargasidir.

Tamm 3.3.1. Bir a: I - R3 egrisinin pozisyon vektorii rektifiyan diizlem iizerinde ise bu
egriye rektifiyan egri denir. a rektifiyan egrisinin pozisyon vektoriiniin basit denklemi
a(s) = A(s)T(s) + u(s)B(s) olur. A(s) ve u(s) tiirevlenebilir baz1 fonksiyonlardir
(Chen, 2002).

Teorem 3.3.1. a:1 - R3 bir rektifiyan egri, k(s) > 0 ve s yay uzunlugu parametresi

olsun. O zaman:

i. p = |la(s)|| uzaklik fonksiyonu olmak iizere, p?> = s + ¢;s + ¢, dir. Burada c,
ve ¢, birer sabittir.
ii.  Egrinin pozisyon vektoriiniin teget bileseni, (a(s),T(s)) =my(s)=s+b
seklindedir. Burada b sabittir.
iii.  Egrinin pozisyon vektdriiniin normal bilesenleri () sabit uzunluktadir. Ayrica
p uzunluk fonksiyonu ise sabit degildir.

iv.  Egrinin pozisyon vektoriiniin binormal bileseni sabittir. Ayrica t(s) # 0’dir.

ifadeleri saglanir (Chen, 2002).

Ispat. i-) =: « bir rektifiyan egri ve x(s) > 0 olsun. Tamm 3.3.1. geregi a(s) =

my(s)T(s) + m,(s)B(s) esitligi yazilabilir. Ayn1 zamanda p uzaklik fonksiyonu olmak

tzere p = |la(s)]| =\/m02(s)+m22(s) olarak ifade edilebilir. « rektifiyan egri

oldugundan m, = 0 dir. Bu deger (3.10), (3.11) ve (3.12) esitliklerinde yerine yazilirsa
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my'(s) —k(s)m; =1 =>m,'(s) =1, (3.139)
my' + k(s)my(s) — t(s)m,(s) = 0 = k(s)my(s) — t(s)m,(s) = 0, (3.140)
m,'(s) +t(s)m; =0=>m,'(s) =0 (3.141)

esitlikleri elde edilir. (3.139) ve (3.141) ifadelerinin integrali, my(s) = s + c vem,(s) =
d dir. Bulunan bu degerler (3.140)’da yerine yazarsak, 7(s)d — k(s)(s + ¢) = 0 esitligi

elde edilir. Diger taraftan

p? = lla(s)|I? = mo*(s) + my?*(s) = pp’ = my(s)my'(s) + my(s)my,'(s) (3.142)

yazilabilir. (3.139) ve (3.140) ifadelerinden

pp' =my(s) =s+c=2pp =2s+2c (3.143)

dir. Son esitligin integralinden ise

p?=s24+2cs+c,2p?P=s2+c¢s+c (3.144)

esitligi elde edilir.

&: p? =52+ c¢y5+ ¢, esitligi verilsin. (3.4) ifadesinden, p? = my2(s) + m%(s) +

m,2(s) yazilabilir. Bu esitligin tiirevi ise

pp’ = my(s)my'(s) + my(s)m;'(s) + my(s)m,'(s) (3.145)

olarak bulunur. (3.132), (3.133), (3.134) denklemlerini, (3.145) esitliginde yerine
yazdigimizda my(s) = s + c ifadesi elde edilir. Buradan m,'(s) = 1 olur. Bulunan bu
ifadeyi de m,'(s) = 1 + k(s)m,(s) esitliginde yerine koyarsak k(s)m,(s) = 0 elde
edilir. Buradan k(s) > 0 oldugundan m, (s) = 0 olur. Dolayisiyla {(@(s), N(s)) = 0 dir.

Yani a egrisi bir rektifiyan egri olur.
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ii-) =: a, rektifiyan bir egri olmak tizere, my’'(s) = 1 dir. Buradan my(s) = s + b elde

edilir. Dolayistyla (a(s), T(s)) = my(s) = s + b yazilabilir.

<: (a(s),T(s)) = my(s) = s+ b olsun. my'(s) = 1 olmak iizere bu esitlik (3.10)’da
yerine yazilirsa k(s)m;(s) = 0 esitligi elde edilir. Buradan x(s) > 0 oldugundan

my(s) = 0 dir. Sonug olarak a, bir rektifiyan egri olur.

iii-) =: a, rektifiyan bir egri olmak {izere p uzunluk fonksiyonunun sabit olmadig i-) ile
verilen kisimda ispatlanmistir. Egrinin pozisyon vektoriiniin normal bilesenlerinin
uzunlugunun sabit oldugunu gostermeliyiz. i-) ile verilen ispatta ve m,(s) = d oldugunu
gostermistik. Ayrica «a, rektifiyan bir egri oldugundan m;(s) = 0’dir. Bulunan bu

degerler (3.131) esitliginde yerine yazilirsa

la¥(NI? = d* = lla" ()] =d (3.146)

olarak bulunur. Boylece egrinin pozisyon vektoriiniin normal bilesenlerinin uzunlugunun

sabit oldugu ispatlanmistir.

<: Egrinin pozisyon vektoriiniin normal bilesenlerinin uzunlugu sabit olsun, ayni
zamanda p uzunluk fonksiyonu ise sabit olmasin. (3.131) esitliginin her iki tarafinin yay

uzunlugu parametresine gore tiirevi

la¥()11? = my?(s) + ma?(s) = 0 = my(s)my'(s) + ma(s)my'(s) (3.147)

olarak elde edilir. (3.10), (3.11) ve (3.12) esitliklerini (3.147)’de yerine yazarsak,
k(s)my(s)m,(s) = 0 elde edilir. Burada k(s) > 0 ve my(s) > 0 oldugundan m;(s) =

0 dir. Yani a egrisi, bir rektifiyan egri olur.

iv-) =: a, rektifiyan bir egri olsun. Dolayisiyla a(s) = my(s)T(s) + m,(s)B(s)
yazilabilir. i-)’in ispatindan my(s) = s + ¢ ve m, = d oldugunu biliyoruz. Ote yandan

yukaridaki esitligi B(s) binormal vektor alani ile i¢ garparsak
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(a(s), B(s)) = mo(s)(T(s), B(s)) + mz(s)(B(s), B(s)) = m, (3.148)

ifadesi elde edilir. m, sabit oldugundan a egrisinin pozisyon vektoriiniin binormal
bileseni de sabit olur. Simdi de burulma fonksiyonun sifirdan farkli oldugunu gosterelim.

(3.11) esitliginden

k(s)(s+c)

7(s)d —k(s)(s+c)=0=>1(s) = -

(3.149)

ifadesi yazilabilir. k(s) > 0 oldugundan 7(s) # 0 elde edilir.

&: Egrinin pozisyon vektoriiniin binormal bileseni sabit olsun. Dolayisiyla

(a(s), B(s)) = m, = sbt dir. Son esitligin yay uzunlugu parametresine gore tiirevi

(a'(s),B(s)) + {a(s),B'(s)) = 0 = (T(s),B(s)) + (a(s),—1(s)N(s)) =0  (3.150)

olarak bulunur. Buradan ise —7(s)m, = 0 elde edilir. 7(s) # 0 oldugundan m,; = 0 dir.

Sonug olarak a, rektifiyan bir egridir.

Teorem 3.3.2. a: I — R3 bir egri ve k(s) > 0 olsun. a, rektifiyan bir egriye congruent

ise egrinin egrilikleri oran1 yay uzunlugu cinsinden sabit olmayan lineer fonksiyon

seklinde yazilabilir. Yani % = ;S + ¢, dir. ¢q, ¢, birer sabit ve ¢; # 0°dir (Chen,

2002).

Ispat. a, rektifiyan bir egriye congruent olsun. Buradan a egrisinin rektifiyan bir egri
oldugu sonucunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla m; = 0 yazilabilir. Bu degeri (3.10), (3.11)
ve (3.12) esitliklerinde yerine yazarsak

my'(s) = 1, 7(s)m,(s) — k(s)my(s) = 0, m,'(s) =0 (3.151)

ifadeleri elde edilir. Ayrica Teorem 3.3.1.’deki i-)’in ispatindan my(s) = s + cvem, =

d oldugunu biliyoruz. Bu denklemleri (3.151)’de yerine yazarsak



46

oM _ste 1O 1o, ¢
7(s)d —k(s)(s+c)=0=> - d Cre s + - (3.152)

ifadesi elde edilir. Burada% = Veg = c, segilirse, asagidaki esitlik saglanir;

(s)
;(—z) = ¢+ ¢, (3.153)

Ornek 3.3.1. a(s) = — cos[[ ©(s) ds] N(s) + sin[[ ©(s) ds] B(s) parametrizasyonu ile
verilen a burulmus egrisi hem birinci tiirden bir T — sabit hem de ikinci tiirden bir N —

sabit egrisidir.

Teorem 3.3.3. a: I — R3 birinci tiirden T — sabit olmayan bir burulmus (gergin) egrisi ve
s yay uzunlugu parametresi olsun. «, ikinci tiirden bir N — sabit egrisi ise egrinin pozisyon

vektoriiniin parametrizasyonu, A, u € R olmak iizere,
a(s) =(s+A)T(s) + uB(s) (3.154)
seklindedir (Giirpinar ve ark., 2014).

Ispat. a, birinci tiirden T — sabit olmayan ve ikinci tiirden bir N — sabit bir burulmus
(gergin) egri olsun. (3.134) ile verilen ifadeyi (3.135)’de yerine yazdigimizda,
m,(s)(m;'(s) —1(s)m,(s)) = 0 elde edilir. Burada ya m,(s) =0 yada m;'(s) —
(s)m,(s) dir. m;'(s) — t(s)m,(s) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu esitlikte m;’(s)
yerine (3.133)’deki esitlik yazilirsa x(s)my(s) = 0 elde edilir. Burada k(s) >0
oldugundan my(s) = 0 dir. Ancak a burulmus egrisi, birinci tiirden T — sabit olmayan
bir egri oldugundan m,(s) # 0 olmalidir. Sonug olarak m,(s) = 0 olmasi kabuliimiizle
celigir. Dolayisiyla my(s) = 0 olmalidir. Bu ifadeyi de (3.132) ve (3.133) esitliklerinde
yerine yazarsak m,’'(s) = 1 ve m,’(s) = 0 olur. Buradan damy(s) = s + A ve m,(s) =
u elde edilir. Sonug olarak a egrisinin pozisyon vektoriiniin parametrizasyonu, a(s) =

(s + A)T(s) + uB(s) olarak elde edilir.
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Sonuc 3.3.1. a:1 - R3 ikinci tiirden bir N — sabit burulmus (gergin) egrisi verilsin.
Egrinin egrilikleri oram1 yay uzunlugu parametresi cinsinden sabit olmayan lineer

fonksiyon seklinde yazilabilir (Glirpinar ve ark., 2014).

Ispat. a, ikinci tiirden bir N — sabit burulmus (gergin) egrisi verilsin. Teorem 3.3.3."de

my(s) = s+ A, my(s) = 0 ve my(s) = u oldugunu ifade etmistik. Bu esitlikleri (3.133)

ile verilen denklemde yerine yazdigimizda,
w(s) _ (s+A)

(s —k(s)(s+1) =0 > A

(3.155)

oldugu goriiliir.
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4. SABIT ORANLI BERTRAND EGRILERI

Teorem 4.1. a: I —» R3 birim hizli burulmus egrisi verilsin, dyle ki bu egri

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (4.1)

seklinde yazilabilir. a egrisinin Bertrand egri ¢ifti olan a* egrisi

a*(s) =my"(s)T*(s) + my"(s)N*(s) + my*(s)B*(s) (4.2)

olarak yazilabilir. Burada

my*(s) = my(s) cos 8 —m,(s)sin 6, (4.3)
my*(s) = my(s) + h, (4.4)
my*(s) = my(s) sin @ + m,(s) cos O (4.5)

seklinde olup a*(s) = a(s) + hN(s) dir. 8, T ve T* arasindaki agidir. Ayrica

mgy, my, my: I = R diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.
Ispat. a* egrisi, a egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa
a*(s) = a(s) + hN(s) (4.6)

dir. Teorem 2.5.3. ile verilen @™ egrisinin Frenet vektor alanlar (4.2)’de yerine yazilip,

dizenlenirse

a*(s) = mo*(s)(cos 6 T(s)—sinf B(s)) + m*(s)N(s)
+m,*(s) (sin 6 T(s)+ cosO B(s)) 4.7

a*(s) =T(s)(my*(s) cos O + m,*(s)sinB) + N(s)m;*(s)
+B(s)(—my*(s) sin8 + m,*(s) cos 6) (4.8)



oldugu goriiliir. Diger taraftan (4.1) esitligini (4.6)’de yerine yazalim.

a*(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) + hN(s)

a*(s) = mo(s)T(s) + (my(s) + h)N(s) + my(s)B(s)

Daha sonra (4.8) ve (4.10)’dan

my(s) = my*(s) cos @ + m,*(s) sin 6,

my(s) = my"(s) — h,

m,(s) = —my*(s)sin @ + m,*(s) cos 6

oldugu goriiliir. Buradan

my*(s) = my(s) cos 8 —m,(s)sin 6,

my*(s) = my(s) + h,

m,*(s) = my(s) sin@ + m,(s) cos 6.

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.2. a: 1 - R3 birim hizli burulmus bir W - egrisi olsun, dyle ki bu egri

a(s) = mo(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s)

seklinde ifade edilsin. a egrisinin Bertrand egri ¢ifti de

a’(s) = my"(s)T*(s) + my"(S)N*(s) + mz"(s)B*(s)
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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olarak verilsin. Burada

my*(s) = co(tcosB — ksin@) + (tsin 6 + k cos 8)(c, sin(as) — ¢, cos(as))

72 KT .
+§sc039—;ssm9, (4.19)
m;*(s) = acy sin(as) + ac, cos(as) — % + h, (4.20)

m,*(s) = co(tsin@ + Kk cosB) + (Tt cos @ — k sin 0)(c; cos(as) — ¢, sin(as))

+;—zs sin0+%scose (4.21)

dir. Ayrica k Ve t, a egrisinin sirastyla egrilik ve burulmasi, ¢, ¢, ¢, € R sabitler, a =

VK2 + 12 ve B ise T ve T* arasindaki agidir.

Ispat. Onerme 3.1.1.”de bilinen m(s), m;(s) ve m,(s) degerlerini (4.3), (4.4) ve (4.5)

ile verilen esitliklerde yerine yazarsak,

2
T
my*(s) = cos @ (COT — ¢k cos(as) + cyk sin(as) + —25>
a

—sin @ (COK + ¢, cos(as) — cytsin(as) + %s) (4.22)
m,*(s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — % +h, (4.23)
TZ
m,*(s) = sinf <COT — ¢,k cos(as) + ¢,k sin(as) + ?s>
B KT
+cos 6 (COK + c;Ttcos(as) — cyTsin(as) + ;S) (4.24)
ifadeleri elde edilir. Bu denklemleri diizenlersek,

my*(s) = co(tcosO — ksinB) + (tsin b + k cos 0)(c, sin(as) — c¢; cos(as))

2
+%scos€—%ssin6, (4.25)
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m;*(s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — % + h, (4.26)

m,*(s) = co(tsin@ + kcosB) + (Tt cos @ — k sin 0)(c; cos(as) — ¢, sin(as))

+;—zs sin 6 +gs cos @ (4.27)

oldugu gortiliir.

Teorem 4.3. a: 1 — R3 birim hizl egrisi verilsin, dyle ki
a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (4.28)

seklinde ifade edilsin. a egrisinin Bertrand egri ¢ifti a* olmak iizere bu egrinin, egrilik

ve burulmasi
(my(s) + h)k*(s) = Vi [2(s)my(s) sin 8+(1 + k(s)my(s)) cos 6 — V"], (4.29)
(my(s) + h)T*(s) = Vi [t(s)m,(s) cos 9—(1 + k(s)m, (s)) sin 9] (4.30)

olarak ifade edilebilir. Burada x(s) ve 17(s), a egrisinin egrilikleri, m,(s)
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 6 ise T ile T* arasindaki acidir. Ayrica V*, a*

egrisinin bir hiz fonksiyonudur ve

V' =1 —k(s)h)? + (x(s)h)? (4.31)
esitligi ile tanimhidir.
Ispat. a egrisinin Bertrand egri ¢ifti olan a* egrisi

a*(s) =my*(s)T*(s) + my*(s)N*(s) + m,*(s)B*(s) (4.32)
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seklinde yazilabilir. (4.3), (4.4) ve (4.5)’deki esitliklerin yay uzunlugu parametresine gore

tiirevi

mo*'(s) = my'(s) cos@ —m,'(s) sin 6, (4.33)
my*'(s) = m;'(s), (4.34)
m,*'(s) = my'(s)sin@ + m,'(s) cos 6 (4.35)

olur. Bulunan bu tiirevleri (3.7), (3.8) ve (3.9) ile verilen esitliklerde yerine yazarsak,

my'(s) cos® —m,'(s) sin@ — m,*(s)V*k*(s) = V*, (4.36)

my'(s)sin@ + m,'(s) cos 6 + m,;*(s)V*t*(s) =0 (4.37)

olur. Daha sonra m;*(s) = m;(s) + h oldugundan

my'(s) cos @ —m,'(s)sin@ — (my(s) + h)V'k*(s) = V¥, (4.38)

my'(s)sin@ + m,'(s) cos@ + (m,(s) + h)V*t*(s) =0 (4.39)

dir. (3.10), (3.11) ve (3.12) ile verilen ifadeleri son esitliklerde yerine yazip, diizenlersek

(my(s) + hk*(s) = VL [t(s)m,(s) sin 9+(1 + K(s)ml(s)) cos 6 — V*], (4.40)
(my(s) + )T (s) = Vi [T(s)m,(s) cos 9—(1 + k(s)m, (s)) sin 0] (4.41)
oldugu gortiliir.

O

Teorem 4.4. a:1 - R3 bir T- sabit diizlemsel egri olsun, dyle ki (4.1) ile ifade edilsin.

Buna gore a egrisinin Bertrand egri ¢ifti de bir T- sabit egrisidir.
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Ispat. a egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 = 0 dir. O halde (3.12) esitliginden
m,'(s) = 0 dir. Ayrica a egrisi birinci veya ikinci tiirden bir T- sabit egri oldugundan
my'(s) =0 dir. Diger taraftan my*(s) = my(s) cos@ — m,(s) sin@ esitliginin yay
uzunlugu parametresine gore tiirevi, my*'(s) = my'(s) cos® — m,'(s)sin6 dir.
Bulunan bu tirev fonksiyonunda yukaridaki esitlikler yazilirsa, my*'(s) =
—m,'(s) sin 8 olur. Dolayisiyla my*'(s) = 0 = my*(s) = sht elde edilir. Sonug olarak

a™ egrisi de bir T- sabit egri olur.

m
Ornek 4.1. a egrisi,
a(s) = g (sin(v/3s),v2, cos(V3s)) (4.42)

seklinde verilsin. a egrisi, birinci tiirden T- sabit diizlemsel bir egri ise Bertrand egri ¢ifti
olan a*(s) = a(s) + hN(s) egrisinin de, h € R olmak {izere, birinci tiirden bir T- sabit
egri oldugunu gosterelim. [|a’(s)|| = 1 oldugundan a egrisi birim hizli bir egridir. Bu

egrinin Frenet vektor alanlari ile egrilik fonksiyonlar

T(s) = (cos(\/gs),o, - sin(\/§s)), N(s) = (— sin(\/gs),O, cos(\/gs)), (4.42)
B(s) = (0,—1,0), k(s) =V3,7(s) =0 (4.43)
seklinde elde edilir. Diger taraftan a egrisi, a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) +

m,(s)B(s) olarak yazilabilir. Burada m,(s) = 0 olur. Dolayisiyla a egrisi birinci tiirden

diizlemsel bir T- sabit egridir. Bu egrinin Bertrand egri ¢ifti

a*(s) = a(s) + hN(s) = \/3—§ (sin(\/gs) Jh+4/2, cos(x/?s)) (4.44)

seklinde  olup, yay uzunlugu parametresine gore tirevi a*'(s) =
(cos(\/gs),o, —sin(\/gs)) olur. Ayrica ||a*'(s)|| = 1 oldugundan a*'(s) = T(s) dir.
Yani a* Bertrand egrisi de birim hizli bir egri olur. Ote yandan a* egrisi (4.2) ile verilen

denklemle ifade edilir. Buradan da m,*(s) = 0 elde edilir. Dolayisiyla, birinci tiirden
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diizlemsel bir T- sabit egrinin Bertrand egri ¢iftinin de birinci tiirden diizlemsel bir T-

sabit egri oldugu goriliir.

Teorem 4.5. a: I —» R3 egrisi N- sabit ve birinci tiirden T- sabit diizlemsel bir egri olsun,
Oyle ki bu egrinin Bertrand egri ¢ifti olan a* egrisi de bir T- sabit ve N- sabit egri olur.
(x(s) > 0).

Ispat. a birinci tiirden bir T- sabit diizlemsel egri ise bu egrinin Bertrand egri ciftinin de
T- sabit bir egri oldugunu Teorem 4.4.’de ispatladik. Simdi ise N- sabit diizlemsel olan
bir egrinin Bertrand egri ¢iftinin de N- sabit oldugunu gosterelim:

a egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 = 0’dir. O halde (3.12) esitliginden
m,'(s) = 0 elde edilir. Diger taraftan a egrisi hem birinci tiirden T- sabit hem de N- sabit

ise
mo(s) = 0, my(s)my'(s) + ma(s)m,'(s) =0 (4.45)
olur. m,'(s) = 0 oldugundan m,(s)m;’'(s) = 0 olarak bulunur. Diger taraftan egri

diizlemsel olup, (3.11) denkleminin diizenlersek, m;’'(s) = —k(s)my(s) olur ve

m,(s)k(s)my(s) = 0 elde edilir. Ote yandan a* egrisinin N- sabit bir egri olmasi i¢in

ml*(s)(ml*(s))' + mz*(s)(mz*(s))' =0 (4.46)

esitliginin saglandigin1 gostermeliyiz. (4.4), (4.5), (4.34) ve (4.35)’deki bilinen ifadeler

ile birlikte, m,'(s) = —k(s)my(s) ve m,'(s) = 0 denklemleri (4.46)’da yerine yazilirsa,

my*(s)m;*'(s) + my*(s)my*'(s) = (h +my(s))m;'(s) +
(my(s) sin @ + m,(s) cos 8)(my'(s) sin @ + m,'(s) cos 9) (4.47)

my*(s)my ' (s) + my*(s)my*'(s) = (h +my(s))(—k(s)my(s)) +
(my(s) sin @ + m,(s) cos 0)m,'(s) sin 6 (4.48)

ifadesi elde edilir. my(s) = 0 oldugundan
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my*(s)(my"(s))" + my* (s)(my"(s)) = 0 (4.49)

oldugu goriiliir. Sonug olarak a* egrisi de N- sabit bir egri olur.

Teorem 4.6. a: I — R3 T- sabit bir helis egrisi olsun, dyle ki 8 = km (k € Z) ve k(s) >

0 olmak iizere a egrisinin Bertrand egri ¢ifti de bir T- sabit egri olur.
Ispat. a bir helis egrisi ise

) s L = (c#0) (4.50)

k(s) x(s) - 7(s)

esitligi yazilabilir. Diger taraftan a bir T- sabit egri oldugundan m,'(s) = 0 dir. Bu
ifadeyi de (3.10) esitliginde yerine yazarsak,

—k()my(s) =1 = my(s) = —% (4.51)

olur. (4.50) ve (4.51) ifadelerinden,

1 Cc

ml(s) = —@ = —% (452)
elde edilir. Son esitligi (3.12)’de yerine yazarsak

m,'(s) + 7(s) (— %) =0>m,'(s)=c (4.53)

oldugu goriiliir. Ote yandan mgy*(s) = mg(s) cos@ — m,(s)sin@ esitligini s yay

uzunlugu parametresine gore tiirevini alip, diizenlersek
my*'(s) = my'(s) cos@ —m,'(s)sin@ = my*'(s) = —m,'(s) sinf (4.54)

olur. Buradan da my*'(s) = —csin @ ifadesi yazilabilir. 8 = kn (k € Z) oldugundan

sin @ = 0 olur. Dolayisiyla
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my*'(s) = 0= my*(s) =1, (1 € R) (4.55)

olacaktir. Sonug olarak a* egrisi de bir T- sabit egri olur.

Bu calismada elde edilen sonuglar asagida 6zetlenmistir:
e Bir T- sabit diizlemsel egrisinin Bertrand egrisi bir T- sabit egrisidir.
e Hem birinci tiirden T- sabit hem de N- sabit diizlemsel egrinin Bertrand egrisi
hem T- sabit hem de N- sabit egridir.

e Bir T- sabit helis egrisinin Bertrand egrisi bir T- sabit egrisidir.
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5. SABIT ORANLI INVOLUT - EVOLUT EGRILERI

Teorem 5.1. a: I —» R3 birim hizli burulmus (gergin) egrisi verilsin, dyle ki bu egri

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (5.1)

seklinde ifade edilsin. a egrisinin involiitii olan & egrisi

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + M (s)B(s) (5.2)

olarak yazilabilir. Burada

Mo (s) = my(s), (5.3)
3(5) = = [—K(s) (o (s) — s + A) + T(s)my(s)], (5.4)
M (s) = = [1(s)(mo(s) — s + A) + Ke(s)my(s)] (5.5)

seklinde olup @(s) = a(s) + (—s + A)T(s) dir. k(s) ve t(s) sifirdan farkli olmak tizere

a egrisinin egrilik fonksiyonlari, mgy, m;, m,: I — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar,

a=Vk?+712veleRdir.

Ispat. & egrisi a egrisinin bir involiitii ise

as) =a(s)+ (—s+ A)T(s) (5.6)

dir. @ ve & pozisyon vektorlerinin Frenet vektorleri cinsinden parametrize edilmis hali

sirasiyla,

a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + my(s)B(s), (5.7)

a(s) = My ()T (s) + My (SIN(s) + Mz (s)B(s) (5.8)
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seklindedir. Teorem 2.6.2.°de verilen esitlikleri (5.8)’de yerine yazarsak

~ _ __ —k(s)T(s)+t(s)B(s)
a(s) = M(SIN(s) + i () (D)
— ()T (s)+K(s)B(s)
+ () () (5.9)

&(s) — T(S) (—K(S)ﬁﬁ(SHT(S)TFﬁ'z(S)) + N(S)T%(S)

V2412

+B(s) (T(S)ml(S’z;r:T(j)mz(S)) (5.10)

oldugu goriiliir. Ote yandan (5.7) esitligini (5.6)’da yerine yazip, diizenlersek

a(s) = my(s)T(s) + my(s)N(s) + my(s)B(s) + (—s + )T (s) (5.11)

a(s) = (my(s) — s+ DT(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (5.12)

ifadesi elde edilir. Daha sonra (5.10) ile (5.12) ifadeleri birbirine esitlenip, diizenlenirse

HOBOTITD oy (s) — 5+ 4, (513
9 (s) = my (s), (5.14)
TETIE S 19

olur. Buradan da asagidaki denklemler elde edilir.

My (s) = my(s), (5.16)
my(s) = i[—x(s) (Mmo(s) —s + ) + T(s)my(s)], (5.17)
my(s) = i[r(s)(mo(s) — s+ )+ k(s)my(s)]. (5.18)
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Sonuc 5.1. @: I - R3 birim hizli burulmus (gergin) egri ve

a@(s) = ()T (s) + My (SIN(s) + 7z (s)B(s) (5.19)

olarak verilsin. @ egrisinin evoliitii olan a egrisi

a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + m,(s)B(s) (5.20)

olarak yazilabilir. Burada (5.20) ile verilen diferansiyellenebilir katsayilar,

mo(s) = 3 [k ()M () + T()M(5)] +5 = 4, (5.21)
my(s) = my(s), (5.22)
my () = = [t(s)A () + () (5)] (5.23)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica a = Vk? + 2 ve A € R’dir.

Teorem 5.2. a: I —» R3 birim hizli burulmus (gergin) bir W- egrisi verilsin, dyle ki bu

egri

a(s) =my(s)T(s) + my(s)N(s) + my(s)B(s) (5.24)
seklinde yazilsin. a egrisinin involiitii olan & egrisi ise

a(s) = mo(s)T(s) + My (sIN(s) + M (s)B(s) (5.25)

olarak yazilabilir. Burada

K

My (s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — pet (5.26)

m; (s) = ac, cos(as) — ac, sin(as) + S (=s+ 1), (5.27)
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M, (s) = acy + 2/’1 (5.28)

olur. Ayrica @(s) = a(s) + (—s + A)T(s) dir. k ve t sifirdan farkli olmak {izere «
egrisinin egrilikleri, ¢; (0 < i < 2) reel sabitler, a = Vk? + 72 ve 1 € R’dir.

Ispat. Onerme 3.1.1."de bilinen m(s), m,(s) ve m,(s) degerlerini Teorem 5.1. ile ifade

ettigimiz esitliklerde yerine yazarsak,
My (s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — %, (5.29)

1 2
my(s) = 2 [—K (COT — ¢,k cos(as) + cyk sin(as) + %s —s+ /1)

+T(c01c + cy7 cos(as) — c,Tsin(as) + %S)], (5.30)
— 1 . T2
my(s) = 2 [T (cor — ¢k cos(as) + ¢,k sin(as) + SS—s+ /1)

+i(cok + ¢y7 cos(as) — c,Tsin(as) + )| (5.31)

olur. Buradan da parantez icleri diizenlenirse,

K

my(s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — pet (5.32)
m; (s) = ac, cos(as) — ac, sin(as) + S (—s+ 1), (5.33)
i, (s) = acy + 2/’1 (5.34)

ifadeleri elde edilir.

Teorem 5.3. a: I - R3 birinci tiirden bir N — sabit egrisi ise a’nin involiitii olan @ egrisi

birinci tiirden bir T — sabit egrisidir.
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Ispat. a birinci tiirden bir N — sabit egrisi ise m; = m, = 0’dir. Bu ifadeleri (5.3)
esitliginde yerine yazarsak My = 0 oldugu goriiliir. Yani & egrisi birinci tiirden bir T —

sabit egrisidir.

Teorem 5.4. a:1 - R3 bir T — sabit egri olsun. a’nin involiitii olan @, N — sabit egrisi

olamaz.

ispat. , birinci tiirden T — sabit egri olsun. Bu durumda m, = 0 dir. Teorem 5.1.’den
1, (s) = = [~k () (=5 + 1) + (), ()], (5.35)
M (5) = = [T(s) (= + A) + K(s)my ()] (5.36)
oldugu goriiliir. Buradan

2 (5) + 7 (5) = = [(=s + D2(12(s) + 12(5)) + m,2 () (k2 () + 72(5))], (5.32)
07 (8) + 1" (s) = my(s) + (=5 + 2)° (5.37)

ifadesi hi¢bir zaman sabit bir fonksiyon olamayacagindan &, N — sabit egrisi olamaz. Eger
@, ikinci tiirden T — sabit egrisi ise ¢ € R — {0} olmak iizere m, = ¢ dir. Bu durumda

Teorem 5.1.’den
M, 2(s) + 52 (s) = my2(s) + (c — s + 1)? (5.38)

elde edilir. Benzer sekilde &, N — sabit egrisi degildir.

Teorem 5.5. a: I — R3 ikinci tiirden bir T — sabit ve birinci tiirden N — sabit ise a’nin

involiitii olan & egrisi N — sabit egri olamaz.
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Ispat. a, ikinci tiirden T — sabit ve birinci tiirden N — sabit bir egri ise sirastyla mg = ¢

ve m; = m, = 0 dir. Teorem 5.1.’den

1, (s) = = [—K(s)(c — s + D], (5.39)
My (s) = =[1(s)(c — s + A)] (5.40)

oldugu goriiliir. Buradan ;2 (s) + 7, °(s) = (¢ — s + 1)? elde edilir. Sonug olarak &,

bir N — sabit egri olamaz.

Teorem 5.6. @: 1 — R3 birim hizli birinci tiirden bir T — sabit egrisi olsun. & egrisinin

evoliitii olan a egrisi bir N — sabit egrisidir.

Ispat. & egrisi birinci tiirden T — sabit egri oldugundan 17y = 0’dir. Sonug 5.1. geregince
m4(s) = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda m,’(s) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Denklem
(3.12)’de m,(s) = 0 yerine yazilirsa m,'(s) = 0 elde edilir. Dolayisiyla, m;(s) ve

m,(s) fonksiyonlar1 sabit oldugundan, bunlarin kareleri toplami da sabit olacaktir.

Sonugta, @ egrisinin evoliiti olan a egrisi de N — sabit egrisidir.
Teorem 5.7. @: I — R3 birinci tiirden N — sabit ve ikinci tiirden T — sabit egrisi ise @ nin
evoliitii olan a egrisi ikinci tiirden bir N — sabit egrisidir.

Ispat. &, birinci tiirden N — sabit ve ikinci tiirden T — sabit egrisi olsun. Buna gore i, =

cve m; = m, = 0’dir. Sonug 5.1.”e gore
m,(s) =c, (5.41)
m,(s) =0 (5.42)

elde edilir. Buradan « egrisinin ikinci tiirden N — sabit oldugu goriiliir.
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Teorem 5.8. @: 1 — R3 birinci tiirden bir T — sabit egrisi ise @ nm evoliitii olan a egrisi

hicbir zaman T — sabit olamaz.

Ispat. @, birinci tiirden bir T — sabit egrisi olduguna gore My = 0 dir. Sonug 5.1.
geregince m,(s) = 0 dir. Diger taraftan (3.10) esitliginden my’(s) = 1 oldugu goriiliir.
Yani my(s) hicbir zaman sabit bir fonksiyon olamaz. O halde @’nin evoliitii olan « egrisi

T — sabit olamaz.

Teorem 5.9. @:I - R3 birinci tiirden bir N — sabit egrisi ise & egrisinin evoliitii olan a

egrisi higbir zaman T — sabit egrisi olmaz.

Ispat. & birinci tiirden N — sabit egrisi ise 7, (s) = M, (s) = 0 dir. Sonug 5.1.’¢ gore

my(s) = s — A elde edilir. O halde a egrisi bir T — sabit egri olamaz.

Bu calismada elde edilen sonuglar asagida 6zetlenmistir:

e Birinci tiirden bir N — sabit egrisinin involiitii birinci tiirden bir T — sabit egrisidir.

e Bir T —sabit egrisinin involiitii hi¢cbir zaman N — sabit egrisi olamaz.

e Hem ikinci tiirden T — sabit hem de birinci tiirden N — sabit egrisinin involiitii
hi¢cbir zaman N — sabit egri olamaz.

e Birinci tiirden bir T — sabit egrisinin evoliitii bir N — sabit egrisidir.

e Hem birinci tiirden N — sabit hem de ikinci tiirden T — sabit egrisinin evoliitii bir
N — sabit egrisidir.

e Birinci tiirden bir T — sabit egrisinin evoliitli olan a hi¢bir zaman T — sabit egri
olamaz.

e Birinci tiirden bir N — sabit egrisinin evoliiti hi¢cbir zaman T — sabit egrisi olamaz.
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