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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
EKSPONANSIYEL TIPTEN FARK DENKLEMLERI UZERINE BiR CALISMA
Mustafa AKDAG

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2018, 30 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Yrd. Do¢. Dr. Mehmet Emre ERDOGAN

Bu ¢alisma toplam dort boliimden olugmaktadir. Birinci bolimde; fark denklemleri ile ilgili
genel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde; eksponansiyel tipten fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin pozitif
¢oztimleri ile ilgili yapilmis bazi ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Uclincii bolimde; a,b pozitif sabitler ve x
olmak tizere

1. %, baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel sayilar

X, =a+bx, e
fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin sinirliligi ve asimptotik davranigi incelenmistir.

Dordiincii boliimde; ¢alismaya dair sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Eksponansiyel tipten fark denklemi, Denge noktasi, Asimptotik davranig, Sinirlilik.



ABSTRACT

MS THESIS
A STUDY ON THE EXPONENTIAL TYPE DIFFERENCE EQUATIONS
Mustafa AKDAG
THE GRADUATE SCHOOL.OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY

THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2018, 30 Pages
Jury
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Yrd. Do¢. Dr. Mehmet Emre ERDOGAN

This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems related
to difference equations were given.

In the second section, informations about some of the studies regarding positive solutions of the
exponential type difference equations and systems studied before were given.

In the third section, we study the boundedness and asymptotic behavior of positive solutions for
the difference equation

X,,, =a-+bx e’
where a,b are positive constants, and the initial values x_,,x, are nonnegative numbers

In the fourth section, some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Exponential type difference equation, Equilibrium point, Asymptotic behavior, Boundedness.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemlerin ayrik benzerleri ve niimerik ¢6ziimleri olarak ortaya
cikan fark denklemleri uygulama alanlarinin genisliginden dolay1 son yillarda pek ¢ok
bilim adaminin ilgisini ¢ekmis ve bu durum fark denklemlerinin teorik olarak hizla

gelismesine katki saglamistir.

Fark denklemleri miihendislik, tip, ekonomi, iktisat, fizik, genetik, biyoloji gibi
alanlarda yaygin olarak kullanmilmaktadir. Ornegin, ekonomide arz-talep denklemlerinin
olusturulmasinda, ekonomik dalgalanmalarin agiklanmasinda, issizlik oraninin
hesaplanmasinda, genetik alanda kusaklar arasindaki genetik  baskalasim
problemlerinde, biyolojide popiilasyon sayilarinin aragtirtlmasinda, tipta hiicre
hareketlerinin takibinde kullanilmaktadir. Bu nedenle, fark denklemleri tizerine
yapilacak calismalar uygulamali matematigin yan1 sira diger bilim dallarmin da

gelisimine olumlu yonde katki saglayacaktir.

Tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; fark denklemleriyle

ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; eksponansiyel tipten fark denklemleri ile ilgili literatiir

arasgtirmasi yapilmistir.

Uciincii  boliimde; literatiirde var olan denklemlerden yola ¢ikilarak
eksponansiyel tipten yeni bir fark denklemi tanimlanmig ve tanimlanan denklemin

pozitif ¢oziimlerinin siirlilig1 ve asimptotik davranisi incelenmistir.
Dérdiincii boliim ise sonug ve onerilerden meydana gelmektedir.

1.1. Fark Denklemleri ile Ilgili Genel Tanim Ve Teoremler

Bu kisimda fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamm 1.1.1. Bir X:N; > R fonksiyonu i¢in A fark operatorii (ileri fark) veya x in

birinci mertebeden (basamaktan) farki

AX(n) = x(n+1)—x(n) (1.1.2)



seklinde tamimlanir; burada N, ={0,1,2,...} dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar

kiimesidir.
Buna gore x in ikinci mertebeden farki (A®X)
A*x(n) = A(Ax(n)) = x(n+2) — 2x(n+1) + x(n)
ve bdyle devam ederek x in k. mertebeden farki (A*X)
k [k
A*x(n) = Z:(—l)J ( _jx(n +k—1])
=0 J

seklinde hesaplanir; burada k > j olmak lizere,

[k] _k(k=1)..(k—j+1)
] J!

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
Teorem 1.1.1. A fark operatdrii lineerdir; yani

A(ax(n) +by(n)) = aAx(n) +bAy(n)

dir; burada a ve b sabitlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

Ornek 1.1.1. A(7n° =5n+1) = 7An* =5An+ A1=14n+ 2 (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tanimm 1.1.2. E o6teleme (kaydirma) operatorii
Ex(n) =x(n+1)
seklinde tanimlanir.
Bu tanima gore
E*x(n) = x(n+k)
dir. Ayrica, a ve b sabitleri igin

E(ax(n) +by(n)) = aEx(n) +bEy(n)

(1.1.6)

(1.1.7)

(1.1.8)



dir; yani E operatorii lineerlik 6zelligine sahiptir.
A ve E operatorleri arasinda
A=E-I (1.1.9)

iligkisi vardir; burada | 6zdeslik operatoriidiir; yani Ix(n) = x(n).

Buradan

AE = EA (1.1.10)

degisme Ozelligi ortaya ¢ikar. Binom formiiliinden, k. mertebeden fark ve oteleme

operatdrleri sirasiyla,

A =(E-1)" :Zk:[i;j(—l)i EX (1.1.11)
ve
EX=(A+1)" :Zk:(l;]&i (1.1.12)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Teorem 1.1.2.
(@) Her k,1 €Z" icin A*A' = A'A* = A*" ve E¥E' = E'E* = E*";
(b) A(x(n)y(n)) = y(n)Ax(n) +x(n+1)Ay(n);

x(n)j _ y(mAx(n) — x(n)Ay(n)
y(n) y(n)y(n+1)

(©) A[

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
Tamm 1.1.3. ne N, bagimsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon olmak tizere
F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (1.1.13)

esitligine bir fark denklemi denir.

E = A+ operatorii géz 6niine alinirsa, (1.1.13) fark denklemi

G(n, x(n), Ax(n),..., A“x(n)) =0 (1.1.14)



formunda yazilabilir.

(1.1.13) denklemi

x(n+k) = f (n,x(n), x(N+1),..., x(n+k —1)) (1.1.15)
ya da
A*x(n) = g(n, x(n), Ax(n), ..., Ax(n)) (1.1.16)
ya da
A*x(n) = g(n, x(n), x(n+1),..., x(n+k =1) (1.1.17)

formunda ise, normal fark denklemi adini alir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Ornek 1.1.2. Bir S ciimlesi tizerinde tanimli olan

AX(n) +3x(n) =0, (1.1.18)
A*X(n)+2Ax(n) + x(n) =0, (1.1.19)
A’X(nN)=nx(n)=2n+7, (1.1.20)
X(MA*x(n) = % , (1.1.21)
(Ax(n))* +x*(n) =1, (1.1.22)

fark denklemlerini goz oniine alalim; burada S, bir n, e N, sayisindan baslayan ardisik

dogal sayilarin sonlu ya da sonsuz bir kiimesidir. Bu denklemlerin hepsinde bagimsiz
degisken n ve bilinmeyen fonksiyon x tir. (1.1.22) hari¢ digerleri normal formda

yazilabilen denklemlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Fark denklem literatiirinde X(n) yerine sik sik X, sembolii kullanilabilmektedir.

Buna gore AX, = X,; —X, olup yukaridaki denklemlerin esdegerleri sirasiyla,

X, +2X =0, (1.1.23)

n+1

X, =0, (1.1.24)

X1y — 2%, +(A—N)X, =2n+7, (1.1.25)



n"n+3 ~ Y2 n"n+1 ~ Mn

XX . —3X X ,+3X X  —X° :%, (1.1.26)

()(nJrl_Xn)2 +X§ =-1 (1127)
dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tanim 1.1.4. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiikk ve en
kiiglik argiimentlerinin (indislerinin) farkina o denklemin mertebesi (basamagi) denir.
Ornegin, X, —4X,,,+5X,,,=0 ve X ,+XX,,=1 denklemlerinin mertebeleri,

sirasiyla, N+3—(N+1)=2 ve n+4—-n=4 tir. X,,, =n("N—2) ise sifirnct mertebeden

bir denklemdir; yani, agik olarak bir fonksiyondur (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tamm 1.1.5. N, {zerinde tammli bir x(n) fonksiyonu her neN, i¢in (1.1.13)
denklemini sagliyorsa, o zaman x(n) fonksiyonuna N, iizerinde (1.1.13) denkleminin

bir ¢6ziimi denir. k . mertebeden bir fark denkleminin,

w(n,xc,C,,...,C,) =0 (1.1.28)
veya
x=¢(n,c,C,,...,C,) (1.1.29)

seklinde k tane C,C,,...,.C, € R keyfi sabit iceren ¢dziimiine genel ¢oziim adi verilir.

Genel ¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir (Bereketoglu ve Kutay,

2012).

Teorem 1.1.3. | reel sayilarmn bir araligi ve k € Z" olmak iizere f : 1 > | siirekli
tiirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,X ,.;,...., X, € | baslangi¢ sartlar1 i¢in
Xpor = F (X0 X Xy ), NEN (1.1.30)

fark denkleminin bir tek {x }”  ¢6ziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmm 1.1.6. Eger X i¢in (1.1.30) denkleminde X = f(X,X,...,X) ise X noktasina

(1.1.30) denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).



Tamm 1.1.7. Eger her n>0 igin X ,,X ... % €J iken X, € J olacak sekilde bir

J | alt araligi varsa, bu J araligma (1.1.30) denkleminin degismez araligi denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.8. X, (1.1.30) denkleminin denge noktasi olmak {izere:

(i) Eger X,,...,X, €| olmak iizere her ¢ >0 igin |XO —Y|+...+|X_k —7|<5 iken her
n>-k igin |x, —X|<e& olacak sekilde bir & >0 sayisi varsa X denge noktas

kararlhidir denir.

(i) Eger X denge noktasi kararh ve X,..,X , €l iken limx =X olacak sekilde

nN—o0

% —X|+...+|x, —X| <y sartim saglayan y >0 sayis: varsa X denge noktas
lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger her Xj,...Xx, €l iken limx =X ise X denge noktasina ¢ekim noktasi

N—o0

denir.
(iv) Eger X denge noktas: kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasi global
asimptotik kararlidir denir.

(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.
(vi) Eger X,,...,X, €l iken |X0—7|+...+|X7k—¥|< I ve bazi N >-K sayilari i¢in
|y —X|=>r olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa X denge noktasina repeller

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.9. {x }” , (1.1.30) fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. Eger {x,}”

n=—k
¢oziimii N>-K igin x,,, =X, sartim saglyorsa, {x,} ¢Oziimii p periyotludur denir.

Bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyod denir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tamm 1.1.10. Eger {x,}” ¢bziimii sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

-k
kalan sonsuz sayidaki terim igin X, =X, sartin sagliyorsa, {x,}" ¢Oziimii er geg p

periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir (Camouzis ve
Ladas, 2008).



Tamm 1.1.11. | reel sayilarm bir araligi, K € Z" ve i =0,1,...,K olmak iizere

o _
o =a—Xi(x,x,...,x) (1.1.31)

ifadesi f : 1" =1 fonksiyonunun X lere gore kismi tirevlerinin X denge

noktasindaki degerleri olsun. Bu durumda,

Il
M=

1l
o

z 0.z, neN, (1.1.32)

n+l i

denklemine (1.1.30) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis

denklemi denir.
k _

A -3 g =0 (1.1.33)
i=0

polinom denklemine ise (1.1.30) denkleminin X denge noktasindaki karakteristik

denklemi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.1.4. (Lineer Kararhlik Teoremi)
(i) Eger (1.1.33) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise X
denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
(i) Eger (1.1.33) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1°den biiyiik

ise X denge noktasi kararsizdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.12. X, (1.1.30) denkleminin denge noktasi olsun. | >-k, m<c olmak

lizere, {X|,X|+1,...,Xm} dizisinin her elemant X denge noktasindan biiyiik veya esit,

X <X ve X, <X oluyorsa, {xl,xl+1,...,xm} dizisine {x,}" ¢Oziimiiniin bir pozitif

m+1
yart donmesi denir. Benzer sekilde, |>-Kk, m<oo olmak izere, {Xl,X|+1,...,Xm}
dizisinin her elemani X denge noktasindan kiiciik, X, =X ve X ,=X oluyorsa,

{X/) X100 X | dlizisine {X,}”_ ¢oziimiiniin bir negatif yar1 dénmesi denir (Camouzis

ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.13. {x,}" ¢Oziimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu

¢cozlimlere sifir civarinda salimimlidir denir. Aksi halde salimmli degildir denir.

(Camouzis ve Ladas, 2008).



Tamm 1.1.14. {x —x} dizisi sahmml ise {x,}” ¢Oziimine X denge noktas:

civarinda salinimlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.15. {x }"  dizisinde her n igin P<x, <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

saytlart varsa {x}~  dizisi siirlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.1.5. (Clark Teoremi) (1.1.32) fark denkleminin lokal asimptotik kararli

k
olmasi i¢in yeter sart Z| qi| <1 olmasidir.
i—0

Lemma1.1.1. f:[a,b]x[a,b]—[a,b] siirekli bir fonksiyon ve a,b pozitif reel sayilar

olmak tizere

Yo = F(Yar ¥or) , N=0,1... (1.1.34)
denklemini ele alalim. Eger f fonksiyonu,

(@) f(u,v) fonksiyonu u ya gore azalmayan ve V ye gore artmayan bir fonksiyondur.

(b) (m,M) e[a,b]x[a,b], m=f(m,M) ve M=f(M,m) sisteminin bir ¢oziimii ise
m=M dir.

ozelliklerine sahip ise (1.1.34) denklemi tek bir y pozitif denge noktasina sahiptir ve

biitlin pozitif ¢coziimler bu denge noktasina yakinsar (DeVault ve ark., 2001).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, eksponansiyel tipten fark denklemleri ve fark denklem sistemleri

konu edinilerek yapilan ¢aligmalarla ilgili bilgi verilmistir.

Aboutaleb ve ark. (2001), yaptiklari ¢alismada a,f,y Xkatsayilar1 negatif

olmayan reel sayilar olmak {izere,

a— X
- :¢ (2.1)
7+ Xn—l

fark denkleminin pozitif ¢éztimlerinin global asimptotik davranisini incelemislerdir.

El-Metwally ve ark. (2001), yaptiklar1 ¢alismada «,f Kkatsayilar1 pozitif reel

sayilar ve X ;, X, baslangic kosullar1 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,
Xpy =+ PX, 7" (2.2)

fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global kararliligini, sinirliligini ve periyodikligini

incelemislerdir.

Oztiirk ve ark. (2006), yaptiklar1 calismada «, 3,7 katsayilar pozitif reel sayilar

ve Y ,,Y, baslangic kosullar1 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,

You=—""— (2.3)

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin yakinsakligini, smirhiligini ve periyodikligini

incelemislerdir.

Ding ve Zhang (2008), yaptiklar1 ¢alismada « €(0,1), f€(0,0) ve X, X%,

baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,
Xn+l = (axn +ﬂxn—l)e_xn (24)

fark denkleminin ¢oézlimlerinin kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir.
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Oztiirk ve ark. (2008), yaptiklar1 calismada «,f8 katsayilar1 pozitif reel sayilar

ve Y ..., Y, Y, baslangic kosullar1 keyfi reel sayilar olmak iizere,

ae’(n)’n +(n’k) Yn-k )

= 2.5
Yoy + (V- K)Yos (25)

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin smirliligini ve global asimptotik davranigini
incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve ark. (2010), yaptiklari calismada A, Be(0,0) ve

X4, X0, Y1, Y, baslangic kosullari pozitif reel sayilar olmak iizere,

Xn+1 - (1_ yn - ynfl)(l_e_Ayn ) ! yn+1 = (l_ Xn T4 anl)(l_ e_an) (26)

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerini ve pozitif ¢oziimlerin negatif olmayan

denge noktasina yakinsakligini incelemislerdir.
Papaschinopoulos ve ark. (2011), yaptiklar1 ¢alismada a,b,c,d katsayilar1 ve
X1, Xys Y1 Yo baslangic kosullart pozitif reel sayilar olmak tizere,

Xn+1 =a+ bxn—167yrl ' yn+1 =C+ dyn—leixn (27)

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin smirliligini ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.
Fotiades ve Papaschinopoulos (2012(a)), yaptiklari calismada a,b katsayilari ve
X 1, X, baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

X,,, =a+bx e’ (2.8)

fark denkleminin iki periyotlu c¢oziimlerinin varligini, tekligini ve kararliligini

incelemislerdir.

Fotiades ve Papaschinopoulos (2012(b)), yaptiklar1 ¢alismada 1=12,...,K icin

a, b katsayilari ve X, N=-10 baslangi¢ kosullari pozitif reel sayilar olmak iizere,



11

e (2.9)

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin asimptotik davranigini incelemisglerdir.

Papaschinopoulos ve ark. (2012), yaptiklari ¢alismada &, £,7,0,¢,{ katsayilari

ve X i, X, Y4, Y, baslangic kosullari pozitif reel sayilar olmak iizere,

a+ pe ™" S+ee™
n+1 = ﬂ 1 Jn+l =T (210)
YtY¥Ya ¢ HX
a+pe " O+ege™
nil = L T (2.11)
VX ¢+ Yo
—Xn ~Yn
n+1:05+ﬁe _O+ee (2.12)

Yo = —
Y+ You AT
fark denklem sistemlerinin pozitif ¢éziimlerinin siirliligint ve asimptotik davranigini
incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2012), yaptiklar1 ¢alismada @,b,C,d katsayilari

ve X_ i, X, Y1, Y, baslangic kosullari pozitif reel sayilar olmak iizere,

X.,=a+by e, y =c+dx e (2.13)
ve
X.,=a+by e, y =c+dx e’ (2.14)

fark denklem sistemlerinin pozitif ¢dziimlerinin asimptotik davranigini incelemislerdir.

Khuong ve Phong (2013), yaptiklari ¢aligmada a,b,C katsayilar1 ve X,,Y,
baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak tizere,

_a+be™ _a+be™

n+l v I+l

_ (2.15)
c+Y, C+X,

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin smirliligini ve asimptotik davranigin

incelemislerdir.
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Din ve Elsayed (2014), yaptiklar1 ¢alismada «, [, 7, 0, & ¢ Kkatsayilar1 ve

X4, X0, Y1, Y, baslangic kosullari pozitif reel sayilar olmak iizere,

Xpg =+ L% +yX, €7, Y., =0+&Y, +{Y, e (2.16)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.
Papaschinopoulos ve ark. (2014), yaptiklar1 ¢alismada a,b,c,d katsayilar1 ve

X4, %, Y1 Y, baslangic kosullar: pozitif reel sayilar olmak tizere,

X,,=ax, +by e™, y  =cy +dx e (2.17)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin sinirliligini ve asimptotik davranigini

incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve ark. (2014), yaptiklar1 ¢alismada O<a<1 ve b,c,d,k

katsayilar1 ile X, baslangi¢ kosulu pozitif reel say1 olmak iizere,

aXZ ek—dxn
= +C

n

= 2.18
X +b 1+ (2.18)

n+1

fark denkleminin pozitif ¢oztiimlerinin karaliligint ve sinirliligini incelemislerdir.

Din (2015), yaptigi ¢alismada « € (0,%), fe(0,%), y €(0,1), a+B>1+p/y

ve X,,Y, baslangi¢ kosullar pozitif reel sayilar olmak iizere,

ax
X, =——, Y., =X, +1)y, 2.19
"= G s Yo =7(X%, +1)y (2.19)

fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin lokal ve global davranigini

incelemistir.

Papaschinopoulos ve ark. (2015), yaptiklar1 ¢alismada 1=1,2,...,m i¢in a, b,

', X baslangic kosullar1 pozitif sayilar olmak iizere,

katsayilar1 ve X

_ (i) (i) g () _ ) (m) y—x
ax,” +bxe™ | x" =a x~ +b x"e (2.20)

m”n-1

¥

n+l

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin asimptotik davranisini incelemislerdir.



13

Wang ve Feng (2016), yaptiklart caligmada a,b parametreleri ve X, X,

baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan sayilar olmak {izere,
X, =a+bxe ™ (2.21)

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirhiligint  ve asimptotik  davranigin

incelemislerdir.

Feng ve ark. (2016), yaptiklar1 ¢alismada (2.2) denklemini genellestirerek
a€(0,,), be(0,1), ce(0,0) ve x X, baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan sayilar

olmak iizere,
X, =a+bx ,+cx ,e™ (2.22)

fark denklemini tanimlamislar ve bu denklemin pozitif ¢dztimlerinin global kararliligini

ve sinirliligini incelemislerdir.

Comert (2017), hazirladigr yiiksek lisans tezinde (2.3) denkleminin mertebesini

artirarak

_a+pe

= (2.23)
n-2

fark denklemini tanimlamis ve pozitif katsayilar ile negatif olmayan baslangi¢ kosullari
icin (2.23) denkleminin pozitif c¢oziimlerinin yakinsakligini, smirliligm  ve
periyodikligini incelemistir. Ayrica, (2.23) denklemi icin elde ettigi sonuglari, «, 3,y
katsayilar1 pozitif reel sayilar, K bir ¢ift dogal sayr ve X ,,X .5, X4, %, negatif

olmayan baslangi¢ kosullar1 olmak {izere

_a+per

n+l }/+X (224)
n—k

fark denklemi i¢in genellestirmistir.

Bu ¢alismada; eksponansiyel tipten fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan
calismalarin 15181nda yeni bir denklem tanimlanmis ve tanimlanan denklemin pozitif

coziimlerinin sinirliligi ve asimptotik davranisi incelenmistir.
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3. x,, =a+bx_,e” FARK DENKLEMININ POZITIF COZUMLERI

Bu c¢aligmada a,b pozitif sabitler ve X ,, X, baslangi¢ sartlari negatif olmayan

reel sayilar olmak {izere
X,,, =a+bx, e (3.1)

fark denklemi tanimlanmis ve bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin smirliligt ve

asimptotik davranisi incelenmistir.

Teorem 3.1. (3.1) denklemi tek bir X pozitif denge noktasina sahiptir.

Ispat. Denge noktas1 tanimina gore (3.1) denkleminin denge noktasini elde edelim:
X =a+bxe™ veya a+bxe* —-X=0 (3.2)

dir. g(x) =a+bxe™ —x fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon i¢in

g(0)=a ve limg(x) » —o (3.3)
oldugu agiktir.
g'(X)=be™ —bxe™*-1=be™(1-x)-1 (3.4)

olup g(x)=0 denkleminin tek bir pozitif ¢dziime sahip oldugunu gostermek icin

g'(x) <0 oldugunu gostermek yeterlidir. X > a oldugu goz oniine alinarak

x|
|

Y _ A 2 2 A 2 2 _
g’(i):beiy_bieiy—lzX_a—(i—a)—lz a +aX< a + X :Ta<0
X X

|
x|

elde edilir. g’(x) <0 oldugundan g(X) fonksiyonu X civarinda azalandir. Dolayisiyla,
g(x) fonksiyonunun (X —&,X+¢&) araliginda azalan oldugunu diisiinebiliriz. g(X)=0
denkleminin X den daha biiyiik koklerinin var oldugunu kabul edelim ve X bu
koklerden en kiigiigii olsun (X >X). Yukaridaki yontemle, g'(x) <0 oldugunu da
kolaylikla gosterebiliriz. Bu durumda, ¢(X) fonksiyonu X, civarinda da azalandir.

Yani, g(x) fonksiyonu (X —é&,% +¢&) gibi bir aralikta azalandir. g(X+¢&)<0,
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g(x,—&)>0 ve g(x) siirekli bir fonksiyon oldugundan ¢(X)=0 denkleminin
(X+&,% —¢) arahiginda bir kokii olmalidir ki bu X, in X den biiyiik en kii¢iik kok
olmasiyla celisir. Benzer sekilde, g(x)=0 denkleminin (a,X) araliginda da kokii
olmadig1 gosterilebilir. Bu durumda, g(X)=0 denkleminin (a,o) araliginda tek bir

¢Ozimii vardir.

Teorem 3.2. Eger b<e® ise (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢dziimleri sinirhdir.
Ispat. (3.1) denkleminin herhangi bir ¢oziimii {x,}._, olsun.

X, =a+bx_ e,

X, =a+bx,e ™,

X, =a+bxe™,

X, =a-+bx,e ™,

o
Xoni1 = a+bx2n—le o,

o
Xonrp =a+DX, €7,

elde edilir.

Oncelikle, {x,}”  dizisinin {x, ,}" altdizisini inceleyelim:
x =a+bx e (x >a)
X, =a+bxe ™ <a+be™x

—X; —a
X, =a+bxe ™ <a+be’x,
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oldugundan n>1 igin
Xon,y =+DX,, 7% <a+be™?x,, , (3.5)
olur. Buradan hareketle,
Yony =a+be?y, ., nx1 (3.6)
fark denklemini ele alalim.
y, =a+be™y,
y, =a+be?y,=a+be?(a+bey,)=a+abe®+(be )%y,

y, =a+be 'y, =a+be*(a+abe™® +(be?)’y,) =a+abe™ +a(be )’ +(be?)’y,

a

Yan =a-+abe ™ +a(be )’ +...+a(be®)" " +(be )"y, = ——
2n+1 ! 1—be é

+(be™)"y, (3.7)

oldugundan (3.6) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii, Yy, =1, olmak tizere

Yonu = rl(be_a)n + (3-8)

1-be™
seklindedir. b <€® oldugundan

a
1-bhe™

Yona = rl(be_a)n + < rl(eae_a)n + =n+

1-be™ 1-be™®

olup (3.6) denkleminin {y,,,}" ¢6ziimii simrl bir dizidir. Eger X, =Y, olarak alinirsa,

n=

(3.5) ve (3.6) dan

-a
X2n+1 - y2n+l < b(XZn—l - y2n—1)e

dir. Buradan,
X;—Y; <b(x —y)e? ve X<V,

X5 = Ys < b(X3 - ya)eia Ve X5 < y5
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elde edilir. Dolayistyla, n>1 igin X, ; <VY,,,, olup {X,,,,} " dizisi de smirhdur.
Benzer sekilde, {x,,,,} . alt dizisini ele alalim:
X, =a-+bxe™ (x,>a)

—X. —-a
X, =a+bx,e™ <a+be’x,

—X, —a
X, =a+bx,e ™ <a+be’x,

oldugundan n>1 igin

Xon,p =a+bX, 7% <a+be™x,, (3.9
olur. Buradan hareketle,

zZ,,.,=a+be?z, , n>1 (3.10)
fark denklemini ele alalim.

z,=a+be’z,

z, =a+be’z, =a+be*(a+bez,) =a+abe® +(be?)’z,

z, =a+be*z, =a+be(a+abe* +(be?)’z,) =a+abe* +a(be )’ +(be?)’z,

z, ,=a+abe” +a(be?)?+..+abe )" +(be )"z, =$+(be‘a)” z, (311
—Dpe

oldugundan (3.10) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii, Z, =, olmak iizere

Zynyr = (D7) + (3.12)

1-be™?
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seklindedir. b <€® oldugundan

a a
=r,+ —
1-be

— <, (€% ™)"+

a
Zyno = (087%)" +
2n+2 2( ) 1—be 1_be,a

olup (3.10) denkleminin {z,,,}" ¢6ziimii smrh bir dizidir. Eger X, =2, olarak
alinirsa, (3.9) ve (3.10) dan

Xoniz = Zoniz < b(xzn B Zzn)e_a
dir. Buradan,

X,—2,<b(x,—2z,)e® ve X, <z,

Xs —Zg <b(X, —2,)e® ve X; < Zg

elde edilir. Dolayistyla, n>1 igin X,,, <Z,,,, olup {x,,,} " dizisi de smrlidir. Sonug

olarak, (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢6ziimlerinin sinirli oldugu ispat edilmis olur.

Ornek 3.1. x,=04, x,=0.9 olmak iizere a=2 ve b=3 degerleri i¢in (3.1)

denkleminin ¢6ziimii sinirhidir.

1o
W
1

x(n)

[y
W
I

0 20 40 60 80 100
72
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Ornek 3.2. x,=04, x,=0.9 olmak iizere a=0.5 ve b=8 degerleri igin (3.1)

denkleminin ¢6ziimi sinirlidir.

%]
w
I

0 20 40 60 80 100
n

Teorem 3.3. Eger b <eise (3.1) denklemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) {a,%} araligi (3.1) denkleminin degismez araligidir.
—ne

(i) Ve e R" igin bir Ny e N vardir 6yle ki Vn=>n, i¢in X, € {a, 1a;b:a} dir.
—ne

Ispat.

(i) x,,% € [a,l . a} olmak iizere, (3.1) denkleminin bir ¢6ziimii {x,}” olsun. Bu
— e —

dizinin {x,,.,}"

. a1 C e
., alt dizisini ele alalim. b<e® veya e® < ™ oldugu goz oniine alinirsa,

“x a a
asx =a+bx e <a+b — e = -
1-be™ 1-be™

olup, bu durumda,
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a

A< Xona ST o= (3.13)

elde edilir. Benzer sekilde, {x,,.,}  alt dizisini ele alalim.

asx,=a+bxe™ <a+b a_ et = a_
1-be™ 1-be™

elde edilir. Bu durumda,

a

olur ki (3.13) ve (3.14) te elde edilen esitsizliklerden (i) sikkinin ispat1 tamamlanir.

(ii) (3.1) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olan {x }”  dizisinin {x,,,}" alt dizisini

ele alalim. Bu durumda, Teorem 3.2 ye gore,

0<l =liminf (x,,,) ve L =limsup(x,,,) <o (3.15)
oldugunu kabul edebiliriz. (3.1) ve (3.15) ten

L <a+bLe™ ve |, >a+ble™

yazilabilir. |, > a oldugundan

L <a+bLe™<a+bLe™

L, —bLe?*<a

L(@-be®)<a

a
1-be™?

L, <

dir. Buradan,
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a
aslL < 3.16
- 1-be™® (3.16)

elde edilir. Dolayisiyla, X, [a, 1"3‘;‘91

a} olacak sekilde bir n; sayisinin var oldugu

agiktir. Benzer sekilde, {x,,,,}" alt dizisini ele alahm. Bu durumda, Teorem 3.2 ye

n=0

gore,

0<l, =liminf (x,,,,) ve L, =limsup(x,,,,) <= (3.17)
oldugunu kabul edebiliriz. (3.1) ve (3.17) den

L,<a+bLe™" vel,>a+ble™

yazilabilir. I, >a oldugundan

L, <a+bLe™<a+bLe™

L, -bLe " <a

L(A-be?)<a

a

L <
27 1—pe?

dir. Buradan,

a
a<L, < 3.18
?"1-be® (3.18)

elde edilir. Dolayisiyla, X, , € {a, 1a+£2

_a} olacak sekilde bir n, sayisinin var oldugu

agiktir.  Bu  durumda, n,=max{n,n,} ve e=max{g,s,} olmak iizere

X, e{a, a+ga} olacak sekilde n, sayisinin varlifi ispat edilmis olur. Boylece ispat

tamamlanir.
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Ornek 3.3. x,=3.1, x,=3.3 olmak iizere a=3 ve b=27 degerleri icin (3.1)

denkleminin ¢6ziimii Teorem 3.3 te verilen degismez araligin sinirlar1 arasindadir.

34
e
O
N~
|
o 32
=
—
31
3 T T 7 T 3
(0] 20 40 60 80 100

7z

x(72) — — Alt Stnir — - — Ust Sinar|

Teorem 3.4. X ;, X, baslangic sartlar pozitif ve a,b parametreleri

. —a++a’+4

2

b<e (3.19)

sartin1 saglayan negatif olmayan sabitler ise (3.1) denklemi bir tek X pozitif denge

noktasina sahiptir dyle ki

— a
X Elia,m} (320)

dir. Dahasi, (3.1) denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri bu denge noktasina yakinsar.

Ispat. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den (3.1) denkleminin bir tek X pozitif denge

noktasma sahip oldugu agiktir. Ispati tamamlamak igin herhangi bir {x }”  pozitif
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¢Oziimiinlin X denge noktasina yakinsadigini gostermek yeterlidir. Bu amagcla,

a+e N
| ={a, —} ve X,y e | olmak iizere,
1-be™®

f(x,y)=a+bxe™

(3.21)
fonksiyonunu ele alalim. b <e* oldugundan (3.21) den x,y el igin
a<f(xy)<atb2ts g=_atbee” a+s (3.22)

1-be™ 1-be™® 1-be™

yazilabilir. Bu nedenle, f :1xl —1 seklinde tanimlanir. b <e* oldugundan (3.19) ve

Teorem 3.3 ten {Xn}::_l €l olacak sekilde bir n, dogal sayisinin var oldugu agiktir.

m, M pozitif reel sayilarinin

M =a+bMe™ ve m=a+bme™

(3.23)
esitliklerini sagladigini kabul edelim. (3.23) ten
'\g'\_ﬂa i % —e™ (3.24)
olup
m_ OM_w__bm (3.25)
M—-a m-a
ve
M:In( bm ] mzln( bM ] (3.26)
m-a M-a
yazilabilir. (3.23) ve (3.26) dan
M -bMe " =a, m-bme™ =a
M@1-be™)=a, ml-be™)=a (3.27)

In[ bm j(l—be‘m)za, In( bM j(l—be‘“")za (3.28)
m-a M-a



yazilabilir. Buradan hareketle,

bx
X—a

F(x)=|n( j(l—be‘x)—a

fonksiyonunu ele alalim. F(z) =0 olsun ve
F'(z)<0

oldugunu gosterelim. (3.29) dan

F(2)=(-be™)- 4 S+ In(zb_zajbe‘z

yazilabilir. Ayrica F(z) =0 oldugundan

( bz j a
In =
z—a) 1-be™

oldugu agiktir. (3.31) ve (3.32) den

-a abe™

F'(z) =(@—be™) o

ve
F'(z) = a(bz(z—a)—e’(1-be?)?)

z(z—a)(e* —h)
yazilabilir.

H(z) =bz(z-a), G(z) =e*(1-he?)’

24

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

olarak tanimlanirsa, zZ >a olmak iizere (3.30) esitsizliginin saglandigini gostermek i¢in

H(z)-G(z)<0

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (3.35) ten

H'(z) =b(2z-a), G'(z) =—b%e " +¢’

H"(z)=2b, G"(z) =b%e ™ +¢€’

(3.36)

(3.37)
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H"(z) =0, G"(z) =-b’e” +¢’

esitlikleri elde edilir. z >a olmak iizere, (3.19) ve (3.37) den

H"(z)-G"(z) =b%¢™*—e* <0 (3.38)
yazilabilir. (3.38) de integral alinirsa,

H"(z)-G"(z) <H"(a)-G"(a) =2b—b%? —e* =—e?(b—e*)* <0 (3.39)
elde edilir. z>a olmak iizere, (3.39) dan

H'(z)-G'(z) <H'(a)—-G'(a) =ab+b% ™ —e* =e*(b* + abe® —e**) (3.40)
yazilabilir. Ayrica (3.19) dan

b® +abe* —e* <0 (3.41)
oldugu agiktir. (3.40) ve (3.41) den

H'(z2)-G'(z) =b(2z—a) +b%* " —e’ <0 (3.42)
elde edilir. z>a olmak iizere (3.42) den

H(z)-G(z)<H(a)-G(a)<0 (3.43)

yazilabilir bu ise (3.30) esitsizliginin saglandigin1 gosterir. F'(x) <0 oldugundan F(x)
fonksiyonu z civarinda azalandir. Dolayisiyla, F(x) fonksiyonunun (z—g,z+¢)

araliginda azalan oldugunu diisiinebiliriz. F(x) =0 denkleminin z den daha biiyiik
koklerinin var oldugunu kabul edelim ve z, bu kdklerden en kiigiigii olsun (z, > 7).
Yukaridaki yontemle F'(z)) <0 oldugunu da gosterebiliriz. Bu durumda, F(X)
fonksiyonu z, civarinda da azalandir. Yani, F(x) fonksiyonu (z, —¢,,Z, +¢,) gibi bir
aralikta azalandir. F(z+¢)<0, F(z,—&)>0 ve F(x) siirekli bir fonksiyon
oldugundan F(x)=0 denkleminin (z+¢,2z, —¢) araliginda bir kokii olmalidir ki bu z,

in z den biiylik en kiigiik kok olmastyla gelisir. Benzer sekilde, F(x)=0 denkleminin

(a,z) araliginda da kokii olmadigi gosterilebilir. Bu durumda, F(x) =0 denkleminin
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tek bir ¢6ziimii vardir. Buradan (3.26) ve (3.29) dan m=M elde edilir ki Lemma 1.1.1

geregi ispat tamamlanir.

Ornek 3.4. x,=3.1, x,=19 olmak iizere a=2 ve b=2 degerleri icin (3.1)

denkleminin ¢6ziimii denklemin denge noktasina yakinsar.

7

Ornek 3.5. x,=31, x,=1.9 olmak iizere a=2 ve b=15 degerleri igin (3.1)

denkleminin ¢6ziimii denklemin denge noktasina yakinsamaz.

[35)
1

1
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada; literatiirde var olan denklemlerden yola ¢ikilarak, a,b pozitif

sabitler ve X ;, X, baslangic sartlar1 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,
X,,, =a+bx e’

fark denklemi tanimlanmis ve bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin smirliligt ve
asimptotik davranisi incelenmistir. Denklemin tek bir pozitif denge noktasina sahip
oldugu, c¢oziimlerin simirliligi ve denge noktasinin kararliligr icin yeterli olan sartlar
ifade ve ispat edilmistir. Ayrica, elde edilen sonucglar niimerik Ornekler ile

desteklenmistir.

Yapilacak yeni ¢aligmalarda (3.1) denklemi negatif baslangi¢c kosullar1 ya da
negatif parametreler i¢in tekrar ele alinabilir. (3.1) denklemdeki katsayilarin yerine
farkli diziler alinarak yeni caligmalar yapilabilecegi gibi denklemdeki bilinmeyen sayisi
veya denklemin mertebesi artirilarak daha genel ¢alismalar yapilabilir. Ayrica, (3.1)
denklemi ya da (3.1) den elde edilecek daha genel denklemler kullanilarak fark denklem

sistemleri tanimlanabilir ve tanimlanan sistemlerin 6zellikleri incelenebilir.
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