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Bu çalıĢma toplam dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde; fark denklemleri ile ilgili 

genel tanım ve teoremler verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde; eksponansiyel tipten fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin pozitif 

çözümleri ile ilgili yapılmıĢ bazı çalıĢmalar hakkında bilgi verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde; ,a b  pozitif sabitler ve 
1 0,x x

 baĢlangıç koĢulları negatif olmayan reel sayılar 

olmak üzere  

1

1 1
nx

n nx a bx e 

     

fark denkleminin pozitif çözümlerinin sınırlılığı ve asimptotik davranıĢı incelenmiĢtir. 

Dördüncü bölümde; çalıĢmaya dair sonuç ve önerilere yer verilmiĢtir. 
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This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems related 

to difference equations were given. 

In the second section, informations about some of the studies regarding positive solutions of the 

exponential type difference equations and systems studied before were given. 

In the third section, we study the boundedness and asymptotic behavior of positive solutions for 

the difference equation 

1

1 1
nx

n nx a bx e 

     

where ,a b   are positive constants, and the initial values 
1 0,x x

  are nonnegative numbers 

In the fourth section, some conclusions and suggestions were given. 
 

 

Keywords: Exponential type difference equation, Equilibrium point, Asymptotic behavior, Boundedness. 
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1. GĠRĠġ 

Diferansiyel denklemlerin ayrık benzerleri ve nümerik çözümleri olarak ortaya 

çıkan fark denklemleri uygulama alanlarının geniĢliğinden dolayı son yıllarda pek çok 

bilim adamının ilgisini çekmiĢ ve bu durum fark denklemlerinin teorik olarak hızla 

geliĢmesine katkı sağlamıĢtır. 

Fark denklemleri mühendislik, tıp, ekonomi, iktisat, fizik, genetik, biyoloji gibi 

alanlarda yaygın olarak kullanılmaktadır. Örneğin, ekonomide arz-talep denklemlerinin 

oluĢturulmasında, ekonomik dalgalanmaların açıklanmasında, iĢsizlik oranının 

hesaplanmasında, genetik alanda kuĢaklar arasındaki genetik baĢkalaĢım 

problemlerinde, biyolojide popülasyon sayılarının araĢtırılmasında, tıpta hücre 

hareketlerinin takibinde kullanılmaktadır. Bu nedenle, fark denklemleri üzerine 

yapılacak çalıĢmalar uygulamalı matematiğin yanı sıra diğer bilim dallarının da 

geliĢimine olumlu yönde katkı sağlayacaktır. 

 Tez çalıĢması dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde; fark denklemleriyle 

ilgili genel tanım ve teoremler verilmiĢtir. 

 Ġkinci bölümde; eksponansiyel tipten fark denklemleri ile ilgili literatür 

araĢtırması yapılmıĢtır. 

 Üçüncü bölümde; literatürde var olan denklemlerden yola çıkılarak 

eksponansiyel tipten yeni bir fark denklemi tanımlanmıĢ ve tanımlanan denklemin 

pozitif çözümlerinin sınırlılığı ve asimptotik davranıĢı incelenmiĢtir. 

 Dördüncü bölüm ise sonuç ve önerilerden meydana gelmektedir. 

1.1. Fark Denklemleri Ġle Ġlgili Genel Tanım Ve Teoremler 

Bu kısımda fark denklemleri ile ilgili literatürde var olan genel tanım ve 

teoremler verilecektir. 

Tanım 1.1.1. Bir 0:x   fonksiyonu için   fark operatörü (ileri fark) veya x  in 

birinci mertebeden (basamaktan) farkı 

( ) ( 1) ( )x n x n x n             (1.1.1)  
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Ģeklinde tanımlanır; burada 0 {0,1,2,...}  doğal sayılar kümesi ve  reel sayılar 

kümesidir. 

Buna göre x  in ikinci mertebeden farkı 
2( )x  

2 ( ) ( ( )) ( 2) 2 ( 1) ( )x n x n x n x n x n               (1.1.2) 

ve böyle devam ederek x  in k . mertebeden farkı ( )k x  

0

( ) ( 1) ( )
k

k j

j

k
x n x n k j

j

 
     

 
         (1.1.3) 

Ģeklinde hesaplanır; burada k j  olmak üzere, 

( 1)...( 1)

!

k k k k j

j j

    
 

 
         (1.1.4) 

dir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Teorem 1.1.1.   fark operatörü lineerdir; yani 

( ( ) ( )) ( ) ( )ax n by n a x n b y n              (1.1.5) 

dir; burada a  ve b  sabitlerdir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Örnek 1.1.1. 
2 2(7 5 1) 7 5 1 14 2n n n n n          (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Tanım 1.1.2. E  öteleme (kaydırma) operatörü 

( ) ( 1)Ex n x n            (1.1.6) 

Ģeklinde tanımlanır. 

 Bu tanıma göre 

( ) ( )kE x n x n k            (1.1.7) 

dır. Ayrıca, a  ve b  sabitleri için 

( ( ) ( )) ( ) ( )E ax n by n aEx n bEy n           (1.1.8) 
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dir; yani E  operatörü lineerlik özelliğine sahiptir. 

   ve E  operatörleri arasında 

E I              (1.1.9) 

iliĢkisi vardır; burada I  özdeĢlik operatörüdür; yani ( ) ( )Ix n x n . 

Buradan 

E E                       (1.1.10) 

değiĢme özelliği ortaya çıkar. Binom formülünden, k . mertebeden fark ve öteleme 

operatörleri sırasıyla,  

0

( ) ( 1)
k

k k j k j

j

k
E I E

j





 
     

 
                  (1.1.11) 

ve 

0

( )
k

k k k j

j

k
E I

j





 
     

 
                   (1.1.12) 

dir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Teorem 1.1.2.  

(a) Her ,k l   için k l l k k l        ve k l l k k lE E E E E   ; 

(b) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( 1) ( )x n y n y n x n x n y n      ; 

(c) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1)

x n y n x n x n y n

y n y n y n

    
  

 
 

dir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Tanım 1.1.3. 0n  bağımsız değiĢken ve x  bilinmeyen fonksiyon olmak üzere 

( , ( ), ( 1),..., ( )) 0F n x n x n x n k                    (1.1.13) 

eĢitliğine bir fark denklemi denir. 

 E I   operatörü göz önüne alınırsa, (1.1.13) fark denklemi 

( , ( ), ( ),..., ( )) 0kG n x n x n x n                    (1.1.14) 
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formunda yazılabilir. 

 (1.1.13) denklemi 

( ) ( , ( ), ( 1),..., ( 1))x n k f n x n x n x n k                     (1.1.15) 

ya da 

1( ) ( , ( ), ( ),..., ( ))k kx n g n x n x n x n                    (1.1.16) 

ya da 

( ) ( , ( ), ( 1),..., ( 1))k x n g n x n x n x n k                     (1.1.17) 

formunda ise, normal fark denklemi adını alır (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Örnek 1.1.2. Bir S  cümlesi üzerinde tanımlı olan 

( ) 3 ( ) 0x n x n   ,                   (1.1.18) 

2 ( ) 2 ( ) ( ) 0x n x n x n     ,                  (1.1.19) 

2 ( ) ( ) 2 7x n nx n n    ,                  (1.1.20) 

3 1
( ) ( )

2
x n x n  ,                   (1.1.21) 

2 2( ( )) ( ) 1x n x n    ,                  (1.1.22) 

fark denklemlerini göz önüne alalım; burada S, bir 0 0n   sayısından baĢlayan ardıĢık 

doğal sayıların sonlu ya da sonsuz bir kümesidir. Bu denklemlerin hepsinde bağımsız 

değiĢken n  ve bilinmeyen fonksiyon x  tir. (1.1.22) hariç diğerleri normal formda 

yazılabilen denklemlerdir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

 Fark denklem literatüründe ( )x n  yerine sık sık nx  sembolü kullanılabilmektedir. 

Buna göre 1n n nx x x    olup yukarıdaki denklemlerin eĢdeğerleri sırasıyla, 

1 2 0n nx x   ,                   (1.1.23) 

2 0nx   ,                    (1.1.24) 

2 12 (1 ) 2 7n n nx x n x n      ,                 (1.1.25) 
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2

3 2 1

1
3 3

2
n n n n n n nx x x x x x x      ,                 (1.1.26) 

2 2

1( ) 1n n nx x x                        (1.1.27) 

dir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Tanım 1.1.4. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en büyük ve en 

küçük argümentlerinin (indislerinin) farkına o denklemin mertebesi (basamağı) denir. 

 Örneğin, 3 2 14 5 0n n nx x x      ve 4 2 1n n nx x x    denklemlerinin mertebeleri, 

sırasıyla, 3 ( 1) 2n n     ve 4 4n n    tür. 7 ( 2)nx n n    ise sıfırıncı mertebeden 

bir denklemdir; yani, açık olarak bir fonksiyondur (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Tanım 1.1.5. 0  üzerinde tanımlı bir ( )x n  fonksiyonu her 0n  için (1.1.13) 

denklemini sağlıyorsa, o zaman ( )x n  fonksiyonuna 0  üzerinde (1.1.13) denkleminin 

bir çözümü denir. k . mertebeden bir fark denkleminin, 

1 2( , , , ,..., ) 0kn x c c c                    (1.1.28) 

veya 

1 2( , , ,..., )kx n c c c                    (1.1.29) 

Ģeklinde k  tane 1 2, ,..., kc c c   keyfi sabit içeren çözümüne genel çözüm adı verilir. 

Genel çözümden elde edilen çözümlere de özel çözüm denir (Bereketoğlu ve Kutay, 

2012). 

Teorem 1.1.3. I  reel sayıların bir aralığı ve k   olmak üzere 
1: kf I I   sürekli 

türevlere sahip bir fonksiyon ise 1 0, ,...,k kx x x I     baĢlangıç Ģartları için 

 1 1 0, , , ,n n n n kx f x x x n                     (1.1.30) 

fark denkleminin bir tek  n n k
x




 çözümü vardır (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.6. Eğer x  için (1.1.30) denkleminde  , , ,x f x x x  ise x  noktasına 

(1.1.30) denkleminin denge noktası denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 
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Tanım 1.1.7. Eğer her 0n  için 1 0, ,...,k kx x x J     iken Jxn   olacak Ģekilde bir 

IJ   alt aralığı varsa, bu J aralığına (1.1.30) denkleminin değiĢmez aralığı denir 

(Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.8. x , (1.1.30) denkleminin denge noktası olmak üzere: 

(i) Eğer 0 ,..., kx x I   olmak üzere her 0  için 
0 ... kx x x x       iken her 

n k   için 
nx x    olacak Ģekilde bir 0  sayısı varsa x  denge noktası 

kararlıdır denir. 

(ii) Eğer x  denge noktası kararlı ve 0 ,..., kx x I   iken lim n
n

x x


  olacak Ģekilde 

0 ... kx x x x       Ģartını sağlayan 0  sayısı varsa x  denge noktası 

lokal asimptotik kararlıdır denir. 

(iii) Eğer her 0 ,..., kx x I   iken lim n
n

x x


  ise x  denge noktasına çekim noktası 

denir. 

(iv) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise x  denge noktası global 

asimptotik kararlıdır denir. 

(v) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise kararsızdır denir. 

(vi) Eğer 0 ,..., kx x I   iken 0 ... kx x x x r      ve bazı N k   sayıları için 

Nx x r   olacak Ģekilde bir 0r  sayısı varsa x  denge noktasına repeller 

denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.9.  n n k
x




, (1.1.30) fark denkleminin bir çözümü olsun. Eğer  n n k

x



 

çözümü n k   için n p nx x   Ģartını sağlıyorsa,  n n k
x




 çözümü p periyotludur denir. 

Bu Ģartı sağlayan en küçük pozitif p tam sayısına da asal periyod denir (Camouzis ve 

Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.10. Eğer  n n k
x




 çözümü sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye 

kalan sonsuz sayıdaki terim için n p nx x   Ģartını sağlıyorsa,  n n k
x




 çözümü er geç p 

periyotludur denir ve p bu Ģartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır (Camouzis ve 

Ladas, 2008). 
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Tanım 1.1.11. I  reel sayıların bir aralığı, k   ve 0,1, ,i k  olmak üzere 

 , , ,i

i

f
q x x x

x





                   (1.1.31) 

ifadesi 
1: kf I I   fonksiyonunun ix  lere göre kısmi türevlerinin x  denge 

noktasındaki değerleri olsun. Bu durumda, 

1 0
0

,
k

n i n i
i

z q z n 


                     (1.1.32) 

denklemine (1.1.30) denkleminin x  denge noktası civarındaki lineerleĢtirilmiĢ 

denklemi denir. 

1

0

0
k

k k i

i
i

q  



                      (1.1.33) 

polinom denklemine ise (1.1.30) denkleminin x  denge noktasındaki karakteristik 

denklemi denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Teorem 1.1.4. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

(i) Eğer (1.1.33) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise x  

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

(ii) Eğer (1.1.33) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den büyük 

ise x  denge noktası kararsızdır (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.12. x , (1.1.30) denkleminin denge noktası olsun. l k  , m  olmak 

üzere,  mll xxx ,...,, 1  dizisinin her elemanı x  denge noktasından büyük veya eĢit, 

1lx x   ve 1mx x   oluyorsa,  mll xxx ,...,, 1  dizisine  n n k
x




 çözümünün bir pozitif 

yarı dönmesi denir. Benzer Ģekilde, l k  , m  olmak üzere,  mll xxx ,...,, 1  

dizisinin her elemanı x  denge noktasından küçük, 1lx x   ve 1mx x   oluyorsa, 

 mll xxx ,...,, 1  dizisine  n n k
x




 çözümünün bir negatif yarı dönmesi denir (Camouzis 

ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.13.  n n k
x




 çözümlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu 

çözümlere sıfır civarında salınımlıdır denir. Aksi halde salınımlı değildir denir. 

(Camouzis ve Ladas, 2008). 
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Tanım 1.1.14.  nx x  dizisi salınımlı ise  n n k
x




 çözümüne x  denge noktası 

civarında salınımlıdır denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.1.15.  n n k
x




 dizisinde her n  için nP x Q   olacak Ģekilde P  ve Q  pozitif 

sayıları varsa  n n k
x




 dizisi sınırlıdır denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Teorem 1.1.5. (Clark Teoremi) (1.1.32) fark denkleminin lokal asimptotik kararlı 

olması için yeter Ģart 
0

1
k

i
i

q


   olmasıdır. 

Lemma 1.1.1.      : , , ,f a b a b a b   sürekli bir fonksiyon ve ,a b  pozitif reel sayılar 

olmak üzere 

1 1( , )n n ny f y y  , 0,1,...n                    (1.1.34) 

denklemini ele alalım. Eğer f  fonksiyonu, 

(a) ( , )f u v  fonksiyonu u  ya göre azalmayan ve v  ye göre artmayan bir fonksiyondur. 

(b)    ( , ) , ,m M a b a b  , ( , )m f m M  ve ( , )M f M m  sisteminin bir çözümü ise 

m M dir. 

özelliklerine sahip ise (1.1.34) denklemi tek bir y  pozitif denge noktasına sahiptir ve 

bütün pozitif çözümler bu denge noktasına yakınsar (DeVault ve ark., 2001). 
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

Bu bölümde, eksponansiyel tipten fark denklemleri ve fark denklem sistemleri 

konu edinilerek yapılan çalıĢmalarla ilgili bilgi verilmiĢtir. 

Aboutaleb ve ark. (2001), yaptıkları çalıĢmada , ,    katsayıları negatif 

olmayan reel sayılar olmak üzere, 

1

1

n
n

n

x
x

x

 










             (2.1) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin global asimptotik davranıĢını incelemiĢlerdir. 

El-Metwally ve ark. (2001), yaptıkları çalıĢmada ,   katsayıları pozitif reel 

sayılar ve 1 0,x x  baĢlangıç koĢulları negatif olmayan reel sayılar olmak üzere, 

1 1
nx

n nx x e  

                (2.2) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin global kararlılığını, sınırlılığını ve periyodikliğini 

incelemiĢlerdir. 

Öztürk ve ark. (2006), yaptıkları çalıĢmada , ,    katsayıları pozitif reel sayılar 

ve 1 0,y y  baĢlangıç koĢulları negatif olmayan reel sayılar olmak üzere, 

1

1

ny

n

n

e
y

y

 













             (2.3) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin yakınsaklığını, sınırlılığını ve periyodikliğini 

incelemiĢlerdir. 

Ding ve Zhang (2008), yaptıkları çalıĢmada (0,1),  (0, )     ve 1 0,x x  

baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1( ) nx

n n nx x x e  

               (2.4) 

fark denkleminin çözümlerinin kararlılığını ve periyodikliğini incelemiĢlerdir. 
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Öztürk ve ark. (2008), yaptıkları çalıĢmada ,   katsayıları pozitif reel sayılar 

ve 1 0,..., ,ky y y   baĢlangıç koĢulları keyfi reel sayılar olmak üzere, 

( ( ) )

1
( )

n n kny n k y

n

n n k

e
y

ny n k y





  






  

            (2.5) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin sınırlılığını ve global asimptotik davranıĢını 

incelemiĢlerdir. 

Papaschinopoulos ve ark. (2010), yaptıkları çalıĢmada ,  (0, )A B   ve 

1 0 1 0, , ,x x y y   baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1(1 )(1 e )nAy

n n nx y y


     , 
1 1(1 )(1 e )nBx

n n ny x x


            (2.6) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerini ve pozitif çözümlerin negatif olmayan 

denge noktasına yakınsaklığını incelemiĢlerdir. 

Papaschinopoulos ve ark. (2011), yaptıkları çalıĢmada , , ,a b c d  katsayıları ve 

1 0 1 0, , ,x x y y   baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1
ny

n nx a bx e


   , 1 1
nx

n ny c dy e


             (2.7) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin sınırlılığını ve asimptotik davranıĢını 

incelemiĢlerdir. 

Fotiades ve Papaschinopoulos (2012(a)), yaptıkları çalıĢmada ,a b  katsayıları ve 

1 0,x x  baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1
nx

n nx a bx e


                (2.8) 

fark denkleminin iki periyotlu çözümlerinin varlığını, tekliğini ve kararlılığını 

incelemiĢlerdir. 

Fotiades ve Papaschinopoulos (2012(b)), yaptıkları çalıĢmada 1,2,...,i k  için 

,  i ia b   katsayıları ve , ,  1,0i nx n  
 baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 
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1,

, 1 , 1
i nx

i n i i i nx a b x e 

               (2.9) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin asimptotik davranıĢını incelemiĢlerdir. 

Papaschinopoulos ve ark. (2012), yaptıkları çalıĢmada , , , , ,       katsayıları 

ve 1 0 1 0, , ,x x y y   baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1

1 1

, ,
n ny x

n n

n n

e e
x y

y x

   

 

 

 

 

 
 

 
                                                                             (2.10) 

1 1

1 1

, ,
n ny x

n n

n n

e e
x y

x y

   

 

 

 

 

 
 

 
                                                                             (2.11) 

1 1

1 1

,
n nx y

n n

n n

e e
x y

y x

   

 

 

 

 

 
 

 
                                                                             (2.12) 

fark denklem sistemlerinin pozitif çözümlerinin sınırlılığını ve asimptotik davranıĢını 

incelemiĢlerdir. 

Papaschinopoulos ve Schinas (2012), yaptıkları çalıĢmada , , ,a b c d  katsayıları 

ve 1 0 1 0, , ,x x y y   baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1 1 1,  n nx y

n n n nx a by e y c dx e
 

               (2.13) 

ve 

1 1 1 1,  n ny x

n n n nx a by e y c dx e
 

               (2.14) 

fark denklem sistemlerinin pozitif çözümlerinin asimptotik davranıĢını incelemiĢlerdir. 

Khuong ve Phong (2013), yaptıkları çalıĢmada , ,a b c  katsayıları ve 0 0,x y  

baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1

nx

n

n

a be
x

c y









, 1

ny

n

n

a be
y

c x









         (2.15) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin sınırlılığını ve asimptotik davranıĢını 

incelemiĢlerdir. 
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Din ve Elsayed (2014), yaptıkları çalıĢmada ,  ,  ,  ,  ,         katsayıları ve 

1 0 1 0, , ,x x y y   baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1
ny

n n nx x x e   

    , 
1 1

nx

n n ny y y e   

          (2.16) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranıĢını incelemiĢlerdir. 

Papaschinopoulos ve ark. (2014), yaptıkları çalıĢmada , , ,a b c d  katsayıları ve 

1 0 1 0, , ,x x y y   baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1 1
nx

n n nx ax by e


   , 
1 1

ny

n n ny cy dx e


           (2.17) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin sınırlılığını ve asimptotik davranıĢını 

incelemiĢlerdir. 

Papaschinopoulos ve ark. (2014), yaptıkları çalıĢmada 0 1 a   ve , , ,b c d k  

katsayıları ile 0x  baĢlangıç koĢulu pozitif reel sayı olmak üzere, 

2

1
1

n

n

k dx

n
n k dx

n

ax e
x c

x b e



 
 

 
          (2.18) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin karalılığını ve sınırlılığını incelemiĢlerdir. 

Din (2015), yaptığı çalıĢmada (0, ),  (0, ),  (0,1),  1               

ve 0 0,x y  baĢlangıç koĢulları pozitif reel sayılar olmak üzere, 

1
n

n
n y

n

x
x

x e




 


, 1 ( 1)n n ny x y            (2.19) 

fark denklem sisteminin pozitif denge noktasının lokal ve global davranıĢını 

incelemiĢtir. 

Papaschinopoulos ve ark. (2015), yaptıkları çalıĢmada 1,2,...,i m  için ,  i ia b  

katsayıları ve 1 0,  i ix x  baĢlangıç koĢulları pozitif sayılar olmak üzere, 

( 1) (1)
( ) ( 1) ( ) ( ) (1) ( )

1 1 1 1,  
i

n nx xi i i m m

n i n i n n m n m nx a x b x e x a x b x e
 

             (2.20) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin asimptotik davranıĢını incelemiĢlerdir. 
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Wang ve Feng (2016), yaptıkları çalıĢmada ,a b  parametreleri ve 1 0,x x  

baĢlangıç koĢulları negatif olmayan sayılar olmak üzere, 

1

1
nx

n nx a bx e 

              (2.21) 

fark denkleminin pozitif çözümlerinin sınırlılığını ve asimptotik davranıĢını 

incelemiĢlerdir. 

Feng ve ark. (2016), yaptıkları çalıĢmada (2.2) denklemini genelleĢtirerek 

(0, ),  (0,1),  (0, )a b c      ve 1 0,x x  baĢlangıç koĢulları negatif olmayan sayılar 

olmak üzere, 

1 1 1
nx

n n nx a bx cx e


               (2.22) 

fark denklemini tanımlamıĢlar ve bu denklemin pozitif çözümlerinin global kararlılığını 

ve sınırlılığını incelemiĢlerdir. 

 Cömert (2017), hazırladığı yüksek lisans tezinde (2.3) denkleminin mertebesini 

artırarak 

1

2

nx

n

n

e
x

x

 













                      (2.23) 

fark denklemini tanımlamıĢ ve pozitif katsayılar ile negatif olmayan baĢlangıç koĢulları 

için (2.23) denkleminin pozitif çözümlerinin yakınsaklığını, sınırlılığını ve 

periyodikliğini incelemiĢtir. Ayrıca, (2.23) denklemi için elde ettiği sonuçları, , ,    

katsayıları pozitif reel sayılar, k  bir çift doğal sayı ve 1 1 0, ,..., ,k kx x x x     negatif 

olmayan baĢlangıç koĢulları olmak üzere 

1

nx

n

n k

e
x

x

 













                          (2.24) 

fark denklemi için genelleĢtirmiĢtir. 

 Bu çalıĢmada; eksponansiyel tipten fark denklemleri ile ilgili literatürde var olan 

çalıĢmaların ıĢığında yeni bir denklem tanımlanmıĢ ve tanımlanan denklemin pozitif 

çözümlerinin sınırlılığı ve asimptotik davranıĢı incelenmiĢtir. 
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3. 1

1 1
nx

n nx a bx e 

    FARK DENKLEMĠNĠN POZĠTĠF ÇÖZÜMLERĠ 

Bu çalıĢmada ,a b  pozitif sabitler ve 1 0,x x  baĢlangıç Ģartları negatif olmayan 

reel sayılar olmak üzere  

1

1 1
nx

n nx a bx e 

  
 
             (3.1) 

fark denklemi tanımlanmıĢ ve bu denklemin pozitif çözümlerinin sınırlılığı ve 

asimptotik davranıĢı incelenmiĢtir. 

 

Teorem 3.1. (3.1) denklemi tek bir x  pozitif denge noktasına sahiptir. 

Ġspat. Denge noktası tanımına göre (3.1) denkleminin denge noktasını elde edelim: 

xx a bxe   veya 0xa bxe x                                                                              (3.2) 

dır. ( ) xg x a bxe x    fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon için 

(0)g a  ve lim ( )
x

g x


              (3.3) 

olduğu açıktır. 

( ) 1x xg x be bxe     (1 ) 1xbe x             (3.4) 

olup ( ) 0g x   denkleminin tek bir pozitif çözüme sahip olduğunu göstermek için   

( ) 0g x   olduğunu göstermek yeterlidir. x a  olduğu göz önüne alınarak 

2 2 2

( ) 1 ( ) 1 0x x x a a x ax a x x a
g x be bxe x a

x x x x

         
             

elde edilir. ( ) 0g x   olduğundan ( )g x  fonksiyonu x  civarında azalandır. Dolayısıyla, 

( )g x  fonksiyonunun ( , )x x    aralığında azalan olduğunu düĢünebiliriz. ( ) 0g x   

denkleminin x  den daha büyük köklerinin var olduğunu kabul edelim ve 1x  bu 

köklerden en küçüğü olsun ( 1x x ). Yukarıdaki yöntemle, 1( ) 0g x 
 
olduğunu da 

kolaylıkla gösterebiliriz. Bu durumda, ( )g x  fonksiyonu 1x  civarında da azalandır. 

Yani, ( )g x  fonksiyonu 1 1 1 1( , )x x    gibi bir aralıkta azalandır. ( ) 0g x   , 



15 

 

 

 

1 1( ) 0g x    ve ( )g x  sürekli bir fonksiyon olduğundan ( ) 0g x   denkleminin 

1( , )x x    aralığında bir kökü olmalıdır ki bu 1x  in x  den büyük en küçük kök 

olmasıyla çeliĢir. Benzer Ģekilde, ( ) 0g x   denkleminin ( , )a x  aralığında da kökü 

olmadığı gösterilebilir. Bu durumda, ( ) 0g x   denkleminin ( , )a   aralığında tek bir 

çözümü vardır. 

 

Teorem 3.2. Eğer 
ab e  ise (3.1) denkleminin bütün pozitif çözümleri sınırlıdır. 

Ġspat. (3.1)  denkleminin herhangi bir çözümü  
1n n

x



 olsun. 

1

1 1

xx a bx e 

  , 

0

2 0

x
x a bx e


  , 

1

3 1

x
x a bx e


  , 

2

4 2

xx a bx e  , 

... 

2 1

2 1 2 1
nx

n nx a bx e 

   , 

2

2 2 2
nx

n nx a bx e


   , 

... 

elde edilir.  

Öncelikle,  
1n n

x



 dizisinin  2 1 0n n

x


 
 alt dizisini inceleyelim:                         

1

1 1

xx a bx e 

 
 1( )x a  

1

3 1 1

x ax a bx e a be x
      

3

5 3 3

x ax a bx e a be x
    

 
 

… 
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olduğundan 1n   için 

2 1

2 1 2 1 2 1
nx a

n n nx a bx e a be x 

                                                                                 (3.5) 

olur. Buradan hareketle,  

2 1 2 1

a

n ny a be y

   , 1n                                                                                             (3.6) 

fark denklemini ele alalım. 

3 1

ay a be y   

2

5 3 1 1( ) ( )a a a a ay a be y a be a be y a abe be y           
 

2 2 3

7 5 1 1( ( ) ) ( ) ( )a a a a a a ay a be y a be a abe be y a abe a be be y                 

… 

2 1

2 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ( )
1

a a a n a n a n

n a

a
y a abe a be a be be y be y

be

     

 
       


           (3.7) 

olduğundan (3.6) denkleminin herhangi bir çözümü, 1 1y r  olmak üzere 

2 1 1( )
1

a n

n a

a
y r be

be



 
 


                                                                                           (3.8) 

Ģeklindedir. 
ab e  olduğundan 

2 1 1 1 1( ) ( )
1 1 1

a n a a n

n a a a

a a a
y r be r e e r

be be be

 

   
     

  
 

olup (3.6) denkleminin  2 1 1n n
y



 
 çözümü sınırlı bir dizidir. Eğer 1 1x y  olarak alınırsa, 

(3.5) ve (3.6) dan  

2 1 2 1 2 1 2 1( ) a

n n n nx y b x y e       

dır. Buradan, 

3 3 1 1( ) ax y b x y e    ve  3 3x y  

5 5 3 3( ) ax y b x y e    ve  5 5x y  
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… 

elde edilir. Dolayısıyla, 1n   için 2 1 2 1n nx y   olup  2 1 1n n
x



 
 dizisi de sınırlıdır. 

Benzer Ģekilde,  2 2 0n n
x



 
 alt dizisini ele alalım: 

0

2 0

x
x a bx e


 

 2( )x a  

2

4 2 2

x ax a bx e a be x
      

4

6 4 4

x ax a bx e a be x
    

 
 

… 

olduğundan 1n   için 

2

2 2 2 2
nx a

n n nx a bx e a be x
 

                                                                                      (3.9) 

olur. Buradan hareketle,  

2 2 2

a

n nz a be z

   , 1n                                                                                             (3.10) 

fark denklemini ele alalım. 

4 2

az a be z   

2

6 4 2 2( ) ( )a a a a az a be z a be a be z a abe be z             

2 2 3

8 6 2 2( ( ) ) ( ) ( )a a a a a a az a be z a be a abe be z a abe a be be z                 

… 

2 1

2 2 2 2( ) ... ( ) ( ) ( )
1

a a a n a n a n

n a

a
z a abe a be a be be z be z

be

     

 
       


        (3.11) 

olduğundan (3.10) denkleminin herhangi bir çözümü, 2 2z r  olmak üzere 

2 2 2 ( )
1

a n

n a

a
z r be

be



 
 


                                                                                        (3.12) 
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Ģeklindedir. 
ab e  olduğundan 

2 2 2 2 2( ) ( )
1 1 1

a n a a n

n a a a

a a a
z r be r e e r

be be be

 

   
     

  
 

olup (3.10) denkleminin  2 2 1n n
z



 
 çözümü sınırlı bir dizidir. Eğer 2 2x z  olarak 

alınırsa, (3.9) ve (3.10) dan  

2 2 2 2 2 2( ) a

n n n nx z b x z e     

dır. Buradan, 

4 4 2 2( ) ax z b x z e    ve 4 4x z  

6 6 4 4( ) ax z b x z e    ve 6 6x z  

… 

elde edilir. Dolayısıyla, 1n   için 2 2 2 2n nx z   olup  2 2 1n n
x



 
 dizisi de sınırlıdır. Sonuç 

olarak, (3.1) denkleminin bütün pozitif çözümlerinin sınırlı olduğu ispat edilmiĢ olur. 

 

Örnek 3.1. 1 0.4x  , 0 0.9x   olmak üzere 2a   ve 3b   değerleri için (3.1) 

denkleminin çözümü sınırlıdır. 
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Örnek 3.2. 1 0.4x  , 0 0.9x   olmak üzere 0.5a   ve 8b   değerleri için (3.1) 

denkleminin çözümü sınırlıdır. 

 

 

Teorem 3.3. Eğer 
ab e ise (3.1) denklemi için aĢağıdaki ifadeler doğrudur: 

(i) ,
1 a

a
a

be

 
  

 aralığı (3.1) denkleminin değiĢmez aralığıdır. 

(ii)     için bir 0n 
 
vardır  öyle ki 0n n   için ,

1
n a

a
x a

be




 
    

dır. 

Ġspat. 

(i) 
1 0, ,

1 a

a
x x a

be
 

 
  

 olmak üzere, (3.1) denkleminin bir çözümü  
1n n

x



 olsun. Bu 

dizinin  2 1 0n n
x



 
 alt dizisini ele alalım. 

ab e  veya 
1ae
b

   olduğu göz önüne alınırsa, 

1

1 1
1 1

x a

a a

a a
a x a bx e a b e

be be
 

  

 
      

  
 

olup, bu durumda, 
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2 1
1

n a

a
a x

be
 

 


                                                       (3.13) 

elde edilir. Benzer Ģekilde,  2 2 0n n
x



 
 alt dizisini ele alalım. 

0

2 0
1 1

x a

a a

a a
a x a bx e a b e

be be

 

 

 
      

  
 

elde edilir. Bu durumda, 

2 2
1

n a

a
a x

be
 

 


                          (3.14) 

olur ki (3.13) ve (3.14) te elde edilen eĢitsizliklerden (i) Ģıkkının ispatı tamamlanır. 

(ii) (3.1) denkleminin herhangi bir çözümü olan  
1n n

x



 dizisinin  2 1 0n n

x


 
 alt dizisini 

ele alalım. Bu durumda, Teorem 3.2 ye göre, 

 1 2 10 liminf n
n

l x 


   ve  1 2 1limsup n
n

L x 


                                                        (3.15) 

olduğunu kabul edebiliriz. (3.1) ve (3.15) ten 

1

1 1

lL a bLe   ve 1

1 1

Ll a bl e   

yazılabilir. 
1l a  olduğundan 

1

1 1 1

l aL a bLe a bLe
      

1 1

aL bLe a   

1(1 )aL be a   

1
1 a

a
L

be



 

dır. Buradan, 
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1
1 a

a
a L

be
 


                                                                                                         (3.16) 

elde edilir. Dolayısıyla, 1
2 1 ,

1
n a

a
x a

be


 

 
  

 olacak Ģekilde bir 1n  sayısının var olduğu 

açıktır. Benzer Ģekilde,  2 2 0n n
x



 
 alt dizisini ele alalım. Bu durumda, Teorem 3.2 ye 

göre, 

 2 2 20 liminf n
n

l x 


   ve  2 2 2limsup n
n

L x 


                                                       (3.17) 

olduğunu kabul edebiliriz. (3.1) ve (3.17) den 

2

2 2

lL a bL e   ve 2

2 2

Ll a bl e   

yazılabilir. 
2l a  olduğundan 

2

2 2 2

l aL a bL e a bL e
      

2 2

aL bL e a   

2(1 )aL be a   

2
1 a

a
L

be



 

dır. Buradan,  

2
1 a

a
a L

be
 


                                                                                                        (3.18) 

elde edilir. Dolayısıyla, 2
2 2 ,

1
n a

a
x a

be


 

 
  

 olacak Ģekilde bir 2n  sayısının var olduğu 

açıktır. Bu durumda,  0 1 2max ,n n n  ve  1 2max ,    olmak üzere 

,
1

n a

a
x a

be




 
  

 olacak Ģekilde 0n  sayısının varlığı ispat edilmiĢ olur. Böylece ispat 

tamamlanır. 
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Örnek 3.3. 1 3.1x  , 0 3.3x   olmak üzere 3a   ve 2.7b   değerleri için (3.1) 

denkleminin çözümü Teorem 3.3 te verilen değiĢmez aralığın sınırları arasındadır. 

 

 

 

Teorem 3.4. 1 0,x x  baĢlangıç Ģartları pozitif ve ,a b  parametreleri      

2 4

2

a a a
b e

  
                                                                                                    (3.19) 

Ģartını sağlayan negatif olmayan sabitler ise (3.1) denklemi bir tek x pozitif denge 

noktasına sahiptir öyle ki 

,
1 a

a
x a

be

 
  

                                                                                                        (3.20) 

dır. Dahası, (3.1) denkleminin bütün pozitif çözümleri bu denge noktasına yakınsar. 

Ġspat. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den (3.1) denkleminin bir tek x pozitif denge 

noktasına sahip olduğu açıktır. Ġspatı tamamlamak için herhangi bir  
1n n

x



 pozitif 
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çözümünün x  denge noktasına yakınsadığını göstermek yeterlidir. Bu amaçla, 

,
1 a

a
I a

be




 
   

 ve ,x y I  olmak üzere,  

( , ) yf x y a bxe                                                                                                   (3.21) 

fonksiyonunu ele alalım. ab e  olduğundan (3.21) den ,x y I  için  

( , )
1 1 1

a
a

a a a

a a b e a
a f x y a b e

be be be

  


  

  
    

  
                                               (3.22) 

yazılabilir. Bu nedenle, :f I I I   Ģeklinde tanımlanır. ab e  olduğundan (3.19) ve 

Teorem 3.3 ten  
1n n

x I



  olacak Ģekilde bir 0n  doğal sayısının var olduğu açıktır. 

,m M pozitif reel sayılarının 

mM a bMe   ve Mm a bme                                                                              (3.23) 

eĢitliklerini sağladığını kabul edelim. (3.23) ten 

mM a
e

bM


 , Mm a

e
bm


                 (3.24) 

olup 

m bM
e

M a



, M bm

e
m a




                                                  (3.25) 

ve 

ln
bm

M
m a

 
  

 
, ln

bM
m

M a

 
  

 
                                                                             (3.26) 

yazılabilir. (3.23) ve (3.26) dan 

mM bMe a  , Mm bme a   

(1 )mM be a  , (1 )Mm be a            (3.27) 

ln (1 )mbm
be a

m a

 
  

 
, ln (1 )MbM

be a
M a

 
  

 
          (3.28) 
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yazılabilir. Buradan hareketle, 

( ) ln (1 )xbx
F x be a

x a

 
   

 
                                                                                  (3.29) 

fonksiyonunu ele alalım. ( ) 0F z   olsun ve 

( ) 0F z                                                                                                                      (3.30) 

olduğunu gösterelim. (3.29) dan 

( ) (1 ) ln
( )

z za bz
F z be be

z z a z a

   
     

  
                                                                (3.31) 

yazılabilir. Ayrıca ( ) 0F z   olduğundan  

ln
1 z

bz a

z a be

 
 

  
                                                                                                   (3.32) 

olduğu açıktır. (3.31) ve (3.32) den 

( ) (1 )
( ) 1

z
z

z

a abe
F z be

z z a be







   

 
                                                                          (3.33) 

ve 

2( ( ) (1 ) )
( )

( )( )

z z

z

a bz z a e be
F z

z z a e b

  
 

 
           (3.34) 

yazılabilir. 

( ) ( )H z bz z a  , 
2( ) (1 )z zG z e be                                                                        (3.35) 

olarak tanımlanırsa, z a  olmak üzere (3.30) eĢitsizliğinin sağlandığını göstermek için 

( ) ( ) 0H z G z                                                                                                           (3.36) 

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. (3.35) ten 

( ) (2 )H z b z a   , 
2( ) z zG z b e e     

( ) 2H z b  ,           
2( ) z zG z b e e                                                                           (3.37) 
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( ) 0H z  ,            
2( ) z zG z b e e     

eĢitlikleri elde edilir. z a  olmak üzere, (3.19) ve (3.37) den 

2( ) ( ) 0z zH z G z b e e                        (3.38) 

yazılabilir. (3.38) de integral alınırsa, 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 0a a a aH z G z H a G a b b e e e b e                                      (3.39) 

elde edilir. z a  olmak üzere, (3.39) dan 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a aH z G z H a G a ab b e e e b abe e                                   (3.40) 

yazılabilir. Ayrıca (3.19) dan  

2 2 0a ab abe e                                                                                                        (3.41) 

olduğu açıktır. (3.40)  ve (3.41) den 

2( ) ( ) (2 ) 0z zH z G z b z a b e e                                                                         (3.42) 

elde edilir. z a  olmak üzere  (3.42) den 

( ) ( ) ( ) ( ) 0H z G z H a G a                                                                                     (3.43) 

yazılabilir bu ise (3.30) eĢitsizliğinin sağlandığını gösterir. ( ) 0F x   olduğundan ( )F x  

fonksiyonu z  civarında azalandır. Dolayısıyla, ( )F x  fonksiyonunun ( , )z z    

aralığında azalan olduğunu düĢünebiliriz. ( ) 0F x   denkleminin z  den daha büyük 

köklerinin var olduğunu kabul edelim ve 1z  bu köklerden en küçüğü olsun 1( )z z . 

Yukarıdaki yöntemle 1( ) 0F z   olduğunu da gösterebiliriz. Bu durumda, ( )F x  

fonksiyonu 1z  civarında da azalandır. Yani, ( )F x  fonksiyonu 1 1 1 1( , )z z    gibi bir 

aralıkta azalandır. ( ) 0F z   , 1 1( ) 0F z    ve ( )F x  sürekli bir fonksiyon 

olduğundan ( ) 0F x   denkleminin 1( , )z z    aralığında bir kökü olmalıdır ki bu 1z  

in z  den büyük en küçük kök olmasıyla çeliĢir. Benzer Ģekilde, ( ) 0F x   denkleminin 

( , )a z  aralığında da kökü olmadığı gösterilebilir. Bu durumda, ( ) 0F x   denkleminin 
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tek bir çözümü vardır. Buradan (3.26) ve (3.29) dan m M  elde edilir ki Lemma 1.1.1 

gereği ispat tamamlanır. 

Örnek 3.4. 1 3.1x  , 0 1.9x   olmak üzere 2a   ve 2b   değerleri için (3.1) 

denkleminin çözümü denklemin denge noktasına yakınsar. 

 

Örnek 3.5. 1 3.1x  , 0 1.9x   olmak üzere 2a   ve 15b   değerleri için (3.1) 

denkleminin çözümü denklemin denge noktasına yakınsamaz. 
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4. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu çalıĢmada; literatürde var olan denklemlerden yola çıkılarak, ,a b  pozitif 

sabitler ve 1 0,x x  baĢlangıç Ģartları negatif olmayan reel sayılar olmak üzere,  

1

1 1
nx

n nx a bx e 

  
 
                                                                   

fark denklemi tanımlanmıĢ ve bu denklemin pozitif çözümlerinin sınırlılığı ve 

asimptotik davranıĢı incelenmiĢtir. Denklemin tek bir pozitif denge noktasına sahip 

olduğu, çözümlerin sınırlılığı ve denge noktasının kararlılığı için yeterli olan Ģartlar 

ifade ve ispat edilmiĢtir. Ayrıca, elde edilen sonuçlar nümerik örnekler ile 

desteklenmiĢtir. 

Yapılacak yeni çalıĢmalarda (3.1) denklemi negatif baĢlangıç koĢulları ya da 

negatif parametreler için tekrar ele alınabilir. (3.1) denklemdeki katsayıların yerine 

farklı diziler alınarak yeni çalıĢmalar yapılabileceği gibi denklemdeki bilinmeyen sayısı 

veya denklemin mertebesi artırılarak daha genel çalıĢmalar yapılabilir. Ayrıca, (3.1) 

denklemi ya da (3.1) den elde edilecek daha genel denklemler kullanılarak fark denklem 

sistemleri tanımlanabilir ve tanımlanan sistemlerin özellikleri incelenebilir. 
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