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Matematiksel modelleme 6zellikle son yillarda birgok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir.
Matematiksel modellemenin bulagici hastaliklardaki uygulamalart ¢ogu bulasici hastaligi ortadan
kaldirmak i¢in izolasyon, karantina, as1 ve tedavi gibi durumlarin siklikla gerekli oldugunu géstermistir.
Bir popiilasyondaki bulasici hastaliklarin hareketlerini incelemek ve gelecekteki durumlarini tahmin
etmek icin matematiksel modellerden yararlanilmaktadir. Bu tezde, bir popiilasyondaki duyarli (S),
exposed (E), enfekte (1), karantina (Q), asilanmuis (V) ve iyilesmis (R) bireylerin yer aldigit COVID-19
hastaliginin bir matematiksel modeli ele alinmigtir. Modeli olusturan sistemin biyolojik olarak
anlamliligini gostermek agisindan negatif olmayan ¢6ziim bolgesi ve ilgili kompartimanlarin sinirliligi
gosterilmistir. Modelin hastalikli ve hastaliksiz denge noktalar1 hesaplanmis ve bu denge noktalarinin
lokal kararlilik analizi yapilmustir. Salgin hastaliklarda ikincil enfeksiyon orani olarak bilinen ve
hastaligin gelecekteki seyri hakkinda 6nemli bilgiler veren temel lireme sayisi da ilgili model igin
hesaplanmigtir. Bu saymin hassasiyet analizi de yapilarak hangi parametrelerin bu say1 iizerinde etkili
oldugu ve bu sayiy1 nasil etkiledigi lizerinde durulmustur. Bununla birlikte Irak’taki gergek veriler
kullanilarak COVID-19 hastaligi icin olusturulan modelin parametreleri (9 parametre) en kiigiik kareler
egri uydurma yontemi ile tahmin edilmis ve sayisal simiilasyonlar bu degerlere gore yapilmigtir. Modelin
¢dzimi icin Adams-Bashforth tipi tahmin edici-diizeltici niimerik yontem kullanilmis ve sayisal
simiilasyonlar yardimiyla COVID-19 hastaliginin gelecekteki seyri ile ilgili tahminlerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: COVID-19, hassasiyet analizi, kararlilik analizi, parametre tahmini, sayisal
similasyon, temel iireme sayisi
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Mathematical modelling has been widely used in many fields, especially in recent years. The
applications of mathematical modelling in infectious diseases have shown that situations such as
isolation, quarantine, vaccination and treatment are often necessary to eliminate most infectious diseases.
Mathematical models are used to study the movements of infectious diseases in a population and predict
their future courses. In this thesis, a mathematical model of COVID-19 disease involving susceptible (S),
exposed (E), infected (1), quarantined (Q), vaccinated (V) and recovered (R) populations is considered. In
order to show the biological significance of the system, the non-negative solution region and the
boundedness of the relevant biological compartments are shown. The endemic and disease-free
equilibrium points of the model are calculated, and local stability analyses of these equilibrium points are
performed. The basic reproduction number, which is known as the secondary infection rate in epidemic
diseases and gives important information about the future course of the disease, is also calculated for the
relevant model. Sensitivity analysis of this number is studied, and it has been pointed out which
parameters affect this number and how they affect it. Moreover, using real data from Iraq, the parameters
(9 parameters) of the model developed for COVID-19 disease are estimated using the least squares curve
fitting method, and numerical simulations are performed according to these estimated values. For the
solution of the model, the Adams-Bashforth type predictive-corrective numerical method is used, and
with the help of numerical simulations, some predictions are achieved about the future course of COVID-
19 disease.

Keywords: Basic reproduction number, COVID-19, numerical simulation, parameter estimation,
stability analysis, sensitivity anaylsis
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1. GIRIS

Insanlar arasinda bulasici hastaliklarin  yayilmasini kontrol etmek giderek
zorlasmakta ve buna bagli olarak son yillarda bulasic1 hastalik arastirmalan ile ilgili
calismalar literatirde daha fazla yer almaktadir. Koronaviriisler (CoV), soguk
algmligindan Orta Dogu Solunum Sendromu (MERS-CoV) ve Siddetli Akut Solunum
Sendromu (SARS-CoV) gibi daha ciddi hastaliklara kadar ¢esitli hastaliklara neden olan
genis bir viriis ailesidir. Koronavirlsler zoonotiktir ve hayvanlardan insanlara bulasarak
hastaliga neden olabilir. Yapilan ayrintili arastirmalar sonucunda SARS-CoV’nin misk
kedilerinden insanlara, MERS-CoV virusinin ise tek horgucli develerden insanlara
bulastig1 ortaya ¢ikmistir. Heniiz insanlara bulagmamis ancak hayvanlarda tespit edilmis
bircok koronaviriis bulunmaktadir. insanlarda dolasan koronaviriislerin alt tipleri
(HCoV-229E, HCoV-0OC43, HCoV-NL63 ve HKU1-CoV) ¢ogunlukla soguk
algimligia neden olan viriislerdir. SARS-CoV, 21. yiizyilin ilk uluslararasi saglik acil
durumu olarak, 2003 yilinda daha 6nce bilinmeyen bir viriis olarak ortaya ¢ikmis ve
yiizlerce insanin ¢liimiine neden olmustur. Yaklasik 10 yil sonra daha 6nce insanlarda
veya hayvanlarda varlig1 gosterilmeyen koronavirls ailesinden MERS-CoV (Middle
East Respiratory Syndrome Coronavirus) ilk olarak Eylil 2012°de Suudi Arabistan’da
insanlarda tanimlanmus; ancak daha sonra ilk vakalarin Nisan 2012°de Urdiin’iin Zarga
kentinde bir hastanede goruldiigii anlasilmistir. SARS koronavirtisi ile uzaktan
baglantili olmasma ragmen, yasanan SARS deneyimi endiseleri artirmistir. Viriise
SARS CoV’e yakin benzerligi nedeniyle SARS-CoV-2 adi verilmistir” (T.C. Saglik
Bakanligi, 2020).

Koronaviriis hastaligi (COVID-19) ilk olarak Aralik 2019°da Cin’in Hubei
eyaletine bagli Wuhan kentinde tanimlanmis ve Diinya Saglik Orgiitii (DSO), 11 Subat
2020’de virust gecici olarak Yeni Koronavir(is-2019 (2019-nCoV) ve hastaligi da
Koronaviriis Hastaligi-2019 olarak adlandirmigtir. Viriisiin ilk teyit edilmis vakasi 17
Kasim 2019°da Hubei’de kesfedilmistir. 5 Temmuz 2020 itibariyle, diinyadaki 188
ulkede 11,1 milyondan fazla vaka rapor edilmis ve bu da 528.000°den fazla 6luimle
sonuglanmistir (Alla Hamou ve digerleri, 2021).

Her bireyin yasina ve bagisiklik sistemine bagli olarak COVID-19, kulugka
sirasinda yliksek bulasicilik, gercek dinamikler ile giinliik gozlemlenen dogrulanmis
vaka sayis1 arasindaki zaman gecikmesi ve uygulanan karantina ve kontrol 6nlemlerinin

miidahale etkileri dahil olmak iizere diger bulasici hastaliklardan farkli birgok 6zellige

1



sahiptir. COVID-19’un kulugka siiresinin hastalar arasinda biylik farkliliklar
gostermekle birlikte 3-7 gun arasinda oldugu ve en fazla 14 giin oldugu bilinmektedir.
Yeni koronavirusiin, hastalarda hicbir semptomun goriilmedigi kulucka déneminde
bulasict olduguna inanilmaktadir. Bu durumun, COVID-19’u SARS’tan ayiran 6énemli
bir 6zellik oldugu ortaya konmustur (Radulescu ve digerleri, 2020). Bununla birlikte,
“COVID-19 Pandemisi ve Alinacak Onlemler” isimli ¢alismada virlisiin asemptomatik
kulugka siiresinin 2 ile 14 giin arasinda oldugu ifade edilmis ve bazi ¢alismalarda
kulucka suresinin 24 gine kadar uzayabilecegi bildirilmistir. Buna gore olgularin
%80’den fazlas1 hafif seyretmis ve Ozel tedaviye gerek kalmadan hastaliktan
kurtulmustur. Ancak vakalarin yaklasik %15°1 agir hasta olarak, geri kalan %5°1 ise
kritik derecede hasta olarak (yogun bakim) siniflandirilmistir (Yalgin, 2020).

T.C. Saghk Bakanligi Halk Sagligi Genel Miidiirliigline bagli olarak kurulan
Bilim Kurulu 23 Mart 2020 tarihinde COVID-19 viriisiiniin sematik yapisina iligskin bir
calisma hazirlamis ve yayinlamistir. Bu ¢alismaya gore, koronavirusler tek zincirli,
pozitif polariteli, zarfli RNA viriisleridir. Pozitif polariteli olduklar1 icin RNA’ya
bagimlidir fakat RNA polimeraz enzimi igermezler, ancak genomlarinda bu enzimi
kodlarlar. Yiizeylerinde gubuksu uzantilar1 vardir. Bu ¢ikintilarin Latincedeki “corona”,
yani “ta¢” anlamindan yola ¢ikilarak bu virlislere koronavirs (tagh virlis) ismi
verilmistir. Asagida sekillerin agiklamalarinda bu virusiin detaylar1 gosterilmistir (T.C.
Saglik Bakanlig, 2020).

Spike (S)
Nucleocapsid (N)

Membrane (M)

>

\ / R
\)/-/ \/ Envelope (E)

ssRNA (+)

Sekil 1.1. Koronaviriisiin sematik yapisi (Santos, I.D.A ve digerleri, 2020)



Sekil 1.2. Koronaviriis (betacoronavirus) elektron mikroskobu gériintiisii (Wikipedi, 2022)

COVID-19 ile ilgili mevcut modelleme caligmalar1 siklikla epidemiyolojik
konulara odaklanmakta ve virlisiin temel iireme sayisini ve hastaligin yiikseligini
azaltmak i¢in ¢esitli miidahalelerin etkinligini tahmin etmeye yardimci olmaktadir

(Currie ve digerleri, 2020).

Bu tiir salgin modelleri genellikle SIR (Duyarli-Enfekte-Iyilesen) Modelleri
olarak bilinen pargali modellerle olusturulmaktadir. Bu tiir modeller soyut modellerle
birlestirilir ve popiilasyon dinamigi modelleriyle ayni1 yapiya sahiptir. Bu tip modeller,
enfeksiyona her an yakalanabilir (duyarli), yani hastaliga agik ama heniiz viris
bulagmamug bireyler; enfekte olan bireyler, viriis tarafindan enfeksiyona yakalanmig
bireyler ve enfekte olduktan sonra iyilesmis olan bireyler arasinda alt siniflara ayrilmis
olan popiilasyonun belirlenen boliimlerinin zamana bagli olarak nasil evirildigini simule
eder. SIR modelinin bazi matematiksel formiillere dayanmasi yukarida bahsedilen
smiflar arasinda popilasyon transferini saglamak seklinde ifade edilebilir (Comunian ve
digerleri, 2020).

Bulasict bir hastalikta temel lireme sayist olan R;, enfekte bir birey tarafindan
tiretilen beklenen ikincil enfeksiyon sayisi olarak algilanir. Bu katsayr genel olarak
belirli bir popiilasyondaki yayilmakta olan bulasic1 bir hastaligin bulasma seviyesini
bildirmek amaciyla ele alinan bir referans degeridir. Bu durumda 2 enfeksiyonun
bulagsma riski olan (hastalia maruz kalan) kisi sayisindaki artiy R, degerinin daha

yiiksek ¢ikmasina ve enfeksiyonun daha ¢ok kisiye bulagmasina sebep olacaktir.

(Battiston ve Gamba, 2021).



Irak’ta ilk koronaviriis enfeksiyonu, Necef sehrindeki iranh bir 6grencide 22
Subat 2020’de kesfedilmistir. Iran’dan yeni donen bir ailenin 25 Subat 2020°de Bagdat
yakinlarindaki Kerkiik sehrinde COVID-19 testi pozitif goriilmistiir. Slleymaniye
sehrinde 4 Mart’ta 70 yasinda bir din adaminin 6liimii, ilk koronavirls 6lumi olarak
tespit edilmistir. Hastalik 27 Mart’tan itibaren Irak’in 18 vilayetinin tamamina
yayilmistir. Enfeksiyonlarin 2020 Mart ortasindan sonra siirekli arttigr goriilmiistiir.
Daha sonra Irak hiikimeti gereken onlemleri almistir. Tam veya kismi sokaga ¢ikma
yasagl ve seyahat kisitlamalari ile saglik 6nlemleri daha da artmustir. Irak’ta okullar,
tiniversiteler, sinemalar kapatilmistir. Daha Sonra sehirlerde biiyiilk kamusal ve dini
toplantilar yasaklanmistir. Irak Saglhik Bakanligi, 30 Temmuz’da Irak Kirdistan
Bolgesel Ydnetimi disinda tilke ¢apinda sokaga ¢ikma yasagi ilan etmistir. Bildirilen
cok sayida vaka, bizi COVID-19’un Irak’taki yayilmasini incelemeye yonlendirmistir.

Bu tez calismasi on bdliimden olugsmaktadir.

Calismanin birinci boliimiinde, COVID-19 hastaliginin genel yapisi, bulasma
yollari, diinyada ve 6zellikle ¢aligma alani olan Irak’ta COVID-19 hastaliginin bireylere
bulagsma oranlar1 hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, daha 6nce salgin hastaliklarin matematiksel modellerle
farkli bolgelerde yayilimi ve degisimi ile ilgili yapilan bilimsel ¢alismalar incelenerek
literatiire atifta bulunulmus ve ilgili ¢aligmalar hakkinda bilgiler aktarilmistir. Ayrica
COVID-19 hastaligimin  matematiksel modellemesi iizerine kaynak arastirmasi
yapilmistir.

Tezin igilincii boliimiinde, ¢alisma boyunca ele alinacak ve kullanilacak olan
bazi temel tanimlar ve teoremlerden bahsedilmistir. Ayrica {iglincii boliimde,
matematiksel modellemenin sahip olmasi gereken temel ozellikler verilmis ve bazi
Oonemli matematiksel modelleme yaklasimlari sunulmustur.

Tezin dordinci boliminde, COVID-19 hastaliginin enfeksiyona karst bagisiklik
tepkisinin ¢esitli yonlerini analiz etmek igin, yeni bir matematiksel model
olusturulmustur.

Tezin besinci bolimiinde, olusturulan matematiksel modelin negatif olmayan
¢Oziim bolgesi, sinirliligl, hastaligin temel tireme sayisi, denge noktalar1 hesaplanmis ve
hastalikli (endemic) ve hastaliksiz-saglikli (disease-free) denge noktalarinin kararlilik
analizi yapilmistir.

Tezin altinci boliimiinde, olusturulan matematiksel modelin parametre

degerlerinin belirlenmesi i¢in kullanilan en kiiciik kareler egri uydurma yonteminin
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calisma algoritmasi verilmistir. Ayrica tahmin edilen bu parametre degerleri ve gercek
veriye gore uydurulan egri sunulmustur.

Tezin yedinci boliimiinde, olusturulan matematiksel modelin hassasiyet analizi
yapilmis ve temel lireme sayisinin hangi parametreler iizerinde ne kadar hassas oldugu
incelenmistir.

Tezin sekizinci boluminde, bahsi gecen matematiksel modelin ¢6ziminu
bulmak i¢in kullanilan Adams-Bashforth tahmin edici-diizeltici sayisal yontemin temel
algoritmasi verilmistir.

Tezin dokuzuncu boliimiinde, olusturulan COVID-19 matematiksel modelin
sayisal ¢oziimleri elde edilmis ve sonucglar grafiklerle gosterilmistir. Ayrica bulunan
sonuclarin ve elde edilen bulgularin biyolojik 6nemi tartisilmig ve ilgili yorumlar
yapilmistir.

Tezin son bolimiinde ise elde edilen sonuglar maddeler halinde sunulmus ve

bundan sonra benzer ¢alismalar yapacak olan arastirmacilara 6nerilerde bulunulmustur.



2. LITERATUR TARAMASI

2019 yilindan beri diinyayi etkisi altina alan COVID-19 hastalig1 nedeniyle 3 yil
icerisinde bircok calisma yapilmistir. Yapilan arastirmalar neticesinde hastaliklarin
cesitli bolgelerde yayilim hareketlerinin yonlerini ve enfeksiyon sirasinda bagisiklik
tepkisini matematiksel modellerle gosteren birgok calisma yapildigi gérulmektedir.

Bulasici hastaliklarin matematiksel modelleri ile ilgili literatlirde yer alan bazi
caligmalara su sekilde deginilebilir: Daniel Bernoulli’nin “An attempt at a new analysis
of the mor-tality caused by smallpox and of the advantages of inoculation to prevent it”
baglhikli eseri 1766’da yaymmlamistir. Bu c¢alismada bulasici hastaliklarin  ilk
matematiksel modelleri ele alinmistir. Bernoulli, hazirladigi c¢alismada o donemde
ortaya ¢ikan ¢icek hastaligi i¢in gelistirilen bir agilama yonetimi olan variolation (gigek
asis1) tartismalarini matematiksel bir model gelistirerek degerlendirmistir. Bernoulli,
gelistirdigi matematiksel modelle, yapilacak olan siirekli asilama sonucunda, beklenen
ortalama yas siiresinin toplum icin 26 yil ve 7 aydan 29 yil 9 aya c¢ikacagini tespit
etmistir (Bernoulli ve digerleri, 2004).

Matematiksel model ¢alismalarinda, bulasic1 hastaliklarda genisleme oraninin
tahmin edilmesine ve bununla beraber matematiksel modellere yeni bir tarz
kazandirmaya ¢ok biiylik katki saglanmistir. Bu baglamda, 1906’da Hamer, kizamik
hastaliginin yeniden tekrarlamasi {lizerine bir matematiksel model gelistirmistir (Hamer,
1906). Ross ise sitma hastaliginin dinamikleriyle ve hastaligin kontrolii ile ilgilenmistir.
1911°de diferansiyel denklem sistemleri yardimiyla sitma hastaliginin matematiksel
modelini olusturmustur. 1926 yillindan itibaren bulasict hastaliklarla ilgili bir¢ok
epidemik model calisiimis ve gelistirilmistir (Ross, 1911). Diger taraftan temel bulasici
hastalik modeli olan SIR modelini ele alan McKendrick ve Kermack adli arastirmacilar
tarafindan 1927 tarihinde hazirlanan “A contribution to the mathematical theory of
epidemics” adli ¢alismayla bulasict hastaliklarin matematiksel modellemesine yeni bir
ivme kazandirilmistir (McKendrick ve Kermack, 1927; Braurer, 2008). McKendrick ve
Kermack isimli bu arastirmacilar bu ¢alismay1 1932 ve 1933 yillarinda yayinladiklari
makaleler ile gelistirmislerdir. Kermack-McKendrick Modeli, kapali bir popiilasyonda
zaman i¢inde gergeklesen bulasic1 bir hastaligin yayilmasini aciklamaya calisan bir

matematiksel modeldir.



Alexanderian ve arkadaslari hazirladiklar1 ¢aligmada kolera enfeksiyonunu, adi
diferansiyel denklemlerle kombinasyon halinde hiperbolik (birinci dereceden) kismi
diferansiyel denklem sistemi olarak vermislerdir. Ayrica koleraya yakalanma riski gibi
hastalik dinamikleri insanlarin yasina bagli oldugundan, yasa gore yapilandirilmis bir
modelle ek icgoriler ve tedavi seceneklerinin etkilerini incelemislerdir. Daha sonra
sonlu bir fark yaklasimi sunulmus; yiiksek ve diisiik kolera vibriyo sagilma oranlarinin
hastaligin yayilma dinamikleri {izerindeki etkisi ele alinmistir. Calismanin son kisminda

ise niimerik sonuglara yer verilmistir (Alexanderian ve digerleri, 2011).

Haider ve Islam, yaptiklari calismada, enflianza (grip) hastaliginin bir
matematiksel modelini vermisler, daha sonra modelin similasyonu Uzerindeki
dagilimin etkilerini incelemislerdir. Son olarak tam ¢oziimiin olmamasi nedeniyle
elde edilen sayisal sonuglar karsilastirilmis ve sonuglarin dogrulugu teorik

sonuglarla gosterilmistir (Haider ve Islam, 2013).

Yavuz ve Bonyah, 2019 yilinda yaptiklar1 calismada kesirli mertebeden
olusturduklar1 sistozomiyaz hastaliginin matematiksel modelini Liouville-Caputo ve
Atangana-Baleanu tirev operatorlerini ele alarak incelemislerdir. Bu iki operator ile
olusturulan modelin sayisal ¢oziimlerini elde edebilmek igin Laplace doniisimii ve
Sumudu-Picard entegrasyon teknigini kullanmiglar ve sonuglari grafiksel olarak

incelemislerdir (YYavuz ve Bonyah, 2019).

COVID-19’un O6nemli bir tasarim degigskeni olan, vakalarin zirveye ulagma
stresi ile ilgili epidemiyolojik model parametrelerinin kiresel bir hassasiyet analizine
iliskin sonuglari, cografi baglamda Wang ve Aydin’in yaptiklar1 ¢calismada sunulmustur.
Epidemiyolojik model parametrelerinin belirsizliginin Kaliforniya eyaleti i¢in en yogun
zamanlarin dagilimi iizerindeki etkisini Olgmek i¢in deneyler tasarlanmistir.
Arastirmacilar analizi ilge dizeyinde yuriUtmiis ve etkilesimi 6lgmek igin parametrik

olmayan, kiiresel bir duyarlilik analizi yapmislardir (Wang ve Aydin, 2020).

Khoshnaw ve digerleri, yaptiklari ¢alismada, COVID-19’un yayilimina iliskin
mevcut bir modeli ele almislar ve bu modeldeki sisteme, bazi 6nemli hesaplama
similasyonlar: ve duyarlilik analizleri eklemislerdir. Model parametrelerine gore her bir
model durumu i¢in yerel hassasiyeti ii¢ farkli teknik kullanarak hesaplamiglardir:
Normallestirme olmayanlar, yari normallestirmeler ve tam normallestirmeler. Sonunda

spesifik olarak, kisiden kisiye degisen oranda normallestirmelerin karantinaya maruz



kalan ve karantinaya alinmis duyarli kisiler arasinda hastaligin yayilmasinda rol

oynayabilecegini gostermislerdir (Khoshnaw ve digerleri, 2020).

Hastane, karantina ve dis girdi gibi bazi genel kontrol stratejilerine gore
COVID-19 icin He ve arkadaslan tarafindan bir SEIR salgin modeli olusturulmustur.
Hubei eyaletinin verilerine dayanarak, sistemin parametrelerini tahmin etmek igin
pargacik siiriisii optimizasyonu (PSO) algoritmasi uygulanmistir. MATLAB’da farkli
parametre degerleri i¢in farkli senaryolar bulunmustur. Daha sonra model, Hubei
eyaletindeki salginin evrimini gostermek i¢in kullanilmis ve bu durum bunun COVID-
19 salgin durumunu tahmin etmek i¢in kullanilabilecegini gostermistir. Ayrica
mevsimsellik ve stokastik enfeksiyon parametreleri tanitilarak sistemde kaos dahil
dogrusal olmayan dinamikler bulunmustur. Son olarak, énerilen modelin yapisi ve
parametrelerine dayali olarak COVID-19 igin kontrol stratejileri tartisilmistir (He ve
digerleri, 2020).

Burkina Faso’daki COVID-19 pandemisinin matematiksel bir modeli Guiro ve
arkadaslar1 tarafindan gelistirilmistir. COVID-19’a kars1 hastaligin dinamigini ve ayrica
bildirilen kiimiilatif vaka sayisin1 tahmin etmek i¢in Burkina Faso Ulusal Saglik
Komisyonu'nun gergek veriler kullanilmigtir. Temas oranini azaltmak ig¢in modelde
kamu politika araglar1 kullanilmig, bu durum, giinliik bulasici vaka sayilarinin azalisinin
nasil oldugunu gdstermeye izin vermis, bu nedenle rapor edilen vakalarin hizli tedavisi

icin karar vericilerin dikkatini cekmek istenmistir (Guiro ve digerleri, 2020).

Al-Hussein ve Tahir’in 2020 yilinda yaptiklar1 ¢caligmada, Irak’taki COVID-19

salgiminin dinamiklerini tanimlamak igin, P (t),Q (t) ve D(t) olmak lzere yeni Ug

simifi dahil ederek klasik SEIR modelinin bir genellestirmesi kullanilmistir. Model,
Irak’taki gercek vaka zaman serilerine uyabildigi i¢in dogru bulunmustur. Ayrica
model, COVID-19’un tahmini evrim seyrini ve salgin egilimini sunmustur (Al-Hussein
ve Tahir, 2020).

Rédulescu ve arkadaglarinin hazirladiklar1 ¢alismada ise yas agisindan heterojen
bir toplulukta yayillan COVID-19’un belirli dinamik bdliimlerine ve salgin
parametrelerine gore geleneksel bir SEIR salgin modeli 6nerilmistir. Salgimin seyrinde
yonetim stratejileri analiz edilmistir. Fikirleri daha agik bir sekilde gostermek igin, New
York eyaletinde uygulamaya konulan kontrol 6nlemleri zaman cizelgesiyle birlikte

kiiciik o6lgekli bir kolej kasabasi toplulugu 6rnegine odaklanmistir. Tahminler {iretilmis



ve bu kontrol 6nlemlerinin (kapatmalar, hareketlilik kisitlamalari, sosyal mesafe gibi)
verimliligi stirdiiriilebilirlik baglaminda degerlendirilmistir (Radulescu ve digerleri,
2020).

Yavuz ve Ozdemir, 2020°de hazirladiklar1 arastirmada SIR modelini ele alarak
bireylerin kalici bagisiklik kazandiklar1 hastaliklarin = bulagsma dinamiklerinin
simiilasyonlari1 Caputo-Fabrizio Kkesirli tirev operatdri kullanarak incelemislerdir.
Laplace doniisiimii ile yinelemeli bir sema kullanarak ozel ¢oziimler ve sayisal

simiilasyonlar elde etmislerdir. Ayrica, ¢oziimlerin varlik ve tekligini incelemislerdir

(Yavuz ve Ozdemir, 2020).

Naik ve arkadaslari, yaptiklart ¢alismada HIV virlsinin neden oldugu AIDS
hastaliginin yayilmasini tanitmak ig¢in bir matematiksel model ele almislar, Lyapunov
fonksiyonel yaklasimi kullanarak endemik denge noktasinin global dinamiklerini
arastirmiglardir. Teorik sonuglarin etkinligini gorsellestirmek ve kesirli tlrevin etkisini
gozlemlemek i¢in modelin sayisal simiilasyonlarin1 gergeklestirmisler ve sonuglari

biyolojik olarak yorumlamislardir (Naik ve digerleri, 2020a).

Yavuz ve Sene, yaptiklar1 arastirmada kesirli mertebeden bir av-aver modelini
ele almislardir. Modelin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi yaninda, yerel ve kiiresel
kararliligi incelemislerdir. Riemann-Liouville integralinin nimerik ¢6zimlerinin
ayristirilmasina bagli yeni bir ayristirma modeli tanitmiglar ve av-avci kesirli modeline
karsilik gelen niimerik ¢oziimleri elde etmislerdir. Ayrica sistemin denge noktalarini
elde ederek bu noktalarin dinamik davranisini kararlilik kriterleri kullanarak
incelemislerdir (Yavuz ve Sene, 2020).

Naik ve digerleri, yaptiklart ¢alismada COVID-19 salgininin bulagma
dinamiklerini analiz etmek icin klasik Caputo operatorli ve Atangana-Baleanu-Caputo
operatorii olarak adlandirilan iki farkli operatore sahip kesirli mertebeli bir salgin

modeli Onerilmis ve analiz edilmistir. Hastalifin 6ngoriilmesi ve devamlilifi i¢in R,

tireme sayist elde edilmistir. Dengenin dinamik davranigi, kesirli Routh—Hurwitz
kararlilik kriteri ve kesirli La Salle degismez ilkesi kullanilarak incelenmis ve
dengelerin kiresel dinamiklerine ozellikle deginilmistir. Ayrica, parametrelerin en
kiiclik kareler egri uydurma teknigi ile uydurulmas: gergeklestirilmis ve Pakistan’dan
COVID-19 gergek vakalart ile modelin bulasici sinif i¢in ortalama mutlak bagil hata
azaltilmaya c¢alisilmistir. BOylelikle ilgili parametrelerin en uygun degerlerine

ulasilmistir. Onerilen COVID-19 kesirli mertebe modelinin Caputo operatdrii altinda
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sayisal ¢oziimii, genellestirilmis Adams—Bashforth—-Moulton yontemi kullanilarak elde
edilirken, Atangana—Baleanu—Caputo operatorii igin yeni bir sayisal sema kullanmustir.
Ayrica, enfekte bireyleri tedavi etmek i¢in uygulanan alternatif ilaclarin etkisini
belirleyen tedavi slireci de popiilasyona dahil edilmistir. Modelin sayisal simiilasyonlari
ve grafiksel sunumlar1 teorik sonuglarin etkinligini gorsellestirmek ve keyfi sirali
tiirevin etkisini izlemek i¢in yapilmistir (Naik ve digerleri, 2020b).

Ghanam ve ekibi tarafindan Katar’daki COVID-19 salgininin matematiksel bir
modelini gelistirmislerdir. Hem parametre tahminini hem de tahminleri ger¢eklestirmek
icin bir Bayesian Framework kullanilmistir. Bu modelde, ¢esitli hiikkiimet girisimlerinin
etkisini 6lgmek igin mudahaleler de kullanilarak viriisiin yayilmasini ve en yuksek aktif
enfeksiyonlarin ne zaman ortaya c¢ikacagini belirlemek ic¢in tahminler yapilmistir
(Ghanam ve digerleri, 2020).

COVID-19 salgminin davranisin1 tahmin etme siireci, farkli devletlerin saglik
sistemleri lizerindeki baskiy1 en aza indirecek uygun politikalar1 benimseyebilmek icin
dogru tahminlere ihtiya¢c duymasi nedeniyle ¢ok Onemli hale gelmistir. Fahmy ve
arkadaglar1 salgmin dinamiklerini tamimlamak i¢in klasik SIR /SEIR modellerinin
degistirilmis varyantlarin1 kullanmislardir. Birgok iilkede etkinligi kanitlandiktan sonra,
Misir’da ve Orta Dogu ve Kuzey Afrika bolgesindeki (MENA) diger tilkelerde COVID-
19’un davranisini tahmin etmek i¢in degistirilmis bir SEIR varyant1 uygulamiglardir
(Fahmy ve digerleri, 2020).

Ukrayna’daki COVID-19 salginin matematiksel modelinin parametrelerini
tahmin etme yontemi ve parametrelerin optimal degerlerini hesaplamak i¢in Nesteruk
tarafindan hazirlanan ¢alismada klasik SIR modeli kullanilmistir. Gergek hastalik
sayisinin resmi olarak kayith degerleri yaklasik 4,1 oraninda astigi ortaya ¢ikmustir.
2020’nin sonunda Ukrayna’da ve diger tilkelerdeki COVID-19 pandemi dinamiklerinin
yeniden degerlendirilmesini ve diinya tahminlerinin netlestirilmesinin gerekliligini
ongormiislerdir (Nesteruk, 2020)

Ndiaye ve arkadaglarinin 2020 yilinda yaptiklart ¢alismalarinda COVID-19’un
yayillmasini ~ gorsellestirmek icin  matematiksel bir model olan SIR  modeli
kullanilmistir. Kamuya acik verilere dayanarak, parametreler tahmin edilmis ve
ozellikle Senegal icin biikiilme noktasi ve olasi bitis zamani1 hakkinda tahminlerde

bulunulmustur (Ndiaye ve digerleri, 2020).
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Caputo ve Atangana-Baleanu scklinde iki kesirli turev kullanarak
genellestirilmis insidans oranina sahip bir kesirli SIR modelinin dinamiklerini Khan ve
arkadaslar1 yaptiklar1 calismada sunmuslardir. Oncelikle 6nerilen modeli Caputo
anlaminda formiile etmisler ve pozitiflik, temel {ireme sayisi, yerel ve Kkuresel
dinamikler gibi temel matematiksel analizleri gergeklestirmislerdir. Daha sonra, tekil
olmayan ve yerel olmayan Atangana-Baleanu operatoriinii kullanarak ayni modeli
yeniden formiile etmislerdir. Ayrica, modelin yinelemeli bir semasin1 ve kesir
derecesinin gesitli degerleri igin grafiksel sonuglar1 sunarak biyolojik agidan
yorumlamiglardir. Arastirmacilar Atangana-Baleanu tirevinin Caputo operatdriinden
daha belirgin oldugu ve biyolojik olarak daha uygun sonuglar sagladigi sonucuna
varmislardir (Khan ve digerleri, 2020).

Degistirilmis bir SEIR modeli olusturan Youssef ve arkadaslar istatistik igin
Suudi Arabistan’da COVID-19 yayilimmin gergek verilerini kullanmiglardir. Suudi
Arabistan’da COVID-19 yayiliminin istatistiksel analizler ve karmasik analizler i¢in
gercek verilerini kullanan ekip temel iireme sayisi ve kararliligin ayrintili incelemesini
ve Onerilen SEIR modelinin karmasikliklarin1 géstermistir. Bu ¢alismada ¢6ziim ve
denge kosulu, Jacobian’in lineerlestirme yaklasimina dayali olarak arastirilmistir.
Denge durumu gosterilmis ve hastaliksiz ortamda bir stabilite caligmas1 yapilmaistir.
Lyapunov denge ilkesini kullanarak modelin dengesinin genel tutarliligi gosterilmis ve
elde edilen belirtilerle Suudi Arabistan’da COVID-19 yayilmasi nedeniyle gozlemlenen
sonuglar karsilagtirilmistir. Caligmaya gore, olusacak bir “ideal protokol” Suudi
Arabistan’in COVID-19 yayilmasini yavaslatmasina yardimet olacak temel adimlardir.
En Onemli hususlar, miimkiin oldugunca evde kalmak ve enfekte kisilerin izole bir

bolgede veya giivenli bir alanda kalmasidir (Youssef ve digerleri, 2020).

COVID-19 salgmimin 2020 verilerini g6z 6ninde bulundurarak Brezilya’daki
durumunu incelemek ve gelecekteki olasi davranisini ve bunlarin sonuglarimi
cozimlemek icin klasik bir SIR modeli gelistiren Scabini ve arkadaslari, ¢alismalarini
hastanede kalis miiddeti ve Oliim, enfeksiyon, karantinada kalis siiresi istatistikleri
kullanarak karakterize etmislerdir. Iyimser sonuclar alinsa dahi Brezilya’daki mevcut
izolasyon seviyelerinin saglik sistemi i¢in hassas bir senaryoya ve onemli bir dliim

oranina yol agabilecegini gostermislerdir (Scabini ve digerleri, 2021).

Shahzad ve arkadaslarinin yaptigi bir caligmada, bazi temel hesaplama

simiilasyonlar1 ve hassasiyet analizleri incelenmistir. Ayrica, model parametreleriyle
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ilgili her model durumu i¢in yerel duyarliliklar, model indirgeme teknikleri kullanilarak
hesaplanmis ve dinamik modeller sonunda parametrelerin degisimi grafiksel olarak

gosterilmistir (Shahzad ve digerleri, 2021).

Holt’un 2021’de yaptigi ¢alismada COVID-19 pandemisi i¢in duyarli, maruz
kalan, bulastirici, karantinaya alinan, iyilesen vakalar ve duyarli olmayan
poplilasyonlardaki egilimleri aragtirmak i¢in sayisal yontemler kullanilmistir. Bu

calismada salginlar igin SIR modeline dayali adi diferansiyel denklem igeren SEIQR

modeli kullanilmigtir. Orijinal model hakkinda ¢esitli varsayimlar yapilmis, olusturulan
modelin basitlestirilmis bir versiyonundan analitik bir ¢6ziim elde edilmistir. Euler
Metodu, Runge-Kutta Metodu ve Cok Adimli Metodu temel alan algoritmalar
kullanilarak 2021 yilinin ilk 100 giinii i¢in sayisal ¢oztiimler tiretilmistir. Son olarak Holt
yaptigi  calismada genel amacin sayisal yoOntemlerin, {izerinde calistig1
popiilasyonlardaki egilimlerin tahmin edilmesine yardimci olabilecegini gostermek ve
enfeksiyon sayisini azaltmak i¢in atilmis adimlar i¢in fikir vermek oldugunu belirtmistir
(Holt, 2021).

Shadabfar ve digerleri tarafindan hazirlanan ¢alismada Amerika Birlesik
Devletleri'nde COVID-19’un yayilma profilini tahmin etmek i¢in SEIVR salgin
modeli olusturulmustur. Coziim i¢in ABD’den elde edilen mevcut COVID-19 verilerine
bu model uygulanmistir. Modelin bir limit-durum fonksiyonuna dahil edilmesi ve
iletim, geri kazanim ve Olim oranlarini igeren model parametrelerinin rastgele
degiskenler olarak tanimlanmasi {izerine problem bir giivenilirlik modeline
doniistiiriilmiis ve Monte Carlo 6rneklemi ile analiz edilmistir. Bulgular daha sonra,
maksimum enfekte vaka sayisi, toplam iyilesen vaka sayisit ve toplam 6liimciil vaka
sayist olmak tizere {i¢ ana ¢iktinin agilma olasiliklar1 seklinde verilmektedir. Boylelikle
etkilenen vaka sayist (yani enfekte, iyilesmis veya Olii), asilama arasindaki iliskiyi

gosteren 3D olasilik grafikleri olarak sunulmustur (Shadabfar ve digerleri, 2021).

SARS-CoV-2 modelini matematiksel olarak analiz eden Nath ve digerleri,
¢cozlimlerin negatif olmamasi ve sinirhiliklart gibi modelin  6nemli 6zelliklerini
belirlemislerdir. Ayrica enfeksiyon modellerinde 6nemli bir parametre olan temel tireme
sayisint da hesaplamiglardir. Modelin kararlilik analizinden, biyolojik olarak uygun
bolgelerin  kararliliginin yeniden iiretme sayist X, tarafindan belirlendigi tespit
edilmistir. Analitik sonucglari dogrulamak i¢in sayisal simiilasyonlar yapilan ¢aligmada

son olarak 1’den az temel lireme oranina sahip bir COVID-19 hastasinin enfeksiyondan
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otomatik olarak kurtulabilecegi biyolojik bir sonug¢ olarak tespit edilmistir (Nath ve
digerleri, 2021).

COVID-19’un yayilmasin1 gorsellestirmek i¢in matematiksel bir model olan
SIR modeli kullanan Yunus ve arkadaslari, tiim Malezyalilarin enfeksiyona duyarli
oldugunu varsayarak virusin Malezya’da yayilisini tahmin etmislerdir. O donemde
gelistirilmekte olan bir ag1 ve antiviral ilag bulunmadigindan, COVID-19 hastaliginin
etkisini azaltmak ig¢in enfeksiyonun zirvesinin (yani egriyi diizlestirmenin) nasil
azaltilabileceginin Malezyalilar’in standartlastirilmis kurallara uymasiyla mimkin

olabilecegi vurgulanmistir. R,’mn degerini zaman icinde azaltmak i¢in kurallara ve

standart guvenlik prosedirlerine uymanin gerekli oldugu ve bdylece virisiin bir gln

ortadan kalkacag diistiniilmektedir (Yunus ve digerleri, 2021).

Yavuz ve digerleri, as1 tedavisinin COVID-19 (zerindeki etkilerini ortaya
cikarmak igin matematiksel bir model gelistirmislerdir. Onerilen modelde asili
bireylerde oldugu gibi bes boyutlu bir duyarli, enfekte, maruz kalmis ve iyilesmis
populasyonu igeren kompartiman sistemi insa edilmistir. Pozitifligin yan1 sira ¢6zUmun
varligi ve tekligi, biyolojik olarak uygun bolge saglanmistir. Beklenen ikincil
enfeksiyon orani olarak bilinen temel {ireme sayisi bu enfeksiyonun neden oldugu
duyarli popiilasyonlar arasinda beklenen enfeksiyonun nasil ilerleyecegi konusunda
bilgi verecegini gOstermistir. Sayisal simiilasyonlarda, 6nerilen modelin ¢6ziimlerini
gerceklestirmek igin literatiirden alinan parametre degerleri kullanilmistir. Sonuglari
elde etmek igin dort-adimli Runge-Kutta sayisal semast uygulanmistir (Yavuz ve
digerleri, 2021).

Irak’taki COVID-19 pandemisi icin klasik SIR modeli Al-Saedi ve Hameed
tarafindan tanmitilmigtir. Bu c¢aligmaya gore, enfeksiyon, vaka olim oranma Kkarsi
iyilesme orani, lireme sayis1t R, ve gercek birikim enfeksiyonunun biylime faktord,

rapor edilen veriler ile Uretilen tahminler arasinda 6nemli benzerlikler gostermistir (Al-
Saedi ve Hameed, 2021).

COVID-19 pandemisi icin bir SIR modeli gelistiren Shahrear ve arkadaslar1 (),
ele alinan modeli teorik olarak sayisal simiilasyonlarla irdelemislerdir. Yeni nesil matris
yontemi kullanarak temel iireme sayisini hesaplamiglardir. Ayrica, hastaliksiz ve
endemik denge noktalar1 i¢in modelin yerel kararliligini incelemislerdir. Temel reme

sayisinin parametrelere karsi1 duyarliligin1 ve parametrelerin baskinligini belirlemek i¢in
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duyarlilik indekslerini hesaplamislardir. Ayrica, MATLAB uygulamasi ile dort-adimh
Runge-Kutta yontemini kullanarak modelin ¢oziimleri elde edilmis ve sonuglari
dordlncu dereceden polinom regresyonunu kullanarak dogrulamislardir (Shahrear ve
digerleri, 2021).

Gebremeskel ve digerleri (2021)’nin yapmis oldugu calismalar neticesinde
Etiyopya’daki hastaligin bulagma degisimlerini tahmin etmek i¢in COVID-19’un
bolgesel bir salgin modeli Onerilmis ve analiz edilmistir. Calismada analitik olarak,
temel Ureme sayisi belirlenerek sistemin dinamiklerini gozlemlemek igin detayli bir
kararlilik analizi, 6nerilen modelin hastaliksiz denge noktasi (SDN) g6z oniine alinarak
gerceklestirilmigtir. Sonuglar, temel Ureme sayisi 1°den kiglikse SDN’nin kararli
oldugunu ve aksi takdirde kararsiz oldugunu gostermistir. Ayrica, varsayilan
parametreler, Mart ve Haziran 2020 arasinda ii¢ ay boyunca Etiyopya’dan bildirilen
gercek COVID-19 verileri kullanilarak tahmin edilmistir. Bu ¢aligmayla temel reme
sayisinin duyarlilik analizi gerg¢eklestirilmis ve bulasma hizinin azaltilmasinin, hastalik
kontrolliiniin  saglanmasinda en Onemli faktor oldugu goOriilmiistiir. Sayisal
similasyonlar, onerilen modelin Etiyopya’daki gercek COVID-19 verileri igin
uygunlugunu géstermektedir. Ozellikle sayisal simiilasyon, bulasma hizindaki bir
artisin, enfekte olmus bireylerde 6nemli bir artisa yol actigin1 gostermistir. Bu nedenle,
caligmadaki sayisal simiilasyonlarin sonuglarinin sistemin duyarlilik sonuglari ile

uyumlu oldugu tespit edilmistir (Gebremeskel ve digerleri, 2021).

Salman ve arkadaslar1 (2021) hazirladiklari arastirmada SIR modelini ele alarak
COVID-19 pandemisi i¢in simiilasyon temelli bir senaryo analizi yapmuglardir. Sorunlar
ve sinirl tibbi kaynak senaryolari yoluyla gegici bagisikligin dahil edilmesi ile SIRS
tipi modele gecilmistir. Saglik Bakanligi tarafindan yayinlanan gercek COVID-19
verilerine uydurulmasina dayali olarak tahmin edildigi Malezya’daki glnlik teyit edilen
vakalar kullanilarak COVID-19 bulasma dinamikleri arastirilmistir. Bu modelin
Malezya’daki COVID-19 pandemisinin enfeksiyon ydriingelerinin egilimini taklit
edebildigi ve bulagsma dinamiklerinin yeniden enfeksiyon giiciinden ve smirlt tibbi
kaynak sorunlarindan etkilenmesinin miimkiin oldugu gozlemlenmistir (Salman ve

digerleri, 2021).

COVID-19’un stokastik bir SIHR salgin modeli Hou ve arkadaslar1 tarafindan
tanitilmig ve gercekci parametrelere dayanarak, bulasma hizi, dogrulama hiz1 ve giiriiltii

yogunlugu gibi temel parametrelerin hastalik bulasma dinamikleri {izerindeki etkisi
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sayisal olarak analiz edilmistir. Hassasiyet analizi ile bazi1 parametrelerin R, tzerindeki

hassasiyet endeksleri elde edilmistir. Cevresel guriltinin etkisinin ihmal edilmesi
durumunda deterministik modelin esik seviyesinin fazla tahmin edildigi tespit
edilmistir. Bulasma hizinin azalmasi ve teyit edilen oranin artmasinin COVID-19’un
yayilmasini kontrol etmek i¢in faydali oldugu ifade edilmistir. Ayrica, hassasiyet analizi

sonucu B,o ve O gibi parametrelerin R, Uzerinde 6nemli etkileri oldugu gosterilmistir

(Hou ve digerleri, 2022). Bu c¢alismalarin yami sira, literatirde COVID-19’un
gelecekteki seyri ve matematiksel modeli iizerine bir¢ok etkili ¢alisma daha mevcuttur.
Detayli bilgi igin su kaynaklara bakilabilir: Allegretti ve digerleri, 2021; Ozkdse ve
digerleri, 2022; Ozkose ve Yavuz, 2022; Haq ve digerleri, 2022; Sinan ve digerleri,
2022; Ikram ve digerleri, 2022; Hamou ve digerleri, 2022.
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3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde calisma boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve

teoremler tizerinde durulacaktir.

3.1. Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemlerin miihendislik ve fizik bilimlerinin tiim dallarinda
onemli bir yer tuttugunu sOylemek miimkiindiir. Bu konuyu anlamak icin, bir
diferansiyel denklemi ¢d6zmek veya en azindan bu ¢oziimiin bir¢ok 6zelligini bilmek
gerekir. Tam (kesin) ¢ozumi elde etmek zor olsa da, yaklasik (niimerik) ¢ozimu elde
etmek de her zaman kolay bir stire¢ degildir. Buna ilaveten, bircok diferansiyel denklem
¢oziilebilir degildir.

Bu konu, 17. ylizyilin baglangicindan giiniimiize kadar matematikgilerin ilgisini
cekmistir. Diferansiyel denklemler, ¢oziimiin varligimi incelemek agisindan mu,
ozellikleri ve dogasi agisindan mi yoksa onu elde etmek agisindan mi gereklidir?
Matematikgiler, kapali bir sekilde ¢dzilmesi zor olan diferansiyel denklemlerin énlinde
uzun sire durmamis, yaklagik ¢oziime ve sayisal ¢oziime gitmislerdir. Diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in sayisal yontemler, 6zellikle zamanimizda, blyik kapasiteli ve
yiiksek hizli bilgisayarlar ¢aginda, matematiksel arastirma haritasinin genis bir alanim
temsil etmistir (Al-Hanadwa ve Bokfa, 2010).

Diferansiyel denklemler bircok fizik teorisinin merkezinde yer almaktadir.
Bunun yam sira, dogadaki birgok olaymm matematiksel aciklamasi igin gereklidir.
Ornegin, Newton ve Lagrange’in klasik mekanik denklemleri, Maxwell’in klasik
elektromanyetizma denklemi, Schrédinger’in kuantum mekanigi denklemi ve Einstein’n
genel yercekimi teorisi gibi klasik mekanikteki bir¢ok sorunu tanimlamak igin
diferansiyel denklemler kullanilir.

Bir diferansiyel denklem, en az bir tiirev iceren denklem olarak adlandirilabilir.
Eger Y =f (X), bir ger¢ek degiskenin fonksiyonu ise, bu fonksiyonu ve tiirevlerini
iceren denkleme adi diferansiyel denklem denir. Eger Y =f (X,Z), birka¢ degiskenin
bir fonksiyonuysa (burada iki degisken x ve z), bu fonksiyonu ve kismi tiirevlerini

iceren denkleme kismi diferansiyel denklem denir (Saud ve Issa, 2009).
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Tanmim 3.1 Bir adi diferansiyel denklem, tek degiskenli fonksiyonlarin
tdrevlerini iceren diferansiyel denklem gesididir. Kapali olarak

f(x,y,y',y”,...,y(”))zo (3.1)

seklinde gosterilir. Bu ifadede n denklemin mertebesini gosterir.
Bir diferansiyel denklemin basamagi ise denklemin en yiiksek tiirevinin
sayisidir. Denklemdeki en buyuk tirevin Usslne ise diferansiyel denklemin derecesi

denir. Ornegin, y”"+xy =0 denklemi 2. mertebeden ve 1. dereceden bir diferansiyel

denklemdir.

3.2. Diferansiyel Denklem Sistemi
Birden fazla diferansiyel denklemin bir araya gelerek olusturdugu sisteme

diferansiyel denklem sistemi denir.

3.2.1. Sabit Katsayih Lineer Homojen Diferansiyel Denklem Sistemi
Diferansiyel denklem sistemi, 6zel bir formda asagidaki gibi ifade edilir (Alin,
2020):

X'(t)=Ax () +f (). (3.2)

Burada x e R" ve f, bagimsiz degisken t nin bir fonksiyonu, A ise bir nxn sabit
matristir.

Eger f (t)=0 ise denklem sistemi,
NN (3.3)

seklinde homojen hale gelmistir. Burada

o,
dt
d
x| e
X'=—=| dt | (3.4)

dx
dt

n

17



Denklem (3.3) sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklem sistemi olarak

adlandirilir. Bu lineer sistemin genel ¢oziimii asagidaki (3.5) denklemi seklinde verilir.

x (t) =e™c. (3.5)

Burada "' bir nxn matris ve t=0 aninda c =x(0) sabit degerli bir

vektordir. Ayrica (3.2) denkleminin R" faz uzaymin her x, noktasinda tek bir ¢dzimi

oldugu gorulebilir.

Tamm 3.2.1 Eger det (A)=0 ise, bu durumda AX =0 olacaktir ve X =0

orijin noktasina (3.2) lineer denklem sisteminin denge noktasi denir (Perko, 2013).

Genel olarak lineer olmayan bir sistemi ¢6zmek miimkiin degildir, ancak ¢6ziimiin yerel

davranig1 hakkinda bir¢ok nitel bilgi elde edilebilir (Verhulst, 2012).

3.2.2. Lineer Denklem Sisteminde Denge Noktasinin Kararhlik Analizi

Bu béliimde, denge noktasinin kararlilik analizi ele alinacaktir. Diyelim ki, A
bir nxn sabit matris ve A ,i=1,2,...,n, bu matrisin 6zdegerleri olsun. Bu 0zdegerler
bize diferansiyel denklem sisteminin denge noktasi etrafindaki davranisi hakkinda bilgi
verir. Eger (3.2) lineer sisteminin tiim 6zdegerleri t — oo i¢in negatif reel pargalara
sahipse akis kademeli olarak orijine yaklasir ve orijin bu lineer sistemin denge
noktasidir. Ote yandan, (3.2) lineer sisteminin tiim dzdegerleri t — oo igin pozitif bir

reel kisma sahipse, akis orijinden uzaklagir.

Tammm 3.2.2 A ’nin baz1 6z degerlerinin negatif reel kisma sahip oldugunu,
bazilarinin pozitif reel kisma sahip oldugunu ve bu 6zdegerlerin ayrik oldugunu

varsayalim. Ayrica [Wl, LW n] bu 6zdegerlere karsilik gelen 0zvektorler olsun. Burada,
A; =a; +ib; Ozdegerler ve W, =U; +ivj , J=1,2,...,n Ozvektorler olarak gosterilmistir.

(3.2) lineer sisteminin kararli ve kararsiz alt uzaylar1 sirasiyla E* ve E" ile temsil

edilsin. Asagida (3.6) ile gosterilenler dogrusal alt uzaylardir (Perko, 2013):
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E® :span{uj,vj E? <O},
E* =span{u; v, |a; >0}. (3.6)

* (3.2) denkleminin tiim ¢6ziim egrileri azalan fonksiyonlar ise bu durum A matrisinin

tim 06zdegerlerinin negatif reel kisma sahip oldugu anlamina gelir. E°’deki tim
cozimler, t — oo oldugunda denge noktasina yaklasir, bu durumda bu denge noktasina

kararli denge noktasi denir.

e Eger A matrisinin tim 0zdegerleri pozitif reel kisma sahipse, t — oo oldugunda E"
igindeki tiim ¢6ziimler denge noktasindan uzaklasir. Boyle bir denge noktasina kararsiz
denge noktasi denir.

Sonug olarak, lineer denklem sistemine karsilik gelen matrisin tim
Ozdegerleri negatif reel kisimlara sahipse sistemin denge noktasina kararlidir denir.
Aksi takdirde, yani matrisin tiim 6zdegerleri pozitif reel kisma sahipse, denge
noktasina kararsizdwr denir. Bu konuya (Perko, 2013)’te ayrintili olarak

deginilmistir.

3.3. Otonom Diferansiyel Denklemler Sistemi

Bu bolimde, lineer olmayan otonom diferansiyel denklem sistemleri
incelenmektedir. Otonom sistem, yalnizca bagimli degiskeni iceren bir adi diferansiyel
denklem sistemidir. Bir 6nceki boliimde, sabit katsayili sistem olarak adlandirilan 6zel

bir otonom sistemini ele almistik.

Tamm 3.3.1 Birinci mertebeden adi diferansiyel denklem (ADD) sisteminin en

genellestirilmis bi¢cimi asagidaki gibi tanimlanabilir:

dx
d—tl=f1(X1,...,Xn),
dx
d—f:fz(xl,...,xn),
dx

L=f (X4 X,),
dt n( 1 )

veya
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X =f (x) o)

vektor gosterim seklindedir. Burada f :E —R" ve E,R"’nin agik bir alt kiimesidir.
Belirli kosullar (varlik-teklik kosullar1) altinda, f fonksiyonu tzerindeki (o, f) R

maksimum araligindaki her bir X, € E noktasinda sistemin bir tek ¢oztimu vardir.

3.3.1. Lineerlestirme

Lineer olmayan diferansiyel denklem sisteminin kararlilik analizi lineer denklem
sistemi kadar kolay degildir. Bolum (3.2.2)’de bahsedildigi gibi, sistemin ¢OzUmindn
yerel davranisi nitel bilgi ile elde edilebilir. Lineerlestirme, lineer olmayan denklemler
sistemiyle ilgilenmek icin bir yontemdir. Lineerlestirmeye baslamadan once denge

noktalar1 bulunmalidir.
Tanim 3.3.2 f (x*)zO ise x eR"’ye X =f (x) sisteminin denge noktasi
denir. Ayrica, Df (x ") matrisinin 6zdegerlerinden higbiri sifir reel kisma sahip degilse,

x " denge noktasina X =f (X) sisteminin hiperbolik denge noktas: denir. Bu tanimla
ilgili detayl bilgi (Perko, 2013)’de verilmistir.
Simdi (3.3) denklemi dikkate alinarak,

Xy =F (X X500 X)),
X, =F,(X X000 X)),

(3.8)
Xy =F, (X0X500X,0),

ve x*:(xf,xz,...,x;)’nin Tanim 3.3.2°ye gore (3.8) sisteminin denge noktas: oldugu

varsayilarak,

elde edilir. Burada,
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E=X—X_ (3.9)

tamimlanarak (3.9) denklemini lineerlestirmek icin denge noktasina yakin kiigiik bir
pertiirbasyonun bilesenleri dikkate alinir. Bu pertlirbasyonun denge noktasi yakininda
nasil davrandigini anlamak i¢in, ¢ i¢in diferansiyel denklemler tiiretmemiz gerekir. Bu

tiiretme yapildiginda

elde edilir. Burada
e=f (X +&) (3.10)

seklinde yazilir. (3.10) denklemi Taylor serisine genisletildiginde,

(3.11)

denklemi elde edilir. (3.11) denkleminde f (x")=0 oldugu varsayilmistir. (3.11)
denklemindeki X~ denge noktasindaki kismi tiirevleri hesaplanmustir. Ayrica,
O(&”), & deki ikinci dereceden terimi ifade eder. ¢ kiigiik oldugundan, bu ikinci

dereceden terim son derece kuciktir, bu nedenle bu terim ihmal -edilebilir.

e=(&,&,,....,&,) degerleri asagidaki denkleme gore gelisir:

df, adf,  df,
) dx, dx, dx,
& &
8,2 =|dx, dx, dx 8,2
: : : . : (3.12)
o/ |df, odf, df, |V
dx, dx, dx,

Burada,
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df, df, df,

df, df, df,
J)=|d, dx, ok,

df  df, df ,

dx, dx,  dx, X K )

matrisine X~ denge noktasinda Jacobian matrisi denir. Ayrica (3.12) lineerlestirilmis
sistem olarak adlandirilir. Kararlilik analizi, Jacobian matrisi kullanilarak alt boliimde
(3.3.3) agiklandig1 gibi gergeklestirilebilir (Strogatz, 2001).

e . d
Tammm 3.3.3 Eger f :R" - R", X, da tiirevlenebilir ise, 0 zaman kismi tiirevler d—'

X

i,j=1...,n, timl x,’da bulunur ve tim x e R" icin,

Df (x,)x = Zn:;j%(xo)xj.

i,j=10X;

Boylece, f tlrevlenebilir bir fonksiyon ise, Df tlrevine nxn Jacobian matrisi denir

ot M
dx j

olur. Lineer olmayan denklem sisteminin denge noktalar1 bulunduktan sonra (3.7)

ve

denkleminin Jacobian matrisi yazilir. Denge noktalarinin kararliligini analiz etmek igin
bu noktalar Jacobian matrisinde yer degistirir.

X, (3.7) denkleminin denge noktas1 oldugu diisiiniiliirse A, i =1,2,...,n degerleri x"
’da elde edilen Jacobian matrisinin 0zdegerleridir. Bu matrisin biitiin 6zdegerleri
sifirdan kiigiikse, sistemin ¢Oziimii baslangi¢ kosulundan baglar ve t —oo daki bu
denge noktasma yakmsar. Bu durumda, X~ denge noktas: yerel ve asimptotik olarak

kararl:dir denir.
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Teorem 3.3.1 Bir denge noktasinin yerel asimptotik olarak kararli olabilmesi igin
gerekli ve yeterli kosul, Jacobian'in tiim &zdegerlerinin negatif reel kisma sahip
olmasidir (Martcheva, 2015).

Perko yaptigi calismada (Perko, 2013) adi diferansiyel denklemlerin yerel nitelligi

hakkinda bir bagka 6nemli teoremden s6z etmistir.

Teorem 3.3.2 (Hartman-Grobman Teoremi (Perko, 2013)). E, orijini iceren R" ’nin
acik bir altkiimesi olsun. f (0)=0 ve A =Df (0) matrisinin reel kismu sifir olan bir

6zdegerinin olmadigini varsayalim. O zaman, her X, €U ig¢in, tim x,eU ve tel,

icin sifir igeren bir 1, = R

Hogt (x,) =e"H (x,)
Hartman-Grobman Teoremi, hiperbolik bir denge noktasimin, X, yakininda
A =Df (x,) olmak iizere dogrusal olmayan X =f (x) sistemi ile X =Ax lineer

sisteminin ayni nitel yapiya sahip oldugunu gosterir. Bagka bir deyisle teorem, dinamik
bir sistemin hiperbolik dengeye yakin bir alandaki davranisinin, bu denge noktasi
etrafindaki lineerlesmesiyle niteliksel olarak ayni oldugunu belirtir. Bu nedenle, bu
dinamik sistemlerle calisirken hiperbolik denge noktasi etrafindaki davranigi analiz

etmek icgin sistemin daha basit bir lineerlesmesini kullanmak avantajli olabilir.

3.4. Epidemiyolojide Matematiksel Modelleme

Matematiksel modelleme ve gercek hayat problemlerinin matematiksel
modellemesi her gegen giin bilimcilerin daha ¢ok ilgisini cekmis ve bircok matematiksel
model gelistirilmistir. Bununla birlikte, calismamizin da igerigi ile dogrudan iliskili olan
epidemiyolojide matematiksel modelleme en 6nemli modelleme alanlarindan biri haline
gelmistir. Epidemiyolojik siireglerin modellemesinde birtakim yontemler ve yaklagimlar
mevcuttur. Bununla birlikte, olusturulan matematiksel modelin gercege en yakin
sonuglar1 verebilmesi i¢in sahip olmasi gereken bazi1 6nemli 6zellikler bulunmalidir. Bu
temel ozellikler su sekilde siralanabilir:
a. Matematiksel modelleme, korunagelen gercek yasam durumlariyla ilgilidir. Tam
olarak tanimlanmamis veya tek bir dogru cevabi olmayan karmasik gercek diinya
problemleriyle baslar.
b. Matematiksel modelleme, ger¢cek yasamdaki olgular1 agiklamak ve gergek yasam
durumlar1 hakkinda gelecege dair kestirimlerde bulunmak igin kullanilir. Uretkenlik,

secim yapma, tahmin ylritme ve karar vermeyi gerektirmektedir.
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c. Matematiksel modellemeler, model yapan kisinin Uretici olmasini, tercihlerde ve
tahminlerde bulunmasini, karar vermesini gerektirir.

d. Matematiksel modelleme, dongsel (circular) bir strectir.

e. Matematiksel modellemede ¢ok sayida ¢oziim yolu ve yanit olabilir.

f. Matematiksel modellemeler; mihendisler, matematikgiler, sosyal bilimciler,
ekonomistler tarafindan birgok ¢esitli disiplinde yaygin olarak kullanilir.

Matematiksel modelleme ile problem ¢6zme arasindaki en biiyiik fark, problem
¢ozmenin gergek diinyaya atifta bulunmamasi ya da atifta bulunsa bile ideallestirilmis
bir gergek yasam durumunun matematiksel terimlerle ifade edilmesi ile baslar ve
matematiksel bir sonug ile sona erer. Buna karsilik, modelleme "karmagsik" diinyada
baslar, problemin formiile edilmesi ve problemi ¢O6zme asamalarindan sonra,
modelleyici, sonucglarin orijinal baglama gore degerlendirildigi ger¢ek diinyaya geri
doner.

Literatiirde bulasic1 hastaliklarin, ekolojik problemlerin ya da biyolojik

stireclerin modellemesine yonelik yer alan temel yaklasimlar su sekilde 6zetlenebilir:

a. Euler Modeli

Bu modelle ilk ¢alisma, Insan Irkimin Oliimii ve Artmasi Uzerine Genel Arastirma
(1760) adiyla Euler tarafindan yapilmis ve 6zellikle belirli bir y1l i¢inde bir sehir veya
bolgenin nufusu hesaplanmistir. n yiliile p, popilasyonunun p, ., =Ap, seklinde bir
iliskiye sahip oldugu bulunmustur. 2 <1, temeli olan bir geometrik diziye yol acar ve

hizli bityiime saglar. Niifusun arttigin1 varsayarak olay icin strekli bir zaman modeli de

verilebilir, p’(t), p(t) ile orantil oldugunda, p’(t)=Ap(t) diferansiyel denklem elde

edilir. C6zimden sonra ise su denklem bulunur: p(t):Ce“. Bir toplum icin Ustel

blytme fikri; 1798’de Robert Malthus (1766-1834) tarafindan gelistirilen analiz ile
populasyonun modellenmesi ile basladi. Malthus, bdylece nlfus artisinin geometrik bir
diziye gore gergeklestigini, dogal kaynaklarin artisinin ise bir aritmetik diziye gore

gerceklestigini ortaya koymustur (Bin Issa ve Mahmoud, 2009).

b. Verhulst Modeli
Nufus dinamiklerinde Verhulst modeli, Pierre Francois Verhulst tarafindan
1840’larda 6nerilen bir blylime modelidir. Verhulst modelinin nufusa gore azalan ve

artan dogum orani ve 6liim oranma sahip oldugu soylenebilir. Yani, niifus ne kadar
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biiyiik olursa, dogum orani o kadar diisiik ve &liim orani o kadar yiiksek olur. Ote
yandan Verhulst, popiilasyonlar kii¢iik oldugunda biiyiime egiliminde olduklarin
varsayar. Bu model, 1930°da 40 milyon nifuslu Fransa’nin niifusunun biytkligi
hakkinda bir tahminde bulunmustur. Bu tahminlerin dogruluk derecesinin oldukca
yiiksek oldugu soylenebilir. Clnki 1931°’de Fransa'min niifusu 41.5 milyon kisiydi.
Lojistik model asagidaki gibidir (Boularas, 2009):

dp p
——=r|1-—|p, t>0, p(0) =p,. ,
it [ ij p(0) =p, (3.13)

Burada, K tasima kapasitesini, r ise popiilasyonun artis oranin1 gostermektedir. Bu

problemin baglangi¢ degeri ile ¢oziimii su sekildedir:

B pK
P(t)= po+(K —pp)e ™ (3.14)

Not: Her iki model de (iistel ve lojistik) epidemiyolojide yaygin olarak kullanilmaktadir.
Degiskenlerine ayirma yontemini kullandiktan sonra ¢6ziimiin oldugu lojistik modelin

denkleminin nasil bulunacagi asagidaki gibi agiklanabilir:

d
ﬁ:r(l_%p t20. P(0)=P, @3.15)
—>I dpp :J.rdt
r[l—)p
Ltk 1,1
(_pjp pP(K=p) p (K-p)
K

dp dp
- |—+ = |rdt
— In|p|-In|K —p|=r1t +c,
K-p
p

K-p
P

— In
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c. Gompertz Modeli

Gompertz egrisi, Benjamin Gompertz (1779-1865) tarafindan matematiksel bir
model c¢esidi olan bir zaman serisi i¢in olusturulmustur. Periyodunun basinda ve
sonunda biiyiimeyi en yavas olarak beli bir zamanda tanimlayan sigmoid bir
fonksiyondur. Yaygmlastirilmis lojistik fonksiyonun 6zel bir bicimidir. Insan 6lim
oranini tahmin edebilmek i¢in Gompertz egrisi ilk olarak Benjamin Gompertz
tarafindan kullanilmistir. Bu model insan 6liimlerini tahmin edebilmek igin gelistirilmis,
daha sonra popiilasyonlar1 ayrintilandirma bakimindan biyoloji alanina uyarlanmigtir
(Horat, 2021). Bu modeli iyi bilinen kimulatif bicimiyle ilk ifade eden Makeham’dir ve
boylece Greenwood’un tartismalarinda ilk kez karsilastigimiz bir isim olan Gompertz-
Makeham (veya bazen Makeham-Gompertz) modeli olarak tanmmistir (Tjorve ve
Tjorve, 2017).

Gompertz biiylime modeli, biiylimenin biikiilme noktasina gore simetrik
olmadig1 durumlarda siklikla kullanilabilmektedir. Bu egri, (S) seklinde bir yapiya
sahiptir (Sigirl, 2011). Gompertz biyime modeli asagidaki gibi verilmistir.

a final biyilikligi, k biiylime oranini, y egrinin biikiilme noktasini gosteren

parametrelerdir. B =e*” olarak alinirsa, model
f '(t)Zae[_ﬁe_ ]

olarak elde edilir.

c. SIR Modeli

SIR modeli, AIDS virlsinun ortaya c¢ikmasindan sonra gecen yiizyilin
seksenlerinin basinda kullanilmistir. Temel fikri basittir, {i¢ grup insan vardir: saghkli

olanlar ve bu hastaliga yakalanma riski olanlar (S), enfekte olanlar (1) ve iyilesen
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insanlar (R). SIR modeline gore hastalik yayilma hareketlerini modellemek icin ti¢

diferansiyel denkleme ihtiyacimiz bulunmaktadir. Bu denklem, (McKendrick ve

Kermack, 1927; Badawi ve Shaalani, 2020)’ye gore asagidaki gibidir:

ds Sl
—=-f—-VS,
dt ﬂN

dl Sl

— =B,
a PN
dR

— =yl +VvS§,
a7

N =S+I +R.

Bu sistem igerisindeki dinamikler asagidaki sayisal formiiller araciligiyla
gosterilmektedir:

S (t) : Popiilasyonda hastaliga duyarli birey sayis1

| (t) : Popiilasyondaki hastaliktan enfekte olan birey sayisi
R (t ) : Popiilasyondaki hastaliga bagisiklik kazanan birey sayisi

N (t): Toplam popiilasyon sayisi

Bu sistemdeki parametreler ise soyledir:
S Duyarl bireyler arasindaki temas yoluyla hastaligin bulagma oranini temsil

eder.
7 . Enfekte olup da sonradan bagisiklik kazanma oranini temsil eder.

v : Risk altindakilerin asilanma oranini gosterir.

SIR modelinin tam olarak hastaliklar1 modelleyemedigi durumlarda belirli bir salginin
yayilmasini modellemek igin epidemiyolojide kullanilan bircok model daha vardir:
SEIR ve genisletilmis SEIR bu modeller arasinda gosterilebilir. SEIR modeli, gecikme

stiresi veya kulucka stresi olan E ’nin eklenmesiyle SIR modelinden farklilasir.
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4. COVID-19 PANDEMISI ICIN YENI BIR MATEMATIKSEL MODEL

Matematiksel modeller, bulasici hastaliklarin olasi sonuglarini gostermek igin
nasil ilerledigini yansitabilir ve ilgilileri bilgilendirmek suretiyle halk sagligi
mudahalelerine yardimer olabilir. Modeller, g¢esitli bulasict hastaliklar ve parametreleri
bulmak i¢in matematikle birlikte temel varsayimlari ve toplanan istatistikleri kullanir.
Parametreler ise farkli miidahalelerin etkilerini hesaplamak i¢in kullanilmaktadir.
Modelleme, hangi miidahalelerden kacginilacagina ve hangilerinin denenecegine karar
vermeye yardimci olabilir veya gelecekteki biiylime modellerini tahmin edebilir.
Epidemiyolojide en yaygin olarak uygulanan dinamik model SEIR modelleridir. SEIR
modeli dort béliimden olusmaktadir: Duyarli bireyler S (t), maruz kalan bireyler E (t)

(enfekte olmus ancak heniiz bulasici olmayan, gizli bir donemde), bulasic1 bireyler

I (t) ve kurtarilan bireyler R (t) (Al-Hussein ve Tahir, 2020).
Bu ¢alismada, Irak’taki COVID-19 pandemisinin dinamiklerini tanimlamak igin,

astlanmis popiilasyon (V (t )) ve karantinaya alman popiilasyon (Q (t)) olmak Uzere iki

yeni smifi dahil ederek klasik SEIR modelinin bir genellestirmesi olan SEIQVR

modeli elde edilmistir. Model, semptomatik olarak bulasic1 boliimlerde, kulugkada
kalma strelerinin, asinin etkisinin ve karantina surecinin COVID-19 yayili {izerindeki
etkisini gostermektedir.
Boylece, Irak niifusu altiya bollinerek salgin modeli formiile edilmistir.

Birinci kompartimanda hastaliga duyarli bireyler (S-Susceptible individuals)

gosterilmistir.

Ikinci kompartimanda hastaliga maruz kalmis fakat hastalikta belirti
gostermeyen ayni zamanda hastaliklarin1 duyarli bireylere bulastirabilen bireyler (E-
Exposed individuals) bulunmaktadir.

Uciincli kompartimanda enfekte olanlar (I-Infected individuals) gosterilmistir.

Dordinct kompartimanda bulasici bir hastaliga maruz kalan siipheli durumdaki
insan, hastaligin en uzun kulugka devresine esit bir siire kimse ile temas ettirmemek
suretiyle karantinaya alinan bireyler (Q-Quarantined individuals) yer almaktadir.

Besinci kompartimanda asilama sonrasi bagisiklik kazanmis bireyler (V-
Vaccinated individuals) yer almaktadir.

Altinct kompartimanda COVID-19’a kars1 bagisiklik kazanarak iyilesen bireyler

(R-Recovered individuals) yer almaktadir. Bu bireylerin bir kismi tekrar hastaliga
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maruz kalabilmektedir. Toplam popiilasyon biiyiikligii N (t) ile gosterilmistir. Bu

durumda toplam popiilasyon ve ilgili matematiksel model sirasiyla denklem (4.1) ve

(4.2) ile verilir.

N (t)=S (t)+E(t)+1(t)+Q(t)+V (t)+R(t)

(4.2) sisteminde verilen modelin parametrelerinin tanimlar1 Tablo 4.1°de sunulmustur.

Tablo 4.1. COVID-19 matematiksel modelinde yer alan parametre tanimlari

ds PE
—=A+npV -S| —+k +u|,
dt n (N 1 /Jj

dE S
ot E(%‘?ﬁ”%‘ﬂ)’
di

E=;/1E—I(t91+£2+,u+,ul),

d
d—?:glE+82I —Q(6,+ ),

dv
E:kls _V (77+/J)y

dR
el ARTRT

Parametre | Parametrenin Anlami
A Dogum orani
B Hastaligin bulagma katsayis1
k, Asilama orani
n Asinin etkisiyle bagisikligin azalma orani
V1 Maruz kalanlar sinifindan enfekteye gegis orani
&€, Maruz kalanlar sinifindan karantinaya gecis orani
€, Enfekte siniftan karantinaya gecis orani
0, Enfekte bireylerin iyilesme oran
9, Karantinada olan bireylerin iyilesme orani
Dogal 6liim oran1
Uy COVID-19 hastaligindan kaynakli 6liim orani

Sistemin negatif olmayan baslangi¢ kosullari ise
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5(0)=5,. E(0)=E,. 1 (0)=15,Q(0)=Qu.V (0)=V,,R(0)=R,  (3)

ile verilir. Denklem sisteminde 7 etkisiz asiyr gostermektedir (0<7<1). Yani (1-7)
as1 etkinligini temsil eder. 7 =0 ise as1 hastaliga kars1 %100 koruma saglar. Asagidaki

sekilde, tez c¢alismasi ic¢in olusturulan ve detaylar1 yukarida verilen COVID-19

matematiksel modelinin akis diyagrami gosterilmektedir.

o uE pl 1
BSE
s N E e | 0.1 R
(Duyarlr) (Maruz (Enfekte) (lyilesen)
kalanlar)
&1
k.S nv ek 6,0
A N JLtR

v Q
(Asilanmisg) (Karantina)

uv 179;

Sekil 4.1. Popilasyonda COVID-19 bulagma diyagrami
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5. ONERILEN MODELIN MATEMATIKSEL ANALIiZi

Bu bolumde (4.2) ile verilen sistem icin negatif olmayan ¢6zim bdlgesi,

sinirliligl, denge noktalari, temel lireme sayis1 ve kararlilik analizi ele alinmaktadir.

5.1. Negatif Olmayan Coziim Bolgesi ve Simirhihik
(4.2) denklem ile verilen sistemin ¢o6ziimlerinin pozitifligini ve sinirliligini

asagidaki baglangi¢ kosullari ile olusturulan kiime yardimiyla gosterelim.

Q=(S(t).E(t),1 ().Q(t)V (t).R(t)) eR.

Teorem 5.1. (4.2) sistemi, Q bolgesinde pozitif olarak kalir.
Ispat: Baslangic kosullarmi (4.3) g6z oniinde bulunduralim ve diger durum degiskenleri

sifir olmadan 6nce t, civarinda S ’nin sifir oldugunu géz oniine alalim.

d—S=A+77V >0, S =0,
dt

Bu, S ’nin t, civarinda zamanin azalmayan bir fonksiyonu oldugunu gosterir. Bu

nedenle, S negatif olmadan kalir. Diger popilasyonlar icin de benzer durum soz
konusudur:

d—E:OZ 0, E =0,
dt

dr _
dt
dd—?=le +e,l 20, Q=0, (5.1)

y,E >0, 1=0,

av.
dt

?1_?:91[ +6,0>0, R=0.

=kS >0, V =0,

Boylece, altt durum degiskeninin tiimiiniin negatif olmama durumunu elde ederiz ve

buradan R°min model (4.2) igin pozitif bir ¢oziim bolgesi oldugu ¢ikar.
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Teorem 5.2. Sistem (4.2) Q bolgesinde siirlidir ve Ustelik

Q:{(S (£).E(t).1 (t).Q(t)V (t).R(t))eRS|0<S (t)+E (t)+1 (t)+Q(t)+V (t)+R (t)sﬁ}

U

saglanir.

Ispat: Model (4.2)’nin tiim denklemlerini toplayarak, toplam popiilasyonun asagidaki

denklemleri sagladig1 goriiliir:

d_N:A—luN—lLtl]S/l—,U]V,

dt
dN
s 5.2
h u (5.2)

Boylece, eger N (t)> ise ‘E—Tso elde edilir. Ozellikle, N (t)< ise

A 4
H Iz
N (t)<N (0)e™ +4(

1-e™ )’dir. Bu durum, toplam niifusun smirliligini verir. Ayrica
1

eger, N (0)>£ ise, 0 zaman ya ¢6zUm sonlu zamanda Q’a girer ya da N (t)
U

asimptotik olarak i’ye yaklasir. Bu nedenle, R°’daki tiim ¢oziimler Q bdolgesi
U

icerisine dahil olur.

5.2. Onerilen Sistemin Denge Noktalar1 ve Kararhlik Analizi

Bu bolimde ilk olarak, onerilen (4.2) sisteminin denge noktalar1 verilmektedir.
Daha sonra, asagidaki teoremlerde saglikli ve hastalikli denge noktalarinin kararlilig
ele alinmaktadir. (5.3) sisteminin sag kisimlari sifira esitlenir ve bdylece denge noktalari
bulunur. Enfekte olan kompartimanlar sifir alinirsa, enfekte olmayan yani saglikli denge

noktalar1 (SDN (disease-free equilibrium)) elde edilir. O zaman denklem sistemi
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A+nV —ﬂ;—E—kIS — 8 =0,

ﬂ;—E—ylE -gE —uE =0,

7.E =61 =&l —pl =l =0, (5.3)
gE +&,1 —0Q —1Q =0,

kS —-mv —uV =0,

61 +0,Q — uR =0,

seklinde olur. (5.3) sisteminde enfekte olan kompartimanlar (hastalikli) "E,1,Q" sifir

almrsa, SDN =(S;,0,0,0,V,0) seklinde bulunur. Burada;

5, = nA+Au V. - Ak,

u(n+u+k) 0 p(n+u+k,) (5.4)

seklindedir. Bir diger denge noktasi enfekte olan hastalikli (endemik) denge noktasi

(EDN) olarak bilinen E*:(S*,E*,I*,Q*,V*,R*) denge noktasidir ve su sekilde

hesaplanir:

5 N (u+y,+&)

B
£+ _ ~B1A = PAu+N i +N 12 + N ik +N mpyy +N 1,
— P~ pu’ = By, — Buy, — Bne, — Pus,
N zk, 7, +N nue, +N 1Pg, +N k. &
—Bnu— pu’ — By, — By, — Bne, — Pue,’

| =—~((r,(BnA+ BAu—=N i =N 1 =N 2’k =N uy, =N p’y,

—N zkyy, =N nug;, =N 1P, =N wk,&,)) | (=fnu® - B’ = Bruy,

— Bu’y, — Brus, — P’ fn - Prue, - Pu’s, — Pny.e, — Bure,

— e, — Pues, — Prud, — Pu’6, - pny.6, — Buy,6, - Bns,b,;

— Bue,6, — Bripy — Bu’ i — By — Buyipy — By — Buey)),
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Q" =—((BnA+pAu—Nnu’ =N 1 =N 1k, =N nuy, =N 1’y =N wk,y,
—N ue, —N e, —N uk &) (ue, +y,e, + &, +£,6, + e ) | (B’
— =y, = iy e — e M e, — e, — iy 8, — 11,8,
—nuEE, — U8, —N*6, — 1e,6, — iy, 0, — 1 1,0, —nue,b, — 1,6,
— 0, — 1260, —nuy,0, — 17,6, —nue,6, — 1’ £,0, —nus,0, — 1’s,0,
-n7,8,0, — uy,&,0, —ns,E,0, — us,g,0, —nu,o, — ,112(9102 -ny,0,0,
— 17,0,0, = 16,0,0, — 16,0,0, =’ — 1 1 =y gy — 177,44
— g, — 1 ety — O, — 1O, —117,0, 14 — 17,0, 1, — 11,6, 14
— ue0, 1)),

« Nk (u+7+g) (5.5)

- Bn-pu
R™=—(((BrA+BAu=N =N 1 =N gk, =N muay, =N g7,

—N gk, =N npe; —N ﬂklgl)(:uylel + e, +7,6,0, + £,6,0,

v

10,0, +£,06, + 0, ))| (B (—nu* = 1® =y, — 'y, — e,

—u'e —nquils, - p'e, —nuty,s, — 1y, s, —nute s, — eg, —nul, — 6,
— PN, — 10 —nute6, — 16,0, — 0, — u0, —nu’y,0, — 1°y,0,
—nu’e, — 1e,0, —nule,0, — 1’e,0, —nuy,e,0, — 1’y.£,0, —nue,e,0,

— 1le,6,0, —nu’0,0, — 1°6,0, —nuy,6,0, — 1’y.6,0, —nue,6,0, — 11°£,0,0,
— gy — 1y =y — 1y = ey — 0 — O, — 106, 1
N1y, Oytty — 17,0, 1~ i Oy — B0, ) ).

5.3 Temel Ureme Sayisi
Temel iireme sayis1 olarak bilinen R,, enfekte olmus bir kisinin enfekte edecegi
kisi sayisint Olgen bir parametredir. Bu durumda tiim insanlar duyarlidir. Bu oranin

belirlenmesi, COVID-19 gibi bir viriisiin yayilma davranisini inceleyen matematiksel

modellemeler icin 6nemlidir. COVID-19 ile ilgili hastaligin yayilmasinda etkili rol
oynayan iireme katsayist R, salgin sirasinda goriilen COVID-19 varyantlar1 ve salginin
seyri esnasinda belirlenen c¢esitli toplumsal salgin oranlari gibi birden fazla salgin
verilerini kullanarak bu tarz hastaliklarin modellenmesinde 6nemli etkiye sahiptir.

(4.2) sisteminin temel tireme sayisin1 hesaplamak igin (Driessche ve Watmough,

2002)’de verilen yeni nesil matris metodu kullanilmistir. O zaman

T

X'=[S()E M) QMY )R]
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kiimesini goz oniine alalim. (4.2) sistemi:

X _ry
dt

olarak yazilabilir. Burada F matrisi elde edilirken (4.2) sisteminde ilk enfekte olan

bireyler dikkate alinir. Geriye kalan tiim parametreler ise ) matrisini olusturur.

PSE IN +K,S +uS —nV —A
7.E+gE +uE
Ol +&| +ul +pl -y, E
0,Q +uQ —¢E —¢,l
™ +uV —K,S
UR =61 -6,Q

=
oooto{n)o

Yeni nesil matris yontemi ile F ve ) matrislerinin hastalikli denge noktasindaki ilgili

Jacobian matrisleri su sekilde hesaplanir:

S/

N 00 &tV TH 0 0
F=| 0 0 0| V=] -7, O+e,+u+p 0

0 00 -& -&, 6, +u

Yeni nesil matris metoduna gére FV ™ matrisinin spektral yarigap: (6zdegerlerinin en

biiyligli) temel iireme sayisi olarak isimlendirilir. Bu matrisi olusturmak icin 6nce V

’nin tersini bulalim:

1 0 0
&ty tH
V -1 — 7/1 1 O
(51+71+/1)(52+ﬂ+ﬂ1+‘91) &y A +6,
E&, T &Y e+ +E0, &, 1
(u+ &) (e +y +u)(e, +u+m+6) (u+0) e, +u+p+6) u+o,
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Burada F matrisi negatif olmayan bir matris, V matrisi ise tekil olmayan
matristir. Saglikli (SDN) denge noktasindaki FV ™ matrisinin spektral yarigap1 olarak

kabul edilen ve R, ile gosterilen temel iireme sayzist:

a1\ ﬁA(U"‘ﬂ) 56
~ )_Nﬂ(51+7’1+ﬂ)(77+ﬂ+k1) )

seklinde bulunur.

R, =0 ise bu durumda risk yoktur. R, =1 olursa bu, istikrarl1 bir durum olarak

gorilur: Enfekte olan kisi sadece bir kisiye bulasir ve yeni enfekte olan kisi de bir kisiye

bulagir. Eger R, <1 ise, ortalama olarak enfekte olan bir birey, bulagicilik donemi
boyunca birden az bireylere viriis bulastirir ve boylece enfeksiyonun yayilma hizi azalir.
Bu durum enfeksiyonun giderek sonecegini ve salginin duracagini gosterir. R, >1 ise,
salgin riski artar; Bu durumda hastalik pandemi olarak kabul edilir, drnegin R, =2 ise

enfekte kisi enfeksiyonu iki kisiye bulastirir ve bu sekilde enfekte olan bireylerin sayisi
giderek artar.
Onerilen model (4.2) icin, (5.3) ile elde edilen denge noktalarinin kararhilik

analizlerini yapmak amaciyla kararlilik Kriterlerini veren teoremi ifade edelim:

Teorem 5.3.1 (Ahmed ve Elgazzar, 2007) Saglikli denge noktasinin kararliligi i¢in
‘arg (eig (J(SDN )))‘ =‘arg(i )‘ ST i=12..6 (5.7)
I 2

esitsizligini gbz Oniine alalim. SDN’nin 6zdegerlerinden olusan karakteristik denklemi

ise su sekilde tanimlayalim:
D(A)=A" + & P+ EA 2 4.4 E, =0, (5.8)

Bu durumda, (5.8) karakteristik denkleminin tim koklerinin (5.7) kosulunu saglamasi,
yani kararli olmasi i¢in asagidaki durumlar gz oniine alinir:

a) w =1 igcin, (5.8) denklemi & >0 olmalidir.

b) w =2 icin, (5.8) denkleminin Routh—Hurwitz kosullar1 veya
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T
£ <0, 4&>&7, >

=

-

kosullar1 saglanmalidir.
c) w =3 icin, D(4) polinomunun diskriminant: pozitifse (5.7)’yi saglayan gerekli ve

yeterli kosullar sunlardir: & >0, & >0, &£&,>4&,.

Teorem 5.3.2 (4.2) sisteminin saglikli denge noktasi, R, <1 ise yerel ve asimptotik

olarak kararli, R, >1 ise kararsizdur.

Ispat. Saglikli denge noktas1 SDN 'de (4.2)’nin Jacobian matrisi su sekildedir:

[ JE, -5,
—2—u—k — 0 0 0
N KT N n
% ﬁNSO & —H 0 0 0 0
J(SDN )= 0 ’. d—1—6, 0 o ol (9

0 & &, -0, —u 0 0
k, 0 0 0 -n—-u 0

i 0 0 A 6, 0 —

(5.4)’te bulunan saglikli denge noktalar1 (5.9) Jacobian matrisinde yerine yazilirsa, bu

matrisin 6zdegerleri

2

Ao =

A = (,u+¢9)

Ay =—(u+6,+m+s,), (5.10)
As=—(p+k,+n),

Ao =(u+7+&)(Ry-1).

seklinde elde edilir. A4,,,,5 <0 oldugundan saglkli denge noktasinin kararliligi igin
A <0 olmalidir. Buise R; <1 olmas1 anlamina gelir. Boéylece R, <1 ise tiim 6zdegeler

negatif olacagindan saglikli denge noktasi lokal ve asimptotik olarak kararli olur. Fakat
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R, >1 iken diger 6zdegeler negatif olmasina ragmen, A, >0 olacagindan saglikli denge
noktasi kararsiz olur.

Simdi, Jacobian matrisindeki endemik denge noktasini yerine koyarak kararlilik

analizini yapalim.

Teorem 5.3.3 Eger R, >1 ise, sistemin (4.2) endemik denge noktas: yerel ve

asimptotik olarak kararlidir. R, <1 ise kararsizdur.

Ispat. COVID-19 epidemik modelinin enfekte denge noktasi E 'de (4.2)’in

Jacobian matrisi su sekildedir:

e s -
——u—k 0 0 0
N =Ry N n
’BNi %—yl—el—,u 0 0 0 0
J(E7)=
( ) 0 V1 —&,—p— iy~ 6 0 0 0 (5.11)
0 & &, -0, —u 0 0
k, 0 -«n-u 0
i 0 0 A o, 0 —u

Matrisin karakteristik denklemi
CDO(/’L)=(/1+;1)(/1+;¢+92)(52+l+y+ul+¢91)(ﬁ3+ﬁflz+A;l+ A;):O,
olarak bulunur. Yukaridaki Jacobian matrisinin ilk ¢ KOKU —p,—(u+6,) ve
—(52 + U+ + 9) negatif, kalan kokler icin su denklem elde edilir:
A+AV+AA+A =0,
Burada,
A =(EB+Ng&+Nn+Ny —SB+Nk +3N x)> 0,
A;:(3N 1> +E Be, +E pn+E By, +2E fu+N en+Nny,—S Bn
+N gk, +N yk, =S gk, + 2N g1+ 2N nu+2N y,u—2S ﬂ,u+2Nk1,u) >0,

A;=,uz(N u+EB+Ng+Nn+N yl—S,BJrNk1)+,u(E,Bgl+Eﬁ77+Eﬂ7/1
+N&gn+Nny,—-Spn+N gk, +N y,k,—S ﬂk1)+Eﬂ£177+E/5’7771 >0,

olarak bulunur.
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AA —A =(EB+Ng+Nn+Ny —SB+Nk +3Nu)x
(3N,uz+Eﬂgl+E,B?]+E,B}/1+2E[3,u+ Nen+Nny, —Spn
+Negk, + N}/lkl—S,Bk1+2N£1,u+2N77,L1+2N71,u—28[5’,u+2Nk1,u)
—(,uZ(N,u+ Ef+Ng+Nnp+Ny,-Sp+ Nk1)+,u(Eﬂ£1+Eﬁ77+ ESy,
+Negn+Nny, —Spn+Nek+Nyk — S,Bkl)+ Epen + Eﬂm/l) >0.

Eger bu son esitsizlik saglanirsa, Routh—Hurwitz kriterinden (Teorem 5.3.1) sistemin

endemik dengesi E “’in yerel ve asimptotik olarak kararli oldugu sonucu ortaya gikar.
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6. PARAMETRE TAHMINi

Parametre tahmini (PT) teknigi, gercek verilere en uygun egriyi temin etmektir.
Son zamanlarda gergek verilere en yakin parametre degerlerini bulmamizi saglayan
birgok calisma olmustur. PT yontemi yardimiyla, ortaya konulan matematiksel model
icin en gergekei parametre degerleri hesaplanir. Calismalarin birgogunda parametrelerin
sayisal degerleri Onceden yapilan c¢alismalarda kullanilan tahmini parametre
degerleridir. Bu yontem sayesinde, modele 6zgii parametre degerleri hesaplandigindan,
bu 6zel ve daha dogru degerlerin kullanilmasi elde edilen modelin tutarliligini daha agik
bir sekilde gostermektedir. Daha gercek¢i bir matematiksel model calismasi igin
parametre tahmini olduk¢a Onemlidir. Parametre tahmini, hastaligin gelecekteki
durumunu ve salginin bulasma dinamiklerini daha iyi anlamak i¢in olusturulan modelin
giivenilirligini artirmaktadir.

PT yontemi, modele has parametre degerlerinin hesaplanmasi ve bdylece en
uygun parametre degerlerini kullanma temeline dayanarak calismanin neticesinin
tartisilmast yoniinden Onemlidir. Bu yontemin ¢alisma sireci asagidaki algoritma
gibidir:

* Problem ¢6ziimii i¢in sabitlerin (c) belirlenmesi:

mcin||(c, cdata) - ydata||§ =min > (X (c, cdata, ) — ydata, )2 . Burada cdata ve

ydata matris veya vektor; X (c,cdata) fonksiyonu ydata ile aym boyutlu matris veya

vektor degerli bir fonksiyon olmak Uzere, cdata girdi degerlerini (gercek veri), ydata

ise ¢ikt1 degerlerini (nlimerik ¢6z(im) gosterir.

[ X (c,cdata(l)) |
X (c,cdata(2))
X (c,cdata)=| X (c,cdata(3))

X (c ,cd‘ata(k )]

* Parametrelerde sinir m-olmasi durumunda bu alt ve {ist sinir sirasiyla Ib ve ub olarak

gosterilebilir. Boylelikle ¢, Ib ve ub vektor veya matris olabilmektedir.
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* “Isgcurvefit” MATLAB kodu kolayca veri uydurma problemleri i¢in uygun bir ara ylz
elde eder ve asagidaki vektor degerli fonksiyonu hesaplamak icin kullanict tanimli bir
fonksiyon gerektirir:

"En kiictik kareler egri uydurma teknigini"” kullanarak gercek degerler arasindaki
farklarin karelerinin toplamini en aza diisiirme prensibine dayanan parametreleri model
icin daha uygun hale getirmeye calisilarak en dogru (yaklasik ¢oziime en yakin) egri
bulunulmustur (Susam, M., 2022).

Bdylece en kiglk kareler egri uydurma yontemi yardimiyla tahmin edilen 9
biyolojik parametre Sekil 6.1°de gosterildigi gibi elde edilmistir. Gergek COVID-19
vakalari, Sekil 6.1°de kirmiz1 dairelerle gosterilirken, gercek verilere en iyi uydurulan
egri mavi diiz bir ¢izgi ile gosterilmistir. Onerilen COVID-19 modelinin yaklasik
¢ozlimiiniin gergek vakalara en iyi sekilde uydurulmasi ile edilen ve Sekil 6.1°de grafigi

verilen egriyi olusturan parametre degerleri de Tablo 6.1°de listelenmistir.

Tablo 6.1. Parametre tahmini yontemiyle elde edilen ve sayisal simiilasyonlarda kullanilan

parametre degerleri

Parametre Parametrenin Anlami Deger Kaynak

A Dogum orani 1558 (Wikipedi, 2022)

B Hastaligin bulagsma katsayisi 0.8326 Tahmin edildi

K, Asilama orant 0.0024 Tahmin edildi

7 Asmin etkisiyle bagisikligin azalma 0.0643 Tahmin edildi
orani
Maruz kalanlar sinifindan enfekteye 0.4127 Tahmin edildi

71 gecis orani

c Maruz kalanlar sinifindan karantinaya 0.1422 Tahmin edildi

! gecis orani

Enfekte smiftan karantinaya gecis 0.2965 Tahmin edildi

€,
orant

0, Enfekte bireylerin iyilesme orani 0.2864 Tahmin edildi

9 Karantinada olan bireylerin iyilesme 0.0838 Tahmin edildi

2

orant

u Dogal 5liim orant 0.00003784  (Wikipedi, 2022)
COVID-19 hastaligindan  kaynakli 0.3394 Tahmin edildi

5 oliim orani
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Bu degerleri elde ederken Irak’ta 1-30 Haziran 2022 tarihleri arasinda goriilen
COVID-19 vakalart dikkate alinmigtir. Boylece gercek veri kullanilarak bu gergek

verilere en iyi uyum saglayan egri elde edilmeye calisilmis ve asagidaki egri

olusturulmustur:
3000 r
O  Gergek Deger
Tahmin Edilen Deger
2500
@
7 2000 F
g
m
=
Z 1500 [
=
» 1000 [
d
500
0 s L . . '
1] 5 10 15 20 25 30
Zaman (Gin)

Sekil 6.1. Irak’ta 1-30 Haziran 2022 tarihleri arasinda gérillen COVID-19 vaka sayilari ve parametre tahmini
sonunda bulunan egri
COVID-19 epidemisi i¢in olusturulan modelde 11 farkli parametre degeri
bulunmakta olup, parametrelerden dogal 6liim orani (u) parametre tahmini yontemiyle
hesaplanmamig literatiirdeki verilere gore alinmistir (Wikipedi, 2022). Bir Irak
vatandasinin ortalama yasama omri 72.4 yildir (Wikipedi, 2022). Bu ise gunluk bazda

M :1/(72.4 ><365) degerine karsilik gelir. Ayrica Irak’in toplam nufusu 41 milyon 190

bin 658 kisi (Nupel, 2022) ve COVID-19 olmadiginda smirlandirilmis niifus 4
U

seklindedir. Kompartimanlarin (baslangi¢ kosullar1) Irak’taki saglik bakanligimin
yayinladigt COVID-19 vakalarina gore su sekilde alinmistir (Irak Saglik Bakanligi,

2022): S (0) =28189333, | (0) =110, V (O) =10696926, R(O) =2302039. Bununla
birlikte maruz kalan bireyler ve karantinadaki bireyler i¢in baslangic kosullart su sekilde

tahmini olarak almmistir: E(0) =250, Q (0) =2000.
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7. HASSASIYET ANALIZi

Bu Dbolumde, temel Ureme sayisini etkileyen parametrelere gore R,’m

duyarliligi analiz edilecektir. Duyarlilik 6lgiisii, belirli bir parametrede meydana gelen
degisikligin temel lireme sayisinda olusturdugu goreli degisiklikleri ifade eder. Model
parametrelerinin duyarlilik analizi ile ilgili daha detayli bilgiye (Chitnis ve digerleri,
2008)’den ulasilabilir. Hastalik yayilim degisiminin hesaplanmasinda temel (reme
sayisinin onemi goz Oniine alindiginda, bu sayiya gore (4.2) modelinde yer alan

parametrelerin duyarliliklar su sekilde bulunur:

dR, _ np+up >0

dA N ,u(77+,u+k1)(51+71+,u) ’
dRr, _ nA + uA 20

df  Nu(n+u+k)(e+r,tu)
dRr, _ LA+ BAu <0
de, N ,u(77+,u+k1)(51+71+y)2 ’
drR, BnA+ BAu <0
dky N g+ u+k,) (& +7,+u)
dR, BAK,

= > >0,
dn N u(n+u+k) (&+y,+u)

R, —BAM((7+4)(2u+r+a)+ki(u(2n+ 1) +n(r.+2,)))
d N 2 (n+u+k,) (g +7,+n)

<0.

Hassasiyet analizi i¢in yukarida elde edilen esitlikler dikkate alindiginda, R, degerinin
A, B ve n degerleri igin artan, diger u, K, ve & degerleri igin azalan oldugu
gorilmektedir. Bu durum, hastaligin yayilmasimi azaltmak igin popillasyonda tlrevin
negatif degerlerine sahip parametrelerin maksimize edilmesi gerektigini agiklar.

Bu boliimde olusturulan tlim grafikler icin parametre degerleri ve temel tireme
sayisi, 1-30 Haziran 2022 tarihleri arasinda Irak’ta gerceklesen COVID-19 vakalari
dikkate alinarak olusturulmus ve sonuglar MATLAB R2017b paket programi ile elde

edilmistir.
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Sekil 7.1. R;’m & ve f3’ya gore degisimi

Sekil 7.1°de R,’in ¢ ve f’ya gore degisimi goriilmektedir. S degerleri 1’e dogru
yaklastik¢a (&, degerleri yaklasik olarak 0.5’ten kiiciik oldugunda), R, ’m 1’den biiyiik

degerler aldig1, yani hastaligin giderek arttigi; ayrica her iki parametre de 1’e dogru
yaklastiginda R;’in 1 civarinda oldugu goriilmektedir. Bu ise viruse maruz kalan
bireylerin karantinaya alinmasinin hastaliin kontrolii agisindan etkili olacagi, yani
karantinadaki bireylerin sayisinin artmasiyla hastaligin zamanla azalacagi anlamina

gelmektedir.

3

I

Sekil 7.2. R;’mn k; ve /3 ’ya gdre degisimi
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Sekil 7.2°de R,’mn k, ve f’ya gore degisimi gorilmektedir. £ degerleri 1’e dogru
yaklastikca (k, degerleri yaklasik olarak 0.1°den kii¢iik oldugunda), R, in 1°den blyuk
degerler aldigi, yani hastalifin giderek arttigi goriilmektedir. Fakat, Sekil 7.2, k;
degerleri arttikca yani asilanan bireylerin sayisi arttikga R, ’m 1’den kiiciik degerler

aldigin1 ifade etmektedir. Bu ise duyarli bireylerin (heniiz viriise maruz kalmamis

olanlarin) asilanmasiyla virilisiin zamanla azalacagi anlamini tasimaktadir.

Ro

8
Sekil 7. 3. R’ u ve f3’ya gore degisimi

Sekil 7.3’°de R,’mn u ve f’ya gore degisimi goriilmektedir. Her iki parametrenin tim
durumlarinda R, " 1’den kigiik degerler aldig1 goriilmektedir.
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8. MODELIN SAYISAL COZUMU ICIN BiR NUMERIK METOT

Adi diferansiyel denklem (ADD) sistemlerinin analitik ¢ozimlerini elde etmek
her zaman kolay degildir. Bu yiizden analitik ¢6ziimlerin elde edilemedigi durumlarda
yaklasik-analitik veya nimerik metotlardan faydalanilmistir. Son yillarda, ADD,
elektrik agi, sinyal yonlendirme, dinamik sistemlerin kontrol teorisi, goriintii
yonlendirme, fen ve miihendislik bilimlerinin farkli dallarinda sayisiz uygulama alani
bulmustur. Lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ya da
analitik ¢cozdmlerini bulmak igin literatlirde, bilhassa son senelerde oldukga kullanilan
yontemlerden birisi de Adams-Bashforth turi tahmin etme-dizeltme metodudur
(Owolabi, 2019; Yavuz ve digerleri, 2020; Naik ve digerleri, 2020). Bu tez ¢alismasinda
nimerik yontem olarak bu metottan faydalanilmistir. Yontemin temel bilesenlerini ve
¢Ozlim adimlarini tanimlayabilmek icin oncelikle asagidaki baslangi¢c deger problemini

ele alalim:
y'=f (t,y), ast<b, y(a)=a, (8.1)

baslangic deger problemini ¢ozmek igin m adimli yontem; t; , ag noktasindaki w, ,
yaklasik ¢O6ziimiinii bulmak igin, asagida m ’nin 1’den biiyiik bir tamsayir oldugu

denklem ile belirtilen bir fark denklemine sahiptir:

Wig =8y W +8, Wi +..+aW;
+h[bmf (tiJrl’WiJrl)—i_bm—lf (tl 7Wi)+"'—"_b0.f (ti+l—m 7Wi+l—m)]’ (82)

i=m-1Lm,.,N-1 i¢cin h=(b-a)/N, a,a,..,a,, ve by,b,..,b, , sabit

degerlerdir ve baslangic degerleri

olarak belirtilmistir.

8.1. Adams-Bashforth Metodu
Cok Adimli Yontemleri kullanarak SEIQVR modeli i¢in algoritmalar ve sayisal

cozlimler ele alinacaktir. Sayisal ¢oziimler itiretmek i¢in kullanilan son iki yontem,

Runge-Kutta ile Adams-Bashforth yontemidir. Tahmin edici-duzeltici yontemi, daha
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dogru sonuglar i¢in Adams-Bashforth, Runge-Kutta ve ayrica Adams-Moulton
yontemlerinin  kullanilmasini igerir. Bu c¢alismada dort-adimli  Adams-Bashforth
yontemini ele alacagiz.

Adams-Bashforth dort-adimli yontemi, dort adim kullanarak w,,,’i bulan agik bir

yontemdir (Holt, 2021). Yontem su sekilde tanimlanir:

Wo=a,W,=0,W,=0,,W,;=0a,

W, =w, %(SSf (t,w, ) =59 (t, W, ) +37F (t, W, ,)~9F (t, s, ).

8.1.1. DOrt-adimh Adams-Bashforth Metot Algoritmasi

Genel olarak, dort-adimli Runge-Kutta yontemi ile Adams-Bashforth yontemi igin
algoritma asagidaki gibidir:
Giris: N tamsayi, t_, ve t sirastyla baglangic ve bitis noktalari, « baslangig

max 2

kosulu
Cikti: t ’nin (N + l) noktasindaki degerleri i¢in, y ’ye karsilik gelen w degerleri.

1. Adim: Tanimla:

h = —max min
N )

tO _tmin’

W, =a.

2. Adim: i =1,2,3 i¢in 3.,4. ve 5. adimlar uygulansin.
3. Adim: Tanimla:

4.Adim: Cikt1 (t; ,w,).
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5. Admm: i =4, ...,N icin 6-9 adimlar uygulansin.

6. Adim: Tanimla:

w, :W3+%[55f (ta W)~ 59F (t,w,)+37F (tw,)=F (tow,)],

t. =t . +ih.

1 min

7. Adim: Ciktr (t, ,\w,)

8. Adim: j =0,1,2 igin

9. Adim: Tanimla:

10. Adim: Dur.

Tez c¢alismasinda kullandigimiz SEIQVR modelimiz i¢in asagidaki algoritmaya
sahibiz:

1. Adim: Denklem sistemleri i¢in baslangi¢ kosullari ve parametreler tanimlanir:
B Ky 6,6, 60,0, 1,14, S (0)=S,, E (0)=E,, 1(0)=1,,  Q(0)=Q,,
Vv (0) =V,, R (O) =R,

2. Adim: i =1,2,3 i¢in 3.,4. ve 5. adimlar uygulansin.

3. Adim: Tanimla:

FEl =hf2(si—l’Ei—l
h

F31 = hfl(S' 1’E' 1’Vi—1)’
)

F.=hf(E, .1,

For =hf, (Ei 011 1.Qi1),
R.=hfg(S;.V.1),
Feo=hfe(1,..Qi1.R4),

ve
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ve

ve sonunda,

ve birlikte,

1 1 1
Fszzhfl(sil"'zFSPE +2FEl’V|1 2Fv1j1

FEZ:hfZKS +;F81,E +;FE1J’
F,Z:hfs(Ei_ﬁ;FEl,I,_l ;F,l],
FQS=hf4(E|_l+;FEl,||_l ;F,PQ 4 ; Qlj'
FVl=hf5(S +;F81,V ;F“)’
FRlzth(l ;Fll,Qll+;FQl,R ;ij,

1 1 1
Fss= hfl(sil+EF82’Ei1+§FE2’Vi1+EFV zj’

1
FEszhfz(Si 1+2F521E ZFEzj’

1 1
F,=nf, (E +2FE2,IIl 2F'2j’

1 1 L1
Q3=hf4 Ei—l+§FE2’Ii -1 2FIZ'QI -1 2 sz’

1 1
K ,=hf ]S, +2F52,V +2FV2],

1 1 1
FRszhfe || 1+2F|21Q| A 2 inR'f 2FR2j’

Fou =hf (S, +Fs B +FesV i +Ryy),

Fo,=hf, (S, +F.E L +Fs),
Fo=hfy (B +F i, +F5),
Fou=hf (B +Fep by +F3Qi, +Fos),
R.=hfs(Siu+F,V,,+R,).
F., = fe(lil+F,3,Qi1+FQ3,R +Fes),
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S, :Si1+%(FSl+2FSZ+2F53+ Fss),
1
E, :Ei_1+g(FEl+2FE2+2FE3+FE4),
I, =Ii1+%(F,1+2F|2+2FI3 +F,),
1
Q, =0, +E(FQ1 +2F,, +2Fg,+Fo,),

V.=V, , +%(FVl +2F,, +2FK,,+F,,).

R, =R, +%(FR1 +2F, +2FR3+FR4).

4. Addmm: ¢ikt (t,S;,E;1,,Q,,V,,R)
5. Adim: i =4,..N icin 6. ve 7. adimlar uygulansin

6. Adim: Tanimla:

t, =t +ih,

S :83+%[55f1(83,E3,V3)—59f1(82,E2,V2)+37f1(81,El,Vl)—gfl(So,Eo,Vo)],
E :ES+%[55f2(s3,Es)—59f2(sz,Ez)+37f2(sl,El)—9f2(so,E0)],

| =|3+%[55f3(|53,|3)—59f3(E2,|2)+37f3(E1,|1)—9f3(E0,|0)},

Q :Q3+%[55f4(E3,I3,Q3)—59f4(E2,I2,Q2)+37f4(E1,Il,Ql)—9f4(E0,IO,Q0)],
Vv =V3+%[55f5(83,V3)—59f5(SZ,V2)+37f5(Sl,vl)—QfS(SO,VO)],

R =R3+%[55f6(I3,Q3,Rg)—59f6(lZ,QZ,R2)+37f6(Il,Ql,Rl)—9f6(IO,QO,RO)].

7. Adm: ¢ikt1 (t,S,E,1,Q,V,R)

8. Adim: j =0,1,2 i¢in tanimla:
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9. Adim: Tanimla:

10. Adim: Dur.

Sj _Sj+l
Ej:Ej+l
Ij :Ij+l
Qj :Qj+l
Vj=Vj+l
Rj= i+
t; =t,
S; =S,
3 =
=1,
Q3:Q’
V, =V,
R, =R

o1



9. MODELIN NUMERIK COZUMU VE SIMULASYON

Numerik similasyon, cok basit olarak, fiziksel bir olayin bilgisayar ortaminda
gergege uygun olarak canlandirilmasi olarak tanimlanabilir. 1970’li yillarda baslayan
caligmalar zamanla bilgisayar teknolojisindeki hizli gelisime paralel olarak 6zelikle son
on yilda biiylik ivme kazanmistir. Simiilasyon ayrica gercek sistemin ulasamadigi yahut
tehlikeli, uygulamanin reddedildigi veya tasarlanmis fakat heniiz iiretilmemis ya da
kisaca mevcut olmayan sistemlerin  uygulanamadigi zamanlarda da oldukca
kullanighdir. Simiilasyondaki temel 6zellikler, 6nemli yonlerin ve davraniglarin se¢imi
konusunda gecerli kaynak bilgilerinin edinilmesini, bununla birlikte simulasyonda
yakinlastirma ve hipotezlerin sadelestirilmesinin  kullanimmi veya simulasyon
sonuglariin dogrulugunu ve gegerliligini kapsamaktadir. Model dogrulamasi ve /
veya gecerliligi i¢in kullanilan similasyon teknolojisi, kurulan modelin etkinliginin ve
bununla birlikte gegerliliginin test edilmesini saglar. Bu haliyle simiilasyon bilhassa
uygulamali bilimlerde oldukca sik kullanilan ve yavas yavas Onem kazanan bir aragtir
(Wikipedia, 2022). Bu baglamda, bir modelin niimerik similasyonu o modelin temel
aldig1 gergek-hayat probleminin gelecekteki davraniglari hakkinda tahminlerde
bulunmaya yardime1 olur.

Bu kisimda, olusturulan COVID-19 modelinin  nimerik cozimleri ele
alinacaktir. Coziim yontemi olarak Bolim 8’de detaylar1 verilen Adams-Bashforth tipi
tahmin etme-diizeltme metodu kullanilacaktir. Cok adimli Adams-Bashforth yontemleri
lineer olmayan sistemlerin niimerik ¢oziimiinde kullanilan 6nemli yontemlerdendir.
Yine Runge-Kutta yontemlerinden farkli olarak Adams—Bashforth yontemleri, daha
yiksek dogruluk derecelerine gidildikge daha kiigiik kararlilik boélgelerine sahiptir
(Diethelm, 2004).

Matematiksel biyolojide sayisal simiilasyon yaparak bir hastaligin gelecekteki
seyri ile ilgili tahminlerde bulunmak ve olusturulan modellerin niimerik ¢6zumlerini
hesaplamak oldukca 6nemlidir. Bu boliimde, (4.2) ile verilen sistemin kararli denge

noktalariin biyolojik 6nemi tartisilip, elde edilen sonuglarin davraniglart incelenecektir.

(4.2) sistemindeki baslangig deger kosullann S (0)=28189333, E (0)=250,

1 (0)=110, Q (0)=2000, V (0)=10696926, R (0)= 2302039 seklinde almmustir.
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Sayisal ¢oziimlerle hastaligin yayillmasinda hangi parametrelerin etkin rol
oynadig1 incelenmistir. Bu nedenle, Tablo 6.1'de verilen degerler kullanilarak her bir alt
popiilasyonun zaman i¢indeki degisimi farkli # degerleri i¢in simiile edilmistir. Ayrica
sistem dinamiginin davranisin1 6nemli Ol¢lide degistiren parametreler dikkate alinarak
cesitli degerler i¢in grafikler elde edilmistir.

Sekil 9.1°de (4.2) sisteminde hastalifin bulasma katsayist olan f ’nin
P =0.8326, # =0.8526, f =0.8726 ve [=0.8926 farkli degerleri icin duyarlh
bireylerdeki popiilasyonun zamana bagli degisimi incelenmistir. Burada parametre
tahmini  yontemiyle gercek veriye en uygun S degeri £ =0.8326 olarak
hesaplanmistir. £ ’nin simulasyondaki degerleri dikkate alindiginda, 40. guinden sonra
[ arttikca duyarl bireylerin sayisinin azalis gosterdigi ve 80. gunden sonra tum S

degerleri i¢in duyarl popllasyonun Kararli bir davranig sergiledigi gérulmektedir.

%107

T T
= 3= 0.8326 (Tahmin Edilen Deger}
— 3 0.8526

4= 0.8726
4= 0.8026

Duyarl Bireyler {5}

0 20 40 60 80 100 120
Zaman (Gin)

Sekil 9.1. Farkli £ degerleri igin duyarli bireylerde (S) niifus degisimi

Benzer sekilde, Sekil 9.2, Sekil 9.3, Sekil 9.4, Sekil 9.5 ve Sekil 9.6’da hastaligin
bulagma katsayis1 olan £ ’nin farkli # =0.8326, f =0.8526, 5 =0.8726 ve £ =0.8926
degerleri igin sirasiyla maruz kalan, enfekte, karantina, asilanmis ve iyilesen
bireylerdeki populasyonun zamana baghh degisimi incelenmistir. Sekil 9.2

incelendiginde, parametre tahmini yontemiyle elde edilen S =0.8326 degeri igin viriise
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maruz kalan bireylerin sayisinin S ’nin diger degerlerine
( £ =0.8526, f=0.8726, B =0.8926) gOre azalis gosterdigi goriilmektedir. S
degerleri arttik¢a maruz kalan bireylerin sayisinda da ciddi oranda artis gézlenmektedir.
Ayrica, maruz kalan bireylerin sayisinin azalmasi; maruz kalan bireylere uygulanan
karantinanin etkisini gdstermesi, hastalarin iyilesmesi ve/veya enfekte olan bireylerin
sayisinin artmasina neden oldugu seklinde yorumlanabilir. Bununla birlikte 100. giinden
sonra maruz kalan bireylerin kararli hale geldigi de goriilmektedir.

(i
25 x 10

T T
3 = 0.8326 (Tahmin Edilen Deger)
— 3= 0.8526

3= 0.8726
— = 0.8026
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Sekil 9.2. Farkli S degerleri igin maruz kalan bireylerde (E) niifus degigimi

Sekil 9.3 incelendiginde, enfekte olan bireylerdeki degisimin de maruz kalan

bireylerdeki degisime benzer davranig sergiledigi goriilmektedir. Yani, £ degerleri

arttikca enfekte olan bireylerin sayisinin da arttigi goriilmektedir. Diger bir ifadeyle,

P =0.8326 degeri icin enfekte olan bireylerin sayisinin diger degerlere gore onemli

derecede artis gosterdigi ve yaklasik 60. giine kadar bulasiciligin arttigi, daha sonra

azalmaya bagladig1 ve belli bir siire sonra kararli hale ulagtig1 goriilmiistiir.
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Sekil 9.3. Farkli £ degerleri igin enfekte bireylerde (I) niifus degisimi

Sekil 9.4’te karantinada olan bireylerin sayisinin farkli £ degerleri igin degisimi

incelenmistir. Virtise maruz kalan ve enfekte olan bireylerin sayisindaki degisime gore

karantinaya alinan bireylerin sayis1 da degismektedir.

&
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45 .
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80 100 120

Sekil 9.4. Farkli £ degerleri igin karantinada olan bireylerde (Q) niifus degisimi
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Sekil 9.5 incelendiginde, parametre tahmini yontemiyle elde edilen S =0.8326 degeri

icin asilanan bireylerin say1sinin S ’nin diger degerlerine
( P =0.8526, #=0.8726, p= 0.8926) kiyasla azalig gosterdigi goriilmektedir. Yani,

p degerleri arttik¢a asi/anan popiilasyon sayisi azalmaktadir.

%108

12

#= 0.8326 (Tahmin Edilen Deger)
— = 0.8526

#= 08726
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.
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Sekil 9.5. Farkli f degerleri igin agilanmus bireylerde (V) niifus degisimi

Sekil 9.6’ya gore, parametre tahmini sonucunda bulunan £ degerine karsilik gelen
iyilesen birey sayisinin, S ’nin diger belirlenen degerlerine gére daha az oldugu
gozlemlenmektedir. Yani, S degerleri arttikca iyilesen popiilasyon sayis1 da

artmaktadir. Lyilesen bireyler, karantinaya alinan bireylerden ve enfekte olan bireylerin
hastaliktan kurtulmasi (bagisiklik kazanmasi) sonucu olustugu i¢in bu durum, beklenen
bir durum olarak yorumlanabilir. Bunun bir sonucu olarak, bulasiciligin artmasi,

iyilesen bireylerde de artiga sebep olacaktir.
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Sekil 9.6. Farkli f degerleri igin iyilesen bireylerde (R) niifus degisimi

Bununla birlikte, popiilasyonun zaman i¢indeki degisimi farkli 7 degerleri icin de ele
alinmistir.  Sekil 9.7°de 7 degerleri arttikga duyarli bireylerin sayisinin arttigi

gorilmektedir. Bu durum agimin etkisini kaybetmesiyle (aginin tutmamasi) duyarli
bireylerde artisin gézlemlenmesine neden oldugu seklinde yorumlanabilir. Ayrica, 90.

glinden sonra duyari: bireylerin kararli hale geldigi de goriilmektedir.
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Sekil 9.7. Farkli 77 degerleri i¢in duyarl bireylerde (S) niifus degisimi

Sekil 9.8’de agilanan bireylerin sayisinin 7 =0.0643 degeri icin diger degerlere gore

onemli derecede az oldugu ve zamanla kararli hale geldigi gozlemlenmistir.
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Sekil 9.8. Farkli 17 degerleri i¢in asilanmis bireylerde (V) niifus degigimi
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10. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, gelistirilen yeni bir COVID-19 matematiksel modelinin (bkz. (4.2)

sistemi) analizi yapilmig ve Irak’tan alinan gergek verilerle bu modelin parametre

degerleri tahmin edilmistir. (4.2) sistemi i¢in tahmin edilen parametre degerleri

kullanilarak sayisal simiilasyonlar gergeklestirilmis ve COVID-19 epidemisinin

gelecekteki siiregleri ongoriilmeye calisilmistir. Tezin bu kisminda, ¢alisma boyunca

elde edilen sonuglar ve oneriler sunulmustur.

10.1. Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda elde edilen 6nemli sonuglar su sekilde siralanabilir:

Tezimizde COVID-19 hastaligint modelleyen yeni bir matematiksel yap1
olusturularak bu modelin etkinligi ve dogrulugu irdelenmistir. Meydana getirilen
yapt, COVID-19 hastaligin temel bilesenleri olarak sayilan duyarl (S), virise
maruz kalan (E) ve enfekte (I) kisilerin yaninda karantinaya alinmis (Q),
asitlanmis (V) ve iyilesen bireyleri de igermektedir. Bu baglamda olusturulan
modelin, COVID-19 hastaliginin temel bilesenlerini igerdigi, boylece etkin bir
model oldugu savunulabilir. Arastirma sonucunda meydana getirilen modelin
COVID-19’un siireglerini dogru bir bigimde modelledigi ve gelecekteki seyri

hakkinda tahminler sundugu gorilmiistiir.

COVID-19 icin enfeksiyona kars1 bagisiklik tepkisinin ¢esitli yonlerini analiz
etmek igin olusturulan sistemin biyolojik olarak anlamliligini gdstermek
acisindan negatif olmayan c¢oziim bolgesi ve modelin kompartimanlarinin

(popiilasyonlarinin) sinirliligr ele alinmistir.

Modelin hastalikli (EDN) ve saglikli (SDN) denge noktalart hesaplanmis ve bu
denge noktalariin lokal kararlilik analizi yapilmistir. Boylece sistemin denge

noktalarinin hangi kosullar atinda kararli oldugu ortaya konmustur.

Salgin hastaliklarda ikincil enfeksiyon oranit olarak bilinen ve hastaligin
gelecekteki seyri hakkinda onemli bilgiler veren temel iireme sayisi da ilgili

model i¢in hesaplanmistir. Bu sayinin hassasiyet analizi de yapilarak hangi
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parametrelerin bu say1 lizerinde etkili oldugu ve bu sayiyr nasil etkiledigi

tizerinde durulmustur.

Irak'ta ilk koronaviriis enfeksiyonu, Necef sehrindeki iran’li bir 6grencide 22
Subat 2020°de kesfedilmistir. Calismamizda Irak’taki gergek veriler kullanilarak
COVID-19 icin meydana getirilen modelin parametreleri (9 parametre) en kiicuk
kareler egri uydurma yontemi ile tahmin edilmis ve sayisal simiilasyonlar bu
degerlere gore yapilmistir. Olusturulan matematiksel modelin parametre
degerlerinin belirlenmesi i¢in kullanilan en kiigiik kareler egri uydurma
yonteminin c¢aligma algoritmasi verilmistir. Ayrica tahmin edilen bu parametre
degerleri ve gergek veriye gore uydurulan egri birlikte sunulmustur. Modelin
¢cozimu igin Adams-Bashforth tipi tahmin edici-duzeltici niimerik yéntem
kullanilmis ve sayisal simiilasyonlar yardimiyla COVID-19’un gelecekteki
seyriyle ilgili tahminlerde bulunulmus ve her bir kompartimanin parametreleri

nasil etkiledigi de ortaya konulmustur.

10.2. Oneriler

Bundan sonraki benzer calismalarda arastirmacilara yol goéstermesi acisindan

asagidaki oneriler sunulabilir:

Calismada kullanilan tamsayr mertebeli sistem yerine kesirli tlirev operatori
iceren bir sistem kullanilarak COVID-19’un gelecekteki seyri ile ilgili farkli
tahminlerde bulunulabilir. Boylece farkli tiir tiirev operatdrlerinin tamsay1

mertebeli sistemlerle iliskisi de ortaya konmus olur.
Farkli tlir biyolojik modeller iizerinde parametre tahmini yapilirken daha ¢ok

veri setinden yararlanilabilir. Ayrica en kiigiik kareler egri uydurma yontemi

disinda “maksimum olabilirlik” gibi farkli yontemlerden de yararlanilabilir.
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