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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi
NULLUK DAGILIMINA SAHIiP HEMEN HEMEN a-KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLARIN BiR SINIFI UZERINE
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2018, 50 Sayfa
Juri
Prof. Dr. Nesip AKTAN

Dr. "(")gr.':l'lyesi Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIRIM

Bu tezin amaci; & vektor alanini igeren sirastyla (k, u)’-nulluk dagilimi ve (k, u)-nulluk dagilimina

sahip Weyl yar1 simetrik hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar karakterize etmektir. Ayrica sirasiyla
C Weyl konformal egrilik tensorii ve S Ricci tensdril olmak tzere; €. S = 0 egrilik kosulunu saglayan, &
karakteristik vektor alamimi igeren (k,u)'-nulluk dagilimina sahip hemen hemen a-kosimplektik
manifoldlart tanimlamaktir.

Anahtar Kelimeler: degme manifold, kosimplektik manifold, nulluk dagilimm



ABSTRACT

MS THESIS

ON A TYPE OF ALMOST a-COSYMPLECTIC MANIFOLDS WITH NULLITY
DISTRIBUTIONS

Nurgal ARI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2018, 50 Pages

Jury
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Assist. Prof. Dr. Melek ERDOGDU
Assist. Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

The object of the thesis is to characterize Weyl semisymmetric almost a-cosymplectic manifolds
with its chaaracteristic vector field ¢ belonging to the (k,u)’-nullity distribution and (k, u)-nullity
distributions respectively. Also we characterize almost a-cosymplectic manifolds satisfying the curvature
condition C.S = 0, where C and S are the Weyl conformal curvature tensor and Ricci tensor respectively
with its characteristic vector field & belonging to the (k, u)’-nullity distribution.

Keywords: contact manifold, cosymplectic manifold, nullity distribution



ONSOZz

Bu tezin hazirlanmasi siirecinde bana yol gosteren ve degerli bilgilerini benimle
paylasan, desteklerini her zaman gordiiglim degerli danisman hocam Prof. Dr. Nesip
AKTAN’a sonsuz tesekkiir eder ve saygilarimi sunarim.

Calismalarim esnasinda bana anlayis gosteren ve destek olan sevgili esim

M. Burak ARI’ ya ve tiim aileme tesekkiir ederim.

Nurgul ARI
KONYA-2018



ICINDEKILER

OZET oottt 1
ABSTRACT ...ttt ettt 2
ONSOZ ..ottt 3
ICINDEKILER .........coooiiiiieeeeeeeeeee ettt 4
SIMGELER VE KISALTMALAR ........ooiiiiieieieee et issiesaeses st 5
Lo GIRIS .ottt sttt 6
2. TEMEL KAVRAMLAR ......oooiteietieeeteeeeieee et 9

2.1.Riemann Manifoldlari...........cccceeiiiiiiiiiiiiiic e 9

2.2.Hemen Hemen Degme Manifoldlar............coccooviiiiiiiieniiiccieei e 15

2.3. a- Kosimplektik Manifoldlar.............ccooiiiiiiii s 21
3. (k, 0)"NULLUK DAGILIMINA SAHIP HEMEN HEMEN a-
KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLAR............ccccocoovoiiiiiiiiieeeeeeieee e, 28
4. (k, p)-NULLUK DAGILIMINA SAHiP HEMEN HEMEN a-KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR ........co.coiiiiiiiieieiesiee ettt 39
5.SONUCLAR VE ONERILER ............c.cccoosiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e, 46
KAYNAKLAR ..ottt 47

[0 Z.€] 3165\ 1 1T 50



Simgeler

th RS S @

QO R O L I A4 O ® ©

=

x(M)

SIMGELER VE KISALTMALAR

Metrik tensori
Karakteristik vektor alan
Tensor alant

1-form

Manifold

Lie turev operator

Lie parantez operatori
Temel 2 —form

Tensor ¢arpimi

Degme dagilimi
Levi-Civita konneksiyonu
Riemann egrilik tensorii
Ricci egrilik tensorii
Weyl konformal egrilik tensorii
Kesit egriligi

Ricci operatori

Nijenhuis tensor alani

M Uzerindeki C* vektor alanlart uzay1



1. GIRIS

Degme geometri bundan iki yiizyil 6nce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin
geometrik optikler tizerindeki ¢alismalarindan dogmustur. Sophus Lie, Elie Carton ve
Darbox gibi pek ¢ok Onemli matematik¢i bu alanda caligmalar yapmistir. Degme
geometrinin koklerine 1872°de Lie’nin degme transormasyonu diferensiyel denklem
sistemlerinin ¢alisilmasinda geometrik bir ara¢ olarak kullanilmasiyla rastlanir. Degme
geometrinin uygulamalarma optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da
rastlanmaktadir (Kipeli Erken, 2010).

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢ok énemli bir yere sahiptir.
2n + 1-boyutlu bir (C*) simifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant
demetlerinin grup yapis1 U(n) X 1 tipine indirgenebiliyorsa M’ye hemen hemen degme
manifold denir. Ilk olarak J. Gray 1959 yilinda tek boyutlu manifoldlar {izerinde yaptig1
calisgmada U(n) X 1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamustir. Buna gore 2n + 1-boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

¢*X =X +nX)¢, n®) =1

denklemlerini saglayan ¢; (1,1)-tipli bir tensor alani, &; bir vektor alani, ve n; 1—form
olmak tzere (¢, &, n)-uclusi ile ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki (¢, ¢&,n)

hemen hemen degme yapisi lizerinde

g(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(¥)
nX) =g9X,$)

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik yapiy1
tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen degme
manifoldlar icin normallik sartmn J kompleks yapisinin (J2 = —I) integrallenebilmesi
oldugunu ispatlamiglardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya bagli kalarak 1969 yilinda Goldberg ve Yano
tarafindan kosimplektik manifold tanimlanmistir (Goldberg ve Yano 1969). Bu
tanimlamayi takip eden yillarda ozellikle Olszak kosimplektik manifoldlar Gzerinde

bir¢ok ¢alismaya imza atmistir (Olszak 1981-89). 1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen



degme metrik manifoldlar lizerinde yeni bir karakterizasyon ve siniflama ortaya
koymustur. Bu siniflama Kenmotsu manifold olarak adlandirilmistir (Kenmotsu 1972).
1981 yilinda Vanhecke hemen hemen degme yapilarini ele aldig1 ¢alismasinda hemen
hemen Kenmotsu manifoldlarin1 genisleterek hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlar
tamimlamustir (Janssens ve Vanhecke 1981).

Kim ve Pak hemen hemen a-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilarini
birlestirerek hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir alt sinifi olan hemen
hemen a-kosimplektik manifold kavramini tanimlamislardir (Kim ve Pak 2005).

(M, ¢, &,1, g) seklindeki 2n + 1-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik yapist
dn=0, do=2anr®d

sartlarm saglar. Burada a keyfi bir reel say1 ve @ temel 2-formdur. Ozel olarak, a = 0
durumunda hemen hemen kosimplektik , a« # 0 durumunda ise hemen hemen a-
Kenmotsu manifoldlar: elde edilir. Normallik sart1 altinda ise; a-kosimplektik manifold
ya kosimplektik ya da a-Kenmotsu manifoldudur.

Glinlimiizde nulluk dagiliminin ¢aligilmast hemen hemen degme metrik manifoldlar
Uzerine oldukca ilgi gekici bir konu olmustur. k-nulluk dagilimi notasyonu (k € R) Gray
(1966) ve Tanno (1978) tarafindan (M, g) Riemann manifoldlar1 ¢alismasinda herhangi
birp € M ve k € R igin;

Ny,(k) ={Z e T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,2)X — g(X,Z2)Y]} (1.1)

olarak tamimlanmustir. Burada X,Y € T,M olmak Uzere T,M; M’nin herhangi bir p € M
noktasindaki tanjant vektor uzayim ve R; (1,3)-tipindeki Riemann egrilik tensoriini
gOsterir.

Yakin zamanlarda Blair, Koufogiorgos ve Papantoniu (1995) tarafindan bir degme
metrik manifold olan (M2"*1,¢,&,n, g) yapisi iizerinde (k, u)-nulluk dagilimi isminde

k-nulluk dagiliminin genellestirilmis bir notasyonu herhangi bir p € M2"*1 ve k,u € R

icin; h = %EE iken;

Ny(k,w) ={Z e T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,Z2)X — g(X,2)Y]}
+ulg(Y,2)hX — g(X, Z)hY] (1.2)



olarak tanimlanmistir. Burada £; Lie tlirevi gosterir.

2009 yilinda Dileo ve Pastore tarafindan bir hemen hemen Kenmotsu manifold olan
(M?t1 ¢, &,m,g) yapisi iizerinde k-nulluk dagiliminin diger bir genellestirilmis
notasyonu olan (k, u)’-nulluk dagilimi notasyonu herhangi bir p € M?"**! ve k,u € R
icin; h' = h o ¢ iken;

Ny(k,w)' ={Z € T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,Z)X — g(X,Z)Y]}
+ulg(Y,Z)h'X — g(X,Z)h'Y] (1.3)

olarak tanimlanmuistir.

Birinci boliim olan giris boliimiinde konu ile ilgili literatiir bilgisi verilmistir.
Ikinci bolim temel tanim ve kavramlar igin ayrilmistir. Bu béliim (¢ alt basliktan
olugmaktadir. Birinci alt baglikta Riemann manifoldlar1 ile ilgili temel tanimlar
verilmistir. ikinci alt baslikta hemen hemen degme manifoldlara ait temel kavramlar yer
almistir. Ugiincii alt baslikta hemen hemen a-kosimplektik manifoldlara ait temel tanim
ve O0zelliklerden bahsedilmistir.

Ugiincii béliumde (k, 1)’ -nulluk dagilimina sahip Weyl yar1 simetrik hemen hemen
a-kosimplektik manifoldlar karakterize edilmistir.

Doérdinci bolimde (k, u)-nulluk dagilimina sahip hemen hemen a-kosimplektik
manifoldlarin baz1 6zellikleri elde edilmistir.

Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar ¢ alt baslik altinda

verilmistir.

2.1.Riemann Manifoldlar1

Bu kisimda Riemann manifoldlarina ait temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.1.1. M; n-boyutlu bir C* manifold olsun. M™; (izerinde vektor alanlarinin

uzay1 y(M™) ve reel degerli C® fonksiyonlarinin halkas1 C*(M™, R) olmak Uzere,

g: x(M™) X x(M™) - C*(M™,R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanimli bir g doniisiimiine M™ (izerinde bir Riemann metrik
tensort ve (M™, g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir. (O’neill
1983).

M™ manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi igin, M™ (izerinde bu noktalar

birlestiren bir egri bulunabiliyorsa; M™’ye baglantili manifold ad1 verilir (O’neill 1983).

Tanmm 2.1.2. M™ bir C* manifold olsun. M™ Uzerindeki vektor alanlariin uzayi

x(M™) olmak (izere,

2—lineer

Vix(M™) X x(M™) —— x(M™)
(X,Y) —— V(X,Y) = VY

déniisiimi, Vf, g € C®(M™ R), VX,Y,Z € x(M™) igin,
(2) VfX+gYZ = fVxZ + gVyZ,

3) VX(fY) = fVxY +X(fY),

ozellikleri saglantyorsa V ya M™ {izerinde bir afin konneksiyon denir (O’neill 1983).
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Tanim 2.1.3. (M", g) bir Riemann manifoldu ve ¥ da M™ (izerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V déniisimii;V X, Y,Z € y(M™) igin,

(1) VY —VyX = [X,Y] (Konneksiyon sifir torsiyon 6zelligi),
(2) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zelligi),

sartlarin1 sagliyorsa V ya M™ iizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M™ nin Levi-Civata konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Tanim 2. 1. 4. (M", g) bir Riemann manifoldu ve ¥ da M™ (izerinde bir Levi-

Civata konneksiyonu olsun. O zaman,

R: x(M™) X x(M™) X x(M™) — x(M™)
R(X, Y)Z = VXVYZ - VvaZ - V[X,y]Z (21)

ile tanimlanan (1,3)-tipli tensor alan1 R ye M™ nin Riemann egrilik tensori denir.

AyricaV X,Y,Z,V,W € y(M™) olmak (izere, R Riemann egrilik tensorii
(1) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,
@ gRRX, V)V, W) =—gRX,Y)W,V),

(3) RX,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y = 0,
4) gRRX, V)V, W) =gRV,W)X,Y)

ozelliklerini saglar (O’neill 1983).

Onerme 2.1.1. (M", g) bir Riemann manifold, ¥ da M™ Uzerinde bir Levi-Civata

konneksiyonu ve E, (1,1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,

(VxE)Y = V4EY — E(V4Y)

dir (O’neill 1983).
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Onerme 2.1.2. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensdr alan

olmak Uzere, her X,Y, Z vektor alanlar i¢in,
9((VxF)Y,Z) = g(Y,(VxF)Z)
esitligi gecerlidir (O’neill 1983).

Onerme 2. 1. 3. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alani1 olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlar1 i¢in,

g((Vx®)Y,Z) = —g(Y, (Vx6)2)
dir (O’neill 1983).

Tamm 2.1.5. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. T,,M tanjant uzaymn iki

boyutlu altuzay1 I ve V, W € II vektorleri lizerine kurulan paralelkenarin alani
gV, VgWw,w) — g(V,w)? # 0
olsun. O zaman,

gRV, VW, V)

KOW) = ST g, w) — g7, W

esitliginde IT nin Kkesit egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir ( O’neill 1983).

Tanim 2.1.6. (M", g) bir Riemann manifoldu ve {ey, e, ..., e,,}, lokal vektor

alanlar1 olmak iizere,

Six(M™) X x(M") — R
X, Y) —SXY) =XL9R(e, X)V,e)  (22)

seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina M™ tizerinde Ricci egrilik tensorii denir.
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Ayrica, (0,2)-tipli Q Ricci operatori
SX,Y) =g@X,)Y)
esitligi ile tanimlidir ( Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.7. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve {e;,e,, ..., e,,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak {izere,

n
r= Z S (e, €1)
i=1

degerine M™ nin skaler egriligi denir ( Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.8. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M™ nin egrilik tensorii

paralel (VR = 0) ise 0 zaman, M™ ye lokal simetrik uzay denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.9. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve M™ (izerinde bir pozitif fonksiyon
p olsun. Bu durumda, g* = p?g esitligi M" iizerinde metrik degisimini tanimlar. Burada
her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle bu sekilde tanimlanan
metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p fonksiyonu sabit ise
konformal doniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p fonksiyonu 6zdes olarak 1’e

esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.
Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile
konformal olarak iligkili ise o zaman, M™ Riemann manifolduna konformal dizlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.10. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin (1,3)-tipli Weyl

konformal egrilik tensor alan1 C, M™ Uzerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari igin,

CX,Y)Z=R(X,Y)Z — ﬁ[S(X,Z)Y -SY, )X +gX,2)QY — g(Y,Z)QX]
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_r
n-1)(n-2)

[9(X,2)Y — g(Y,Z)X] (2.3)

seklinde tanimlanir. Bundan baska, C nin divergensi ¢ olmak lzere (¢ = div C),

1
2m=2) [(Vxr)Y — (Vyr)X]

c(X,Y) = (VxQ)Y — (VyQ)X —

dir (Yano ve Kon 1984).
Teorem 2.1.1. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin konformal dizlemsel
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n > 3 icin, C = 0 ve n = 3 i¢in, ¢ = 0 olmasidir (Yano

ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M™, g) bir sabit k egriligine sahip olan Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M™ uzerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlart igin,
RIX,Y)Z = k[g(Y,Z2)X — g(X,Z)Y]
dir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.1.11. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir. n-

boyutlu bir M™ uzay formu M™ (k) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).
Tamm 2.1.12. M™ bir C* manifold olmak tzere,

@: R X M" —s M"

doniigtimii

(1) Vt € R igin, ¢;: P — ¢.(P) diffeomorfizm,
(2) Vt,s €ERVe P € M™igin, ¢.ys(P)=¢.(ps(P)),
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sartlarin1 sagliyorsa ¢ ye M™ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir
(Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.1.4. M™ bir C* manifold ve M™ Uizerindeki bir X vektor alan1 yoniindeki

Lie turevi icin,
(1) £xY ® Z) = (ExY) ® Z+ Y ® (ExZ), (Y, Z herhangi tensor alanlari)

(2) £xf = X(f), (f, K cismi Uzerinde bir fonksiyon)
(3) £xV = [X,V], V € x(M™)

ozellikleri gecerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.14. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani i¢in, £5xg =

0 ise X vektor alanina Killing vektor alan1 denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.15. (M", g), (M™*¢, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun.

O zaman,

1 n
H==> Beye)
n .
=1

seklinde tanimlanan H vektdr alanina M™ nin ortalama egrilik vektor alani denir (O’neill

1983).

Tamm 2.1.16. (M”*d,g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M™, g) olsun.

VX,Y € y(M™) olmak lizere,

B(X,Y) = g(X,Y)H
esitligi saglaniyorsa M™ ye total umbilik alt manifold denir (Chen 1973).
AyricaV X,Y € y(M™) igin,

B(X,Y) =0

ise, M™ manifolduna total geodeziktir denir (Chen 1973).
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2.2.Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.2.1. M; 2n + 1-boyutlu bir manifold, ¢, &, da M?"*1 {izerinde, sirasiyla,
(1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektdr alan1 ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, 7 igin, M?"*1

Uzerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak Uzere,

né =1
$*X = —X +n(X)¢ (2.4)

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢, ,n) UclUstiine M2™*1 {izerinde bir hemen hemen

degme yap1 ve bu yapi ile birlikte M?"*! ye bir hemen hemen degme manifold denir

(Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.2. M?"*1 (¢,&,17) hemen hemen degme yapisi ile verilsin. M2"*1

Uzerinde bir g Riemann metrigi

nX) =gX,%),
g(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (2.5)

sartlarin1 saghiyorsa g metrigine M?"*! (izerinde hemen hemen degme metrik,
(¢,&,1, g) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, &,1, g) yapist ile M2"+1 ye

de hemen hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.2.1. M?"*1 (¢, &, 1, g) hemen hemen degme metrik yapist ile verilsin. Bu

durumda,
g(@X,Y) = —g(X, ¢Y) (2.6)

dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.3. M?"*1 (izerinde bir hemen hemen degme metrik yapist (¢, ¢,n, g)

olmak Uzere,
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d(X,Y) =gX, ¢Y) (2.7)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.4. (M™, g) bir Riemann manifold ve xi,x;,..,x, M™ nin lokal
koordinatlari olsun. w = +/|g|dx;adx,A ... Adx, Ve g(x) > 0 ise w ye M™ Uizerindeki

bir hacim form denir. Burada dx;, M™ Uzerindeki kotanjant uzayinda 1-formlar ve

|gl, M™ tizerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).

Tamm 2.2.5. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ Uzerinde bir hacim form

mevcut ise M™ ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonug 2.2.2. @ temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla na@™ # 0
dir. Boylece Tamim 2.2.5. geregince (M", ¢,&,n,g9) hemen hemen degme metrik
manifoldu yonlendirilebilirdir (Chinea ve Gonzalez 1990).

Tamm 2.2.6. M™ bir C* manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X, Y vektor alanlart
icin,

2dw(X,Y) = X(w(V)) = Y(w(X)) — w[X,Y]

dir. Eger w 2-form ise,

3dw(X,Y,Z) = X(w(Y,2)) + Y(w(Z, ) + Z(w(X,YV)) — w([X, Y], Z)
—w([Y,2],X) — w([Z,X,Y])

dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M?"*1,¢,&,n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X, Y, Z vektor alanlari igin,

(i) (ix®)(Y,2) = g(¥, (Vx®)Z)
(i) (7x @) (Y, 2) + (Vx @) (@Y, pZ) = n(Z) (Vxm)¢pY — n(¥)(Vxn)pZ
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(iii) (Vxm)Y = g(¥,Vx&) = (Vx@)(§, ¢Y)
(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vym)X
(V) 3do(X,Y,Z2) = B _(Vy®)(Y,Z)

XY,z

®

esitlikleri gegerlidir. Burada ,

X,Y,Z vektor alanlari lizerinden alinan devirli toplami
gostermektedir.
Ayrica, {X;,¢X;,&} i =1,2, ..,n, olmak Uzere, M*™ iy acik bir alt ciimlesi

tizerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operatoru

51 =) {(TxX; + (Vgu,1)0X:}
i=1

seklinde elde edilir (Chinea ve Gonzalez 1990).

Tamm 2.2.7. M™ bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her p
noktast icin J? = —I olacak sekilde T,M tanjant uzayinin bir / endomorfizmasi mevcut
ise, 0 zaman M™ (zerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 ad1 verilir.
Bir / hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen kompleks
manifold denir (Yano ve Kon 1984).

M Uzerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &,1, g) ile verilsin. O zaman,

M X R lizerinde herhangi bir vektor alani

(vr )

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektdr alani; ¢, R nin bir
koordinati ve f, M X R Uzerinde bir C* fonksiyondur.
M Uzerinde (¢, &, 1, g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M X R

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

/(x,f%) = (¢x-r. E,n(X)%)
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biciminde tanimlanir. Kolayca J2 = —I elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.8. M™ bir diferensiyellenebilir manifold olmak tzere, M™ (izerinde (1, 1)-

tipli bir tensor alan1 F olsun. V X, Y € y(M) igin,

Ny (X,Y) = F2[X,Y] + [FX,FY] — F[FX,Y] — F[X, FY]

seklinde tanimli Ny tensor alanina F tensor alanina gére Nijenhuis torsiyon tenséri denir
(Yano ve Kon 1984).

J, M™ {izerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.2.8. yardimiyla M™

Uzerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

N, X, Y) = J2[X, Y]+ UX,JY] = JUX, Y] = JIX,]Y]
==[XY]+UX,JY] = JUX, Y] = J[X,]Y]

seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.9. (M?",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N, =0

ise J doniistimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.10. Eger M?" x R (zerindeki bir / hemen hemen kompleks yapisi
integrallenebilir ise (¢, ¢, ) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve Kon
1984).

Onerme 2.2.2. M?™*1 {izerinde (¢, &,n) hemen hemen degme yapisinin normal

olmasi icin gerek ve yeter kosul

Ny +2dn @& =0

esitliginin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorudur

(Yano ve Kon 1984).
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Tamim 2.2.11. (M?™,]) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" (izerindeki her

X,Y vektor alanlari igin,

gUX,JY) = g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen bir
hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. Hermit

metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tamm 2.2.12. (M?", ], g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X, Y vektor

alanlari i¢in,

0X,Y) = gX,JY)

esitligi ile tanimlanan (2 2-formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu denir.
Eger d2 = 0 ise (J, g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapi ile elde edilen
manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapi ile verilen
kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir Kaehler

manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VJ = 0 esitliginin saglanmasidir (Blair 2002).

Tanm 2.2.13. (M?™*1,¢,&,n, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
O zaman verilen bu yap1
d® =0 (@, kapalidir), dn =0 (n, kapalidir)

sartlarin1 sagliyorsa M2™*1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1. (M?™*1 ¢, &,7, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
M?™*1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul V@ ve

Vn kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir (Olszak 1981).

Yardimeir Teorem 2.2.1. (M?"*1, ¢, &, n, g) bir hemen hemen degme manifoldu

olsun. Eger @ 2-formu kapali ise,
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(Vpx®) (@Y, 2) + (Vx@)(Y, Z) — n(X)[dn(¢Y, Z) + dn(¥, p2)]

000 [an(82,1) = 3 (669) 2 60| + (D lan(ox, 1)1 = 0
esitligi saglanir (Olszak 1981).
Yardimer Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold tzerinde
(Vox®)(@Y) + (Vxg ) (¥) = n(¥)Vgx¢ = 0
esitligi gecerlidir (Olszak 1981).

Tamm 2.2.14. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

Eger M manifoldu lizerinde her X,Y, Z vektor alanlari ve a € R, a # 0 igin,
dn =0, dd =2an N ®

sartlar1 gegerli ise M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu denir.

a = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).

Onerme 2.2.3. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun.

Bu durumda,

! 1 ! 12 12 1
n'=-n §=a ¢'=¢, g =g a#0,a€R (2.8)

seklinde taniml1 homotetik deformasyon yardimiyla M2**1 (izerinde bir (¢p',&',1',g")

hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Teorem 2.2.2. (M?™"*1, ¢, &, n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M?"*1 nin bir Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(Vx@)Y = g(@X,Y)§ —n(Y)PX, Vx§ = —¢p*X |V X,Y € y(M*™*1)

dir (Kenmotsul972).
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2.3. a- Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlara

yer verilmistir.

Tamm 2.3.1. (M, ¢, &,1n,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. Herhangi vektér alanlar1 ve keyfi a reel sayisi igin, M2"*1 {izerinde

dn=0, d®=2anAd

esitlikleri saglaniyorsa M2™*1 ye hemen hemen a-kosimplektik manifold denir. Ozel
olarak, @ = 0 i¢in hemen hemen kosimplektik, & # 0 durumunda ise hemen hemen a-
Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Yardimer Teorem 2.3.1. M?™*1 manifoldunun bir (¢, &, 71, g) hemen hemen

degme metrik yapist1 i¢in,

29((Vx )Y, Z) = 2dD(X, Y, pZ) — 3dP(X,Y, Z)
+g(NO(,2),¢X) + NO(Y, 2)n(X) (2.9)
+2dn (@Y, XIn(Z) — 2dn(¢Z, X)n(Y)

dir. Burada N, N@ tensor alanlari sirastyla,

NDX,Y) = Np(X,Y) + 2dn(X,Y)¢E (2.10)

NAX,Y) = (Egxn)Y — (Epyn)X (2.11)
dir (Blair 2002).

Onerme 2.3.1. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. O zaman, her X, Y vektor alanlari igin,

hX == (E:p)X, (=0 (2.12)
Vi€ = —ap2X — phX (2.13)
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VeE =0, Vip=0 (2.14)

(poh)X+ (ho)X =0 (2.15)

(VxmY = alg(X,Y) —n(X)n(Y)] + g(¢Y, hX) (2.16)
6, = —2an, tr(h) =0 (2.17)
h=0oVE=—agp? (2.18)

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Yardimc Teorem 2.3.2. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. O zaman, her X vektor alani igin,
(Veh) o p+ o (Veh) =0
esitligi gegerlidir (Blair 2002).

Onerme 2.3.2. (M?™*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. O zaman, VX,Y € y(M) icin Levi-Civita konneksiyonu

(Vx )Y + (Vox @)Y = —aln(V)pX +2g(X, pY)E] —n(YI)RX (2.19)
esitligini saglar. Ayrica, (2.19) esitligi kullanilarak

d(VxP)Y — (Vxp)Y = 2an(¥)pX — g(adX + hX,Y)¢ (2.20)
elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.3.3. (M?"*1, ¢, &,1, g), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. O zaman, vV X,Y € y(M) igin,
9(RexY, Z) — g(Rex¢Y, 9Z) + g(Repx 9, ¢Z) + g(Regx dY, Z)
= 2(Vpx®)(Y,2) + 2a*n(Y)g(X, Z) — 2a*n(Z)g(X,Y) (2.21)

—2an(Y)g(phX,Z) + 2an(Z)g(¢hX,Y)
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esitligi saglanir.

Ispat. R Riemann egrilik tensorii simetrik oldugundan g(Rgx Y,Z) = g(X, Ryz%)
dir. Buradan (2.21) esitliginin sol tarafi
2a2n(YV)g(X,2) - 2a*n(Z)g(X,Y) + B(X,Y,2) - B(X,Z,Y)  (2.22)

seklinde yazilir. Burada

B(X,Y,Z) = g(X, (—(Vyph)Z + p(Vyph)$z))
+9(X, (Vordh)dZ) — g(9X, (Vordh)Z)

dir. Bu esitlik gbz oniine alinarak
d(Vyph)pZ — (Vyph)Z = —(Vyp)hZ + h(Vyd)Z (2.23)

bulunur. metrik tensor alan1 yardimiyla

9(X, (Voydh)¢Z) — g(¢X, (Voy ph)Z)
= 9 (0%, & ((Vgr9n)#2) + 1@ ((Vr h)$2) - (X, (Vprdh)2)

elde edilir. Bu son denkleme (2.23) uygulanarak

g(hZ, —adY + hY) =1 ((v¢,y¢h)¢z) (2.24)
esitligine ulasilir. (2.20) ve (2.24) esitlikleri gbz oniine alinarak
B(X,Y,Z) = 2g(hX, (Vy$)Z) + 2a1(2) g(h¢Y, X) — 2an(X)g(h$Y,Z) (2.25)
bulunur. Ayrica, d® = 2an A @ ve
3do(Y,Z,hX) = (Vy@)(Z,hX) + (VD) (hX,Y) + (VpxP) (Y, Z)

esitlikleri kullanilarak (2.25) esitligi (2.21) ifadesinde Y ve Z vektor alanlarinin yer

degistirilmesiyle istenen sonuca ulagilir.

Tanm 2.3.2. M™ bir C* manifold olsun. Keyfi bir p € M™ noktas1 igin T, M nin -
boyutlu alt uzayi(r < n) D ve D,, nin bir koleksiyonu D = {D, } olmak izere, p noktasin

ihtiva eden M™ nin bir U agik altcimlesi ilizerinde C*® smifindan lineer bagimsiz

{X1, ..., X;-} vektor alanlar1 U nun her ¢ € M™ noktasinda hala D,, nin bir bazi oluyorsa D
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ye M™ Uizerinde bir r-boyutlu dagilim ve{X, ..., X;-} cimlesine U (izerinde D i¢in bir lokal
baz denir (Sharpe 1997).

Tamm 2.3.3. M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimi1 D olsun. M™ nin

. : . a Y . : 5 C
bir haritas1 x = (x4, x5, ..., X, ) olmak Uzere, {— —} cumlesi D dagilimi i¢in bir baz
T

ox, " ox
olusturuyorsa x haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M™ nin her
noktasinda tanimli olan D dagilimi i¢in bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D dagilimina

integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tamm 2.3.4. M™ bir C* manifold, M™ nin r-boyutlu baglantili altmanifoldu N ve
M™ nin bir r-boyutlu dagilim1 olsun. Her p € N igin, D, = T,N ise N ye M™ nin r-
boyutlu integral alt manifoldu denir (Sharpe 1997).

Onerme 2.3.4. M™ bir manifold ve w M™ izerinde C* bir 1-form olsun. M™ nin her
p € M™ noktasi i¢in n = boy(kerw,) = r sabit ise kerw, M™ uzerinde bir r-boyutlu

dagilimdir (Sharpe 1997).

Teorem 2.3.1. (Frobenius Teoremi) M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu

dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y €
D icin [X,Y] € D olmasidir (Sharpe 1997).

Onerme 2.3.5. M" bir C* manifold w M™ (izerinde C* bir 1-form ve her p € M™
noktasit i¢in n = boy(kera)p) =r sabit olsun. Boylece D = {kerwp:p € M”}

dagilmmin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul her X,Y € kerw, igin

dw(X,Y) = 0 olmasidir (Sharpe 1997).

Uyan 2.3.1. (M?**1,¢,&,1,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.
Her p € M?2™+1 icin,

D, = kern, = {X € T,M : n(X,) = 0}

ve D= {’Dp} olmak Uzere, boy('Dp) = 2n oldugundan Onerme 2.3.4. geregince D

M?™*1 npin bir 2n-boyutlu dagilimi olur. Diger yandan, M?"*1 bir hemen hemen a-

kosimplektik manifold oldugundan dn = 0 olup, Onerme 2.3.5. yardimiyla D dagilim
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integrallenebilirdir. Boylece D dagilimina 2n-boyutlu integral altmanifoldlar karsilik

gelir.

Onerme 2.3.6. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen Kaehler
manifold ile R veya S* nin bir lokal asikar carpimi1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul
h = 0 olmasidir (Kim ve Pak 2007).

Teorem 2.3.2. (M?™*1 ¢, &, 7, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve h = 0
olsun. O zaman, M manifoldu M" X2 N?" olacak sekilde lokal bir katli carpimla ifade
edilir. Burada N2™ bir hemen hemen Kaehler manifold, ¢t koordinati ile verilen acik aralik

M’ ve baz1 c pozitif sabitleri icin f2 = ce?" dir (Pastore ve Dileo 2007).

Onerme 2.3.7. (M?™*1, ¢, &,7, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.
Bu durumda,
(1) D dagiliminin integral altmanifoldu hemen hemen Kachler yapidadir,
(2) @ = 0 durumunda D dagiliminin integral altmanifoldu total geodezik veya
a # 0 durumunda D dagiliminin integral alt manifoldunun total umbilik olmasi igin gerek

ve yeter kosul h = 0 olmasidir (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.3.8. (M?™*1, ¢, &,7, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun.
O zaman, M?™*! nin a-kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul D

dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.3.9. (M*"*1,¢,¢,1m,9), D degme dagiliminin integral altmanifoldlari
Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O zaman,
M?™*1in q-kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul

Vé = —ag?olmasidr.

Ispat Herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere, Ny (X, &) = 2¢hX esitligi yazilir. Bu
nedenle, yapinin normal oldugunu kabul edersek Y € D igin, h(Y) = 0 elde edilir.
h(&) = 0 oldugundan h = 0 bulunur ve (2.18) ifadesi V& = —a¢? esitligini gerektirir.
(2.18) ifadesi yardimiyla eger V€ = —a@? ise h = 0 dir. O halde, keyfi X vektor alanlart
icin Ny (X, &) = 0 dur. Jp hemen hemen kompleks yapi olsun. Bu durumda her X,Y € D
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icin Ny (X,Y) = Ny, (X,Y) = 0 dir. Boylece D dagilimimin integral manifoldlari Kaehler
yapidadir.

Sonu¢ 2.3.1. (M, ¢, &, n, g) 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik

manifoldu V& = —a¢? sartini sagliyorsa bir a-kosimplektik manifoldudur.
Ispat Boyutun 3 olmasi durumunda, D dagiliminin integral altmanifoldlar1 boyutu 2
olan hemen hemen Kaehler yapidadirlar. Bdylece Onerme 2.3.8. den dolay1 ispat

tamamlanir.

Uyan 2.3.2. Yukarida verilen sonuglar Pastore ve Dileo tarafindan 2007 de o = 1

durumu i¢in elde edilmistir.

Tamm 2.3.5. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R bu manifolda ait Riemann egrilik

tensorii olsun. V X,Y,Z € y(M) igin,
RX,Y)Z+R(Z X)Y+R(Y,2)X =0
esitligi I.Bianchi 6zdesligi olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).
Tamim 2.3.6. (M, g) bir Riemann manifoldu olsunv X,Y,Z € x(M) igin,
Ric(X,Y) = Ag(X,Y)
olacak bicimde M Uzerinde bir A fonksiyonu var ise M ye Einstein manifoldu adi verilir.

M?"+1 hemen hemen a-kosimplektik manifold olmak lzere, M?"*1 (izerindeki
1,1)-tipindeki h = lf:p ve I = R(.,&)& simetrik tensor alanlar1 asagidaki kosullari
2% g

saglar:

hE=0, =0, tr(h)=0, tr(h¢) =0, hp +ph =0 (2.26)



27

Ayrica (Dileo ve Pastore 2009) ¢alismasindan asagidaki sonuglar elde edilir:
Vxé = —ap?X — phX (= V& =0) (2.27)
plp — 1 = 2[h? — a?¢?] (2.28)

R(X,Y)§ = a?[n(X)Y — n(N)X] — a[n(X)phY — n(Y)PhX]
+(Vyph)X — (Vxph)Y (2.29)

(1,1)-tipindeki h' = h o ¢p simetrik tensor alan1 ¢ ile ters degismelidir ve h'é = 0 dir

ayrica,

h=0oh =0, h° =(k+a®)¢p?e h?=(k+a?)p? (2.30)



28

3. (k, u)'-NULLUK DAGILIMINA SAHiP HEMEN HEMEN a-
KOSIMPLEKTIK MANIiFOLDLAR

Bu bolimde; &’yi ihtiva eden (k,p)’-nulluk dagilimi ile bir hemen hemen a-
kosimplektik manifold ele alinmistir. X € D; h' icin A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor
olsun. (2.30)’ dan aciktir ki; 12 = —(k + a?) bir sabittir. Boylece; k < —a? ve 1 =
+vV—k — a2 dir. h' niin sirasiyla sifirdan farkli A ve - A 6zdegerlerine karsilik gelen

Ozuzaylari [A]" ve [—A]’ ile gbsterilecektir.

Onerme 3.1. (M?"*1, ¢, &, n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun oyle ki &; (k, ) -nulluk dagilimina ait ve h’ # 0 dir. O halde 0 gibi basit bir
ozdegerile k < —a?, u = —2a, Spec(h’) = {0,1, -1} ve A = V—k — a2 dir. [¢] D [A]’
ve
[£] @ [—A]" dagilimlari; total geodezik yapraklari ile ve [A]" ve [—A]" dagilimlar total
umbilik yapraklari ile integrallenebilirdir.

Ayrica kesit egriligi asagidaki gibi verilir:

(@ K(X,&) =k —2air eger X € [A]' ise ve
KX,&) =k +2air  egerX € [—1] ise

(b) K(X,Y) =k —2ald egerX,Y € [A] ise
K(X,Y) =k +2air egerX,Y € [-1] iseve
K(X,Y) = —(k+2a) eger X € [A]' veY € [—A1]" ise

(c) M?"*1 sabit negatif r = 2n(k — 2a?n) skaler egriligine sahiptir.

Ispat. (Dileo ve Pastore 2009) calismasinda Ozellik 4.3 ispat1 tekrar edilerek
k < —a? ve u = —2a oldugu goriilebilir. (a) (k, —2a)’-nulluk kosulundan hareketle
dogrulanir. Gergekten herhangi X € [A]"igin R(X,&)¢& = (k — 2aA)X dir ve X ile skaler
carpmmindan K (X, &) = k — 2aA elde edilir. Simdi herhangi X,Y € [1]" icin (Dileo ve
Pastore 2009) calismasinda Ozellik 4.2°den;

RX, Y)Y = (k= 2a)(IYII?X — g(X,Y)Y)
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dir ve X ile skaler carpimindan K (X,Y) = k — 2aA elde edilir. (b)’deki diger durumlar
da benzer sekilde elde edilir.

Sonug olarak {¢,e;, ¢e;} lokal ortonormal baz, e; € [A]" olmak (zere (a) ve (b)
durumlarindan Ric(e;, e;) = —2n(a + A), Ric(§,é) = n(k — 2al)

Ric(¢e;, pe;)) = —2n(a — 1) ve r = 2n(k — 2a?n) elde edilir.

Onerme 3.2. (M?*"*1, ¢, & 7n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold,

h' # 0ve (k,—2a)'-nulluk dagilmm € yi icersin. X,Y € M?™*1 olmak (izere;

(Vxh)Y = —g(ah'X + h'?X,Y)E —n(¥)(ah'X + h'*X)
dir.

Ispat. (Dileo ve Pastore 2009) calismasinda Ozellik 4.1°den hareketle ilk olarak

(Vxh" )Y = —A(a + Vg (X, Y)E VX,Y €[] icin

(Vxh )Y = A(a— Vg (X, Y)E VX, Y €[-A] icin

(Vxh")Y = (lyh")X =0 vX e[A] Y € [-A]'igin
ifadeleri ispatlanmalidir. Bunun i¢in e; € [A]" olmak Uzere {¢, e;, ¢pe;} lokal ortonormal
bazi alinirsa (Dileo ve Pastore 2009) calismasinda Onerme 4.1°den hareketle herhangi
X,Y €[] icin;

VxY =X 9(VxY,eDe; + g(VxY, §)§
=2i9(VxY,e)e; — (@ + Dg(X,Y)¢

olur. Boylece;

(Vxh)Y = A(VxY = %, g(VxY, e)e;) = —A(a + Dg(X,Y)E

elde edilir. ikinci ifade de benzer sekilde elde edilir. Ugiincii ifade i¢in X € [1]’,
Y € [-1]" olmak Uzere; g(VxY, &) = —(a+ D) g(X,Y) = 0ve Z € [A] igin;
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g(VyY,Z) = —g(VxZ,Y) = 0 olur. Boylece VY € [—A]" i¢in (Vxh')Y = 0 saglanir.
Buradan (Vxh')(Y) — (Vyh")(X) = 0 ifadesinden (V,h")X = 0 elde edilir.

Onerme 3.3. (M?"*1, ¢, & 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun dyle ki h" # 0 ve (k, —2a)'-nulluk dagilimi ¢ yi icersin. X, Y, Z € D olmak

uzere;
R(X,V)¢Z — pR(X,Y)Z = g(adY + ¢ph'Y,Z)(aX + h'X)
—g(apX + ph'X,Z)(aY + h'Y)
—g(aX +h'X,Z)(adpY + ph'Y)
+g(aY + 'Y, Z)(apX + ph'X)
dir.

Ispat. Riemann egrilik tensoriiniin yardimi ve Onerme 3.1 yardimiyla dogrudan

hesaplamalar ile sonuc elde edilir.

Onerme 3.4. (M?"*1, ¢, &, n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun dyle ki h" # 0 ve (k, —2a)'-nulluk dagilimi € yi icersin. X,Y,Z € D olmak

Uzere;

nyh’Z - h'RXYZ
= (k+2ad)(g(Y,2)h'X — g(X,2)h'Y + g(W'X,2)Y — g(h'Y,Z2)X)

dir.

Ispat: Onerme 3.2 ve (Dileo ve Pastore 2009) ¢alismasinda Onerme 4.2 ifadesinin

ispatindan hareketle agiktir.

Onerme 3.5. (M?"*1, ¢, &, 7, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun dyle ki (k, —2a)'-nulluk dagilimi ¢ yi icerir ve h’ # 0 dir. Ayrica; herhangi
X, Y,Z, €A veX_3,Y_3,Z_, € [-A]' igin; Riemann egrilik tensorii asagidakileri

saglar:
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R(X3Y)Z_; =0

R(X_3,Y_2)Z; =0

R(X3, Y_2)Zy = (k + 2a)g(X3, Z2)Y_5

R(X3,Y_2)Zy = —(k + 2a®)g(Y_, Z_)X

RX,Y2)Zy = (k = 2a)[g(Va, Z) Xy — 9(Xp, Z)Ya]
RX_A,Y_2)Z_3=(k+2a)[g(Y_1,Z_2)X_ 2 — g(X_2,Z_2)Y 4]

Ispat. Herhangi X € [1]' ve Y, Z € [—A]' icin; (Dileo ve Pastore 2009)

calismasinda Onerme 4.2°den

—AR(X,Y)Z — R'R(X,Y)Z = 2A(k + 2a®)[g(Y,2)X + g(X, Z)Y]

ifadesi W € [A]' ile skaler garpilirsa;

gRX,VZ,W)=—(k+2a®)g(Y,Z)g(X,W)

elde edilir. Ayrica (Dileo ve Pastore 2009) calismasinda Onerme 4.2°den X, Y, Z € [1]
icinR(X,Y)Z € [A]' ve X,Y,Z € [-A]"icin; R(X,Y)Z € [—A]' saglanir. Simdi
R(X,,Y,)Z_; y1 hesaplamak igin e; € [A]" olmak Uzere {¢, e;, pe;} lokal ortonormal bir
baz olsun. (k, —2a)'-nulluk kosulu ile g(R(X3,Y3)Z_3, &) = —g(R(X3,Y)é,Z_3) =0
saglanir ve R(X;, Y))e; € [A]"; g(R(X;,Y2)Z_;, e;) = 0 olmasini gerektirir. |. Bianchi

0zdesligi kullanarak;

IJRXLYZ_y, pe;) = g(R(Yy, Z_) ey, Xa) — g(R(Xy, Z_3) e, Yy)
= _(k + Zaz)[g(z—/b qbei)g(Y}uX/l) - g(z—/l' ¢ei)g(X)u Y;l)] =0

bu yiizden R(X, Y1) Z_, = 0 dir. R(X_,, Y1) Z3, R(Xz, Y_1)Z3, R(X;, Y_1)Z; Ve
R(X;,Y_,)Z_; benzer sekilde hesaplanir. (Dileo ve Pastore 2009) ¢alismasinda Onerme
4.3’ten R(X;,Y;)Z_; kullamilarak; R(X,, Y_)pZ_; = (a + 1)?[g(pYy, Z_)X; —
9(@X,, Z_5)Y,] elde edilir. ¢Z; € [—A]’ i¢in bu formiil yazilirken;

(@ + 1% =k + 2al
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olur ve
R(Xy, Y))Z) = —R(Xp, ) P(9Zy) = —(k — 2aD)[g(Va, Z) Xa] — g(Xp, Z))Y;
elde edilir. R(X_;,Y_;)Z_; i¢in sonug ayn sekilde elde edilir.
Onerme 3.6. (M?™*1, ¢, &, n, g) yapist; &yi ihtiva eden (k, u)’-nulluk dagilimi
ile birlikte bir hemen hemen a —kosimplektik manifold olsun. A’ # 0 iken M?"*1 in Q
Ricci operator(;
Q = —2a?nid + 2n(k + a®)n ® & — 2anh’ (3.1)

ile tammlidir. Ayrica M?"*1 in skaler egriligi; 2n(k — 2a?n) “dir.

Ispat. Onerme 3.5 ve (Pastore ve Saltonalli 2011) calismasinda bulunan Teorem 5.1

den ispat agiktir.
k,u € R iken (1.3)’den;
RX, V)¢ = k[n(N)X —nCOY] + uln(Y)R'X —n(X)h'Y] 3.2)
ifadesi elde edilir. Ayrica (3.2)’den;
R, X)Y = klg(X,Y)§ —n(Y)X] + ulg(h'X,Y)§ —n(Y)h'X] (3.3)
S(X, &) = 2nkn(X) (3.4
elde edilir. X, Y, Z herhangi vektor alanlar1 olmak Uzere, S; (0,2)-tipinde Ricci tensori

ve Q; S(X,Y) = g(QX,Y) ile tammlanan Ricci operatorii iken; (2n + 1)-boyutlu bir

manifold tzerindeki C Weyl konformal egrilik tensorti;
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CX,Y)Z=R(X,Y)Z —

T 1{S(Y,Z)X -SX,2)Y+g(Y,2)QX — g(X,Z2)QY}

9, 2)X —g(X,2)Y} (3.5)

r
2n(2n—1)

seklinde tanimlanir. (3.1)-(3.4) sonuglarindan hareketle;

CENZ = (1 + =) gy, 2)§ = n(DR'Y) (3.6)
CCYE = (4 ) K'Y = nCOR'Y) (3.7)

elde edilir.

Teorem 3.1. (M2t ¢, & 1, g) n> 1 yapist &’yi ihtiva eden (k, u)'-nulluk
dagilim ile bir hemen hemen a-kosimplektik manifold ve h’ # 0 olsun. M2"+1
manifoldu Weyl yar1 simetrik ise ; n-boyutlu diiz bir manifold ve sabit kesit egriligi —4a?

olan n + 1-boyutlu bir manifoldun Riemann ¢arpimina lokal olarak izometriktir.
Ispat. Manifoldun konformal olarak yar1 simetrik oldugu diisiiniiliirse; R.C = 0 dir.
Boylece her X,Y, U, V, W vektor alanlari i¢in (R(X,Y).C)(U, V)W = 0 olmasi asagidaki

ifadeyi saglar:

RX,Y)C(U,VIW = C(R(X,Y)U, V)W
—C(U,R(X, V)W — C(U,VIR(X,Y)W =0 (3.8)

(3.8) ifadesinde; X = U = & alinirsa;

—CEREVVIW - CEVIRE YW =0 (3.9)

elde edilir. M2+ {(izerindeki herhangi Y,V,W vektor alanlari icin (3.3) ve (3.5)

kullanilirsa;
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RE Y)CEVIW

=k.[g(Y,CEVIWE —n(CEVIWIYT + u[g(h'Y,C(EVIW)E
—n(CE VIW)h'Y]

=l (W + =) (g (v, Wn()E — g(B'V, WY —(W)g (Y, h'V)E}

—u(u+ gV, R VInW)E + g(h'V, W)h'Y} (3.10)

2an
2n-1

elde edilir. Benzer sekilde; M2™*1 (izerindeki herhangi Y, V, W vektor alanlar igin  (3.3)
ve (3.5) dan;

C(R(E,Y)E,VIW = kn(Y)C(E, V)W — kC(Y,VIW — pC (K'Y, V)W

gV, Win(r)é — nW)n(r)r'vy
—kC(Y,V) — uC(h'Y, V)W (3.11)

2an

- k('u+ 2n—-1

elde edilir. M?™*1 {(izerindeki herhangi Y,V,W vektdr alanlart i¢in (3.3) ve (3.5)
yardimiyla;

CEREVVIW =kg(Y,V)C(E,OW —kn(V)CE,YIW +ug(h'Y,V)C(E HW
—un(V)CE, ' Y)W

= —k (1 + =) (g ('Y, Wn(V)E = n(WIn(V)R'Y)

+ulk + D+ =g, Wn(V)¢ —n(Win(V)Y} (3.12)

2an
2n—1

elde edilir. Tekrar (3.3),(3.5) ve (3.6)’yi kullanarak M?"*1 (izerindeki herhangi Y, V, W

vektor alanlari igin;

C(EVIRE VW
=kg(Y,W)C(,V)§ —kn(W)C(E V)Y +pg(R'Y, W)C(E,V)E
—un(W)C(E, VIR'Y
= — (1 +22) (kg (Y, WIR'V + ug ('Y, WIR'V

2n—1

2an
2n—1

+ug(WV, K WE — k (1 + =) (g (VY )InW)E = (W'Y (3.13)
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elde edilir. Sonug olarak M2"+1 {izerindeki herhangi Y, V, W vektér alanlari igin; (3.10)-

(3.13) ifadeleri (3.9) ifadesinde yerine yazilirsa;

2an

kC(Y, V)W + C(h'Y, V)W + (u + ){—kg(h'v, W)Y — ug(h'V, Wh'Y +

2n—-1
kg(R'Y, WIn(V)§ — kn(V)n(W)R'Y — u(k + g (¥, W)in(V)§ + u(k +
Dn(V)n(W)Y + kg(Y, W)g(Y,W)R'V + ug(h'Y,W)h'V} =0 (3.14)

elde edilir. M22*1 {izerindeki herhangi Y, V, W vektdr alanlar icin; (2.30) esitligindeki
h'? = (k + 1)¢? ifadesi kullanilirsa ve (3.14) ifadesinde Y = h'Y alinirsa;

n
KCR'Y, V)W — u(k + 1)CY, VW + (u + ) — kg(R'V, WHR'Y

2n—1

+uk + gV, W)Y —k(k+ 1)g(¥Y,W)n(V)E + k(k + Dn(VIn(W)Y
—u(k + Dg(R'Y,W)n(V)§ + ulk + Dn(VI)n(WHR'Y + kg(h'Y, W)R'V
—uwk+1)g(Y,W)h'V =0 (3.15)

elde edilir. M22*1 (izerindeki herhangi Y,V, W vektor alanlar igin; (3.14) ifadesinin k

katindan (3.15) ifadesinin u kat1 ¢ikartilirsa;

[k? + 4a2(k + D]CY, V)W + [k? + 4a?(k + 1)] (—Za + 22 ) {g (W'Y, W)n(V)E -

2n-1

n(MnWHR'Y — g(W'V, W)Y + g(Y,W)R'V} = 0 (3.16)

ispatlanmigtir. (k, ) -nulluk dagilimi & yi iceriyorsa; u = —2a oldugu elde edilir. Bu
sonucu kullanarak M2"*1 {izerindeki herhangi Y,V,W vektor alanlan i¢in Y,V,W €

[—A]" olmak Uzere;

2nk—2al+2a2n{
2n—1

C(Y, VW = gV, W)Y — g(Y, W)V} =0 (3.17)
elde edilir. (3.16) yardimiyla ve Y, V, W € [—1]" olmak Uzere (3.15) ifadesinden;

(k2 +4a?(k+ 1)) (k + a? — a){g(V,W)Y — g(Y, W)V} =0 (3.18)
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elde edilir. 1 = £V —k — a? ger¢egini kullanarak (3.18) den;
(DA + ) ((—2% + a?)? — (4% — 4a*)) = 0 (3.19)

saglanir. Buradan 4 =0 veya A = —a dir. b’ # 0 oldugundan A # 0 dir. Dolayisiyla
A = —adirve k = —2a? dir. Oyleyse herhangi XY, Z; € [A]' ve X_;Y_;Z_; € [—4]' icin

Onerme 3.5” den;

R(X)u Y/’L)Z/'l = 0'
R(X_3,Y_)Z_5 = —4a*[g(Y_5, Z_)X_5 — g(X_1, Z_)Y_;]

elde edilir. Ayrica p = —2a oldugu dikkate alinarak Lemma 3.1°den hareketle herhangi
X € [-1]"icin; K(X, &) = —4a? ve herhangi X € [4]’ icin; K(X, &) = 0dir. Yine Lemma
3.1°den; herhangi X,Y € [A]" icin; K(X,Y) = 0, herhangi X,Y € [—A4] icin; K(X,Y) =
—4a? ve herhangi X € [1]' , Y € [-1]’ icin; K(X,Y) = 0 oldugu goriiliir. (Dileo ve
Pastore 2009) da gosterildigi gibi M?"*! manifolduna gdémiilmiis [—4] dagiliminm
yapraklart i¢in H; egrilik vektor alan1 olmak tizere; H = —(a + A)¢ iken; [&] @ [1]
dagilimi total geodezik yapraklari ve [—A]" dagilimi total umbilik yapraklar ile
integrallenebilirdir. Burada A2 = —a iken; M?™"*! manifolduna gémiilmiis ortogonal
[¢] D [A]’ ve [—A]' dagilmlarinin her ikiside total geodezik yapraklar ile
integrallenebilirdir. Boylece M?**1 manifoldunun H"*1(—4a?) x R" ifadesine lokal

olarak izometrik oldugu sdylenebilir. Bununla ana teoremin ispat1 tamamlanir.

Konformal simetrik manifold (VC = 0) iken; R - C = 0 saglanir. Bu nedenle Teorem

3.1’den hareketle asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.1.: h' # 0 ve &’yiiceren (k, p)'-nulluk dagilimina sahip konformal simetrik
M?"*1 (n > 1) hemen hemen a-kosimplektik manifoldu; n-boyutlu diiz bir manifold ile
sabit kesit egriligi —4a? olan (n + 1)-boyutlu manifoldun Riemann ¢arpimina lokal

olarak izometriktir.

R - R = 0iken; R - C = 0 saglanir bununla asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 3.2. ' # 0 ve & yi iceren (k, p)'-nulluk dagilimi ile birlikte bir yar1 simetrik
M?"+1 (n > 1) hemen hemen a-kosimplektik manifoldu; n-boyutlu diiz bir manifold ile
sabit kesit egriligi —4a? olan (n + 1)-boyutlu manifoldun Riemann ¢arpimina lokal

olarak izometriktir.

Teorem 3.2. ' #0 ve & vyi iceren (k,p) -nulluk dagilimi ile birlikte bir
(M2, ¢,&,1n,9) n>1 hemen hemen a-kosimplektik manifoldu C-S =0 egrilik

kosulunu saglar ancak ve ancak manifold bir Einstein manifoldudur.

Ispat. h' # 0 ve & yi iceren (k, ) -nulluk dagilimina sahip bir hemen hemen a-
kosimplektik manifoldun C-S =0 egrilik kosulunu sagladig1 diisiiniiliir. Boylece;
M?™+1 {1zerindeki herhangi X, Y, U,V icin;

S(C(X,Y)U,V) + S(U,C(X,Y)V) = 0 (3.20)

ifadesini saglayan biitiin X, Y, U,V vektor alanlari i¢in; (C(X,Y) - S)(U,V) = 0’dur.
(3.20) ifadesinde X = U = ¢ olarak alinirisa;

S(CEYEV)+SECEYIV)=0 (3.21)
elde edilir.

M?"*1 (izerindeki herhangi Y, V vektor alanlari icin; (3.6) ve (3.4) ifadelerini kullanarak
(3.21)’den;

(u 4 2o ) {S(K'Y,V) — 2nkg(h'Y,V)} = 0 (3.22)

2n+1

elde edilir. (k, )" -nulluk dagilimi ¢ yi i¢erdiginden; p = —2« dir.

Boylece Y,V ; M?™*1 {izerindeki herhangi vektor alanlari olmak iizere 2n + 1 > 5 icin;
S(h'Y,V) = 2nkg(h'Y,V) (3.23)

olur.
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M?™+1 {izerindeki herhangi Y,V vektor alanlar igin; (3.22)°de h'Y yerine Y yazilirsa ve
(2.30) ifadesini kullanilirsa;

(k + a®){S(Y,V) — 2nkg(Y,V)} =0 (3.24)

elde edilir.

k + a? = 0 iken; k = —a? oldugu diisiiniiliir. £ yi iceren (k, w)’-nulluk dagilimina sahip
bir hemen hemen a-kosimplektik manifoldta; k = —a? ise; h' = 0’dir ve M?"*1
manifoldu; bir agik aralik ve bir hemen hemen Kéhler manifoldun lokal olarak ¢arpimidir.
O halde; k + a? =0 olmasi1 h’ # 0 olmas1 hipoteziyle celisir. Bu nedenle; M?"*1
uzerindeki herhangi Y,V vektor alanlari i¢in; S(V,Y) = 2nkg(V,Y) dir. Boylelikle
manifold bir Einstein manifoldudur.

Tersine; manifold bu diisiince altinda bir Einstein manifoldu ise; (3.19)’dan C-S =0
ayni sekilde gecerlidir.

Boylelikle ispat tamamlanir.



39

4. (k, W)-NULLUK DAGILIMINA SAHiP HEMEN HEMEN a-KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Bu boliimde; sirasiyla C ve R; konformal egrilik tensorii ve Riemann egrilik tensorii
iken; & vyi iceren (k,u)-nulluk dagilimma sahip bir hemen hemen a-kosimplektik
manifold tzerindeki C = 0 ve R.C = 0 egrilik 6zellikleri ele alinmistir. k, 4 € R iken
(1.2)’den;

R(X,Y)¢ = k[n(Y)X —n(X)Y] + u[n(Y)hX —n(X)hY] (4.1)
ifadesi mevcuttur.
Simdi asagidaki ifade verilebilir:

Teorem 4.1: M?**1; 2n + 1-boyutlu € i iceren (k, u)-nulluk dagilimina sahip bir
hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O halde; k < —a?, h = 0 dir ve M?"*1
manifoldu; bir hemen hemen Kaehler manifold ile bir agik araligin lokal olarak

carpimudir.

Ispat. X; & ye dik olan bir birim vektor olsun. (||X]| = 1,9(X,&) = 0,X 1 §). (4.1)
ifadesi yardimiyla R(X, )& = kX + uhX olur ve (2.30) ifadesinden h?2X = —(k + a?)X

esitligi saglanir. X; h 1n birim 6zvektorii ve A 6zdeger olmak iizere;
X =—(k+a®)X
tir ve boylece —(k + a?) = 22 > 0 olur.
Buradan k < —a? ve Spech(h) = {0,A,—4} dir. (2.29) da R(X,&)¢ ifadesi yerine
yazilirsa;

kX + uhX = —a?X + 2aApX — 1*X + Vs phX — phv X

elde edilir. Bu ifade ¢X ile skaler ¢arpilirsa; a. A = 0 bulunur. Bu durumda;



40

1) a=0,4+ 0 ise; manifold hemen hemen kosimplektiktir,
i) a#0,1=0ise; K(X,&) = —a?dir.

M?7+1 {izerindeki herhangi X, Y vektor alanlari i¢in Teorem 4.1 ve (4.1) ifadesinden

asagidaki elde edilir:
R(X,Y)§ = —a?[n(X)Y —n(¥)X] (4.2)
R(EX)Y = —a?[g(X,V)§ —n(Y)X] (4.3)
S(X,&) = —2na’n(X) (4.4)

bulunur. Ayrica M2™*1 (izerindeki herhangi X, Y vektor alanlari i¢in asagidaki elde edilir:

n(R(X,Y)Z) = —a?[g(Y,Z)n(X) — g(X,Z)n(Y)] (4.5)

M?"*1 (izerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari igin M2"*1 manifoldunun konformal

olarak diiz oldugu diisiiniiliirse;
CX,Y)Z =0 (4.6)
olur. (3.5) ve (4.6) ifadelerinden;

R(X,V)Z = Tl_l{S(Y, X —SX, 2)Y + g(Y,2)QX — g(X, 2)QY}

T
2n(2n—-1)

{g(¥,2)X —g(X,2)Y} (4.7)
(4.2), (4.4) ifadeleri kullanilirsa ve (4.7) ifadesinde Z = & alinirsa;

n(NQX —nCOQY = (a® + =) (V)X —n(X)Y} (4.8)
elde edilir. (4.4) kullanilirsa ve (4.8) de Y = & alinirsa;

QX = (az + %)X — (az + 2na? + %)U(X)f (4.9)
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elde edilir. (4.9) ifadesinin Y ile i¢ ¢carpimi alinirsa;
S, Y) = (a? + =) g(x,¥) = (a? + 2na? + Z) n(X)n () (4.10.)

elde edilir.
Simdi C(X,Y)Z = 0 hipotezi dikkate alinirsa ve konformal egrilik tensorii ifadesindeki
S(X,Y) ve QX degerleri yerine koyulursa;

r+4na?
2n(2n-1)

RX,Y)Z = ( Jo(r.2)X — g(X, 2)Y}

—;(az + 2na® + L)
2n-1 2n

x{g(Y,Z)n(X)¢ — g(X,Z)n(Y)¢
+n(n(2)X —n(X)n(2)Y} (4.11)

elde edilir.

& yiigeren (k, w)-nulluk dagilimina sahip bir hemen hemen a-kosimplektik manifoldun
kesit egriligi Teorem 4.1. de K (X, &) = —a? olarak ispatlanmistir. Buradan; € yi iceren
(k, u) —nulluk dagilimi ile birlikte bir hemen hemen a-kosimplektik manifoldun skaler
egriligi; r = —2na?(2n + 1) olarak elde edilir.

Boylece (4.11) ifadesinden sabit egriligi —a? olan manifold;
R(X,Y)Z = —a*{g(Y,Z)X — g(X,Z)Y}
ifadesini saglar.
Diger taraftan; eger M?™*1 manifoldunun sabit egriligi —a? ise; manifoldun bu sartlar
altinda konformal diiz oldugu kolayca goriilebilir.

Boylece asagidaki ifade verilebilir:

Onerme 4.1. (M?"*1,¢,&,n,9); € yi iceren (k,p)-nulluk dagilimma sahip bir
hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Oyleyse, M2"*1; konformal diizdiir ancak

ve ancak manifoldun sabit egriligi —a? dir.
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M?+1 (izerindeki herhangi Y,Z vektdr alanlar icin (4.3),(4.4) ve (3.5) ifadeleri

kullanilirsa asagidaki ifade kolayca dogrulanabilir:

r+2na?
2n(2n-1)

CENZ = (o) (g (0, DE — (DY} - =S, 2§ —n(DQY}  (4.12)

Simdi asagidaki ifade ispatlanacaktir:

Onerme 4.2. (M?™"*1,¢,&,1n,9); & yi iceren (k,p)-nulluk dagilimina sahip bir
hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O halde, M?"*1; Weyl yar1 simetriktir

ancak ve ancak manifold konformal diizdir.

Ispat. M?"*1; & i iceren (k, w)-nulluk dagilimi ile birlikte bir Weyl yar1 simetrik
hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Bdylece butin X,Y,U,V,W vektor
alanlar1 i¢in; (R(X,Y) - C)(U, V)W = 0 dur.

RX,Y)C(U, V)W = C(R(X,Y)U, V)W
—C(U,R(X,)VI)W — C(U,V)R(X,Y)W =0 (4.13)

(4.13) ifadesinde X = U = & olarak alinirsa;

—CEREVIVIW - CEVIRE YW =0 (4.14)

elde edilir.

M?2"*1  (Gizerindeki herhangi Y,V,W vektdr alanlan icin (4.3) ve (4.12) ifadeleri

kullanilirsa;

a?(r+2na?)
2n(2n-1)

REVCEVIW = ( oW, Ynw)E — gV, Wn(V)é + g(v, W)y —

a

nWINIYY + 2= SV, W)n(¥)E = SV, Y InW)E = SV, W)Y

2na’n(W)n(V)y} (4.15)
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elde edilir.

Tekrar M2*+1  (izerindeki herhangi Y, V, W vektor alanlar igin tekrar (4.3) ve (4.12)

ifadeleri kullanilirsa;

— (SL2C) (g v, Wn(r)E — n(WIn(rV)

F2Z (S, WIN(E —n(VnW)IQV} (4.16)

elde edilir. Benzer sekilde; M?™*1 (izerindeki herhangi Y, V, W vektér alanlari igin (4.3)
ve (4.12)’den;

a?(r + 2na?)

CE REYVIVIW = (m) g, Win(V)§ —n(V)n(W)Y}

C_{S(r, Wn(V)E —n(W)n(V)QY} (4.417)

2n

M?"*1 {izerindeki herhangi Y, V, W vektér alanlart igin (4.3) ve (4.12) yardimiyla;

a? (r+2na2))
2n(2n—1)

CEVRENW = (
x{g¥, W)V —g(¥,Win(V)¢ + g(¥,V)n(W)§ —n(W)n(¥)Vv}
- %{Znazg(ﬂ Win(V)§ + g, w)Qv + SV, V)n(W)g —

nW)in(y)Qv} (4.18)

elde edilir.
Sonug olarak; M?™*1 (izerindeki herhangi Y,V, W vektor alanlan igin (4.15), (4.16),
(4.17) ve (4.18) ifadeleri (4.14) ifadesinde yerine yazilirsa;

(—“Zfzzfi‘)z )) gV, W)Y — g(Y,W)V} = C(Y,VIW
+ zil S, Wn)é —nWHin(V)QY + 2na?g(Y,Win(V)é + g(¥,wW)Qv —

SW, W)Y = 2na’*n(V)n(W)r} =0 (4.19)
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elde edilir.
(3.5) ifadesi (4.19) ifadesinde kullanilirsa;

r(a? —1) + 2na*
2n(2n—1)

a’ -1
m—1 gy, w)HQv —s(V,w)}

RY, VW =

gV, W)Yy — g(¥, W)V}

_.|_

+ {g(v,W)QY — S(Y, W)V}

2n—1
2

=1 & WIn(WE —n(Win(V)QY

+2na’g(Y, Win(V)¢ — 2na*n(W)n(V)Y} (4.20)

_.|_

bulunur.
M?*+1 (izerindeki herhangi V, W vektor alanlar igin; (4.20) ifadesinde Y yerine e;

yazarak toplam alinirsa;
SV, W) = (a2 i %) g, w) = (a® + 2na® + =) n(V)n(W) (4.21)

elde edilir.

(4.19) ifadesinin Z ile i¢ garpimi alinirsa;

(a2 (r+2a?n)
2n(2n—-1)

) . W)g(¥,z) —g(¥,W)g(V,2)} — g(C(Y, V)W, Z) +

aZ

(S, WInWIn(2) = nWnW)S(Y, Z) + 2nag(Y, W)n(VIn(2) +
9. WS, ZS(V,W)g (¥, Z) — 2na®n(V)n(W)g (¥, 2)} = 0 (4.22)

bulunur.

(4.22)’de S(V, W)’ nin degeri yerine yazilirsa;

gCy,VWw,z) =0 (4.23)

kolayca elde edilir.
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Bu ise, M2"*1 (izerindeki herhangi Y,V, W vektor alanlar icin; C(Y, V)W = 0 olmasi
demektir. Boylece manifold konformal diizdr.
Diger taraftan, manifold konformal diiz ise; 0 zaman manifold agik¢a Weyl yari

simetriktir. Bu da 6zelligin ispatin1 tamamlar.

Onerme (4.1) ve (4.2) den asagidaki ifadeler elde edilir:

Teorem 4.2. € yi iceren (k, w)-nulluk dagilmmi ile bir M?™*1 (n > 1) a-kosimplektik

manifoldu Weyl yar1 simetriktir ancak ve ancak manifoldun sabit egriligi —a? dir.

Konformal simetrik manifold (VC = 0) iken; R - C = 0 saglanir, bu nedenle Teorem

4.2’den asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1. € yi iceren (k, w)-nulluk dagilimi ile bir M?™*1 (n > 1) a-kosimplektik

manifoldu, konformal simetriktir ancak ve ancak manifoldun sabit egriligi —a? dir.

R - R = 0iken; R - C = 0 saglanir, buradan da asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.2. & vyi iceren (k,p)-nulluk dagilimna sahip bir M?"*! (n>1) a-

kosimplektik manifoldu; yar1 simetriktir ancak ve ancak manifoldun sabit egriligi —a?

dir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde hemen hemen Weyl yarisimetrik a-kosimplektik manifoldlar tanitilmis
ve bu manifoldlarin sahip oldugu (k, u)’'-nulluk daglimi ve (k, u)-nulluk dagilimlari ile
ilgili gesitli 6zellikler elde edilmistir.
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