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Damisman: Prof. Dr. Melek ERDOGDU
2026, 57 Sayfa

Jari
Prof. Dr. Melek ERDOGDU
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Do¢. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN

Bu tez calismasinda, Lorentz uzayinda dogrusal olmayan Schrédinger (Nonlinear Schrodinger —
NLS) denklemi diferansiyel geometrik yontemler kullanilarak incelenmistir. NLS denklemi, kuantum
mekanigi, dogrusal olmayan optik ve dalga teorisi gibi bir¢ok alanda dnemli bir yere sahip olup, dzellikle
soliton ¢ozumleriyle dikkat cekmektedir. Calismada 6ncelikle diferansiyel geometriye ait temel kavramlar
sunulmus, ardindan dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin matematiksel yapist ele alinmistir.
Denklemin ¢oziimleri ile egriler ve yiizeylerin geometrik dzellikleri arasindaki iligkiler ortaya konulmustur.
Ozellikle Lorentz (Minkowski) uzaymin metrik yapisinin, NLS denkleminin geometrik yorumu iizerindeki
etkileri analiz edilmistir. Elde edilen sonuglar, Lorentz uzayinda dogrusal olmayan Schrodinger
denkleminin Oklid uzayma kiyasla farkli ve daha zengin geometrik 6zellikler sergiledigini gostermektedir.
Bu calisma, diferansiyel geometri ile NLS denklemi arasindaki iliskiye katki saglamayr amaglamaktadir.
Tez, alti bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde caligmanin amaci kapsaminda giris kismima yer
verilmistir. Ikinci béliimde dogrusal olmayan Schrédinger denklemi ile alakali mevcut literatiir arasgtirmasi
yapilmistir. Ugiincii boliimde Oklid ve Lorentz uzaylaridaki bazi temel bilgilere yer verilmistir. Dérdiincii
boliimde Oklid uzayinda NLS yiizeyi diferansiyel geometrik olarak incelenmistir. Besinci boliimde ise
Lorentz uzayinda NLS yiizeyi diferansiyel geometrik olarak incelenmistir. Son olarak altinci boliimde ise
calismaya iligkin sonuglar ve oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Olmayan Schrodinger (NLS) Denklemi, Darboux Catist,
Darboux Egrilikleri, Geodezik Egri, Lorentz Uzay, NLS Yzeyi, Soliton YUzeyi.
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In this thesis, the nonlinear Schrodinger (NLS) equation in Lorentzian space is investigated using
differential geometric methods. The NLS equation plays an important role in many fields such as quantum
mechanics, nonlinear optics, and wave theory, and it is particularly notable for its soliton solutions. First,
the fundamental concepts of differential geometry are presented, and then the mathematical structure of the
nonlinear Schrédinger equation is examined. The relationships between the solutions of the equation and
the geometric properties of curves and surfaces are established. In particular, the effects of the metric
structure of Lorentz (Minkowski) space on the geometric interpretation of the NLS equation are analyzed.
The results show that the nonlinear Schrodinger equation in Lorentzian space exhibits different and richer
geometric properties compared to those in Euclidean space. This study aims to contribute to the
understanding of the relationship between differential geometry and the NLS equation. The thesis consists
of six chapters. In the first chapter, the introduction is presented in line with the aim of the study. The
second chapter provides a review of the existing literature related to the nonlinear Schrédinger equation. In
the third chapter, some fundamental concepts of Euclidean and Lorentzian spaces are introduced. In the
fourth chapter, the NLS surface in Euclidean space is examined from a differential geometric perspective.
In the fifth chapter, the NLS surface in Lorentzian space is analyzed using differential geometric methods.
Finally, the sixth chapter presents the conclusions and suggestions of the study.

Keywords: Darboux Curves, Darboux Frame, Geodesic Curve, Lorentz Space, NLS Surface,
Nonlinear Schrodinger (NLS) Equation, Soliton Surface.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida
sunulmustur.
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s Yay Uzunlugu Parametresi
t Zaman
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Xy, Lorentz Vektorel Carpim
1 Diklik
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KISALTMALAR

NLPDE Dogrusal Olmayan Kismi Diferansiyel Denklemler
NLS Dogrusal Olmayan Schrodinger



1. GIRIS

Arastirmanin amaci

Bu tez galismasinin temel amaci, Lorentz uzayinda tanimlanan dogrusal olmayan
Schrodinger (Nonlinear Schrédinger — NLS) denklemini diferansiyel geometrik yontemler
kullanarak ayrintili bir bigimde incelemek ve denklemin geometrik yapisini ortaya
koymaktir. Bu dogrultuda, NLS denkleminin Lorentz geometrisi altinda sahip oldugu
¢coziim ozellikleri, geometrik degigsmezleri ve ilgili diferansiyel geometrik yapilarla olan
iliskiler1 sistematik bir bicimde ele alinmaktadir.

Tez kapsaminda Oncelikle, ¢aligmanin temelini olusturan egri ve ylizey teorisine
iliskin kavramlar ayrntili bicimde sunulmakta; parametrizasyon, regiilerlik, egrilik ve
geometrik cat1 kavramlar1 ele alinmaktadir. Ardindan, NLS denkleminin matematiksel
formu verilerek, denklemin diferansiyel geometrik agidan nasil yorumlanabilecegi ortaya
konulmaktadir. Bu agamada, denklemin ¢dzlimleri ile egrilerin ve ylizeylerin geometrik
hareketleri arasindaki baglantilar ayrintili olarak incelenmektedir.

Tezin bir diger amaci, NLS denklemini yalnizca klasik analiz yontemleriyle degil,
geometrik bir bakis agisiyla ele alarak, denklemin fiziksel anlamini derinlestirmektir.
Ozellikle Lorentz uzaymda timelike ve spacelike geometrik yapilarin denklemin ¢dziim
davraniglar1 izerindeki etkileri arastirilmaktadir. Bu sayede, denklemin fiziksel modellerle
olan iligkisi daha agik bir sekilde ortaya konulmaktadir.

Son olarak, bu ¢alisma ile elde edilen sonuglarm; dogrusal olmayan diferansiyel
denklemler, diferansiyel geometri ve matematiksel fizik alanlarinda ileride yapilacak
calismalara temel olusturmasi amaglanmaktadir. Boylece tez, hem teorik agidan literatiire
katki sunmay1 hem de geometrik yontemlerin dogrusal olmayan Schrodinger denklemi

iizerindeki etkinligini gdstermeyi hedeflemektedir.

Arastirmanin onemi

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler, dogada gozlemlenen pek ¢ok
fiziksel, biyolojik ve miihendislik temelli olgunun modellenmesinde temel bir arac olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu baglamda dogrusal olmayan Schrodinger denklemi, hem
matematiksel yapist hem de ¢ok genis bir uygulama alanma sahip olmasi nedeniyle
modern matematiksel fizik literatrinin en énemli denklemlerinden biri olarak kabul

edilmektedir.



NLS denklemi, kuantum mekaniginde ortaya ¢ikan Schrodinger denkleminin
dogrusal olmayan etkileri dikkate alinarak genellestirilmis bir formudur. Denklemin en
dikkat ¢ekici Ozelliklerinden biri, soliton ¢oziimleri adi verilen 0zel ¢ozumlere sahip
olmasidir. Bu ¢6ziimler, pek ¢ok fiziksel sistemde dogrudan gozlemlenebilen yapilarla
iliskilendirilmektedir. Bu nedenle NLS denklemi, yalnizca teorik bir matematiksel model
olmanm &tesinde, fiziksel gergekligi gliclii bigimde temsil eden bir denklem olarak 6ne
ctkmaktadir.

Matematiksel agidan bakildiginda, NLS denklemi uzun yillar boyunca agirlikli
olarak Oklid uzayminda ele alinmis ve bu gercevede ¢ok sayida analitik, sayisal ve
geometrik sonu¢ elde edilmistir. Ancak son yillarda, denklemin Lorentz (Minkowski)
uzayi gibi yari-Riemann geometrilerde incelenmesi giderek daha fazla ilgi gormektedir.
Lorentz uzayi, zaman ve uzay bilesenlerinin farkli metrik O6zelliklere sahip olmasi
nedeniyle, klasik Oklid geometrisinden koklii bicimde ayrilmakta ve bu durum, bu
uzaylarda tanimlanan diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yapilar1 iizerinde belirleyici bir
etki olusturmaktadir.

Diferansiyel geometri, dogrusal olmayan evolisyon denklemlerinin yapisal
ozelliklerini anlamada son derece giiclii bir ¢erceve sunmaktadir. Ozellikle egrilerin ve
yuzeylerin geometrik hareketleri ile integrallenebilir dogrusal olmayan denklemler
arasindaki iligkiler, Hasimoto doniisiimii ve soliton yiizeyleri kavramlar1 araciliiyla
literatiirde derinlemesine incelenmistir. Bu yaklasim, NLS denkleminin yalnizca analitik
¢Ozlimlerini degil, ayn1 zamanda denklemin altinda yatan geometrik ve fiziksel yapilar1
da ortaya koymaktadir. Lorentz uzayinda gergeklestirilen diferansiyel geometrik analizler
ise, bu klasik sonuglarin genellestirilmesine olanak taniyarak, denklemin fiziksel
baglamdaki davraniglarma 1s1k tutmaktadir.

Bu cercevede, NLS denkleminin Lorentz uzayinda diferansiyel geometrik
yontemlerle incelenmesi, hem teorik matematik hem de matematiksel fizik agisindan
onemli ve giincel bir aragtirma alani olusturmaktadir. Bu tiir ¢alismalar, dogrusal olmayan
sistemlerin geometrik yapisinin daha iyi anlagilmasina katki saglamakta ve ileride

yapilacak disiplinler arasi arastirmalar i¢in saglam bir temel olusturmaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Fiziksel sistemlerde dogrusal olmayan etkilerin zamanla Onem kazanmasi,
Schrodinger denkleminin dogrusal olmayan bigimlerinin gelistirilmesine yol agmistir. Bu
baglamda ortaya c¢ikan dogrusal olmayan Schrodinger (NLS) denklemi temel
denklemlerden biri haline gelmistir.

NLS denklemi, 6zellikle dogrusal olmayan farkli bilimsel disiplinlerde genis bir
uygulama alanina sahiptir. Pek ¢ok fiziksel stirecin NLS denklemi ile modellenebilmesi
nedeniyle NLS denkleminin analitik ve sayisal ¢oziimleri uzun yillardir arastirmacilarin
ilgi odaginda yer almaktadir.

Matematiksel acidan bakildiginda, dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin (NLPDE) tam ¢ozimlerinin elde edilmesi genellikle oldukga zordur. Bu
zorluk, 6zellikle degisken katsayili ve yiiksek mertebeden dogrusal olmayan Schrodinger
denklemlerinde daha belirgin hale gelmektedir. Literatirde, NLS denkleminin analitik
¢oziimlerini elde etmek amaciyla bazi yontemler ve gesitli hesaplama teknikleri
gelistirilmistir. Bunun yani sira, denklemin uzun zamanli davraniglarinin daha giivenilir
bi¢imde incelenmesi hedeflenmistir.

Son yillarda, NLS denkleminin geometrik yapisina yonelik caligmalar da 6nemli
bir ivme kazanmstir. Ozellikle Hasimoto nun girdap ¢izgilerinin binormal hareketi ile
NLS denklemi arasindaki iliskiyi ortaya koyan oncii ¢aligmasi, dogrusal olmayan
denklemler ile diferansiyel geometri arasindaki baglantilarin kesfedilmesine zemin
hazirlamistir. Bu yaklagim sayesinde, NLS denklemi egrilerin ve ylizeylerin geometrik
hareketleri araciligiyla yorumlanmis; soliton ¢oziimleri geometrik nesnelerle
iliskilendirilmistir.

Bu geometrik bakis acisi, ilerleyen yillarda bircok arastrmaci tarafindan
gelistirilmis ve soliton yiizeyleri, Hasimoto yiizeyleri ve integrallenebilir sistemler
kuramu ¢er¢evesinde ele alinmigtir. Egrilerin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 ile NLS
denklemi arasindaki iligkiler, diferansiyel geometrik yontemlerin dogrusal olmayan
denklemlerin yapisal 6zelliklerini anlamada gii¢lii oldugunu gostermistir. Bu ¢alismalarin
bityiik bir kismi Oklidyen uzaylarda gerceklestirilmis olmakla birlikte, elde edilen
sonuglar geometrik yontemlerin genellenebilirligini ortaya koymustur.

Ote yandan, modern fizik ve matematikte NLS denkleminin Lorentz (Minkowski)
uzayr gibi yari-Riemann geometrilerde incelenmesine yonelik c¢aligmalar artis

gostermistir. Lorentz uzaymda egrilerin ve ylizeylerin sahip oldugu timelike, spacelike



ve lightlike karakterler, NLS denkleminin ¢dziim yapilar1 iizerinde belirleyici bir rol
oynamaktadir. Bu baglamda yapilan calismalar, denklemin geometrik ve fiziksel
yorumlarmin Oklid uzaymdaki karsiliklarindan dnemli 6lgiide farklilastigini ortaya
koymustur.

Literatiirde ayrica, Schrodinger tipi denklemlerin Oklid ve Lorentz uzaylarinda
tanimlanan soliton yiizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri gibi geometrik 6zellikleri
incelenmistir. Bu ¢caligmalar, NLS denkleminin yalnizca analitik ¢6ziimlerinin degil, ayn1
zamanda geometrik degigsmezlerinin de arastirilmasinin 6nemini vurgulamaktadir.

Bu tez ¢aligmasi, literatiirde yer alan s6z konusu aragtirmalardan hareketle, NLS
denklemini Lorentz uzaymda diferansiyel geometrik yontemlerle ele almayi
amacglamaktadir. Boylece mevcut calismalarm bir adim Otesine gecilerek, NLS
denkleminin geometrik yapist daha kapsamli bir ¢ergevede incelenmekte ve literatiire
0zgiin bir katki sunulmas1 hedeflenmektedir. Bu baglamda literatiirdeki bazi caligmalara
dair detaylara bu bolimde yer verilmistir.

[k kez Avusturyali fizik¢i Erwin Schrodinger tarafindan gelistirilen ve literatiirde
kendi adiyla anilan Schrédinger denklemi bir dalga fonksiyonu olup; uzay ve zamana
bagli yazilan bu fonksiyon, kuantum sistemi hakkinda ¢6ziimlemeler yapabilmeye,
sonuclar Uretmemize ve enerjinin korunumu ile hesaplamalar yapmaya olanak tanir
(Giimiis, Y1lmaz, 2019).

Schrédinger denklemi, Schrodinger dalga denklemi olarak da bilinir. S6z konusu
denklem, kuantum mekaniginde temel bir kismi diferansiyel denklemdir. Schrédinger
denklemi, sadece dogrusal sistemlerle sinirli kalmayip belirli fiziksel sistemlerdeki
dogrusal olmayan dalga davraniglarmi da tamimlamaktadir (Tian ve Meng, 2024). Bu
dogrusal olmayan dinamiklerin incelenmesinde ise NLS denklemi 6ne ¢ikmaktadir.

Fizigin bircok dalinda kullanilan NLS denklemi, zayif dogrusal olmayan
ortamlarda dalgalarin davranigini belirleyen ¢ok yonli bir denklemdir. Matematiksel
acidan bakildiginda, bu denklem 1970'lerden beri Oklidyen uzayda incelenmistir. NLS
tipi  fiziksel modeller, gunimizde c¢esitli dogrusal olmayan fiziksel olaylarin
aciklanmasinda temel bir arag olarak kullanilmaktadir (Liu ve Kengne, 2019).

Ayrica, Schrodinger denklemi hakkinda diferansiyel geometri olarak inceleyen
bazi ¢aligmalar vardir. Bu baglamda, Oklid ve Lorentz uzaylaridaki denklemlerin soliton
yuzeyleri ile hiper yuzeyleri; Gauss egriligi, ortalama egrilik ve diger geometrik

Ozellikleri de detaylica incelenmistir (Tian ve Meng, 2024).



Kuramsal fizikte ve matematikte, NLS denklemi olarak bilinen denklem aslinda
kuantum mekaniginden ¢ok iyi bilinen Schrddinger denkleminin en az iki boyutta lineer
olmayan bir uyarlamas1 olarak karsimiza ¢ikmaktadir (imanli, 2006). Bundan dolay1 NLS
denklemi, kuantum mekaniginde parcaciklarin herhangi bir andaki konumlarimni ve serbest
enerji seviyelerini bulmak igin, fizik ve kimya alanlarinda ise gesitli siiregleri modellemek
amaciyla kullanilir (Saylan, 2022).

Kuantum mekanigi, dogrusal olmayan optik ve biyoloji gibi bir¢cok alanda,
degisken katsayili NLS denklemi kullanilarak tanimlanabilen modeller ortaya ¢ikmustir.
Nitekim her mikroskobik sistemin, mikroskobik pargaciklarin hareketini tanimlamak igin
kullanilan bir Schrodinger denklemi vardir. Son yillarda, bu denklemlerden elde edilen
soliton c¢ozimleri bircok konu i¢in daha fazla bilimsel agiklama saglamaktadir. Bu
nedenle, degisken katsayilt NLS denklemi, dogrusal olmayan optik ve kuantum mekanigi
gibi disiplinlerde yaygin olarak kullanilir. Degisken katsayili NLS denkleminin
incelenmesi ¢ok ilgi gormiistiir ve bu denklemlerin nasil ¢oziilecegi, tasidigi Gnemli deger
nedeniyle bilim insanlari i¢in bir arastirma odagi haline gelmistir (Wang vd., 2024).

Cogu NLPDE icin, bu denklemlerin tam ¢6zimiine ulasmak oldukca gugtr.
Ozellikle kismi diferansiyel denklemlerde degisken katsayilarin varligi, denklemin
dogrusal olmayan yapisini daha da artirir ve ¢oziimiin elde edilmesini giderek daha zor
hale getirir. Dahasi, insanlar gercek diinya problemlerini daha dogru bir sekilde
tanimlamak i¢in degisken katsayili kesirli mertebeden Schrodinger denklemi tanitilmigtir
(Wang vd., 2024).

Yapiy1 koruyan algoritmalar, klasik diferansiyel denklemlerin sayisal analizinde
onemli bir basar1 sergileyerek yerel olmayan diferansiyel denklemler icin benzer
yaklagimlarin gelistirilmesine Onciiliik etmistir. Bu dogrultuda birgok arastirmaci,
Ozellikle uzun donemli benzetimlerde, yerel olmayan NLS denklemlerinin enerji
korunumunu saglayan sayisal yontemlerin tasarlanmasina odaklanmustir (Zhang vd.,
2024).

Bircok matematik¢i, farkli uzaylardaki bir egrinin geometrik hareketleri ile
integrallenebilir dogrusal olmayan denklemler (dogrusal olmayan soliton denklemleri)
arasmdaki baglantilar1 incelemekle ilgilenmektedir. Ozellikle NLS denklemi ile
sikistirilamaz bir akiskandaki ince bir girdap ¢izgisinin hareketi arasindaki baglantidir.
Soliton teorisinde, integrallenebilir dogrusal olmayan denklemler, 6zellikle adin1 Japon
fizikci Hidenori Hasimoto'ya borclu olan Hasimoto ylzeyi olmak (zere yuzeylerin

ingasinda 6nemli bir role sahiptir (Hamouda vd., 2022).



Gergek diinyadaki sistemlerin ¢cogu dogrusal degildir ve zamanla dinamik olarak
degisim gOsterir. Zaman degistiginde bu sistemleri matematiksel olarak ifade etme
zorluguyla kars1 karstya kalinir ve bu genellikle NLPDE kullanarak yapilir. Akiskan
dinamigi, dalga yayilim1 ve dogrusal olmayan optik gibi ¢ok c¢esitli fenomenleri simiile
etmek i¢in kullanilabildiklerinden, bu denklemler bircok arastirma ve miihendislik
dalinda temeldir. Bilim insanlarmin bu karmasik dogrusal olmayan modelleri anlama ve
basariyla ¢ozme konusundaki ilgisi son yillarda artmustir. Bu artan ilgi, dinamik
sistemlerle ilgili sorunlar1 ve bunlarin farkli bilimsel alanlar1 nasil etkiledigini ¢6zme
ihtiyacindan kaynaklanmaktadir. NLPDE, karmasik sistemleri gelistirmek ve yonetmek
icin ¢cok dnemli olan bir sistemdeki dogrusal olmayan etkilesimleri yakaladiklar1 i¢in
dogrusal modellerden daha dogru tahminler dretir (Alkahtani, 2024). Bu baglamda
Ozellikle NLS denklemi, dogrusal olmayan optik denklem tanimlamak i¢in kullanilir. Ek
olarak, genellikle dalgalanan maddeleri veya dalgalanan fenomenleri tanimlamak igin bir
arag olarak kullanilir. Bir dogrusal olmayan karmasik model olarak NLS denklemi, dalga
teorisi alaninda kullanilmistir. Oyle ki; NLS denklemi kullanilarak elde edilen bir
matematiksel model, manyeto-optik dalga kilavuzlarinda 1sik dalgalarmin yayilma

davranigini ¢ok iyi agiklar (Li, 2024).

Sekil 2.1. Genellestirilmis NLS denklemi i¢in dalga ¢dzUmUnin grafigi (Panmei ve Thoudam, 2024)

Bir girdap cizgisinin hareketini incelemek matematiksel fizik ve diferansiyel
geometrinin 6nemli problemlerinden biridir. Hasimoto nun 1972 yilindaki ¢aligmasi, bu
son derece dnemli problemin ¢dziimiinde yol gosterici dncii ¢aligmalardan biridir. Bu
calisma sikistirilamaz bir akigkan icinde gerilmeden hareket eden ince izole bir girdap
Gizgisini ele alir. Girdap ¢izgisinin konum vektorii r = r(s, t) ile gosterilirse

T = Ts X T



denklemi saglanir (Hasimoto, 1972). Bu denkleme, duman halkasi veya girdap ¢izgisi
(vortex filament) denklemi de denir. Herhangi bir form degisikligi igermeyen bu girdap
hareketlerinin, NLS denkleminin hareket eden dalga ¢oziimlerine karsilik gelir (Rogers
ve Schief, 2002).

Bu tiirden soliton yiizeyleri NLS denklemleriyle iliskilendirildiginden NLS
yiizeyleri veya Hasimoto yiizeyleri olarak adlandirilir. Hasimoto; uzay egrisinin egriligi
K, burulmasi t olmak tizere kompleks fonksiyonunu
g = xeilds
olarak ifade etmistir. Egri, girdap ¢izgi denklemini saglarsa

iq: + qss +vqlql> = 0
kiibik NLS denkleminin sonucunu verdigini elde etmistir (Hasimoto, 1972).

Schief ve Rogers (1999) calismasinda, sabit egrilige sahip egrilerin binormal
hareketinin Dym denklemlerinin integrallenebilir genellestirilmelerine Onciiliik ettigi
gosterilmistir. Ayrica sabit burulmaya sahip olan egrilerin binormal hareketinin, klasik
Sinds-Gordan denklemlerinin integrallenebilir genellestirmelerine Onciiliik ettigi de
gosterilmistir. Genellestirilmis Dym denklemlerinin ¢6ziimii olan soliton ylizeyleriyle
iligkili ¢ift (dual) soliton yiizeyinin varlig1 i¢in aralarindaki degismez iligkiler kullanilir.

Bu tiirden diferansiyel denklemlerle iliskilendirilmis soliton yiizeylerin
diferansiyel geometrisini inceleyen literatiirde pek ¢ok calisma vardir. Rogers ve Schief
(1998) calismasinda, NLS denkleminin i¢sel geometrik degismezleri ve buna bagli olarak
daha once yapilan kinematik analizleri sunulmustur. Ayrica NLS denklemiyle
iligkilendirilmis soliton yiizeylerin diferansiyel geometrik Ozellikleri elde edilmistir.
Hasimoto’nun elde ettigi sonuglar ile aradaki baglant1 ortaya konulmustur.

Ortaya ¢ikan problemler, Oklid dis1 geometriler i¢in calismalar yapilmasi
gerektigini ortaya koymustur. NLS denkleminin timelike egriler i¢in bir tiirii ve dogrusal
olmayan 1s1 sistemleri; 3 boyutlu Minkowski uzayinda normal kongriianslarin genel i¢sel
geometrik degismezleri ile incelenmistir (Giirbiiz, 2010).

Buna ek olarak Giirbiiz (2010) ¢alismasinda, NLS denkleminin bir tiiriine kargilik
gelen timelike yiizeylerin hareketi timelike geodezik koordinat sistemleri ile caligilmistir.

Erdogdu ve Ozdemir (2014), Minkowski 3 uzayindaki Hasimoto yiizeylerini
aragtirmig ve bu yiizeylerin geometrik ozelliklerini elde etmistir. Kelleci vd. (2019),
Hasimoto ylizeyinin egriliklerini Bishop catisina gore incelemis ve bu yiizeylerin

parametre egrilerinin bazi karakterizasyonlarmi vermistir.



Lorentz uzayinda yiizey geometrisi lizerine yapilan g¢aligmalarda, Hasimoto
yiizeylerinin evrimi 6nemli bir yer tutmaktadir. Abdel-Aziz vd. (2024) ¢aligmasinda, 3
boyutlu Lorentz uzaymda timelike Hasimoto yiizeyinin temel form katsayilarindan yola
cikarak degisim denklemleri incelemistir. g-egriyi (q-curve) kullanarak; egrinin yari-
teget, yari-normal ve yari-binormal vektdrlerine atfedilen G¢ tip Hasimoto yuzeyi
sunulmustur.

Yoon vd. (2022) calisgmasinda, 3 boyutlu Lorentz uzayindaki bir spacelike egrinin
egrilik ve burulma degerlerinin zaman degisim denklemleri elde edilmistir. Ayrica, bir
spacelike egrinin timelike normal vektorii ve spacelike binormal vektori tarafindan
uretilen bir timelike regle yuzeyin 6zellikleri verilmistir.

Cimdiker Aslan (2025) ¢alismasinda, 3-boyutlu Minkowski uzay1 i¢indeki bir
lightlike (null) NLS yiizeyi lizerinde yer alan spacelike egrileri incelemektedir. S6z
konusu egrilerin zamansal degisimi, T-yonii boyunca tanimlanan birinci ve ikinci tip
genellestirilmis Darboux ¢atilar1 vasitasiyla tiiretilmistir. Belirlenen bu teorik ¢ergeve
dahilinde; acisal momentum ve girdap filamenti (vortex filament) denklemleri elde
edilmistir. Ayrica, yiizeyin ortalama ve Gauss egriliklerinin belirlenmesi icin, ylizeye ait

birinci ve ikinci temel form bilesenleri hesaplanmistir.



3. TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, tez c¢alismasinin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan temel
kavram ve tanimlar sistematik bir bicimde sunulmaktadir. Ozellikle diferansiyel geometri
cergevesinde ele alman egriler ve yiizeyler ile bunlarin geometrik 6zellikleri ayrintili
olarak ele almarak, dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin geometrik analizine
altyap1 olusturulmas1 amaglanmaktadir. Bu kapsamda, oncelikle Oklid uzaymda egri ve
yiizey kavramlarma iligkin temel tanimlar verilmekte; parametrizasyon, regiilerlik ve
geometrik biiyiikliikler gibi kavramlar agiklanmaktadir. Daha sonra Lorentz uzayinda da
egri ve yiizey kavramlarina iliskin kavramlara yer verilecektir.

Diferansiyel geometrinin temel kavramlar1 olan egriler ve yiizeyler, uzaym yerel
ve kiiresel yapismin anlasilmasinda merkezi bir role sahiptir. Egriler araciligiyla bir
geometrik yapmin dogrultu, egrilik ve yonelimi incelenirken; yiizeyler yardimiyla daha
karmagik geometrik ve fiziksel yapilar modellenebilmektedir. Bu nedenle, egrilerin ve
ylizeylerin matematiksel tanimi, diferansiyellenebilirlik kosullar1 ve geometrik
invariyantlari, hem teorik hem de uygulamali ¢aligmalar agisindan biiyilk 6nem
tasimaktadir.

Bu bodlumde sunulan temel bilgiler, 6zellikle NLS denklemi ile diferansiyel
geometrik yapilar arasindaki iliskinin anlagilabilmesi i¢in gereklidir. Nitekim NLS
denklemi, uygun geometrik ¢ergeve altinda ele alindiginda, egrilerin ve yiizeylerin belirli
geometrik hareketleriyle iliskilendirilebilmekte ve bu sayede denklemin c¢oziimleri
geometrik bir bakis agisiyla yorumlanabilmektedir. Bu yaklagim, hem denklemin yapisal
Ozelliklerini ortaya koymakta hem de fiziksel anlaminin daha derinlemesine
anlasilmasina katki saglamaktadir.

Bu baglamda, {igiincii boliimde yer alan tanim ve kavramlar yalnizca bir 6n bilgi
niteligi tasimamakta; ayn1 zamanda tez boyunca kullanilacak olan matematiksel dilin ve
geometrik bakis agisinin temelini olusturmaktadir. Boylece ilerleyen boliimlerde Lorentz
uzayinda dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin diferansiyel geometrik analizi

yapilirken, burada verilen kavramlara sik¢a bagvurulacaktir.

3.1. Oklid Uzayinda Temel Bilgiler

Tanim 3.1. |, R nin bir agik araligi olmak iizere « : I — R™ bigimindeki diizglin

bir @ doniisimiine, R™ uzaymimn igerisinde bir egri adi verilir. a: I - R" egrisi
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verildiginde her t € I icin a'(t)#0 ise a egrisine regiiler egri denir (Sabuncuoglu,
2016).

R?!

a(t)

ﬁ ()

Sekil 3.1. R™ de Egri (Sabuncuoglu, 2016)

Tamm 3.2. a : I - R3> olmak lizere a egrisinin her noktasindaki hiz vektorii
birim ise yani ||a’(s)|| = 1, Vs € I ise M ye birim hizli egri denir ve bu durumda s € [

parametresine de egrinin yay parametresi denir (Yice, 2017).

Tamm 3.3. R3 uzaymda birim hizh a: I » R®  egrisi icin T(s) = a’(s)
esitligindeki T(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir. T
ise I araliginin her bir s noktasina, a(s) noktasindaki T(s) teget vektoriinii karsilik

getiren bir fonksiyon olup a egrisi tizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina, a

egrisinin birim teget vektor alani denir (Sabuncuoglu, 2016).

T/(s)

Tamm 3.4. R3 uzaymnda birim hizli @ : I - R3  egrisi icin N(s) = ol

biciminde tanimli N(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli normali denir. N

vektor alanina, a egrisinin asli normal vektor alani denir (Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 3.5. R3 uzayinda birim hizli @ : I —> R3 egrisi igin
B(s) = T(s) x N(s)
esitligiyle tanimli B(s) vektorine, a egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir. B

vektor alanina, a egrisinin binormal vektor alani denir (Sabuncuoglu, 2016).
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Tamm 3.6. T(s), N(s), B(s) vektorlerine,a: I - R3 egrisinin  a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri denir. {72(5),]_\7 (s),§(s)} kiimesine a egrisinin a(s)

noktasindaki Frenet ¢atis1 denir. 7, N , B vektor alanlarina, a egrisi iistiinde Frenet vektor

alanlar1 denir (Sabuncuoglu, 2016).

Sekil 3.2. Bir egrinin Frenet catisi (Sabuncuoglu, 2016)

Tamim 3.7. R3 uzayinda birimhizh a : I - R3 egrisi i¢in
kil - R, x(s)= TG
fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 3.8. Birim hizli @ : I - R3® egrisinin Frenet vektdr alanlar 7, N , B

olmak Gzere
t: 1 > R,1(s) = —(B'(s), N(s))
fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2016).

Teorem 3.1. Birim hizli @ : I —» R3 egrisinin Frenet vektor alanlar 7, N , B

ise
T' = kN
N' = —xT + 1B
B' = —tN

dir (Sabuncuoglu, 2016).
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Teorem3.2.a: I - R3 egrisinin Frenet vektor alanlar T, N, Bolsun. ||l'|| =

v olmak Uzere

T' = vkN
N' = v(—«T + tB)
B' = —vtN

dir (Sabuncuoglu, 2016).

Teorem3.3.a: I —» R3 egrisinin Frenet vektor alanlar 7_"), IV, B ve bu egrinin

egrilik ve burulmasi k ve T olmak (izere

al
o’ xa"|

~
Il

o) TP
= a' xa' ve @
B = lla'xa' || _ (a'xa'’ a''’)
ﬁ § T ||a’><a”||2
= X

dir (Sabuncuoglu, 2016).

Tamim 3.9. M, R3 uzaymnin bir agik alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktas1 i¢in,
p € (U) ve ¢(U) c M olacak bicimde bir ¢ (U) regiiler lokal yiizeyi bulunabilirse, M

kiimesine regiler yiizey denir (Ozdemir, 2020).

Teorem 3.4. Z vektor alam M ylzeyi Ustlinde birim dik vekt6r alani olsun. Her

¥, € T,(M) igin Dy Z € T,(M) dir (Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 3.10. Z vektor alant M ylizeyi tistiinde birim dik vektor alani ve v, €

T,,(M) olmak lizere M nin her bir p noktasinda,
Sp(ﬁp) = —D3,2
esitligiyle tammli S,,: T,,(M) — T,,(M) fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasmdaki sekil

operatorii veya Weingarten doniistimii denir (Sabuncuoglu, 2016).
Tamm 3.11. R3 uzaymda bir M regler ylizeyi verilsin. M nin her bir p noktasina

L: Tp(M) X Tp(M) - R
Ip(ﬁp' Wp) = (ﬁp' Wp)

fonksiyonunu karsilik getiren I, fonksiyonuna, M ylzeyi Ustiinde birinci temel form

denir. M nin her bir p noktasina
IL,: T,(M) X T,(M) - R
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I, (ﬁp' Wp) = (S(ﬁp)J Wp)
fonksiyonunu karsilik getiren I1,, fonksiyonuna, M ytzeyi tstlinde ikinci temel form denir
(Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 3.12. M, R? de yonlendirilmis regiiler bir yiizey, Z vektor alam M ylizeyi
iistiinde birim dik vektor alant ve a: I — M bir egri olsun. T birim teget vektor alan1 olmak

Uzere {?, g, r_i} vektor alanlarmm tgliisiine M ye gore @ nin Darboux ¢at1 alan1 denir.

Burada

G=AaxT

esitligi ile taniml vektor alamidir (Yiice, 2017).

Teorem 3.5. a:1 - M birim hizh regiiler egri ve {7, g,71} ise M ye gore

egrisinin Darboux ¢at1 alani olsun. O halde

dir. Burada k,,, k, ve 7, sirastyla normal egrilik, geodezik egrilik ve geodezik burulmadir

(Yuce, 2017).
3.2. Lorentz Uzayinda Temel Bilgiler

U = (ug,uy,u3), ¥ = (vy,v,,v3) € R olmak Uizere

(U, V), = —uyv; + uyv, + U3y
ile tanimlanan ¢arpima Lorentz ¢arpimi denir. Lorentz ¢arpim ile donatilmis uzaya
Lorentz ad1 verilir ve E3 ile temsil edilir. Her @ = (uy, u,,u3) € E3 icin asagidaki gibi

smiflandirma yapilir:

i) (u,u), > 0 veya (u = 0) ise u vektdriine spacelike vektor
i) (i, u), < 0 ise u vektdrine timelike vektor
iii) (i, 1), = 0 ise u vektorune lightlike (null) vektdr

olarak adlandirilir. Her % € E3 vektorinin normu ||%|| = /I{4, @), | seklinde tanimlanur.

Her i = (uy,up, u3), ¥ = (vq,v,,v3) € E3 vektorlerinin Lorentz vektdrel carpimi
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seklindedir (Walrave, 1995).

Tamm 3.13. a:1 - E3, Vs € I icin a’(s) timelike vektor ise a egrisine timelike
egri adi verilir. Vs € I icin {(a’(s),a’(s)), = —1 ise a egrisi birim hizli timelike egri
olarak adlandirilir. (Walrave, 1995).

Tanmm 3.14. a:1 - E3, Vs € I igin a’(s) spacelike bir vektor ise a egrisine

egri olarak adlandrilir. (Walrave, 1995).

a:1 - E3 birim hizli timelike egri olmak (zere, T(s) = a’(s) timelike vektor
olup, egrinin birim teget vektorudiir. Yani (?(s),?(s))L =-1
olur. Bu esitlikten (7’(5),7(5))L = 0 elde edilir. O halde T'(s) L T(s)’dir. Sonu¢

olarak T'(s) = a’'(s) spacelike vektor olmalidir.
F, a’(s) a’(s)

N i oxaomil Fao]

vektorl a egrisinin asli normal vektoridir. a egrisinin binormal vektor( ise

B(s) = T(s) x, N(s)
seklindedir. a egrisinin egriligi
K(s) = [T ()| = V{a”(s),a” (),

olarak tanimlanir. Ayrica

o T’ _ .
N(s) = % = T(s) = k(s)N(s)

ifadesinden k(s) = (T7(s), N(s)),, esitligi saglanir. @ egrisinin burulma fonksiyonu ise

7(s) = (N'(s),B (s)), ile tamimlanir (Walrave, 1995).

Teorem 3.6. Birim hizli timelike a:I — E3 egrisinin Frenet vektdr alanlari

- .

T,N,B ise
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T'(s) 0 k(s) 0 1|7
N'@|=|ks) 0 ()| |[N(s)
B L0 ) 015w

dir (Walrave, 1995).

a:1 — E3 birim hizli spacelike egri olmak iizere, T(s) = a'(s) spacelike vektor
olup egrinin birim teget vektoriidiir. (7(5),7(5))L = 1 oldugundan (T'(s) ,7_")(5)),4 =0
olur. T'(s) L T(s) elde edilir. T(s) spacelike oldugundan T'(s) spacelike ya da timelike
olabilir.

1.Durum: T'(s) = a’(s) spacelike ise; bu durumda

K(s) = [|T'(s) || = la"(s), a” (s)),

olarak tanimlanir.

T'(s)

N(s) = )

egrinin asli normali olup
B(s) = T(s) x, N(s)
ise egrinin binormal vektoriidiir. Burulma fonksiyonu 7(s) = —(N ’(s),§(s))L olarak

tanimlanir. Frenet formiilleri ise;

T'(s) 0 k(s) 0 T(s)
N'@)|=]-k) 0 ()| [N(s)
B'(s) 0 (s) O B(s)

olarak bulunur (Walrave, 1995).

2.Durum: f’(s) = a''(s) timelike ise; bu durumda

K(s) = J—(T"’(S).T’(S) ), =" (s),a" (),
olmak Uzere normal vektori

L
N(s) = K<f>)

seklindedir. Binormal vektorii ise

B(s) = T(s) x, N(s)
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spacelike bir vektordir. Burulma 7(s) = (N'(s), B(s)), olarak tanimlanir ve

T'(s) 0 k(s) T(s)
N')|=[x(s) 0 TG) N(s)
B'(s) 0 () B(s)

seklindedir (Walrave, 1995).

Tanmim 3.15. M; 3 boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey olsun. Her p € M ve her
W, € T,M, v, € T,M icin
(U, Wp), =01, =0

Onermesi saglaniyorsa M ye bir nondejenere yuzey denir (Turgut, 1995).

Teorem 3.7. E3 uzayinda tanimli M ylizeyinin bir parametrizasyonu ¢: U - M

olsun. Birinci temel form katsayilart:

E= ((pu; (pu)Ll F = (‘Pu: (pv)La G = (‘Pw ‘Pv)L

Ikinci temel form katsayilar::

e = (¢uu:2)L!f = <(puwZ_>)ng = ((pvwf)L

olmak lizere, yiizeyin her noktasinda taniml olan Gauss egriligi:

2
e
P f
EG — F?
seklinde verilir. Yiizeyin ortalama egriligi:
Eg — 2Ff + Ge

H= 2(EG — F2)

seklinde ifade edilir. Egrilik ifadelerinin isaretleri ylizeyin spacelike ya da timelike

olmasma yani € = (Z, Z), degerine gdre degisir (Lopez, 2014).

Teorem 3.8. M ylizeyi lizerindeki metrigin matris formu
E F ]
F G

dir. M yiizeyi tizerindeki metrigin nondejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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E F

detF G

| =0

olmasidir (Turgut, 1995).

Tamm 3.16. Minkowski E3 uzaymdaki bir yiizey; yiizey iizerindeki normal
vektor alani sirastyla timelike, spacelike veya lightlike (null) ise spacelike, timelike veya
lightlike (null) yiizey olarak adlandirilir. Minkowski 3-uzayindaki bir spacelike veya
timelike yiizeye ayn1 zamanda dejenere olmayan (nondejenere) yiizey denir (Oztiirk ve
Mahmood, 2024).

Tamm 3.17. M; 3 boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey olsun. M ylizeyi izerine
indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye bir spacelike yiizey denir (Turgut, 1995).

Teorem 3.9. 3 boyutlu Lorentz uzayinda (U, ¢) parametrizasyonu ile verilen bir
p:U c E? > E3
(w,v) - oW, v) = (01(w,v), 9, W, v), 93(u,v))
yiizeyinin spacelike bir ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, yilizeyin normalinin

timelike bir vektor alant olmasidir (Turgut, 1995).

Tamm 3.18. M; 3 boyutlu Lorentz uzaymnda bir yiizey olsun. M ylizeyi lizerine
indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye bir timelike yiizey denir (Turgut, 1995).

Tanim 3.19. M, ii¢ boyutlu Lorentz uzayi i¢inde yonlendirilmis bir yiizey ve a(s)
egrisi tamamen M (zerinde olan null olmayan bir egri olsun. a(s) egrisi ayn1 zamanda
bir uzay egrisi oldugundan, egri boyunca hareket eden bir {7, N, §} Frenet ¢atisi
mevcuttur. a(s) egrisi M yiizeyi tizerinde oldugu igin egrinin Darboux gatis1 olarak
adlandirilan ve {f, g, ﬁ} ile gosterilen bir ¢atis1 daha vardir. Bu c¢atida T egrinin birim
tegeti, 71 ylzeyin birim normali ve g ise § = T x,, 7 ile verilen birim binormal vektordur
(Sentiirk ve Yiice, 2020).

Teorem 3.10. M Uzerindeki a(s) egrisi bir spacelike veya bir timelike egri
olabilir. Boylece, a(s) in Darboux ¢atisinin tiirev formiilleri asagidaki sekilde olur.

Burada kg, k,, ve 7, sirasiyla geodezik egrilik, normal egrilik ve geodezik burulmadir.
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1.Durum: Eger Myuzeyi bir timelike yiizey ise 0 zaman M Uzerindeki a(s) egrisi
bir spacelike veya bir timelike egri olabilir. Boylece a(s) nin Darboux gatisinin tiirev

formulleri

g =k O g(s)
71’(5) kn Tg T_)l(S)

(TiT)L =&E= ill (ﬁ;ﬁ)L = _E, (ﬁlﬁ>L = 1

7,(5) 0 k, —ck, T(s)
ETg
0

olarak verilmistir.

2.Durum: Eger M yizeyi bir spacelike ylizey ise 0 zaman M Uzerindeki a(s)

egrisi bir spacelike egridir. Boylece a(s) nin Darboux ¢atisimin tiirev formiilleri

7’(5) 0 kg kn 'I_z(s)
g |=1"k 0 14| |g(s)
' (s) kn g 0] |7(s)
(T,T), =1,(G,§), = 1,(#1), = -1

seklindedir (Sentiirk ve Yiice, 2020).
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4. OKLID UZAYINDA NLS YUZEYI

Bu bolimde, dnceki bolimlerde verilen temel diferansiyel geometrik kavramlar
ve tanimlar 15181nda, tez ¢alismasinin ana konusu olan dogrusal olmayan Schrédinger
(NLS) denklemi ele almmmaktadir. Ozellikle denklemin geometrik yapisi incelenerek,
diferansiyel geometri ile dogrusal olmayan denklemler arasindaki iliski ayrintili bigimde
ortaya konulmaktadir. Bu baglamda, NLS denklemi yalnizca analitik bir diferansiyel
denklem olarak degil, ayn1 zamanda geometrik nesnelerin hareketini tanimlayan bir yap1
olarak degerlendirilmektedir.

Bu boliim kapsaminda, dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin matematiksel
formu verilmekte; denklemin ¢6ziim yapilari, simetri 6zellikleri ve geometrik karsiliklar:
iizerinde durulmaktadir. Egriler ve yiizeyler araciligiyla elde edilen geometrik yorumlar
sayesinde, denklemin icerdigi fiziksel ve matematiksel anlami daha derinlemesine
anlagilmas1 hedeflenmektedir. Bu yaklasim, NLS denkleminin diferansiyel geometrik
yontemlerle analiz edilmesinin sagladig1 avantajlar1 agikca ortaya koymaktadir.

Ayrica bu bolimde, NLS denklemi ile soliton ¢oziimleri ve geometrik akiglar
arasindaki baglantilar ele almarak, denklemin integrallenebilir sistemler kurami i¢indeki
yeri vurgulanmaktadir. Boylece, denklemin hem teorik matematik hem de matematiksel
fizik agisindan tasidigi 6nem agiklanmakta; sonraki bélimde yapilacak olan Lorentz
uzayina yonelik incelemeler i¢in gerekli kavramsal ¢erceve olusturulmaktadir.

Sonu¢ olarak bu boliim, tez ¢alismasinin temel analiz boliimiinii olusturmakta
olup, dogrusal olmayan Schrédinger denkleminin diferansiyel geometrik acidan ele

almmasma yonelik ana yaklagimi ortaya koymaktadir.

Tanim 4.1. r = r(s, t) parametrizasyonu ile verilmis ve
Ty =Ty X Tgg
esitligini saglayan yilizeylere dogrusal olmayan Schrodinger (NLS) yiizeyleri ad1 verilir
(Erdogdu ve Yavuz, 2021).

Teorem4.1.r = r(s, t) bir NLS yiizeyi olsun. Oyle ki her t icinr = (s, t) birim
hizli egridir. Asagidaki esitlik saglanir:

T 0 a 11|T
n| = [—a 0 —y] n|
g -4 v 0lfg
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Burada {72, 71, g} Darboux gatis1 ve a, A, y diizgiin fonksiyonlar1 asagidaki esitliklerle

verilmistir:
a=ky — ky1g4
A= —kn, — kg1,
1 = (G, + k), = G ) = G bty + b = b

(Erdogdu ve Yavuz, 2021).

Ispat. Diizgiin «, A, y fonksiyonlari kg, kn, T4 fonksiyonlarina bagh olarak ifade

edilmelidir. Burada her t icin r = r(s, t) duman halka denkleminin bir ¢6ziimii olacaktur.

Uyum kosullarini kullanarak ﬁs = Tst olup

()= 2() @

at\as) ~ as \at

esitliginden asagidakiler bulunur. (4.1) esitliginin sol tarafindan;

d (0T d ] r
52 (52) = 5 Ckali + Ky )

d - 0 0 > J -
—aknn+knan+akgg+kgag

= 2 ki + k(—aT = v§) + = kg g + ko(=AT + yii)
= (—kn@ = kgD)T + (3 kn + koy ) 7 + (—kny + > k) §

bulunur. (4.1) esitliginin sag tarafindan;

=(5) = 2 (i +29)

a I a -
—Ean+a£n+£lg+lgg

= %ar_i + a(—kn’l_") —1,9) + %Ag + A(—kgf + Tgﬁ)

-

= (—ak, — Akg)T + (ga + Arg) n+ (—arg + gl) g
olur. Katsayilar esitlenirse

0 0
Ek” + kgy =$a+hg
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0 0
—k,y + Ek‘g = —aty + &/1

olur. Buradan da

d
as; = Ek" + kgy — Aty

0
As = —k,y + Ek‘g + at,

bulunur. Benzer sekilde 7, = 7, esitliginden faydalanarak

2656 w2
yazilir. (4.2) esitliginin sol tarafindan;
()= T
2k F ok 2T - 2r 51,2
= —%k,f — k,(ani + 1g) — %rgﬁ — 14(=AT +yit)
- (_%kn + Tg’l) T+ (—knat = 1gy)ii + (—knd —174)d

olur. (4.2) esitliginin sag tarafindan;
a (o7 ] = -
% (50) =5 (-l =v9)
a = 9= 0 o 9 -
=-—5al —a-T——yg—v,-9

= —%a? — a(k,7i + kgg) - %yg - y(—kgf + Tgﬁ)

-

= (= Za+vkg) T+ (—aky =y )i+ (—aky — 27)

bulunur. Buradan da katsayilar esitlenirse

0 0
———kn+ 1Al =———a+vyky

ot ds
] ]
—knd = Tg = —aky — -y
yazilir. Buradan ise
]
as = kn+vky — 141 (4.3
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d
Ys = knd —aky + > %9
olur. Yine benzer sekilde g;; = g esitliginden faydalanarak

7)) =53 (4.4

yazilir. (4.4) esitliginin sol tarafindan;

a (0g [7] = -
a(a—f) = a (—kgT + Tgn)

., = a2 9 3 -
=2k, T—ky~T + = 2
atkg kg Py + 5 Tl + 14 pral

= — 2k, T — kg (aii + 29) + =147 + 74 (—aT - v§)
- (—%kg - arg) fis (—kga + %Tg) i+ (—kgd—y1y)d
olur ve (4.4) esitliginin sag tarafindan;
L) 2o
_ _;—Sﬁ—A%T+%yﬁ+y%ﬁ
= = 20T = Aknfi + ky§) + 2t +y (kT — 744)
= (22— kay )T+ (—knd + =7) i + (kA — 747)g

bulunur. Katsayilarin esitligini kullanirsak

g k = 9 A—k
ot 9 T HTe T T gt T Y
0
—kga + %Tg = _kn/l + %
olur. O halde
a
Ag = akg —kny +azy (4.5)

]
Ys = knd — kga + 52 ta

elde edilir. Son olarak ry; = 7, esitliginden;

0 <6r> _oT o ad

at\as) "9 " 4TI



ve

a (or a
E(E) =3 (rs X 15s)

= = (—knd + ky7i)

_ 0kp o

0g dkg —
as g ds kn +

on
ds n+ ds kg

= (kghn — kghn)T + (—1gky + 22) 7 + (— 22 -

ds ds

olur. Sonugta

dkg

a= —Tgkn + s
ok

A= "ok

Tg kg)

g
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bulunur. (4.3) ve (4.5) esitliklerini kullanir, (4.3) esitligini k, ve (4.5) esitligini —k,, ile

carpip taraf tarafa toplanirsa

kgas — knds = kgky, +vki — Atgky — kg ky + vki — atg

olur. Buradan da

(k2 + k2)y = kyag — knhs + ATk, + atghy + kg kn — kgkn,

= kgas — knAs + (—kn, — kg7g)toky + (kg, — knty)Tgkn

kg Ky — kgkn,

gt

= kg ((kg,), = kny7g = knrgs) —k, ((—kns)s — 1y kg — rgkgs)
—kn Toky — k5T5 + kg Tokn — kntl + kg ky —

= kgkgss + knknss - (kgtz + Zkgknsrg - (kns)2 + (kns)z)

- (k,%rg — 2kg Tgky + (kgs)z - (kgs)z) + kg Jen = kglen,

= kgkgss + (kgs)z + knknss + (kns)z

kg knt

_(kns + kgfg)z_(_kgs + knfg)2 + kg kn —kgkn,

= (kgkgs + knkns)s - (kns + kgfg)z_(kgs - knTg)Z

thg Ky — kgky,

gtn
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olup, y fonksiyonu

1

V= Zvk |(kgkg, + knkn,)_ = (ki + kgTg)” = (g, + knTg)” + Kook — K kg |

seklinde elde edilir.
Teorem 4.2. 7 = r(s, t) bir NLS yiizeyi olsun. Oyle Ki her t icinr = r(s, t) birim

hizli egridir. O zaman r = r(s,t) ylizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sirastyla asagidaki esitliklerle verilmistir:

1 (akn+ikg)
K= ey (—(k; + k,%)y + kgtkn - kntkg - Tkﬁg)
H = (0 + KR)Y = Jeg o + e g — (i3 + K2)°).

2(kj+k3) [KZ+K3

Burada k, geodezik egrilik, k;,, normal egrilik ve t, geodezik burulmadir (Erdogdu ve
Yavuz, 2021).

Ispat. r = r(s, t) yiizeyinin birinci temel form katsayilari;

_ (O Oy Ty
E_<as'as)_<T,T)_ 1)
0 0 e g — - - — g -
F = (20 = (T, kyii — kng) = (T, kg1i) — (T, kng) = 0
ve
a a — - - -
G = (50 = kgl = knG kgt — kng) = K + ke

olur. Buradan da
EG—F*=(kZ+kZ)—0=kZ+k2
bulunur. NLS yiizeyinin normal vektor alanini bulmak gerekir. O halde

T
X7 = |1
0

ve

17 x 7l = \/(—k,ji — ke G, —kni — ey )
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- \[(—knﬁ, k) + (—knt,— k) + (—ky G, —kn) + (—ky G~k G)

- j K2GR, ) + kg (7 ) + ey, ) + K2(G, )

- TR

olarak bulunur. Buradan da NLS yiizeyinin normal vektor alani

7=

Foxty  Tx(kgfi=kng) _ —knfi-kgg

| Zsx7ell  Tx(kgfi-kng) fk%+k5

seklinde bulunur. Ikinci temel formun katsayilar1 da;

e = (15, Z) = (Ts, Z)

= (knfi + ke, §,—22kad)

g )
/k%+k§
o —knfi-kgg o —knfi—kgg
= (kytl,—/—=) + (kg g,—/—=)
’k,zl+k§ /k,zl+k§
_ —ki-kp

F— 1
[k2+K3

f=(r,2) = (T, Z)

—knti-kqg
= (ail + 1§, —=%)
[k2+K2
—(an lk‘g

\/k%+k§ \/k,21+k§

_ —(kgs—kntg)kn—(-kns—kgTg)kg
[k2+K3

2 2
_ tg(kR+k§)—kgskntkngkg

k2 +K2

ve
g =r,Z) = (ki — ky, 9), Z)

= <k9tﬁ + kgn_)t - kntg - kng_t): Z)

= (kg + ky(=aT = yG) — kn.d — kn(=AT +yii), Z)
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—knfi-ky G

/k%+k§

= (kg7 — kyaT — kyyd — kn,G + kAT — kyyii, )

Y(kF+kE) +kn kg—kg kn

/k,%+k§
k% +k2
(kgiﬂcg)[(kgkgs+knkns)s—(kns+kg‘rg)2—(kgs+kn‘rg)2+kgtkn—kntkg]+kntkg—kgtkn
[kZ+K2
1

2 2
- ((kgkg, + knkn,), = (kny + kytg)” = (kg, + knty))

olarak bulunur. Boylece, r = r(s, t) yiizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sirastyla
_ eg-f?
EG-F?
15 +k%) ((kgkgs+hnkng) ~(kng+k )’ =(kgg+kntg)® 2 4 k2 ’
_( nt g) grgsthining) —\kngtkgtg) —\kgstkntg ) Tg(kn+kg)—kgskn+knskg
kKA +k% kA +kZ kA +kZ
= 2 2
ka+k2
2
1 2 2 (tgkd+tgkl—kgsknt+knskg)
- [ (K2 + k2)y + kg ke — ke kg — s
=k + K2y + kg — o g — )
T KkE+KZ n T Rg)V T Kgin = K g kZ+k3
ve
__ Eg+Ge-2Ff
T 2(EG-F?)

((kgkgs+knkns)s_(kns+kng)2_(kgs+knTg)2> , (k2+k2)_(k%'+k§)
T n g) —

kf+kZ kf+kZ

2(k5+k§)

(("gkgs+knkns)s—(kns+"gfg)2—(kgs‘*knfg)z)—(k%‘*kg)z+kytkn_k”tk9‘(kgtkn‘kntkg)

2(kA+k2) [kA+KE

_ e (G + 2y = Ky o + K Jeg — (3 + K2)°)

2(k+k%) |ka+k3

olur.
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Ornek 4.1. Asagidaki parametrelendirmeye sahip NLS yiizeyi

r(s,t) = <s — %tanh(Bs), — gsech(Bs)cos(‘)t), — %sech(Ss)sin(%))

olarak verilsin.
Her t € R icin r = r(s, t) egrilerinin Darboux ¢atisi
T(s,t) = (Ztanh2 (3s) — 1,2sech(3s)tanh(3s)cos(9t), ZSech(Bs)tanh(Ss)sin(9t))

n(s,t) = (—2tanh(35)sech(3s), (tanh?(3s) — sech?(3s))cos(9t), tanh?(3s) —
sech? (35))

g(s, t) = (O, sin(9t), —cos(9t))

seklinde bulunur. Daha sonra Darboux egriliklerini agagidaki gibi elde edilir:
k,(s, t) = —6sech(3s),
ky(s,t) =0,
74(s, t) =0.

Ayrica NLS yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri

K(s,t) = —9(tanh?(3s) — sech?(3s)),

3

9
H(s,t) = —Esech(3s) + pp—"

olarak bulunur. Asagidaki sekil NLS yiizeyini ve onun geodezik ylizeyindeki baz1 s-

parametre egrilerini (sar1 renkle) gostermektedir (Erdogdu ve Yavuz, 2021).

Sekil 4.1. NLS ylizeyinin ve geodezik egrisinin grafigi (Erdogdu ve Yavuz, 2021)

Ornek 4.2. r(s,t) = (cos(s),sin(s),t) parametrelendirilmesi ile verilen bir
NLS yizeyinin her t icin r = r(s, t) egrilerinin Darboux catisi
T(s) = (—sin(s), cos(s),0)
1n(s) = (cos(s), sin(s),0)
g(s) =(0,0,1)
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olarak elde edilir. Geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi

k,=-1

kg =1,=0
seklinde bulunur. Asagidaki sekil NLS yiizeyini ve ylizeydeki s-parametre egrisinin bir
kismini (sar1 renkle) geodezik olarak gostermektedir (Erdogdu ve Yavuz, 2021).

Sekil 4.2. NLS yiizeyindeki geodeziklerin grafigi (Erdogdu ve Yavuz, 2021)
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5. LORENTZ UZAYINDA NLS YUZEYi

Bu boliimde, dogrusal olmayan Schrodinger (NLS) denklemi Lorentz uzayi
cergevesinde ele alinarak diferansiyel geometrik agidan ayrmntili bir sekilde
incelenmektedir. Onceki boliimlerde Oklid uzaymda verilen temel kavramlar ve yapilan
geometrik analizler, bu boliimde Lorentz geometrisinin kendine 6zgii yapisi dikkate
alinarak genellestirilmektedir. Boylece timelike ve spacelike geometrik yapilarin NLS
denklemi Gzerindeki etkileri ortaya konulmaktadir.

Lorentz uzayinda metrik yapisi nedeniyle, egriler ve yiizeyler Oklid uzaymdan
farkli geometrik Ozellikler sergilemektedir. Bu farkliliklar, dogrusal olmayan
Schrodinger denkleminin ¢6ziim davraniglarinda ve geometrik yorumlarinda belirleyici
olmaktadir. Bu bolimde, NLS denkleminin Lorentz uzayindaki formu verilmekte;
denklemin ¢oziimleri, ilgili geometrik degismezler ve diferansiyel geometrik yapilarla
olan iligkisi ayrintili olarak ele alinmaktadir.

Ayrica, Lorentz uzaymnda tanimlanan egrilerin ve yiizeylerin geometrik
hareketleri ile NLS denklemi arasindaki baglantilar incelenerek, soliton ¢dziimlerinin
geometrik karsiliklar1  degerlendirilmektedir. Bu yaklasim, dogrusal olmayan
denklemlerin yalnizca analitik degil, aynm1 zamanda geometrik bir bakis agisiyla da
anlasilabilecegini gdstermektedir. Ozellikle Lorentz uzayinda elde edilen sonuglar,
matematiksel fizik ac¢isindan dnemli ¢ikarimlar sunmaktadir.

Sonu¢ olarak bu bolim, NLS denkleminin Lorentz uzayinda diferansiyel
geometrik analizini gergeklestirerek, tezin temel katkilarindan birini olusturmaktadir.
Elde edilen bulgular hem teorik diferansiyel geometri hem de fiziksel uygulamalar

acisindan anlamli sonuglar ortaya koymaktadir.
5.1. Spacelike NLS Yizeyi

Bu boliimde spacelike NLS yiizeyleri lizerinde tanimlanan egrilerin geometrik
yapisi ele alinacaktir. Lorentz uzayinda bir spacelike yiizey iizerinde yer alan bir spacelike
egrinin geometrik karakteri, Frenet catisinda hangi vektoriin timelike olduguna baglh
olarak degismektedir. Spacelike yiizey iizerindeki egriler bu bakimdan iki farkli alt

durumda incelenmektedir.
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Birinci alt durumda, egrinin normal vektoriiniin timelike oldugu spacelike egriler
s6z konusudur. Ikinci alt durumda ise egrinin binormal vektdriiniin timelike oldugu
spacelike egriler ele alinmaktadir. Dolayisiyla, spacelike NLS yiizeyleri tlizerindeki
egrilerin incelenmesi, egrinin Lorentz karakterine gore kaginilmaz olarak iki alt baslik
altinda yapilmaktadir. Tezin bu bdliimiinde, s6z konusu iki durum ayr1 ayr1 ele alinarak,
her birinin NLS yuzeyleri Uzerindeki geometrik ve analitik etkileri ayrintili bigimde

ortaya konulacaktir.

1. Durum: NLS ylzeyinin s- parametre egrisi timelike normale sahip olan
spacelike egri olsun. Yani egrinin Frenet {7 N, §} catisinin  karakteri (4, —,+)
seklindedir. Bu durumda NLS yiizeyi spacelike yiizey olup, yiizey tizerindeki Darboux

{f, §,7} catismin karakteri (+,+, —) olarak ifade edilir. Yay uzunlugu parametresine

0 Kk, ki
= —kg 0 Tg
s kn, 1, 0

seklindedir. (Sentiirk ve Yice, 2020)

gore tirev formilleri ise

Sl Q!
S Q)

Teorem 5.1. r = r(s,t) spacelike NLS yiizeyi olmak lzere her t, igin B(s) =
r(s, t,) egrisi timelike normale sahip olan birim hizli spacelike egri olsun. 8 egrisinin

Darboux ¢atisi {f, g,7} i¢in asagidakiler saglanur.

T 0 a AT
][5
i Ay 0lj

t

Burada a, 4, y diizgiin fonksiyonlar1 asagidaki esitliklerle verilmistir:
a=—kyTy — kn,
A= —kgs — knTy4

1

Y= (k§+k%) [_(knknss + kgkgss) - Z(kgknfg)s - Tg(kg + k%) - (knkg)t].
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Ispat. Diizgin @, A, y fonksiyonlari kg, kn, T4 fonksiyonlarina bagh olarak ifade
edilmelidir. Burada her t i¢in r = r(s, t) duman halka denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir.

Uyum kosullarini kullanarak Tts = Tst olup

7 (5) =% ) 51)

esitliginden agagidakiler bulunur. (5.1) esitliginin sol tarafindan;

d (9T ) R o
5 (50) = 5 Ueog + ki)

S

= kG + kg G + 5 kufl + Ky

e
e

= (—kga + kn )T + (5:kg + kay ) G + (kg + 5-kn ) 7

bulunur. (5.1) esitliginin sag tarafindan;

a (oT o, a2
2 (5) = 5 (@g + 27)
a5 2 5>, 0 4o 2 -
=g ta-g+An+An
= (—aky + Ak, )T + (%a + Arg)ﬁ + (arg it %A)ﬁ

olur. Katsayilarin esitliginden de;

0 d
&kg + kny =%a+hg

0 0
kgy + &kn =at, + %A
yazilir ve buradan da
a; = kgt + kny — Aty
As = kgy + ky, —aty
olarak bulunur. Benzer sekilde g, = g esitliginden faydalanarak
0 (23) _ 2 (%
at (E) T as (at) (5.2)
yazilir. (5.2) esitliginin sol tarafindan;

a (dg [7] =g —
E (a—g) = E (—kgT + Tgn)
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0 r i+ ZLiir
ot 9 at 9

[7] = 0=
— kT — kg T +

] = R 5 .
= (—akg + rgll) T+ (—kga+157)d + (—kgll + a‘cg) 7
olur. Ayrica (5.2) esitliginin sag tarafindan da;

35 (50) = (=T + )

_9
as

aT —gTa +£yn +£ny
a s - ad —
= (—ga + ykn) T+ (—ak, +y1,)d + (—akn + Ey) n
bulunur. Katsayilarin esitligini kullanirsak

d d
— kgt 1A =——a+kyy

Jt ds
—kgA + irg = —ak, + iy
Jt ds
olur. Buradan da
ag = kgt + kpy — 144 (5.3)

Vs =Tg, ak,—kgA
elde edilir. Yine benzer sekilde 71, = 7ig, esitligi yardimiyla
o (o7 o (o
7)) =% ) (54)
yazilir. (5.4) esitliginin sol tarafindan;

0 (07 d ol i
5 (5) = 2 (kaT +7,9)

a, = =, 0 o 9 -
= EknT + knaT +5ng + ngg
0 o a - —
= (5 k, — rga) T + (kna + arg) g+ (knl + Tgy)n
olur. Ote yandan (5.4) esitliginin sag tarafindan;

(%) = %47 +vg)

.= d= 8 3 -
—£/1T+A£T+£yg+y£g



- (%/1 - ykg) T + (Akg + %y)ﬁ + (Aky +y1y)A

bulunur. Buradan da katsayilar esitlenirse

9 L PR
TR P PR 4
ket Ze =4+l

n@ T ot T Mg T oY

olur ve dolayisiyla

As = kn, — g +vky
Ys = kpa + Tg, Akg

elde edilir. Son olarak g = 7, esitliginden;

0 <6r> _67_ o
at\as) "ot 49T
ve
a (or a
P (E) F 5e (rs Xy, Tgs)
a — -
= (—kgn = kng)
_ _Okgn 0R, _dkn . 03
o as n as 9 ds g ds kn

(ke %) gy~ Vg

N ( kgTg as)g+( ds knrg)n

oldugu goriiliir. Sonug olarak a ve A fonksiyonlar1 sirasiyla
a=—kyty — ky

N

1=—kg_— knt,

33

(5.5)

olarak bulunur. Bu durumda (5.3) ve (5.5) esitliklerini kullanir, (5.3) esitligini k,, ve (5.5)

esitligini kg ile ¢arpip
ask, = kgtkn + knkny — 14k
Askg = kn kg — 1gkga + vkgk,
bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

(k2 + k2)y = asky, + A5k, — kg Jen = kn,kg + Toknd + Tokga



34

(k2 + k2)y = kn (=(kny), — kg T = kTq ) + kg (- (kgs)s — kg Ty — k)
+Tgkn (—kg, = knTy) + Toko(—kgTq = kny) = kg kn = kn kg

= —knkng—kgky  — z(kgknrg)s —13 (kg + k7) = (knkg),

Nss
olup y fonksiyonu

1

- m [_(knknss + kgk.gss) - 2(kgkn’l-g)s B T‘g(k‘é + krzl) B (knkg)t]

seklinde yazilabilir.

Teorem 5.2. r = r(s, t) spacelike NLS yiizeyi olmak Uzere her t, icin B(s) =
r(s, ty) egrisi timelike normale sahip olan birim hizli spacelike egri olsun. NLS yiizeyinin
Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H sirasiyla

(kokg,, = knkng, ) (K3=k3) = (knky_ — kgky,)?

K=- _
(k3 —k?)

ve

2 2 2 2 2
_ kgkg  ~knkngs=27g(knkg ~kgkng )+ (g” +kG~KR) (kK —kR)
2(k2—k3)*/2

olarak ifade edilir. Burada kg, k,, ve 7, sirasiyla 8 egrisinin geodezik egriligi, normal

egriligi ve geodezik burulmasidir.

Ispat. r = r(s, t) yiizeyinin birinci temel form katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur;

E= (o =TTL=1
= (52,50, = (T, —kgii — kng)y = (T, —kgii), + (T, ~kyg), = 0
ve
G = (G020, = (ki — knd, —kgTi — kn§), = k2=

olarak ifade edilir. Buradan da
EG — F? = k2—k2

bulunur. NLS yiizeyinin normal vektor alanimi bulmak gerekir. O halde



T § -#
TSXLth 1 0 0 =knﬁ+kg§
0 —k, —k,

ve

I 7;; XL Ft” = \[(knﬁ + kgg' knr_i + kgg)L

_ \[ e, ks + (enThy by @y + (g G ks + (o G kg

oldugundan buradan da NLS yuzeyinin birim normal vektor alani

Foxpfy  Tx (—kgfi—kng) _ knfi+kyg

7 = 2Lt — =
I7sx L7l k212 K2 K2

seklinde bulunur. Ikinci temel formun katsayilar1 da

e=(r.2), =(T.2),

5 knﬁ+kg§)

& ,z 2 L
kg—kn

= (kg + kn

k5—k?

ki—k?

¥

= JKZ—KZ,

- - o

f = <rStlZ)L = (TtJZ)L

knti+kg g

[kZ-k2

_ (kns—kgTg)kg—(—kgs—knTg)kn
[k2—kZ

— kgskn—knskg—Tg (k.!zi _kle)

[kZ-K2

:<a§+lﬁ, )L

ve

g = (1ee Z)L = <(_kgﬁ - kng)t' Z)L

35
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knn+kgg>
L
knn+kgg
)

= (_kgtﬁ - kg_ﬁ; - kntg kn 9t
/kz—kn

= (—ky,ii — k(AT +vG) — kn,§ — kn(=aT +y7),
’kg—kn

knn+kgg)

knii+k = knfi+k
Ento9y 4 (—k, AT, 2t gg>L+( kyy
/kg k2 ]

=(—kgtn r—kg "

L

knfitkqg kn+kg = knfi+tkg,g
+ <_kntg L), + (kpaT,——=%), + (—kny u)L
g —kZ kg—kn kg—kn

_ kgikn—vki—kn kgtyk}
[k2—k3

—y(ki—k3)—kn kg+kg kn

/k;—k%

olarak elde edilir. Boylece, r = r(s, t) ylizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sirastyla
2
ed—
K= _°9~f
EG-F?
()|
kgckn—knkg—tglkg—k
gs'*n—*ngtg—tg n
—V(kg—k%)—kntkg+kgtkn—< s £ g )
\/kz_kz
— g—ikn
/ké—k%
B (kgkg,  ~knkngg ) (k3—KR)—Uenkg ~kgkng)?
- p)
(kG—K3)
ve
Eg+Ge—2F
H=— ) f
2(EG-F?)

k§—k kn.kg+k
(g n) ng*gTrege n*(kz kn) kz kz

/ké—k%

-7 2(kZ—K3)

2 2 2 2
kgky  ~knkngs—27g (knkg ~kghkng )+(tg”+k3—kE) (k3 —Kk3)

2(k2—k2)*/2

olarak bulunur.
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2. Durum: NLS ylzeyinin s- parametre egrisi timelike binormale sahip olan
spacelike egri olsun. Yani egrinin Frenet {’f N, §} catisinin  karakteri (4,4, —)
seklindedir. Bu durumda NLS yiizeyi spacelike yiizey olup, yilizey iizerindeki Darboux
{?, g, ﬁ} catisinin karakteri (+, +, —) olarak ifade edilir. Yay uzunlugu parametresine

gore turev formalleri ise

T 0 —k, -k T
g =| k, 0 Tg g
7l -k, 14 0 ||n

seklindedir (Sentiirk ve Yiice, 2020).

Teorem 5.3. r = r(s,t) spacelike NLS yiizeyi olmak lzere her t, igin B(s) =

r(s, ty) egrisi timelike binormale sahip olan birim hizli spacelike egri olsun. 8 egrisinin

Darboux ¢atis1 {7, g, ?i} icin asagidakiler saglanir:

| 4]

Burada a, A, y diizgiin fonksiyonlar1 asagidaki esitliklerle verilmistir:

S
S Q)

a = kntg+kgs,
A=k, +k4ty,

1

vy = (k2 +k2) [_(knknss + kgkyg,,) = Z(kgknrg)s — g (k§ + k7)) - (knkg)f]'

Ispat. Diizgin @, A, y fonksiyonlari kg, kn, T4 fonksiyonlarina bagl olarak ifade
edilmelidir. Burada her t icin r = r(s, t) duman halka denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir.

Uyum kosullarini kullanarak 'fts = '1_";t olup;

9 (6_7) -9 (@) (5.6)

at\as/) ~ as\at

olarak yazilir. (5.6) esitliginin sol tarafindan;

o (0T 0 S -
51 (5) = 5 (hend — kg0)



5}

= (koA + kn@)T + (= 5k — kgv) G + (—hnv — 5 kg

bulunur. (5.6) esitliginin sag tarafindan da;

a (9T a5 s
3% (56) = 3 (e +47)

= (aky — k)T + (5@ +275) G + (azy + = A) 7
olur. Katsayilarn esitliginden;

d 0
—akn—kgy =£a+/17g

k 4 k, = + g A
n Tt T Mle T s
olmak uzere, buradan
as = —kn, — kgy — Aty
As = =k, vy — kgt —at,
elde edilir. Benzer sekilde g,s = g esitliginden faydalanarak
0 (20 _ 2 (2
at (E) " os (at)
yazilir. Yukaridaki (5.9) esitliginin sol tarafindan;
a (94 ] = -
a (E) = E (knT + Tgn)
a s - a —
= (5 k, + Tg/l) T + (kna + tgy)g + (knA + ETQ) n
oldugu gorilur. Ayrica (5.9) esitliginin sag tarafindan;
(3G _ 0 ( =, o
2 (50) = 5 (=aT +0)
0 o - a —
= (—Ea — ykg)T + (kna + rgy)g + (akg — gy) n

olarak bulunur. Katsayilarm esitligini kullanirsak

katdr —ak 0
nt T o te T g T 54

elde edilir. O halde

Vs = —Tg, t akg—kyA

)

—

n

38

(5.7)

(5.8)

(5.9)
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yazilir. Yine benzer sekilde 71, = 7, esitliginden faydalanarak ayni esitlikler elde edilir.

Sonolarak 7, = ry.esitliginden;

a <6r> B aT
ot B

35 E=ag+/1n

ve

as\at)  as~ S L'ss

= = (kg + ko)

= (kutg +22) 5+ (22 + kyr, )

olur. Sonug olarak a ve A fonksiyonlari sirasiyla
a= knrg+kgs
A=kn +kyty
biciminde elde edilir. Buradan da (5.7) ve (5.8) esitlikleri kullanilirsa
—askg = ky kg + kZy + 15k gA
—Askn = kg kn + Tgkna + vk2
denklemlerine ulasilir. Bu iki ifadenin taraf tarafa toplanmasiyla
(k2 + k2)y = —asky—Ask, — (knkg)t — T, (kg + kpa)
(kZ +k3)y = —knkng—kgky_ = 2(kghkntg) —13(kG + k3) — (knkg),
elde edilip y fonksiyonu

1

formunda ifade edilebilir.

Teorem 5.4. r = r(s, t) spacelike NLS yiizeyi olmak Uzere her t, i¢in B(s) =
r(s,ty) egrisi timelike binormale sahip olan birim hizli spacelike egri olsun. NLS
yiizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H sirasiyla

(koky, - knknss) (kZ—k3) = (kg — kgkn,)?

K=- -
(kj—k)

ve
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2 2 2 2 2
~kgkg  thknkng—2kgTgkns+2knTgkgs+(k§—k3)(Tg" —kG+kR)

H=-
2(k%-k2)/2

olarak ifade edilir. Burada kg, k,, ve 7, sirasiyla 8 egrisinin geodezik egriligi, normal

egriligi ve geodezik burulmasidir.

Ispat. r = r(s,t) yiizeyinin birinci temel form katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur;

or or o
E= (g,g)L =(T,T), =1,
ar or m = =4
F = <£'E)L =T, k1 + k.gg)L =0
ve
ar 8 - i q
G = (Gproph = Venfl + kG Jenft + kg G, = K — ke
bulunur.

EG — F2 = k2 — k2

elde edilir. NLS yiizeyinin normal vektor alanini bulmak gerekir. O halde

T § -#
X f=(1 0 0|=—keG—kyRt
0 ky ky

ve

17 %, 7ll = [[—nd = g~k = |

= ki —k3
olarak yazilir ve buradan da NLS yiizeyinin normal vektor alant

—kn§ — kgit
JkZ— k2

seklinde bulunur. ikinci temel formun katsayilar1 da

7=

e =(ry2), =(T.,2),



~(c3-kh)

kZ2-Kk2

—akn—Akg rg(kf,—k%)—knkgs+kgkns

/kj—k,% /kf,—k,%

ve

> - — _kn!j_k i
g=Are,Z), = <(kgg + knn)t:kz—ki})L

g n

= (ky, G + ky(—aT +y7) + ki + k(AT +y

1

- e (—kgkn + knckg + v(k2—K2))

kg—k?

2(1,2 2
—kgkg  tknkng~2kgTgkn +2knTgkgs+7g? (kG—k7)

[k2—K3

knfi+kgg
9), ==

L
2_k2

g n

41

olarak bulunur. Boylece, r = r(s,t) yiizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sirastyla
K - _ eg_fzz
EG-F
=— [kgkgss — knkn, + 2kyTokn, — 2k, Tyky — o2 (k2—k2) —

(kgkgss—knknss)(kf,—k,%)—ZTgZ(kg—k,zl)—(knkgs+kgkns)2

(5-13)

ve

_ Eg+Ge—-2Ff
2(EG—F?)

2(1,2 2
—kgkg +enknss—2kgTgkng+2kntgkgs+tg (k%-K%)

k%-k%

(g(kG—kR)—knkg tkgkn)?

k3-k3

(k3—k?) |ki—KE

2(kg— ki)
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2 2 2 2 2
~kgkg  tknkn—2kgTgkns+2knTgkgs+(kG—kR)(Tg" kG +k})

2(k2-k2)/2

elde edilir.

5.2. Timelike NLS YUzeyi

Bu boliimde timelike NLS ylizeyleri lizerinde tanimlanan egrilerin geometrik
yapisi1 incelenecektir. Lorentz uzayinda timelike bir ylizey lizerinde yer alan bir egrinin
karakteri, egrinin teget vektoriiniin karakterine bagh olarak de§ismektedir. Baska bir
ifadeyle, timelike bir yiizey iizerinde tanimlanan egri ya timelike ya da spacelike bir egri
olabilir. Bu durum, egriye ait Darboux ¢atisinin bilesenlerinin ve buna bagli olarak tiirev
formiillerinin yapisii dogrudan etkilemektedir.

Bu nedenle, timelike NLS yiizeyleri iistiindeki egrinin karakterine gore iki alt
durumda ele alinacaktir. Birinci alt durumda, timelike NLS yuzeyi Gzerinde yer alan
timelike egriler incelenecek; ikinci alt durumda ise timelike NLS yizeyi Gzerinde bulunan
spacelike egriler ele almacaktir. Iki ayri alt bashik altinda her bir durum icgin ilgili

geometrik yapilar ayrintili olarak analiz edilecektir.

1. Durum. NLS yizeyinin s- parametre egrisi timelike egri olsun. Yani egrinin
Frenet {7, IV, E} catismm karakteri (—,+,+) seklindedir. Bu durumda NLS yiizeyi
timelike yiizey olup, yiizey iizerindeki Darboux {T', §,7} ¢atismin karakteri (—, +, +)

olarak ifade edilir ve Yay uzunlugu parametresine gore tiirev formiilleri ise

T 0 kg ky T
§ = kg 0 —T, g
nl kn, 14 0 ||n

seklindedir (Sentiirk ve Yiice, 2020).

Teorem 5.5. r = r(s, t) timelike NLS yiizeyi olmak tzere her t, icin B(s) =
(s, ty) birim hizh timelike egri olsun. {'I_"), g, ﬁ}; P egrisinin Darboux ¢atis1 olmak tizere

asagidaki esitlik saglanir:

T 0 a AT
g’:[aOylg.
7 A =y 01|z
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Burada «a, 4, y diizgiin fonksiyonlar1 asagidaki esitliklerle verilmistir:
a=kgty —ky,
A=kyty+ kgs

1

Y= [knknss +kok, + 21, (kgkns _ knkgs) — 23 (kE + 2) + kg, - kgknt].

‘gSS

Ispat. Diizgiin @, A, y fonksiyonlari kg, kn, T4 fonksiyonlarina bagh olarak ifade
edilmelidir. Burada her t i¢in r = r(s, t) duman halka denkleminin bir ¢6ziimii olacaktir.

Uyum kosullarini kullanarak ﬂs = Tst olup
d (T a (9T
7(5) =5 (%) (5.10)
yazilir. (5.10) esitliginin sol tarafindan;
d (9T d - -
5 (55) = 3 (kal + ko)

= (kya + kyA)T + (%kg - kn)/) g+ (kgV + %kn) 7l

bulunur. Ayrica (5.10) esitliginin sag tarafindan da;

57 (50) =3 Ceg + 0
= (ak, + Akn)f + (%a + Atg)gj + (—arg + %A)ﬁ’

olur. Katsayilarin esitliginden;

4 k, —kn,y = o + 1
gre Y = gs T M
k,y + g k, = + 4 A
oV T T T T s
seklinde yazilir. Buradan da
ag = kgt — kny — 114 (5.11)
As = ky, + kgy + azy (5.12)

olarak elde edilir. Benzer sekilde g;; = g esitliginden faydalanarak
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d (03\ _ @ (83
at (E) s (E) (5.13)
yazilir. Buradan da (5.13) esitliginin sol tarafindan;
d (3G _ 8 [y = S
at (ﬁ) = 5 (kg T = 7471)
= (% kg — TgA) T+ (kga +1,7)d + (—%Tg + kgi) n

olarak bulunur. Ote yandan (5.13) esitliginin sagmdan;
2 (3G _ 0 ( 2, o
5 (50) = 5 (T +77)
= (%a + ykn) T+ (ak, +yt,)g + (%y + akn) n

seklinde bulunur. Katsayilarmn esitligini kullanirsak

9 wka=2tak
ot 9 T gt T 5V T En

olur. Buradan da
Vs =T, t kgA —a

elde edilir. Yine benzer bicimde 71, = 7, esitliginden faydalanarak islemler yapilirsa

ayni esitlikler elde edilir. Son olarak 7, = 1, esitliginden;
G <6r> _oT _ .
at\as) ot 9T
ve

as\at)  as~ S L'ss

= % (_kng + kgﬁ)

— akn - akg -
(kota = 52) 3+ (52 + baty )

olur. Sonugta a ve A fonksiyonlari sirasiyla
a=kyty —ky

N

A= lkyty + kg

olarak bulunur. Buradan da (5.11) ve (5.12) denklemleri kullanilarak
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—asky, = —knkgy, + kiy + knTgA
Askg = kgky, + kiy + kgtoa
elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
—asky+Asky = —knkg +knTgd+ kgkn, + kgTga + y (ks + k2)
seklinde yazilir ve
y(k + k7)) = —asky+Asky + knkg, — kghn, — kntgd — kgTga
= kg + Kok + 215 (Kgkn — kaky ) = T2(K3 + k2) + kyky — kgky,

buradan da y fonksiyonu

1

= ———|kk
k§+k£[ "

y thokg + 2ty (Kghng — knky ) = T2(kE +KZ) + kky, — kgkn,|

Nss

esitligi ile bulunur.

Teorem 5.6. r = r(s, t) timelike NLS yiizeyi olmak Uzere her t, icin B(s) =
r(s, ty) egrisi birim hizli timelike egri olsun. NLS yiizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama

egriligi H sirasiyla

2
Uk kg, + eghty (2 + K2) + (kgkns - knkgs)
(k2 +K2)°

K =

ve

akengy + gy + 20, (Kgka, — kuky ) + (=12 + K2 + K2 (i + 1)

Nss 979
3
2(K% +K2) /2

H =

seklinde olup, kg, ky, Ve 74 sirasiyla B egrisinin geodezik egriligi, normal egriligi ve

geodezik burulmasidir.

Ispat. r = r(s, t) yiizeyinin birinci temel form katsayilar1

0 0 - —
E = <6_Z'6_Z)L = (TI T)L = _1|

or 0 P > -
F =20 =T, ~kng + ko), = 0

ve

ar or
at’ ot

G = )= (—kng + ki, —kng + ki), = k; + ki,
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olarak bulunur. Buradan da
EG—F? =k; +k}

elde edilir. O halde

T § #
Ts XL?t_ 1 0 0 =_kgg)—kn7_)l
0 —ky k,

ve

170 7l = [k = b~y — k| = TR

olarak bulunur. Buradan da NLS yuzeyinin normal vektor alani

—kyG — kit
K2+ k2

seklinde yazilir. Ikinci temel formun katsayilar1 da asagidaki sekilde bulunur;

= N o —kgg—knil —ki—kf _
e= <rSS'Z)L = (knn s kgg; )L = = kg + krzu
kZ+k3 /k§+k,21

—kgG—knil —akg-Aky —Tg(k5+k,21)+kgkns—knkgs

)= =
kg +k% /kf]+k,21 kg+kZ

f={re2), =(ad + i,

ve

—kgG—knT

g= <T'tt, Z)L = ((—kng + kgﬁ)tlf L
kZ+kZ

—kgG—knii

= ((kyd — kn@)T + (=kn, + vky)G + (kg, — kny)it, —Z=—27),
/k},+k,%

_ v(kfi+kG)—kg kn+kn kg
/kf,+k,21

2(1,2 2
knknss+kgkgss+2‘rg(kgkns—knkgs)—rg(kn+kg)+knkgt—kgknt—kgtkn+kntkg

/k§+k,%

2(1,2 2
 kndenggtkgley 420 (kgkn —lenky )72 (kh+KE)

/kf,+k,21

seklinde bulunur. Boylece, r = r(s, t) ylizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sirasiyla
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_ eg-f?
EG—F?

2
2,2
(—g(kG+1eh J+kgkng—knkg )
Ia+k:

_(knknss+kgkgSS+ZTg(kgkns—knkgs)—rg(kﬁ+k§)>

—(kh+k3)

2
_ Uegknggtlegky I(R+1E)+(kgkn —knkey )

n Nss

2
(ka+k2)

ve

__ Eg+Ge—-2Ff
~ 2(EG-F?)

—knkngs—kghg  ~2tg(kgkng—knkg )+75 (k?,+k§)—(k%+k§)2

K2+i2

—2(ka+k3)

Kenkngg gk +225(Kgkn —knky ) +(~ ki) (ka+k2)

)3/2

Nss

2(ka+k2

olarak elde edilir.

2. Durum. NLS yuzeyinin s- parametre egrisi spacelike egri olsun. Bu durum igin
iki alt durum vardir. Birincisi Frenet {f, N, §} catisinin karakteri (4+, —, +) olabilir veya
ikinci olarak Frenet {T, N, B} catismn karakteri (+, +, —) olabilir. Her iki durum icin de
bu durumda NLS yizeyi timelike ylzey olup, yuzey uzerindeki Darboux {T, g, ﬁ}

catisinin karakteri (4, —, +) olarak ifade edilir ve Yay uzunlugu parametresine gore tiirev

formdalleri ise
T 0 kg kn T
§ = —kg 0 Ty g
n S kn —Tg 0 n

seklindedir (Unliitiirk ve Yilmaz, 2018).

Teorem 5.7. r =r(s,t) timelike NLS ylizeyi olmak Uzere her t, icin B(s) =
r(s,ty) birim hizli spacelike egri olsun. B egrisinin Darboux ¢atisi {7, g, ﬁ} icin

asagidakiler saglanir:

0 a A
—[—a 0 y]

A =y 0

S Q=Y
[
S Q)
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Burada «a, 4, y diizgiin fonksiyonlar1 asagidaki esitliklerle verilmistir:
a=ky, —kyt4
A= kgs + ka1,

1
CkZ+ k2

14

Nss

| —knkengs + kgky + 2(kghknty) +73(k2 = k2) + knkg, — kgkn, |

Ispat. 2. Durum icin soz konusu iki alt durumda Frenet elemanlarinin karakterleri degisse
de, yiizey geometrisini belirleyen Darboux catis1 karakteri (4, —, +) ortak oldugundan;
ispatin tek bir durum i¢in yapilmasi genel ¢oziimii temsil etmek adina yeterlidir. Dizgun

a, A, y fonksiyonlar1 kg, k,, 7, fonksiyonlarma bagh olarak ifade edilmelidir. Uyum

kosullarini kullanarak ﬁs = Tst olup

d (T d (T
7 (5) =5 (5) (514)
yazilir. Buradan da (5.14) esitliginin solundan;
5 (50) = 5 Ueog + ki)
= (—kga + knD)T + (5 kg = kay ) G + (kgy + 2-kn ) 7

bulunur. Ote yandan (5.14) esitliginin sag tarafindan;

d (9T a5 -
2% (50) = 35 (@d + 2
= (—aky + Ak, )T + (%a - Atg)ﬁ + (arg + %A) n
olur. Katsayilarin esitliginden;
4 k, —k,y = o A
T A PR
k,y + o k, = + 4 A
gV T ¢ T %9 T s
elde edilir. Buradan da

a; = kg —kpy + 1174 (5.15)

t

As = kn,+kyy — az, (5.16)

olarak ifade edilir. Benzer sekilde §.s = g esitliginden



49

d (0G\ _ @ (dg
E(as) - 65(61:) (.17)
yazilir. (5.17) esitliginin sol tarafindan;

d (dg 0 = =
5 (52) = 5 (T + 1)

= (= kg +7g2) T+ (—kgat — 741) G + (—kgA + 57, )
elde edilir. Diger yandan (5.17) esitliginin sag tarafindan;
a (9g ] = o
5 (50) =5 (=aT + )
= (—%a + ykn)f + (—ak, —yt,)g + (—akn + %y) 1

bulunur. Katsayilarin esitligini kullanirsak

0
—ak, +—

k/1+a
9 ds

5" =
olur. Buradan da

Ys =Tg, — kyA + aky
elde edilir. Benzer sekilde 71,, = 7, esitliginden faydalanarak aym esitlikler elde edilir.

Sonolarak 7y, = 1y esitliginden;

0 <6r> oT
ot

3s =E=ag+ﬁn

ve

as\at)  as~ S L'ss

= 2 (knii + kyg)

= (%—k Tg)g’+((%q+knrg)ﬁ

olur. Sonugta a ve A fonksiyonlari sirasiyla
a=ky, —kyt4
A= kgs + ka1

olarak bulunur. Bulunan (5.15) ve (5.16) esitliklerinden
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—asky = —knkg, — knTgd + kZy
Askg = kgky, — kgtga + kiy
denklemleri yazilip bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
y(k +k2) = —knkngg +kgkg +2(kgknty) +15(k% = kZ) + knky, — kgkn,

esitliginden y fonksiyonu

1
kZ+ k2

y | —knkeng + kgky+ 2(kgknty) + 12 (KE — KZ) + knkg, — kgkn,|

Nss

seklinde elde edilir.

Teorem 5.8. r = r(s, t) timelike NLS ylizeyi olmak iizere her t, icin (s) =
r(s, ty) birim hizli spacelike egri olsun. NLS yiizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama

egriligi H sirasiyla

2
2 2
+kgkgss+2kgknrgs)]+4kgkn‘rg(kgkgs—knkns)+(knkgs—kgkns+rg(kn+kg )

(—12)°

(2 =k |2k g K= 2k g —len

Nss

ve

2kg.kn = 2kn beg = knkngg + kgkg +2(kgknty) + (5 — ki + kZ)(kf — kZ)

H =

2k~ k3) "2

olarak ifade edilir. Burada kg, k,, ve 7, sirasiyla 8 egrisinin geodezik egriligi, normal

egriligi ve geodezik burulmasidir.

Ispat. r = (s, t) yiizeyinin birinci temel form katsayilar1

dr or o e
E_<£I£)L_<TIT)L_1I
or 0 P > -
F=(,20 =T kng + kyii), = 0
ve
a a - d - —
G = (5,50 = (kng + kgt kng + kyii), = k§ — k3

olarak bulunur. Buradan

EG — F? = kg — k2
elde edilir. O halde



o1

ve

17, 7l = j|<kg§ t ket ey + ki) = jlk% — k2| = JRE— 12

olarak bulunur. Buradan da
P kgg + knit
kz — k2

seklinde bulunur. ikinci temel formun katsayilar1 da asagidaki sekilde bulunur;

e = (15, 2), = (kg + kit 7fﬁ? = Jk2 -
k3-k2

knkg —Kgkn+Tg(ki+kj)

kgg+knn _
f = (Tst' Z)L = (ag + /1 k,zl—ké )L > \m
ve
kgg+kn
9= (e, 2)1, = ((knd + kgTt) , =),
n_kg

::kgtkn—kntkg+y(kﬁ+k§)
[k2—K3

2(1,2 2
2k g kn—2kn,Kg—knknsstkgkg +2(kgkntg) +75(Ki—kj)

/k%—k;

seklinde bulunur. Boylece, r = r(s, t) ylzeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

sirastyla
_eg—f?
K =
EG-F?2
(knkg ~kgkng+tg(kh+k}))?
2 2 S
2kgtkn—2kntkg—knknss+kgkgss+2(kgknrg)s+rg(kn—kg) 2

ki—k3

2 2 2,2
Hhgkg, +2(kgknty) +T3(Kaieh ) |+(knky —kglens g (Katich))

(@—ﬁﬂm%m—ww%—mm“
2
(kg—kn)

2 2 2
(kg—knﬂzkgtkn—2kntkg—knknss+kgkgss+2kgknrg9]+4kgknrg(kgkgs—knkns)+(knkgs—kgkns+rg(kn+kgﬂ

= 2
(kG=k)

ve



__ Eg+Ge—-2Ff
T 2(EG-F?)

2(,2 2
2k g kn—2kn,kg—knkngs+kgkg +2(kgkntg) +75(kh—K3)

/k%—k@

r(k5-k3) [kE—-KkZ—0

2(k%—k3)
2kgtkn—2kntkg—knknss+kgkgss+2(kgknrg)s+r§(k,%—kf,)—(k%—kf,)2

2 2 3/2
-2(kZ-k3)

2kg kn—2kn Kg—Knkn s tkgkg +2(kgkntg) +(tf—ki+kF)(kR—K5)

2 2 3/2
—2(kZ-k3)

seklindedir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER
6.1 Sonuglar

Bu tez ¢alismasinda, Lorentz uzaymnda dogrusal olmayan Schrodinger (NLS)
denklemi, diferansiyel geometrik yontemler kullanilarak kapsamli bir bigimde
incelenmistir. Calismanin temel amaci dogrultusunda, dogrusal olmayan Schrodinger
denkleminin geometrik yapist ortaya konulmus; denklemin ¢oziimleri ile egriler ve
ylizeylerin geometrik 6zellikleri arasindaki iliskiler detayli olarak analiz edilmistir. Bu
yaklagim sayesinde, NLS denklemi yalnizca analitik bir diferansiyel denklem olarak
degil, ayn1 zamanda geometrik bir yap1 olarak ele alinmistir.

Tez kapsaminda Oncelikle, diferansiyel geometriye ait temel kavramlar sistematik
bir bigimde sunulmus ve bu kavramlarin dogrusal olmayan Schrédinger denklemiyle olan
iliskisi aciklanmustir. Ozellikle egrilerin parametrizasyonu, geometrik catilar1 ve
diferansiyel geometrik degismezleri {izerinde durularak, ilerleyen bdliimlerde
gerceklestirilen analizler i¢in saglam bir kuramsal altyap1 olusturulmustur. Bu altyap,
NLS denkleminin geometrik yorumunun daha net ve tutarli bir bicimde yapilmasina
olanak saglamistir.

Calismanin ana kisminda, dogrusal olmayan Schrodinger denklemi Lorentz uzayi
cercevesinde ele alinmig ve Lorentz geometrisinin kendine 6zgli metrik yapisinin
denklemin ¢6ziim davranislari iizerindeki etkileri incelenmistir. Timelike ve spacelike
geometrik yapilarm, NLS denklemi ile iligkili egriler ve ylizeyler iizerindeki yansimalari
ortaya konulmustur. Elde edilen bulgular, Lorentz uzayinda NLS denkleminin Oklid
uzayina kiyasla farkli ve daha zengin geometrik 6zellikler sergiledigini gostermektedir.

Bu tezde elde edilen sonuglar, dogrusal olmayan Schrddinger denklemi ile
diferansiyel geometri arasindaki gii¢lii etkilesimi bir kez daha ortaya koymustur.
Ozellikle soliton ¢dziimlerinin geometrik karsiliklarnm Lorentz uzayinda incelenmesi,
integrallenebilir sistemler kurami agisindan onemli ¢ikarimlar sunmaktadir. Boylece
caligma, dogrusal olmayan diferansiyel denklemler ile geometrik yontemlerin birlikte
kullanilmasmin hem matematiksel hem de fiziksel problemlerin daha derinlemesine

anlasilmasina katki sagladigini géstermektedir.
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6.2 Oneriler

Bu tez calismasit kapsaminda elde edilen sonuglar dogrultusunda, ileride
yapilabilecek caligmalar i¢in asagidaki dneriler sunulabilir:

1. Bu ¢aligmada ele alinan dogrusal olmayan Schrédinger denklemi, farkl tiirde
degisken katsayili veya yliksek mertebeden NLS denklemlerine genellenerek Lorentz
uzayinda incelenebilir. Bu tiir genellemeler, daha karmasik fiziksel modellerin geometrik
acidan analiz edilmesine olanak saglayacaktir.

2. Lorentz uzayinda elde edilen geometrik sonuglarin, fiziksel modellerle
(0zellikle relativistik kuantum sistemleri ve optik uygulamalar) iligkilendirilmesi, bu
denklemlerin fiziksel anlamimin daha da derinlestirilmesini saglayabilir.

3. Soliton yiizeylerinin geometrik 06zellikleri, daha yuksek boyutlu Lorentz
uzaylarinda veya farkli metrik yapilarina sahip yari-Riemann uzaylarda incelenerek,
geometrik yontemlerin genellenebilirligi arastirilabilir.

Sonug olarak, bu tez ¢alismasi dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin
Lorentz uzaymda diferansiyel geometrik agidan incelenmesine yonelik 6nemli bir adim
olup, ileride yapilacak teorik ve uygulamali caligmalar igin giicli bir temel

olusturmaktadir.
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