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Bu tez calismasinda, zayif p —kompakt ve sartsiz p —kompakt kiime kavramlariyla iligkili
Lipschitz operatorlerin siiflari iizerinde galigilmistir. Tez ¢alismast bes boliimden olusmaktadir. Birinci
béliimde konu ile ilgili kaynak arastirmasi, tezin amaci ve yontemi verilmistir. Tkinci béliimde calisma
boyunca kullanilacak olan ve tezin temelini olusturan temel kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde,
kompakt ve p —kompakt kiimelerle iliskili Lipschitz operatorlerin siniflart ve bu simniflar iizerine
literatiirde mevcut olan bazi sonuglar verilmistir. Ayni1 zamanda, sinirh lineer operatorler ve Lipschitz
operatorler i¢in majorizasyon kavramlarina ve bu kavramlar {izerine literatiirde mevcut olan sonuglara
deginilmistir. Dordiincli boliimde, iigiincii bdliimde verilen sonuglar, zayif p —kompakt ve sartsiz
p —kompakt kiimeler i¢in ele alinarak bazi sonuglar elde edilmis, bu sonuglar majorizasyon kavramlari ile
iligskilendirilmistir. Besinci boliimde bu ¢alisgmadan elde edilen sonuglara ve onerilere yer verilmistir.
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In this thesis, the classes of Lipschitz operators associated with the concepts of weakly
p —compact and unconditionally p —compact sets are studied. The thesis consists of five chapters. In the
first chapter, the source research on the subject, the aim and method of the thesis are given. In the second
chapter, the basic concepts that will be used throughout the study and that form the basis of the thesis are
given. In the third chapter, some classes of Lipschitz operators associated with compact and p —compact
sets and some results existing in the literature on these classes are given. At the same time, the concepts
of majorization for bounded linear operators and Lipschitz operators and some results existing in the
literature on these concepts are given. In the fourth chapter, the results given in the third chapter are
considered for weakly p —compact and unconditionally p —compact sets, and some results are obtained,
and these results obtained are associated with the majorization concepts. In the fifth chapter, the results
obtained from this study and recommendations are given.
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1. GIRIS
1.1. Kaynak Arastirmasi

Smirh lineer operatorlerin farkli tiirlerinin Lipschitz versiyonlar1 son yillarda
bircok aragtirmaci tarafindan c¢alisilmaktadir. Farmer ve Johnson (2009), lineer
p —toplamsal operatorlerin lineer olmayan bir versiyonu olarak Lipschitz p —toplamsal
operatorleri tanimlamis, Lipschitz p —toplamsal operatorler i¢in Pietsch carpanlara
ayirma teoremini ispat etmis ve lineer bir operatoriin Lipschitz p —toplamsal normu ile
p —toplamsal normunun ayni oldugunu gostermislerdir. Bu ¢aligmanin ardindan siirh
lineer operatdrlerin farkli siniflarini Lipschitz baglaminda genisletmek amaciyla bircok
calisma yapilmistir.

Chen ve Zheng (2011), Farmer-Johnson c¢arpanlara ayirma teoremini kullanarak
Maurey’in ekstrapolasyon teoreminin lineer olmayan bir versiyonunu vermis ve
Grothendieck teoreminin lineer olmayan formunu da bir sonug olarak elde etmislerdir.
Ayrica, sonraki ¢alismalarinda Chen ve Zheng (2012), Lipschitz p —niikleer, kuvvetli
Lipschitz p —niikleer ve kuvvetli Lipschitz p —integral operatdrleri tanimlamis ve bu
operatorler iizerine ¢alismislardir.

Jiménez-Vargas ve ark. (2014), Lipschitz kompakt, Lipschitz zayif kompakt,
Lipschitz sonlu rankl1 ve Lipschitz yaklasilabilir operatér kavramlarini tanimlamislardir.
X noktali metrik uzayr lzerinde tanimlanan her Lipschitz operatoriin, lineer bir
genislemesinin oldugunu gostermeye yarayan F(X) serbest Banach uzayi kavrami,
Pestov (1986) tarafindan tanimlanmustir. Lipschitz operatorlerin lineerlesmesini
saglayan bu yoOntem, Banach uzay1 teorisinin metotlarin1 Lipschitz operatorlere
uygulamaya olanak saglamistir. Jiménez-Vargas ve ark. (2014), bu lineerlesme
vasitastyla, tanimladiklar1 Lipschitz operatorler igin bazi karakterizasyonlar elde
etmislerdir. Ayrica noktali bir X metrik uzayindan bir E Banach uzayina tanimlanan
her kuvvetli Lipschitz p —niikleer operatoriin Lipschitz kompakt oldugunu ve her
kuvvetli Lipschitz p —integral operatoriin de Lipschitz zayif kompakt operator
oldugunu gostermislerdir.

Grothendieck 1955 yilinda, Banach uzaylar teorisinin iyi bilinen bir sonucu olan
kompaktlik prensibini vermistir. Grothendieck bu prensip ile Banach uzayinda bir
kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde ederek, topolojide 6nemli bir

kavram olan kompaktlik kavraminin, geometrik olarak incelenebilecegini etkili bir



sekilde gostermistir. Sinha ve Karn (2002), Grothendieck’in kompaktlik prensibinden
esinlenerek, Banach uzaylarinda p —kompakt (zayif p —kompakt) kiime kavramini ve
bu kavram ile iliskili olarak, p —kompakt (zay1f p —kompakt) lineer operator kavramini
tanimlamis ve ¢aligmiglardir. Daha sonra bu kiimelerin modifikasyonlari olarak, sartsiz
p —kompakt kiime (Kim, 2014), Grothendieck p —kompakt (Kim, 2013) kiime gibi
farkli kiime tiirleri tanimlanmis ve tiim bu kiimelerle iliskilendirilen lineer operatdrler
ve yaklasim 6zellikleri pek ¢cok matematikei tarafindan ¢alisilmistir. Ornegin; Delgado
ve ark. (2010), Galicer ve ark. (2012), Kim (2014), Kim (2020) ve benzeri bir¢ok
calismadan bahsedilebilir.

Son yillarda p —kompakt kiimeler ve p —kompakt operatorler iizerine caligmalar
yalnizca lineer durumda degil, ayn1 zamanda lineer olmayan durumda da bircok
matematikei tarafindan calisilmaya baglanmistir.

Achour ve ark. (2019), Sinha ve Karn’nin (2002) lineer p —kompakt operator
kavraminin dogal bir genislemesi olarak Lipschitz p —kompakt operatdr kavramini
tanimlanmislar ve lineer durumdaki bazi Ozellikleri Lipschitz durumu igin ele
almiglardir. Ayn1 zamanda, Lipschitz serbest p —kompakt operator ve Lipschitz lokal
olarak p —kompakt operator kavramlarini tanimlamis ve bu kavramlar1 birbirleriyle
kiyaslayarak farkli 6zelliklerini elde etmislerdir.

Barnes (2004), smirli lineer operatorlerin; goriintii  kiimeleri, carpanlara
ayrilmast ve majorizasyonu kavramlar1 arasindaki iligkileri inceleyerek bazi
karakterizasyonlar elde etmistir. Sahraoui (2021) tez caligmasinda, sinirli lineer
operatdrlerin majorizasyon kavramini Lipschitz operatdr durumu i¢in tanimlamis ve
Barnes’in (2004) calismasindaki sonuclarin bazilarint Lipschitz durumu icin elde
etmistir.

Literatiirde, Lipschitz operatdrlerin pek ¢ok sinifi ve bu smiflara ait bazi
ozellikler, Lipschitz operatorlerin idealleri ve yaklasim ozellikleri gibi pek c¢ok
caligmaya rastlamak miimkiindiir. Bu operatoér simiflarinin ¢ogu, lineer operatdrlerin

lineer olmayan bir genislemesi olmast acisindan énemlidir.

1.2. Tezin Amaci ve Yontemi

Bu tez ¢alismasinda, Jiménez-Vargas ve ark.nin (2014) kompakt kiimeler (zayif
kompakt kiimeler) ile iligkili olarak tanimladigi, Achour ve ark.nin (2019) p —kompakt

kiimeler ile iligkili olarak tanimladig: Lipschitz operatdrleri, zayif p —kompakt ve sartsiz



p —kompakt kiimeler ile iliskili olarak tanimlamak ve tanimlanan bu Lipschitz operator
smiflart i¢in onlarin elde ettigi bazi sonuglarin benzer versiyonlarini elde etmek, elde
edilen sonuglar1 majorizasyon kavrami ile iligkilendirmek amaglanmaistir.

Bu amaglara ulagmak i¢in, Kim’in (2014 ve 2017) lineer sartsiz p —kompakt
operatorler ve Kim’in (2019 ve 2020) lineer zayif p —kompakt operatorler {izerine
yapmis oldugu calismalardan elde ettigi sonuglar temel olarak kullanilmistir. Elde edilen
sonuglar1 majorizasyon kavrami ile iliskilendirmek icin ise, Barnes’in (2004) ve

Sahraoui’nin (2021) majorizasyon kavramlarindan ve sonuglarindan faydalanilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamiz igin gerekli olan notasyonlar, temel tanimlar ve

teoremlerden olusan 6n bilgilere yer verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar ve Notasyonlar

Calisma boyunca R (reel sayilar) veya C (kompleks sayilar) cismi, K notasyonu
ile gosterilecektir. Bir E normlu uzayi i¢in Sg ve By notasyonlari, sirastyla, E nin birim
kiiresini ve kapali birim yuvarini, I notasyonu ise E iizerinde tanimlanan birim
operatorli gosterecektir. Bir x, € E ve r > 0 sayist i¢in B,.(xy) kiimesi, x, merkezli r

yarigapl acik yuvari belirtecektir.

Tanim 2.1.1 (Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime olmak iizere d: X X X — R

fonksiyonu her x,y,z € X igin

(i) d(x,y) = 0 dir ancak ve ancak x = y dir.
(i) d(x,y) = d(y,x) (simetri 6zelligi)
(iii) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (liggen esitsizligi 6zelligi)

kosullarini saglarsa d fonksiyonuna bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir

(bkz. Megginson, 1998).

Tamim 2.1.2 (Noktalh Metrik Uzay) X bir metrik uzay ve ey, X de baz noktas1 olsun.
(X, ey) ikilisi noktali metrik uzay olarak adlandirilir (bkz. Weaver, 1999).

Tanim 2.1.3 (Normlu Uzay) E, K cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. E iizerinde

norm fonksiyonu, her x,y € E ve a € K skaleri i¢in
(i) |lx]| = 0 ve ||x]| = O dir ancak ve ancak x = 0 dur.
(ii) |lax|| = |la]llx|l] (mutlak homojenlik 6zelligi)

(i) [|lx + vl < llxll + llyll (tiggen esitsizligi 6zelligi)



kosullarin1 saglayan || .|| : E - R (reel degerli) fonksiyon olarak tanimlanir. (E, || .||)

sirali ikilisine normlu uzay veya normlu vektdr uzayi denir (bkz. Megginson, 1998).

Calisma boyunca bir E normlu uzayi ile (E, ||. ||) ikilisi kastedilecektir.

Tamm 2.1.4 (Normdan Indirgenen Metrik) E normlu bir uzay olsun. Bu takdirde
d:E X E — R olmak iizere, d(x,y):=||x — y|| fonksiyonu E {izerinde bir metrik

tanimlar. Bu metrige normdan indirgenen (iiretilen) metrik denir (bkz. Megginson,

1998).

Tanmim 2.1.5 (Normlu Uzayda Cauchy Dizisi ve Yakinsaklik) £ normlu bir uzay,
(x,)n, E de bir dizi ve x € E olsun. Eger her € > 0 sayisina karsilik In, € N sayisi
vn,m > n, iken ||x,, — x,,|| < € olacak sekilde bulunabiliyorsa (x,),, dizisine E de bir
Cauchy dizisidir denir. Eger her € > 0 sayisina karsilik In, € N sayis1 vn > n, iken
llx, — x|| < € olacak sekilde bulunabiliyorsa (x,,), dizisi E de x vektoriine yakinsaktir

denir (bkz. Kreyzsig, 1978).

Tamim 2.1.6 (Banach Uzay1) E normlu bir uzay olsun. Eger E uzayindan alinan her
Cauchy dizisi (normdan indirgenen metrige gore) E uzayinda bir x vektoriine yakinsak

ise E normlu uzay1 Banach uzayi olarak adlandirilir (bkz. Megginson, 1998).

Ornek 2.1.1 Her x € K igin ||x||: = |x| seklinde tanimlanan fonksiyon, K iizerinde bir

norm olup, bu norma gore K cisim uzayi bir Banach uzayidir (bkz. Megginson, 1998).
Simdi ¢alisma i¢in gerekli olan bazi dizi uzaylarinin tanimlar1 verilecektir.

Tanim 2.1.7 (Cisim Uzayinda Tanimlanan Dizi Uzaylar) (x,),, K cisim uzayinda

bir dizi ve 1 < p < o olmak lizere,
lp:={(xn)n * Ln=1lxn|” yakinsak veya ¥y_q|x, [P < oo},

o= {Cendn ¢ limpsco X = 0 veya || —— 0},

loo:= {(xn)n : Suplxnl < oo}

neN



seklinde tanimlanan her bir kiime, dizilerin toplama ve skalerle ¢carpma iglemlerine gore
K cisim tizerinde birer vektor uzayidir (bkz. Megginson, 1998). Bu uzaylara sirasiyla K

cisim uzayinda p —toplanabilen, sifira yakinsayan ve sinirlt dizilerin uzay1 denir. Ayrica

L, uzay [[(xp)pllp:= (Z;‘;llxnlp)l/ P normu ile bir Banach uzayidir. ¢, ve L, uzaylari

da || () nll: = suppenlxn| normu ile birer Banach uzayidir (bkz. Megginson, 1998).

Bu uzaylar cisim uzay1r KK dan ziyade normlu bir uzayda asagidaki sekillerde

tanimlanirlar.

Tanim 2.1.8 (Normlu Uzayda Tamimlanan Dizi Uzaylan) (x,),, E normlu uzayinda

bir dizi ve 1 < p < oo olmak iizere,

Lpy(X) = ((n)n € E + Ty llxa|IP yakinsak veya %2yl [P < o},
n—->oo

co(X) = {Gt)n € E + llxall — 0},

L () = {Condn € B+ supllza | < oo}
neN

seklinde tanimlanan kiimeler, dizilerin toplama ve skalerle carpma islemlerine gore
birer vektdr uzaylaridirlar. Bu uzaylara sirasiyla, E normlu uzayinda p —toplanabilen,
sifira yakinsayan ve sinirhi dizilerin uzayr denir. E Banach uzayr ise [,(E) uzayi
| (x)nllp:= (Z;‘lellxnllp)l/p normu ile bir Banach uzayidir. cy(E) ve l,,(E) uzaylar

ise ||(xp)nll: = suppenllx, |l normu ile birer Banach uzayidir (bkz. Sinha ve Karn, 2002).

Tamim 2.1.9 (Normlu Uzaylar Uzerinde Lineer ve Simirh Operator) E ve F (ayni
cisim uzayi lizerinde tanimlanan) iki vektor uzay: ve T: E — F bir doniisiim olsun. Her

a,f €K vex,y € E igin

T(ax + By) = aT(x) + BT (y)

esitligi saglaniyorsa T doniisiimiine lineer operatdrdiir denir (bkz, Megginson, 1998).



(E, Il . llg) ve (F, || . ||g) normlu uzaylar ve T: E — F bir lineer operator olsun. Eger her
x € E icin, ||T(x)||r < kl|x||z olacak sekilde pozitif bir k reel sayisi varsa T lineer

operatoriine sinirlidir denir (bkz. Megginson, 1998).

E den F ye tanimlanan tiim lineer operatorlerin vektér uzaymi L(E,F)
notasyonu ile, tiim sinirli lineer operatorlerin vektor uzayr da B(E, F) notasyonu ile

gosterilecektir.

Tanim 2.1.10 (Operator Normu) E ve F normlu uzaylar ve T € B(E, F) olsun.

ITIl = supxepIT Ol

seklinde tanimlanan fonksiyon bir norm belirtir. Bu norma operatér normu denir (bkz.
Megginson, 1998). Ayrica F bir Banach uzayi ise B(E, F) uzayi, operatdr normu ile bir
Banach uzayi olur (bkz. Megginson, 1998).

Eger F = K ise B(E, F) uzayi, E nin (topolojik) duali olarak adlandirilir ve E*
ile gosterilir (bkz. Megginson, 1998).

Tamim 2.1.11 (injektif Banach Uzayi) E bir Banach uzay1 olsun. Her F Banach uzayi,
F uzaymin her F, alt uzay1 ve her bir T € B(F,, E) operatori i¢in ||T|| = ||’T"|| olacak

sekilde bir T € B(F,E) genislemesi varsa, E injektif Banach uzay1 olarak adlandirilir
(bkz. Albiac ve Kalton, 2006, s. 44).

l,, Banach uzaymin injektif oldugu literatiirde iyi bilinmektedir (bkz. Albiac ve
Kalton, 2006, s. 45).

Tanim 2.1.12 (Eslenik Operator) E ve F normlu uzaylar ve T € B(E,F) olsun.
Vy* € F* ve Vx €E i¢in, (T*y")(x):=y*(Tx) seklinde tanimlanan T*:F* — E*
operatoriine T operatoriiniin eslenigi denir. Ayrica T* € B(F*,E*) ve ||T|| = ||T*|| dir

(bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.1.13 (Zayif p —Toplanabilen Dizilerin Uzay1) E bir Banach uzay1 ve

1 < p < o olsun.



p (E):={(xn)n € E: VX" € E" igin X7 [x"(xp)[P < o0}

seklinde tanimlanan kiime bir vektdor uzayr olup, bu uzay E wuzayinda zayif

p —toplanabilen dizilerin vektor uzay: olarak adlandirilir. Bir (x,,),, € 1)y (E) igin

ICendnlly': = supsren,. Enmglx” () [P) P

= sup {1571 Awxally: (L) € By} (burada Lye = (1) dir)

fonksiyonu 1 (E) uzay: iizerinde bir norm tanimlar, bu norm ile [}y (E) uzayr bir

Banach uzayidir (bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 32-33 ve bkz. Ryan, 2002, s. 134).

Tamm 2.1.14 (Sartsiz p —Toplanabilen Dizilerin Uzay1) 1 < p < oo ve E bir Banach
uzay1 olsun. lj; (E') uzayz, [} (E') uzaymin

m-—-0oo
10,0, ...,0, Xy, Xspt1, - )l —— 0

sartim saglayan (x,), dizilerinden olusan kapali bir alt uzayidir. I5(E) uzayr E

uzayinda sartsiz p —toplanabilen dizilerin uzay: olarak adlandirilir (bkz. Diestel ve ark.,

2008, s. 16, bkz. Ain ve Oja, 2015, s. 1574).

Not 2.1.1 E bir Banach uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere 1,(E) c Iy (E) c Iy (E) dir
(bkz. Diestel ve ark., 2008, Teorem 1.1.20, bkz. Ain ve Oja, 2015, s. 1574).

Not 2.1.2 E ve F Banach uzaylart ve T € B(E,F) olsun. Eger (x,,), € L,(E) ise
(Txp)n € L,(F) ve eger (xp)n € Iy (E) ise (Tx,), € Ly (F) dir (bkz. Diestel ve ark.,
1995, s. 34).

Lemma 2.1.1 Bir E Banach uzaymdaki bir (x,), dizisi i¢in (x,), € [ (E) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her n € N i¢in x,, = §,y, olacak sekilde (6,), € ¢y ve (V)n €

Iy (E) dizilerinin mevcut olmasidir (Fourie ve Swart, 1979, Lemma 1.2).



Gozlem 2.1.1 E ve F Banach uzaylari ve T € B(E, F) olsun. Lemma 2.1.1 ve Not 2.1.2
g0z oniine alindiginda (x,,), € I} (E) iken (Tx,), € L;(F) oldugu elde edilir.

Gergekten, (x,)n € l;(E) ise Lemma 2.1.1°den her n €N i¢in x, = 8,y
olacak sekilde (8,) € co ve (Yn)n € Iy (E) dizileri vardir. T: E — F lineer bir operator
oldugundan her n € N i¢in T'(x,) = 6,T(y,) elde edilir. Diger taraftan (y,), € I/ (E)
oldugundan Not 2.1.2 kullanilirsa (Txy), € Ly (F) olur. Boylece Lemma 2.1.1 ile
(Txp)n € Ly(F) dir.

Tamim 2.1.15 (p —Toplamsal Operator) p > 1 olmak iizere E, F Banach uzaylar1 ve
T € B(E, F) olsun. Eger her (x,,),, € L (E) icin (Txy,)p, € L, (F) oluyorsa, T operatorii
p —toplamsal denir (bkz. Sinha ve Karn, 2002).

Tamim 2.1.16 (Sonlu Rankh Lineer Operator) E ve F vektor uzaylar, T:E - F
lineer bir operator olsun. Eger R(T): = T(E) uzay1 F de sonlu boyuta sahip ise T ye
sonlu rankli lineer operatordiir denir. Diger bir ifadeyle, goriintiisii sonlu boyutlu olan
lineer operatore sonlu rankli lineer operator denir. T lineer operatdriiniin rank1 rank(T)

olmak tizere, rank(T), R(T) uzayinin boyutuna esittir (bkz. Cotlar ve Cignoli, 1974).

Ornek 2.1.2 E ve F normlu uzaylar, x* € E* ve y € F olmak iizere x € E — x*(x)y €
F operatorii x*®y ile belirtilir. Agik olarak, x* # 0 ve y # 0 ise x*®y operatorii sonlu

rankl1 lineer operator olup ranki 1 dir (bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 37).

Tanmim 2.1.17 (izometrik izomorfizma) E ve F normlu uzaylar olmak iizere T : E - F
lineer bir operatér olsun. Eger T operatorii, orten ve her x € E i¢in ||Tx||z = ||x||z
esitligini sagliyorsa T operatoriine izometrik izomorfizma, E ve F uzaylarina da
izometrik olarak izomorftur denir ve E = F ile gosterilir. Ayrica T:E —» T(E) c F bir
izometrik izomorfizma ise T operatoriine izometrik gdbmmedir denir (bkz. Megginson,

1998).

Tanim 2.1.18 (Refleksif (Yansimal) Uzay) E bir normlu uzay olsun. Eger her x € E

ve x* € E* igin, (Jgx)(x™): = x*(x) seklinde tanimlanan (sinirlt lineer) kanonik tasvir
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JgiE — E™, orten ise E refleksif (veya yansimali) Banach uzayidir denir (bkz.

Megginson, 1998).

Ornek 2.1.3 Her sonlu boyutlu normlu uzay yansimalidir. Ayrica, 1 < p < o olmak
lizere [, uzay1 yansimalidir (bkz. Megginson, 1998).

Tamm 2.1.19 (Operator ideal ve Banach Operator ideal) B keyfi Banach uzaylar
arasinda tanimlanan biitiin smirlt lineer operatorlerin sinifi, A da B smifinin bir alt

sinifi olsun. Eger biitiin E, F Banach uzaylari i¢in A sinifinin,
A(E,F) = B(E,F)NA

bilesenleri, B(E, F) nin asagidaki sartlar1 saglayan bir alt vektor uzay1 ise A ya operator

idealdir denir.
i. Herhangix* € E*, ye Figcinx* @ y € A(E, F) dir.

ii. (Ideal ozelligi) E,F,G,H Banach uzaylan, v € B(E,G), u € A(G,H) ve wE
B(H,F) icinwouov € A(E,F) dir.

Ayrica, her E ve F Banach uzaylan i¢in A(E, F) asagidaki sartlar1 saglayan bir

|| || 4 normu ile donatilmis olsun.

a. Tum bir rankli x* @ y operatorleri i¢in ||x* @ yl|l. = llx*||llyll dir.

b. E,F, G, H Banach uzaylari v € B(E,G),u € A(G,H) vew € B(H, F) iken
lweouovl, < llwllllullllvll dir.

c. (A(E,F),|l.ll.g) bir Banach uzayidir.

Bu takdirde (A, ||.|l4) bir Banach operator ideal veya kisaca Banach ideal olarak
adlandirilir (bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 131).

Tiim sonlu rankli operatorlerin uzayr F, tiim zayif kompakt operatorlerin uzay1

W, tim kompakt operatdrlerin uzay1 X, tiim sinirh lineer operatorlerin uzayr B olmak
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tizere, bu smniflarin herbiri, operatdr normuna goére Banach ideallerinin iyi bilinen

ornekleridirler (bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 131).

Tanim 2.1.20 (Konveks Kiime ve Mutlak Konveks Kiime) E bir vektor uzay1 ve A, E
nin bir alt kiimesi olsun. Eger her x,y € 4 ve A€ (0,1) icin (1-A)x+Ay €A
oluyorsa A kiimesine konveks kiimedir denir. Eger |a| + || <1 i¢in ax + By € A

oluyorsa A kiimesi mutlak konveks kiimedir denir (bkz. Megginson, 1998).

Tamim 2.1.21 (Mutlak Konveks Geren (veya Zarf)) E bir vektor uzayr ve A, E
uzaymin bir alt kiimesi olsun. A kiimesini igeren tiim mutlak konveks kiimelerin
kesisimine A kiimesinin mutlak konveks gereni veya zarfi denir ve abco(A) ile

gosterilir (bkz. Kothe, 1969).

Acik olarak, A kiimesini iceren en kiiciik mutlak konveks kiime abco(A)
kiimesidir. Aynt zamanda abco(A) kimesi {dp_;apx;: Yroqlaxl <1, ne€

N ve x,x, ...x, € A} kiimesine esittir (bkz. Kothe, 1969).

Tamm 2.1.22 (Kapalh Mutlak Konveks Geren (veya Zarf)) E bir normlu uzay ve A,
E uzaymin bir alt kiimesi olsun. A kiimesini igeren tiim kapali mutlak konveks
kiimelerin kesisimine A kiimesinin kapali mutlak konveks gereni veya zarfi denir ve

abco(A) ile gosterilir (bkz. Kothe, 1969).

Bir E normlu uzaymin bir A alt kiimesi i¢in abco(A) = abco(A) dir (bkz. Kéthe,
1969, s. 175).

2.2. Banach Uzaylarinda Kompakt Kiime ve Bazi Versiyonlari

Bu kisimda Grothendieck’in (1955) kompakt kiime karakterizasyonu ve bu

karakterizasyondan esinlenerek tanimlanan bazi kiimeler verilecektir.

Grothendieck (1955) Banach uzayinda kompakt bir kiimeyi sifira yakinsayan

diziler vasitasiyla asagidaki sekilde karakterize etmistir.
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Teorem 2.2.1 (Grothendieck’in Relatif Kompakt Kiime Karakterizasyonu) E bir
Banach uzay1 ve K c E olsun. K kiimesinin relatif kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
K c {¥y-1 an xy: (an)n € By} = abco({x,})

olacak sekilde bir (x,), € co(E) dizisinin mevcut olmasidir (Burada abco({x,}),

(xp)y dizisinin mutlak konveks zarfidir) (Grothendieck, 1955).
Grothendieck’in (1955) relatif kompakt kiime karakterizasyonundan esinlenerek

Sinha ve Karn (2002) relatif p —kompakt kiime kavramimi asagidaki sekilde

tanimlamislardir.

Tanim 2.2.1 (Relatif p —Kompakt Kiime) E bir Banach uzayi, 1 < p < oo,

SR
SIS

1ve K c E olsun. Eger

K c {Z;‘{;l AnXy: (ay)n € sz*} =p — con({x,})

olacak sekilde (x,)n € [,(E) (p = wise (xy)n € ¢o(E)) varsa K kiimesine relatif

p —kompakt kiimedir denir. Burada p — con({x,}), (x,), dizisinin p —konveks zarfi

olarak adlandirilir (Sinha ve Karn, 2002).

Relatif oo —kompakt kiime, relatif kompakt kiime ile aynidir. 1 < p < o0 i¢in
her relatif p —kompakt kiime ayn1 zamanda relatif kompakt kiimedir (Sinha ve Karn,

2002).

Tanim 2.2.2 (Relatif Zayif p —Kompakt Kiime) 1 < p < oo, E bir Banach uzay,

K c E olmak lizere,

K cp—con({x,})

olacak sekilde (x,,), € [y (E) varsa K kiimesi relatif zayif p —kompakttir denir (Sinha
ve Karn, 2002).
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Tamm 2.2.3 (Relatif Sartsiz p —Kompakt Kiime) 1 < p < oo, E bir Banach uzay1 ve

K c E olsun.

K cp—con({x,})

olacak sekilde bir (x,), € [ (E) varsa K kiimesi relatif sartsiz p —kompakt kiimedir
denir (Kim, 2014).

Her sartsiz p —kompakt kiime ayn1 zamanda kompakt bir kiimedir (Kim, 2014).

Relatif kompakt ve kapali olan bir kiime, kompakt kiime olarak, relatif
p —kompakt (relatif zayif p —kompakt, relatif sartsiz p —kompakt) ve kapali olan bir
kiime de p —kompakt (zayif p —kompakt, sartsiz p —kompakt) kiime olarak adlandirilir.

Not 2.1.1 ile her p —kompakt kiimenin sartsiz p —kompakt, her
sartsiz p —kompakt kiimenin de zayif p —kompakt kiime oldugu goriiliir (Kim, 2014,
Sinha ve Karn, 2002,).

2.3. Banach Uzaylarinda Kompakt Lineer Operatorler ve Baz1 Versiyonlari

Bu kisimda bir dnceki alt boliimde verilen kiimeler ve dizilerle iliskilendirilen

lineer operatdrler verilecektir.

Tamm 2.3.1 (Kompakt (Zayif Kompakt) Lineer Operator) E ve F Banach uzaylan
ve T:E — F lineer bir operator olsun. T'(Bg), F’nin relatif kompakt (relatif zayif
kompakt) alt kiimesi ise T operatdriine kompakt (zayif kompakt) lineer operatordiir

denir (bkz. Megginson, 1998).

E den F ye tanimlanan tiim kompakt (zayif kompakt) lineer operatdrlerin sinifi

K(E,F) (W(E,F))notasyonu ile gosterilecektir.

Tanmm 2.3.2 (p —Kompakt ve Zayif p —Kompakt Operator) 1 <p <o, E ve F
Banach uzaylar1 ve T:E — F lineer bir operatér olsun. Eger T(Bg), F’nin relatif

p —kompakt bir alt kiimesi ise T operatoriine p —kompakt operator, relatif zayif
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p —kompakt bir alt kiimesi ise T operatoriine zayif p —kompakt operatordiir denir

(Sinha ve Karn, 2002).

E den F ye tamimlanan tiim p —kompakt ve zayif p —kompakt lineer
operatorlerin sinifi sirastyla ¥, (E, F) ve W, (E, F) notasyonlari ile gosterilecektir.
K,y(E,F) ve W,(E,F) smflant B(E,F) uzaymn birer alt vektdr uzaylar1 olup bu

uzaylar lizerinde, sirasiyla

”T”?Cp = inf{”()’n)n”p: T(Bg) € p — con({yn}), (nn € lp(F)}

ITllw, = inf{l|(y)nlly: T(Bp) © p = con({y}), (¥)n € Ly (F)}

fonksiyonlari birer norm tammlar ve (¥, I|. llx,) ve (Wp, I. llw,,) simflari birer Banach

operator idealdir (Delgado ve ark., 2010 ve Kim, 2020).

Tanim 2.3.3 (Sartsiz p —Kompakt Operator) 1 < p < oo, E ve F Banach uzaylar ve
T:E — F lineer bir operatdr olsun. T'(Bg), F’nin relatif sartsiz p —kompakt alt kiimesi

ise T operatdriine sartsiz p —kompakt operatordiir denir (Kim, 2014).

E den F ye tanimlanan tiim sartsiz p —kompakt lineer operatdrlerin smifi

Kup(E, F) notasyonu ile gosterilecektir.

Kup (E, F) smift K (E, F) nin bir alt vektdr uzay1 olup, bu uzay lizerinde

ITllup = inf{l|(xnllp: T(Bg) € p — con({yn}), (Yu)n € I5(F)}

fonksiyonu bir norm tanimlar ve (Kyp, |l lyp) bir Banach operator idealdir (Kim, 2014,

Teorem 2.1).

Tanim 2.3.4 (p —Niikleer Operator) 1 < p < oo, E ve F Banach uzaylari ve T:E —

F lineer bir operator olsun. Eger her x € E igin

T(x) = Xn=1%0(%) Yn (2.3.1)
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olacak sekilde (xp)n € L,(E*) ve (Vn)n € l;’* (F) (p=11ise (¥ )n € co(F)) varsa T

p —niikleer operatdrdiir denir (bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 112).

E den F ye tanimlanan tiim p —niikleer operatorlerin sinifi NV, (E, F) notasyonu

ile gosterilecektir.
Eger T € N, (E,F) ise

IT 1, = inf{ll &) nlly 1Gr)nlly- }

fonksiyonu NV, (E, F) uzay iizerinde bir norm tanimlar ve (N, ||. || Np) sinifi bir Banach

operator idealdir (bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 113).

Kim (2019) p —niikleer operatorlerin zayif versiyonu olarak, zayif p —niikleer

operator kavramini asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamm 2.3.5 (Zayif p —Niikleer Operator) 1 < p < oo, E ve F Banach uzaylar1 ve

T:E — F lineer bir operator olsun. Eger her x € E i¢in

T(x) = Xn=1%0(%) ¥n (2.3.2)

olacak sekilde (xp)n € Iy (E*) ve (Yn)n € l;’,"* (F) (p=1ise (Y)n €Ecy(F)) varsa T

operatoriine zayif p —niikleer operatordiir denir (Kim, 2019).

E den F ye tamimlanan tiim zayif p —niikleer operatorlerin siifi N, (E, F)

notasyonu ile gosterilecektir.

Eger T € Ny, (E, F) ise

17115, = {1 G nlly 1Rl }
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fonksiyonu M, (E, F) uzay1 iizerinde bir norm belirtir (burada infimum T operatériiniin
(2.3.2) deki tiim temsilleri {izerinden alinmaktadir). Ayrica (N, |l. || pr) smifi bir

Banach operatdr idealdir (Kim, 2019, Teorem 2.1).

Tanim 2.3.6 (Sartsiz p —Niikleer Operator) 1 < p < oo, E ve F Banach uzaylar1 ve
T:E — F lineer bir operator olsun. T operatoriiniin (2.3.1) deki temsilinde 1,(E™) ve
lz","* (F) uzaylari sirasiyla, I} (E™) ve l;f* (F) uzaylar ile degistirilirse T operatdrii sartsiz
p —niikleer operator (veya klasik p —kompakt operator) olarak adlandirilir (bkz. Kim,
2014).

E den F ye tammlanan tiim sartsiz p —niikleer operatorlerin sinifi N, (E, F)

notasyonu ile gosterilecektir. Bu uzay lizerinde norm fonksiyonu,

1Tl = inf{ | el 1 )nlly- }

seklinde tanimlanir (Burada infimum T sartsiz p —niikleer operatoriiniin tim temsilleri
lizerinden alinir). Ayrica 1 <p < oo igin (Nyy, || |lp) smifi bir Banach operatér

idealdir (bkz. Kim, 2014).

Persson ve Pietsch (1969) p —niikleer operatdrlerin zayif versiyonu olarak, yari
p —niikleer operatér kavramini, Kim (2019) de yar1 p —niikleer operatorlerin zayif
versiyonu olarak, yar1 zayif p —niikleer operatdor kavramlarini asagidaki gibi

tanimlamiglardir.

Tamm 2.3.7 (Yarn1 p —Niikleer Operator ve Yar1 Zayif p —Niikleer Operator)
1 < p < oo, E ve F Banach uzaylar1 ve T: E — F lineer bir operatér olmak iizere, eger

her x € E icin

ITx|l < [[(xa Gl (2.3.3)

olacak sekilde bir (x), € L,(E™) varsa T operatdrii yar1 p —niikleerdir denir (Persson
ve Pietcsh, 1969). Eger bu tanmimda [,(E™) uzayi, 1) (E™) ile degistirilirse yar1 zayif

p —niikleer operator kavrami elde edilir (Kim, 2019).
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E den F ye tanimlanan tiim yar1 p —niikleer operatdrlerin uzay1 NpQ (E,F) ve

tiim yar1 zayif p —niikleer operatorlerin uzayi Nvgp (E,F) olmak iizere, bu uzaylar

lizerinde sirasiyla
”T”NpQ = infl| Cepdnllp, ((xndn € L(ET)),
Il = infllCernlly, (Gendn € L' (E™)

fonksiyonlart norm belirtir (burada infimum, sirastyla (2.3.3) esitsizligini saglayan tiim

(xp)n € Ly(E™) ve (xp)n € LY (E™) dizileri iizerinden alinir). Ayrica (NpQ, I]. I J\pr) ve

(Nvgp, . ] @ ) smuflart birer Banach operator idealdir (Persson ve Pietesh, 1969 ve
wp
Kim, 2019).

Tanim 2.3.8 (Yar1 Sartsiz p —Niikleer Operatér) 1 <p <o, E ve F Banach

uzaylar1 ve T:E — F bir lineer operator olmak lizere, eger her x € E i¢in (2.3.3)

p —niikleer operatordiir denir (Kim, 2014).

E den F ye tanimlanan tiim yar1 sartsiz p —niikleer operatorlerin sinifi
]\qup (E,F) olmak tizere, bir T € Nu% (E,F) i¢in ||T||3p = infl[(xp) |l fonksiyonu bir
norm belirtir (burada infimum her x € E igin (2.3.3) esitsizligini saglayan (x;), €

[ (E™) dizileri iizerinden alinir). Bu norm ile birlikte (JV, 2. ||3p) smifi bir Banach

up’
operator idealdir (Kim, 2014).

2.4. Lipschitz Operatorler ve ilgili Baz1 Kavramlar

Tanim 2.4.1 (Lipschitz Operator) (X, d,) ve (Y, d,) iki metrik uzay ve f: X — Y bir

dontisiim olsun. Eger her x4, x, € X icin

dy(f (x1), f(x2)) < ady (x4, x3) (2.4.1)

olacak sekilde bir @ > 0 sayis1 varsa f Lipschitz operatordiir denir (bkz. Weaver, 1999).
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Her Lipschitz operator (diizglin) siireklidir. Fakat tersi genelde dogru degildir
(bkz. Weaver, 1999). Banach uzaylar1 arasinda tanimlanan her siirli lineer operator

acik olarak ayni zamanda bir Lipschitz operatordiir (bkz. Weaver, 1999).

Tamim 2.4.2 (Lipschitz Sayisi) (2.4.1) esitsizligini saglayan en kiicilk a sayisina f
operatoriniin Lipschitz sayisi denir ve Lip(f) ile gosterilir (bkz. Weaver, 1999).

Alternatif olarak Lip(f) sayisi

. _ d,(f (%), f(¥))
Liv(f)= sup —1 50

xX£y

seklinde de tanimlanabilir (bkz. Weaver, 1999).

Onerme 2.4.1 (bkz. Weaver, 1999, Onerme 1.5.2) X bir metrik uzay ve f,g:X — K

birer Lipschitz operator olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir.
a) Lip(af) = |alLip(f), hera € K,

b) Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).

(X,ex) ve (Y,ey) noktali metrik uzaylar ve f:X —Y, f(ex) = ey olacak
sekilde bir doniisiim olsun. Boyle bir doniisiime baz noktasin1 koruyan doniisiim denir

(bkz. Weaver, 1999).

Onerme 2.4.2 (Lipschitz Operatorlerin Banach Uzay1) (X,ey) noktali bir metrik
uzay, E bir Banach uzay1 ve f: X — E baz noktasini koruyan (yani, f(eyx) = 0 olan) bir
Lipschitz operator olsun (eger X normlu uzay ise, X in baz noktasi orjindir). X ten E ye
tanimlanan ve baz noktasini koruyan tiim f Lipschitz operatorlerin kiimesi Lipy (X, E)
olmak iizere, Lipy(X, E) kiimesi asagida verilen Lipschitz normu altinda bir Banach

uzayidir.

-
Lip(f):= sup =775

X£Y
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(bkz. Weaver, 1999, bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Not 2.4.1 Onerme 2.4.2°de verilen f(ex) = 0 sart1 Lip(f) fonksiyonunun normun (i).

aksiyomunu sagladigini gostermek icin gereklidir. Gergekten,
= f =0 ise Lip(f) = 0 oldugu aciktir.

& Lip(f) =0 ise, X deki her x # y eleman: i¢in ||f(x) — f(y)|| = 0 ve boylece
f(x) = f(y) olacaktir. y = ey olarak alinirsa, her x # ey € X i¢in f(x) = 0 elde edilir.

Boylece f = 0 olup norm fonksiyonunun (i). aksiyomu saglanir.

Lipy(X, E) uzaymin elemanlari Lipschitz operatorler olarak adlandirilacaktir.
E = K olmas1 durumunda Lipy(X, K) uzay1, X* ile gosterilecek ve bu uzay X uzaymin

Lipschitz duali olarak adlandirilacaktir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Ozel olarak, E ve F Banach uzaylari olmak iizere B(E, F), Lip,(E, F) uzayinin
bir alt uzay1 ve E* da E* nin bir alt uzayidir (bkz. Achour ve ark., 2019).

Tanim 2.4.3 (Lipschitz Serbest Banach Uzay1) X noktali metrik uzay olmak iizere bir
x € X i¢in §,: Lipy(X, K) = K (Lipschitz deger) fonksiyoneli

8x(f) = f(x), f € Lipy(X,F)

seklinde tamimlanmis olsun. {,:x € X} kiimesinin (Lipo (X, K))* = (X*)* uzaymnda

kapali lineer gereni, X lizerinde Lipschitz-Serbest Banach uzayr olarak adlandirilir ve

F(X) ile gosterilir, yani, F(X) = span{f,: x € X J(Lipo(XH0)” g (bkz. Achour ve ark.,
2019).

X ={(x,y) €X®:x #y} ve (x,y) €X olsun. X* uzay: iizerinde Lipschitz

deger fonksiyonelleri vasitasiyla &,y fonksiyonu
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seklinde tamimlansin. &,y fonksiyonelleri F(X) uzaymin kapali birim yuvarini

tanimlamak i¢in (diger boliimde) kullanilacaktir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Sy: X > F(X) doniisiimii her x € X ve f € X* i¢in 5x(x)(f) = 6,(f) seklinde
tanimlanan bir doniisiimdiir (bkz. Achour ve ark. 2019) (Aslinda, bu doniisiim lineer

olmayan izometrik bir gommedir, bkz. Godefroy, 2015).

8z:X — (X*)* doniisimii her (x,y) €X icin g (x,y) = Ocxy) seklinde

tanimlanan bir doniisiimdiir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Teorem 2.4.1 X,Y ve Z metrik uzaylar ve f: X — Y, g:Y — Z Lipschitz operatorler
olsunlar. Bu takdirde go f:X — Z bir Lipschitz operatérdir ve Lip(gef) <
Lip(f)Lip(g) dir (bkz. Weaver, 1999, Onerme 1.2.2).
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3. KOMPAKT VE p-KOMPAKT KUMELERLE IiLISKiLi LIPSCHITZ
OPERATORLER

Bu bdliimde Lipschitz kompakt (zayif kompakt), Lipschitz p —kompakt
operatorler, sinirli lineer operatorlerin ve Lipschitz operatorlerin majorizasyonu {izerine

literatiirde mevcut olan bazi1 sonuclar verilecektir.

Asagidaki lemmada X noktali metrik uzayinin, Lipschitz serbest Banach uzayi

F(X) ile ilgili baz1 6zellikler verilmistir.

Lemma 3.1 (bkz. Auchour ve ark., 2019) X ve Y noktali metrik uzaylar ve E bir Banach

uzay1 olmak iizere,
a) F(X) uzaymin dual uzayr F(X)*, Qx:X* — F(X)*
(W) =v(), fEX*, yeFX)

operatdrii altinda, X* uzayma izometrik olarak izomorftur.

b) Herhangi bir f € Lipy(X,Y) operatorii igin, bir tek f:F(X) — F(Y) lineer

operatorii vardir dyle ki f o 8y = 8y o f dir. Yani, asagidaki diyagram degismelidir:

e
v
>-<

By
S
—/
v
o
S

Ayrica ||f|| = Lip(f) tir.

¢) Bir Sg: F(E) — E smurli lineer operatorii (6zel olarak, bolim tasviri) vardir dyle ki

ﬁE o 6E = IE dir.
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d) Herhangi bir f € Lipo(X, E) operatdrii i¢in bir tek T¢: F(X) — E lineer operatorii
vardir 0yle ki f = T; o 6y dir yani, asagidaki diyagram degismelidir:

f
X > F
sx\ /;f
F(X)

Ayrica ||Tf|| = Lip(f) tir.
Ozel olarak (b) ve (c)’den Tr = Pgo f elde edilir (bkz. Achour ve ark., 2019).

Lemma 3.2 X noktali metrik uzay olmak iizere, F(X) uzaymnin kapali birim yuvari
{0y (x,¥) € X1} c (X*)* kiimesinin kapali, konveks ve dengeli gerenidir, yani,
Brxy = abco(6% (X)) dir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Tanim 3.1 (Bir Lipschitz Operatoriin Goriintiisii) X bir metrik uzay ve E bir Banach

uzay1 olsun. Bir f: X — E donlisiimii i¢in

f) = f)
{—d(x,y) : X,y €EX, xqty}

kiimesi f doniistimiiniin Lipschitz gorlintiisii olarak tanimlanir (Jiménez-Vargas ve ark.,

2014).

f dontsiimiiniin Lipschitz goriintlisii ¢alisma boyunca Im,;,(f) notasyonu ile

gosterilecektir.

Eger Lipschitz goriintii kiimesi E uzaymin simurli bir alt kiimesi ise, yani, her

x,y € X igin

1f ) = fFWI < ad(x,y)
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olacak sekilde bir a > 0 sayist mevcut ise f bir Lipschitz operatdr olur (Jiménez-

Vargas ve ark., 2014).

3.1. Lipschitz Kompakt (Lipschitz Zayif Kompakt) Operator ve Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda Jiménez-Vargas ve ark.nin (2014) Lipschitz kompakt (Lipschitz

zay1f kompakt) operatorler ile ilgili elde ettigi bazi sonuglar verilecektir.

Tamm 3.1.1 (Lipschitz Kompakt (Lipschitz Zayif Kompakt) Operator) X noktali
metrik uzay ve E bir Banach uzayi olmak tizere bir f € Lipy(X,E) operatoriiniin
Lipschitz goriintii kiimesi E de relatif kompakt (relatif zayif kompakt) ise, f

operatoriine Lipschitz kompakttir (Lipschitz zayif kompakttir) denir (Jiménez-Vargas

ve ark., 2014).

X uzaymdan E uzayma tanimlanan tiim Lipschitz kompakt ve Lipschitz zayif
kompakt operatorlerin kiimesi sirasiyla Lipd(X,E) ve LipY (X,E) notasyonlar ile

gosterilecektir.

Belirtelim ki LipJ (X, E) ve Lip¥ (X, E) kiimeleri Lip, (X, E) uzaymin alt vektor

uzaylardir ve
Lip{ (X,E) © Lipl/ (X,E) < Lipo(X, E)

dir (Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Eger X ve E Banach uzaylari, f: X — E lineer kompakt (zayif kompakt) bir

operat0r ise, f operatoriiniin Lipschitz goriintiisii,

Imy;, (f) = {f(ljlc%j;l(ly) X,y €X, x;ty}
_[(fe—y)
—{m X,yEX, xqty}

={f(”i:§”): x,y €X, x;ty}
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= f(5x)

olacagindan f Lipschitz kompakt (Lipschitz zayif kompakt) bir operatordiir (Jiménez-
Vargas ve ark., 2014). Dolayisiyla bu baglamda Lipschitz kompakt (zayif kompakt)
operatdr kavrami, kompakt (zayif kompakt) lineer operatér kavraminin bir

genellesmesidir (Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Asagidaki onerme bir f € Lipy(X,E) Lipschitz operatoriiniin kompakthig ile
onun lineerlesmesi olan (Lemma 3.1°de verilen) Ty € L(F(X),E) operatdriiniin

kompaktlig1 arasindaki iliskiyi géstermektedir.

Onerme 3.1.1 X noktali metrik uzay ve E bir Banach uzay olmak iizere f € Lipy(X, E)
olsun. f operatoriiniin Lipschitz kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart T

operatdriiniin kompakt olmasidir (Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Onerme 2.1).

E ve F normlu uzaylar ve T: E = F lineer (sinirli) bir operator olsun. Eger bir G
normlu uzayi, R:E - G ve S:G — F lineer (smirli) operatorleri T = S o R olacak

sekilde varsa, T operatdriiniin G uzay: vasitasiyla ¢arpanlara ayrilabildigi soylenir.

Davis ve ark. (1974), Banach uzaylar arasinda tanimlanan her zayif kompakt
lineer operatoriin refleksif bir Banach uzayr vasitasiyla carpanlara ayrilabildigini

gostermislerdir.

Asagida verilen onerme Lipschitz zayif kompakt operatorlerin de refleksif bir

Banach uzay vasitasiyla ¢arpanlara ayrilabildigini gostermektedir.

Onerme 3.1.2 (Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Onerme 2.2) X noktali metrik uzay, E
bir Banach uzayi ve f € Lipy(X, E) olsun. Bu takdirde asagidakiler denktirler.

i.  f operatorii Lipschitz zayif kompakttir.

ii. f operatdriiniin lineerlesmesi Ty € B(F (X), E) zayif kompakttir.
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iii. Refleksif bir F Banach uzayi, sirli lineer bir T € B(F,E) operatorii ve bir

g € Lipo(X, F) Lipschitz operatorii vardir dyle ki f =T o g dir.

Asagidaki onermede Jiménez-Vargas ve ark. (2014), Lipschitz kompakt (zayif

kompakt) operatorlerin ideal 6zelligine sahip oldugunu gostermislerdir.

Onerme 3.1.3 X ve Y noktali metrik uzaylar, E ve F Banach uzaylari, h € Lip, (Y, X)
ve S € B(E,F) olsun. Eger f € Lip(X,E) (f € Lip{ (X,E)) ise Sfh € Lip3(Y,F)
(Sfh € Lipy (Y, F)) dir (Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Onerme 2.3).

Tanim 3.1.2 (Lipschitz Rank) X noktali metrik uzay ve E bir Banach uzay1 olsun. Bir
f € Lipy(X,E) operatoriiniin Lipschitz goriintiisiiniin lineer gereni E uzaymnin sonlu
boyutlu bir alt uzayr ise f Lipschitz sonlu boyutlu ranka sahiptir denir. Bu uzayin
boyutu f operatdriiniin Lipschitz ranki olarak tanimlanir ve Lrank(f) ile gosterilir.

(Jiménez-Vargas ve ark., 2014).

Bu tanim asagidaki kavram ile yakindan iligkilidir.

X bir kime ve E bir vektdor uzayr olsun. Bir f:X — E doniisiimiiniin
goriintiistiniin lineer gereni, E uzaymin sonlu boyutlu bir alt uzay1 ise f sonlu boyutlu
ranka sahiptir denir ve bu uzaym boyutu f in ranki olarak tanimlanir, rank(f) ile
gosterilir. Yani rank(f), span(f(X)) uzayinin boyutudur (Jiménez-Vargas ve ark.,
2014).

Onerme 3.1.4 (Vargas ve ark., 2014, Onerme 2.4) X noktali metrik uzay, E bir Banach
uzay1 ve f € Lipy(X, E) olsun. Bu takdirde asagidakiler denktirler.

i.  f operatdrii sonlu boyutlu Lipschitz ranka sahiptir.
ii. f operatdrii sonlu boyutlu ranka sahiptir.
iii. T € B(F(X),E) lineerlesmesi sonlu ranka sahiptir.

Bu durumda, span(f (X)) = T¢(F(X)) ve Lrank(f) = rank(f) = rank(Tf) dir (Vargas
ve ark., 2014).
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Simdi bir Lipschitz operatoriin Lipschitz transpozu tanimi ve bu transpozla ilgili

mevcut bazi karakterizasyonlar verilecektir.

Tamm 3.1.3 (Lipschitz Eslenik ve Lipschitz Transpoz Operator) X noktali metrik
uzay ve E bir Banach uzayi1 olsun. Her f € Lipy(X, E) operatorii igin, f in Lipschitz
eslenik operatorii f*: E* —» X# f#(g) = g o f, her g € E* seklinde tanimlanan lineer
siirlt bir operatordiir ve ||[f¥]| = Lip(f) dir. f* operatoriiniin E* uzayma kisitlanisi
siirli lineer bir operator tanimlar, bu operatdre de f in Lipschitz transpoz operatorii

denir ve f* ile gosterilir (Vargas ve ark., 2014).

Acik olarak, bir f € Lipy(X, E) i¢in
QX°ft=T; ve f*oQy=Qxof" (3.1.1)

dir. Burada T, f operatdriiniin lineerlesmesi olan Ty operatdriiniin eslenigidir (Achour

ve ark., 2019).

Asagidaki oOnerme bir f € Lipy(X,E) operatoriiniin kompaktligi (zayif
kompakthig1) ile f* Lipschitz transpozunun kompaktlig1 (zayif kompaktligi) arasindaki
iliskiyi gosterir.

Onerme 3.1.5 (Vargas ve ark., 2014, Onerme 3.5 (ve Onerme 3.4)) X noktali metrik
uzay, E bir Banach uzay1 ve f € Lipy(X, E) olmak iizere agsagidakiler denktir.

a) f operatorii Lipschitz kompakttir (Lipschitz zayif kompakttir).
b) f% E* - X* operatorii kompakttir (zayif kompakttir).
Onerme 3.1.5 aym zamanda, kompakt lineer bir operatoriin esleniginin kompakt

olmas1 iizerine dayanan Schauder teoreminin (bkz. Megginson, 1998) Lipschitz

versiyonunu vermektedir.
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3.2. Lipschitz p —Kompakt Operator ve Karakterizasyonlari

Bu kisimda Achour ve ark.nin (2019) Lipschitz p —kompakt operatorler ile ilgili

elde ettigi bazi sonuglar verilecektir.

Achour ve ark. (2019), Jiménez-Vargas ve ark.nin (2014) Lipschitz kompakt
operatdr kavramindan hareketle, Lipschitz p —kompakt operatér kavramini asagidaki

sekilde tanimlamislardir.

Tanim 3.2.1 (Lipschitz p —Kompakt Operator) X noktali metrik uzay, E bir Banach
uzay1 ve p = 1 olsun. Bir f € Lipy(X, E') operatoriiniin Lipschitz goriintii kiimesi E de
relatif p —kompakt ise, f operatorii Lipschitz p —kompakttir denir. Eger p = oo ise
Lipschitz p —kompakt operator kavrami Lipschitz kompakt operatér kavrami ile cakisir

(Achour ve ark., 2019).

X ten E ye tanimlanan tiim Lipschitz p —kompakt operatorlerin sinifi

Lipgc (X, E) notasyonu ile gosterilecektir.

Lipschitz p —kompakt operatorler lineer p —kompakt operatorlerin bir
genislemesi olarak diisiiniilebilir (Achour ve ark., 2019). Aslinda, E ve F Banach
uzaylar1 ve T:E — F herhangi bir lineer operator ise abco(Imy;,(T)) ve T(Bg)

kiimeleri ¢akisiktir (Achour ve ark., 2019). Gergekten,

T(x)-T()

Imyp(T) = { =l

:x,y€€EE,x # y},T lineer oldugundan

(=) 0y € Ex =)
= — ] X, X
o —yll) 7 Y

dir. Boylece Imy;,(T) € T(Bg) elde edilir. T(Bg) kiimesi konveks ve dengeli
oldugundan (bkz. Megginson, 1998), Imy;,(T) c abco(Imy;,(T)) c T(Bg) elde

edilir.
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Simdi y € T(Bg) olsun. Bu takdirde y = Tx olacak sekilde bir x € Bg vardir. T

operatOriiniin lineerligi kullanilarak

T(x) —T(0)
= ——————|Ix]l
||l — Off
J x—0 o x-0
yazilabilir. T(”x_()”) €Imy,(T) ve |lx|[<1 oldugundan T(||x—o||) [lx|| €

abco(Imy;,(T)) dir. Buise y € T(Bg) © abco(Imy;,(T)) oldugunu gosterir. Bdylece
abco(Imy,(T)) ve T(Bg) kiimeleri ¢akigiktir.

Sonug olarak, T: E — F operatorii p —kompakt lineer bir operator oldugundan,
T (Bg) relatif p —kompakttir, dolayistyla Im,;,,(T) kiimesi de relatif p —kompakt olur.

Bu ise T nin Lipschitz p —kompakt bir operatér oldugunu gosterir.

1 <p < q < o iken her relatif p —kompakt kiime relatif g —kompakt kiime
oldugundan (Sinha ve Karn, 2002), Achour ve ark. (2019) asagidaki Onermeyi

vermislerdir.

Onerme 3.2.1 1 < p < q < o olmak iizere X noktali metrik uzay ve E bir Banach
uzay1 olsun. Her Lipschitz p —kompakt operatdr Lipschitz g —kompakttir. Ozel olarak,
her Lipschitz p —kompakt operatdr Lipschitz kompakttir (Achour ve ark. 2019, Onerme
3.3).

Asagidaki teorem, Onerme 3.1.1°de kompakt kiimelerin p —kompakt kiimelerle

degistirilmesi durumunda elde edilen sonucu gostermektedir.

Teorem 3.2.1 X noktali metrik uzay, E bir Banach uzayi, p > 1 ve f € Lipy(X,E)
olsun. f operatoriiniin Lipschitz p —kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart T

lineerlesmesinin p —kompakt operator olmasidir (Achour ve ark., 2019, Teorem 3.4).

Delgado ve ark. (2010) smirli lineer bir operatdriin p —kompakt olmasi igin

gerek ve yeter sartin operatoriin esleniginin yar1 p —niikleer olmasi gerektigini
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gostermislerdir. Achour ve ark. (2019) bu sonucu Lipschitz operatér durumuna

asagidaki teoremle genisletmislerdir.

Teorem 3.2.2 X noktali metrik uzay ve E bir Banach uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere
bir f € Lipy(X, E) operatorii Lipschitz p —kompakttir ancak ve ancak onun Lipschitz
transpozu [ E* - X* yar1 p —niikleer operatdrdiir (Achour ve ark., 2019, Onerme

3.12).

Onerme 3.2.2 X ve Z noktali metrik uzaylar ve E bir Banach uzay1 olmak iizere,
f € Lipo(X,E) ve g€Lipy(Z,E") olsun. 1<p<o igin T Ilineerlesmesi
p —toplamsal ve g operatorii Lipschitz kompakt ise fo g doniisiimii Lipschitz

p —kompakttir (Achour ve ark., 2019, Onerme 3.13).

Galicer ve ark.nin (2012, Onerme 2.9) lineer p —kompakt operatdrleri ¢arpanlara
ayirma sonucunu kullanarak, Achour ve ark. (2019), Lipschitz p —kompakt operatorler

icin agagidaki carpanlara ayirma sonucunu elde etmislerdir.

Onerme 3.2.3 1<p <o, X noktalh metrik uzay, E bir Banach uzayr ve f €
Lipy(X,E) olsun. f € Lipgcp (X, E) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f = w o u o § olacak
sekilde [+ uzaymnin kapali bir M alt uzayi, ayrlabilir bir Z Banach uzayi, u €
Kp(lp/M,Z) operatorii, S € Lip¥ (X, l,/M) operatori ve bir we€X(ZE)

operatdriiniin mevcut olmasidir (Achour ve ark., 2019, Onerme 3.9).

3.3. Lipschitz Serbest p —Kompakt Operatorler

Bu kisimda Achour ve ark.nin (2019) p —kompakt kiimelerle iligkili olarak
tanimladig1 Lipschitz operatorlerin diger bir sinifi ve bu sinif iizerine elde ettigi bazi

sonuclar verilecektir.

Achour ve ark. (2019), Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas’in (2016) Lipschitz
serbest kompakt operator kavramindan hareketle asagidaki tanimi vermislerdir.

Belirtelim ki, bu tanim metrik uzaylar arasindaki Lipschitz operatdrler i¢in verilmistir.
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Tammm 3.3.1 (Lipschitz Serbest p —Kompakt Operator) X ve Y noktali metrik
uzaylar ve p = 1 olsun. Bir f € Lipy(X,Y) operatorii igin &y o f : X - F(Y) operatori
Lipschitz p —kompakt oluyorsa f Lipschitz serbest p —kompakt operatordiir denir
(Achour ve ark., 2019).

X ten Y ye tanimlanan tiim Lipschitz serbest p —kompakt operatorlerin

kiimesi F Lipg( (X, Y) notasyonu ile gosterilecektir.

Teorem 3.3.1 (Achour ve ark., 2019, Teorem 4.2) X ve Y noktali metrik uzaylar ve
f € Lipo(X,Y) olsun. p = 1 i¢in asagidaki ifadeler denktir.

a) f Lipschitz serbest p —kompakt operatordiir.
b) f:F(X)— F(Y) operatdrii p —kompakitir.

¢) f*:Y* — X* operatorii yar1 p —niikleer operatordiir.

Not 3.3.2 1 <p <q <o iken her relatif p —kompakt kiime relatif g —kompakt

oldugundan F Lipgc X, Y)cF Lipgc 1(X,Y) yazlabilir (Achour ve ark., 2019).

Asagidaki 6nerme p —kompakt kiimeler ile iligkili olarak tanimlanan Lipschitz

operator siniflart arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Onerme 3.3.1 p > 1 olsun. Bu takdirde F Lipgc P c Lipgc P dir ve bu kapsamanin tersi

genelde dogru degildir (Achour ve ark., 2019, Onerme 4.6).

Teorem 3.3.2 (Kuvvetli ideal Ozelligi) X,Y,Z, W noktali metrik uzaylar ve p > 1
olmak iizere, eger R € Lipy(X,Y), T € TLipZCp(Y, Z) ve S €Lipg(Z, W) ise SoTo

R € FLip, (X, W) dir (Achour ve ark., 2019, Teorem 4.8).
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3.4. Smrh Lineer Operatorler ve Lipschitz Operatorler icin Majorizasyon

Kavramlari ve Ozellikleri

Smirli lineer operatorler i¢in majorizasyon kavraminin bazi &zellikleri ve

karakterizasyonlar1 Barnes (2004) tarafindan incelenmistir.

Tanim 3.4.1 (Majorizasyon) E,F ve G Banach uzaylar, T € B(E,F) ve S € B(E, G)

olmak iizere, her x € E igin
ISCOIl < MIIT Ol

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa T operatorii S operatoriinii majorize eder denir

(bkz. Harte, 1988).

Barnes (2004) majorizasyon kavrami i¢in asagidaki karakterizasyonlar1 elde

etmistir.

Onerme 3.4.1 E,F ve G Banach uzaylarn, T € B(E,F) ve S € B(E,G) olsun. T
operatoriiniin S operatoriinii majorize etmesi i¢in gerek ve yeter sart S =V o T olacak

sekilde bir V € B(T(E), G) operatdriiniin mevcut olmasidir (Barnes, 2004, Onerme 3).

Teorem 3.4.1 (Barnes, 2004, Teorem 7) E, F ve G Banach uzaylari olmak iizere,

a) T€eB(EF)veS€B(E, G) olsun. T operatorii S operatoriinii majorize ediyor ise
R(S*) € R(T™) dir.

b) T € B(E,F) ve S € B(E,G) olsun. R(S*) c R(T*) ise T operatorii S operatoriinii

majorize eder.

¢) TEeB(E,F) ve SEB(G,F) ve R(S) cR(T) ise T* operatorii S* operatoriinii

majorize eder.

Onerme 3.4.2 (Barnes, 2004, Onerme 6) E,F,G,H Banach uzaylar1 olsun ve T €
B(E,F), S € B(E, G) operatorleri verilsin. T operatorii S operatoriinii majorize ediyor

ise agagidakiler saglanir.
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a) T operatorii kompakt ise S operatorii de kompakttir.

b) T operatorii zayif kompakt ise S operatorii de zayif kompakttir.

Onerme 3.4.3 (Barnes, 2004, Onerme 8) E, F ve G Banach uzaylar1 olmak iizere

T € B(E,F) ve S € B(G, F) operatorleri verilsin. Bu takdirde,
a) R(S) c R(T) ve T operatorii kompakt ise S operatorii de kompakttir.

b) R(S) € R(T) ve T operatorii zayif kompakt ise S operatorii de zayif kompakttir.

Sahraoui (2021) majorizasyon kavramini, bir metrik uzaydan Banach uzayina
tanimlanan Lipschitz operatorlerin majorizasyonu kavramina genisletmis ve bu

kavramin bazi 6zelliklerini ve karakterizasyonlarini elde etmistir.

X noktali metrik uzay ve E bir Banach uzay1 olmak tizere bir f € Lipy(X, E)
icin f(X) kiimesinin baz noktasinin 0 oldugu kabul edilecektir (Sahraoui, 2021).

Tamm 3.4.2 (Lipschitz Majorizasyon) X noktali metrik uzay, E ve F Banach uzaylari,
f € Lipy(X,E) ve g € Lipy(X, F) olsun. Eger her x4,x, € X i¢in

lg(x1) — g ()l < Cllf (x1) = F x|

olacak sekilde bir C > 0 sayis1 varsa f operatorlii g operatdriinii majorize eder denir

(Sahraoui, 2021, Tanim 3.1.1).

Onerme 3.4.4 X noktali metrik uzay, E ve F Banach uzaylar, f € Lipy(X,E) ve
g € Lipy(X,F) olsun. f operatdriiniin g operatoriinii majorize etmesi i¢in gerek ve
yeter sart g = V o f ve Lip(V) < C olacak sekilde bir V € Lip,(f (X), F) operatoriiniin

mevcut olmasidir (Sahraoui, 2021, Onerme 3.1.1).

Onerme 3.4.5 X noktali metrik uzay, E ve F Banach uzaylari, f € Lipy(X,E) ve

g € Lipg(X,F) olsun. Eger f operatoriniin lineerlesmesi Ty, g operatoriiniin
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lineerlegsmesi Ty operatoriinii majorize ediyor ise f operatdrli g operatdriinii majorize

eder (Sahraoui, 2021, Onerme 3.1.2).

Teorem 3.4.2 (Sahraoui, 2021, Teorem 3.1.1) X noktali metrik uzay, E ve F Banach

uzaylari olsun.

a) f €Lipo(X,E) ve g € Lipy(X,F) olsun. f operatorii g operatoriinii majorize
ediyor ise R(g%) < R(fY) dir.

b) f € Lipo(X,E) ve g € Lipy(X,F) ve R(g") € R(fY) olsun. f operatdrii birebir ise

f operatorii g operatdriinii majorize eder.

¢) f € Lipy(X,E)ve g € Lipy(Y,E) ve Imy;,(g) € Imy;,(f) olsun. Bu takdirde f*

operatorii g¢ operatdriinii majorize eder.

Onerme 3.4.6 (Sahraoui, 2021, Onerme 3.1.3) X noktali metrik uzay, E ve F Banach
uzaylari, f € Lipy(X,E) ve g € Lipy(X, F) olsun dyle ki f operatoriiniin lineerlesmesi

T, g operatdriniin lineerlesmesi T, operatoriinii majorize etsin. Bu takdirde,
a) f operatorii Lipschitz kompakt ise g operatorii de Lipschitz kompakttir.

b) f operatorii Lipschitz zayif kompakt ise g operatorii de Lipschitz zayif kompakttir.
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4. ZAYIF p - KOMPAKT VE SARTSIZ p —-KOMPAKT KUMELERLE
ILISKILI LIPSCHITZ OPERATORLER

Bu boliimde, iigiincii boliimde verilen literatiirdeki ¢aligmalar zayif p —kompakt

ve sartsiz p —kompakt kiimeler i¢in ele alinacaktir.

Oncelikle Lipschitz zayif p —kompakt operatdr tanimi verilecek ve bu operatdr

siifinin 6zellikleri incelenecektir.
4.1. Lipschitz Zayif p —Kompat Operatérler ve iliskili Bazi Ozellikler

Asagidaki tanim, Lipschitz kompakt ve Lipschitz p —kompakt operator
kavramlarindan esinlenilerek bu kavramlarin zayif p —kompakt kiimeler {izerine

uyarlanmasi olarak verilecektir.

Tanim 4.1.1 (Lipschitz Zayif p —Kompakt Operator) 1 < p < oo, X noktali metrik
uzay ve E bir Banach uzay1 olmak {izere, bir f € Lipy(X, E) operatdriiniin Lipschitz
goriintii kiimesi E de relatif zayif p —kompakt ise, f operatorii Lipschitz zayif p —
kompakt operatordiir denir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Tanim 2.1, bkz.
Achour ve ark., 2019, Tanim 3.1).

X ten E ye tanimlanan tiim Lipschitz zayif p —kompakt operatorlerin kiimesi

Lipgv ’(X,E) notasyonu ile gosterilecektir.

Not 4.1.1 p = 1 olmak iizere bir (x,), € 1y (E) dizisinin p — con({x,}) zarfi mutlak

konveks bir kiimedir. p > 1 ise bu kiime ayni1 zamanda zayif kompakttir, 6zel olarak

(norm) kapalidir (Delgado ve ark., 2010, s. 293).

Gergekten p — con({x,}) kiimesinin mutlak konveks bir kiime oldugu kolayca
gosterilebilir. p > 1 iken bu kiimenin zayif kompakt oldugunu gosterelim. x = (x,),, €
Iy (E) igin Ty: Ly — E, T, ((an)pn) = Xp=1 @nXx, seklinde tamimlanan operator lineer
ve smirhdir (bkz. Sinha ve Karn, s. 19). Diger taraftan [,,- refleksif bir Banach uzay

oldugundan Blp* zayif kompakt kiimedir (bkz. Megginson, 1998). T, lineer ve sinirl
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oldugundan Tx(B,p*) =p —con({x,}) kimesi de zayif kompakt olacaktir. Ayrica,

zay1f kompakt kiime, zayif kapali ve boylece norm kapali (bkz. Maligranda, 1992)

oldugundan p — con({x,}) kiimesi norm kapalidir.
Not 4.1.1°1 kullanilarak asagidaki lemmay1 elde ederiz.

Lemma 4.1.1 1 <p < oo ve E bir Banach uzay1 olsun. Eger A c E relatif zayif
p —kompakt bir kiime ise, abco(A) kiimesi E de zayif p —kompakt bir kiimedir (bkz.
Delgado ve ark., 2010).

Ispat Kabul edelim ki A kiimesi E uzayinda relatif zayif p —kompakt olsun. Bu
takdirde

Ac p—con({x,}) := {2??:1 AnXp: (Ap)n € Blp*}

olacak sekilde bir (x), € [)(E) dizisi vardir. p > 1 oldugundan Not 4.1.1°den
p — con({x,}) kimesi mutlak konveks ve (norm) kapali bir kiimedir. A kiimesini

kapsayan en kiigiik mutlak konveks kiime abco(A4) oldugundan,
A c abco(A) € p — con({x,})

kapsamasi elde edilir. Bu kapsamadaki kiimelerin kapanislari alinirsa

Ac A cabco(A) = abco(A) c p — con({x,})

elde edilir. p — con({x,}) kiimesi (norm) kapali oldugundan

A c abco(A) € p — con({x,})

bulunur. Béylece abco(A) kiimesinin zayif p —kompakt kiime oldugu elde edilir. o
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Asagidaki teoremde, Onerme 3.1.1 ve Teorem 3.2.1°in zayif p —kompaktlik
durumu ele alinmistir. Teoremin ispat1 Jiménez-Vargas ve ark.nin (2014, Onerme 2.1)

ispat adimlari takip edilerek yapilacaktir.

Teorem 4.1.1 1 < p < oo, X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1 ve f € Lipy(X, E)
olsun. f operatoriiniin Lipschitz zayif p —kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart f in
lineerlegsmesi Ty operatoriiniin zayif p —kompakt olmasidir (bkz. Jiménez-Vargas ve

ark., 2014).

Ispat Boliim 2.4.4 de tanimlanan doniisiimler ve Lemma 3.1 kullanilarak

Tr (65 (X)) = {T; (65 (x,¥)) : (x,y) € X }

6x - 6y S . o
=1Tf :(x,¥) € X ¢, Tr lineer oldugundan

d(x,y)
Tr(6,) — Tr (6
:{f(d)(x,y];(y) x,y€X, xqty}
_ {Tf(ch(x)i(x’?;)(sX(y))) oy X x y}
{f()ccl)(x )]:)(y) ,yeX,xiy} = Imy;, (f) (41.1)

elde edilir. Ty operatoriintin lineerligi ve siirekliliginden

1y (@beo (55 (X)) = abeo (17 (52(%))) (4.12)

yazilabilir. Diger taraftan Lemma 3.2 ile By(x) = abco (6 P ()? )) oldugundan (4.1.2)

den

T;(Bs(x)) € abco (Tf (5,?()?))) (4.1.3)
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elde edilir. T; (8¢ (X)) < 7y (%(5)?()? ))) oldugu ve (4.1.1), (4.12), (4.1.3)

kullanilirsa

Imyi, () € Tr(Bra) < abeo (Imup(f)) (4.1.4)
elde edilir.

= Kabul edelim ki f Lipschitz zayif p —kompakt bir operatér olsun. Bu takdirde
Imy;, (f) kiimesi E de relatif zayif p —kompakt bir kiime olacaktir. Lemma 4.1.1 ile de

abco (ImLip(f)) kiimesi zayif p —kompakttir. Boylece (4.1.4) kapsamasindan

Ty (By—"(x)) relatif zayif p —kompakt olup, Ty zayif p —kompakt operatordiir.

< T lineerlesme operatorii zayif p —kompakt olsun. Bu takdirde Tf(Bg_-(X)) relatif
zayif p —kompakt kiime olur. (4.1.4) kapsamas ile Im;,(f) kiimesi de relatif zayif
p —kompakt bir kiime olup, f operatorii Lipschitz zayif p — kompakttir. Boylece ispat

tamamlanir. O

Kim (2019, Teorem 3.7 (¢)), zayif p —kompakt lineer bir operatoriin esleniginin,
yar1 zayif p —niikleer bir operatdr oldugunu gdstermistir. Asagidaki 6nerme bu sonucu
Lipschitz operator durumuna genisletmektedir. Ayni1 zamanda, bu 6nerme, Teorem
3.2.2’nin zayif p —kompakt kiimeler icin bir versiyonudur. Fakat Lipschitz zayif
p —kompakt operatorler durumunda bu onerme, Teorem 3.2.2’de oldugu gibi gerek

yeter sart olarak elde edilememistir.

Onerme 4.1.1 1 < p < o, X noktali metrik uzay ve E bir Banach uzay1 olmak iizere,

f € Lipy(X,E) Lipschitz zayif p —kompakt bir operatdr ise f*:E* —» X# yari zayif

p —niikleer operatordiir ve ||f t||NQ < ”Tf“w dir (bkz. Kim, 2019, Teorem 3.7 (c),
wp 14

bkz. Achour ve ark., 2019, Onerme 3.12).

Ispat f € Lipy(X, E) Lipschitz zayif p —kompakt ise Teorem 4.1.1 ile T lineerlesmesi
zayif p —kompakttir. Tr: F(X) — E zayif p —kompakt lineer bir operator oldugundan
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Kim (2019, Teorem 3.7 (c))’den T;":E* — F(X)* yar1 zayif p —niikleer operatdr ve
|77

7, = ”Tf||Wpdir~ (3.1.1)°den

Te"=Qxoff ve Qx' o Ty" = f*

oldugundan, yar1 zayif p —niikleer operatérlerin ideal 6zelliginden f* operatorii de yar

zayif p —niikleer operator olarak elde edilir. Ayrica ideal normunun 6zelliginden

17

< t t < -1 T*
o SIllfllyg  ve I1flle < QI 1Tl o

yazilabilir. Qyx operatoriiniin izometrik izomorfizma oldugu g6z Oniine alinirsa

”Tf »e <IIf ||N‘$p ve ||If ||Nvgp < ”Tf »e

esitsizligi yazilabilir. Boylece

17U, = 177l e

bulunur. ||Tf*||NQ < ”Tf”W oldugu da kullanilarak
wp 14
t
I g, = I,
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O

1 <p < q < o olmak iizere her zayif p —kompakt kiime zayif g —kompakt
kiime oldugundan (Sinha ve Karn, 2002) ve p > 1 iken her relatif zayif p —kompakt
kiime relatif zayif kompakt oldugundan (Delgado ve ark., 2010) asagidaki sonucu elde

ederiz.

Onerme 4.1.2 X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1 ve 1 < p < q < o olsun.
f € Lipy(X, E) operatdrii Lipschitz zayif p —kompakt ise ayn1 zamanda Lipschitz zayif
q —kompakt operatdrdiir. Ozel olarak, p > 1 iken f Lipschitz zayif p —kompakt

operator ise ayni zamanda Lipschitz zayif kompakt operatordiir.
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Asagidaki 6nerme, Onerme 3.2.2°nin hipotezlerinde Tr operatoriiniin
p —toplamsalligini, T operatdriiniin p —toplamsallig1 ile, g Lipschitz operatdriiniin
Lipschitz kompakthigini, Lipschitz zayif p —kompakthig ile degistirdigimizde ayni

sonucun elde edilebilecegini gostermektedir.

Onerme 4.1.3 X, Z noktali metrik uzaylar ve E bir Banach uzay: olmak iizere, f €
Lipo(X,E) ve g € Lipo(Z,E*) olsunlar. 1 <p <o olmak lizere, Tf operatdrii
p —toplamsal ve g operatdrii Lipschitz zayif p —kompakt ise f¢ o g operatérii Lipschitz
p —kompakttir (bkz. Achour ve ark., 2019, Onerme 3.13).

Ispat g Lipschitz zayif p —kompakt oldugundan Teorem 4.1.1°den T, € W,(F(Z),E")
oldugunu biliyoruz. Ty operatdrii p —toplamsal ve Ty zayif p —kompakt lineer operatdr
oldugundan, Sinha ve Karn (2002, Onerme 5.4) vasitasiyla, T o T, operatoriiniin

p —kompakt oldugunu elde ederiz. Diger taraftan (3.1.1)’den Ty = Qx © f ¢ oldugundan
Q);lon*ng =ftoT,

elde edilir. Tf o T, operatdrii p —kompakt oldugundan f Yo T, operatérii de p —kompakt

olacaktir. Lemma 3.1 (d) ile Ty o §; = g oldugundan

floTygebdz=ffog

olur. Teorem 2.4.1 ile f¢o g € Lipy(Z,X*) dir ve Lemma 3.1 (d)’de belirtildigi gibi
lineerlesmenin tekliginden, f'o g Lipschitz operatoriiniin lineerlesmesi f* o T,
operatorii olacaktir. Diger taraftan f* o T, operatorii p —kompakt oldugundan Teorem

3.2.11ile f* o g operatorii de Lipschitz p —kompakt olur. o

Not 4.1.2 E ve F Banach uzaylar1 ve S:E — F lineer sinuirli operator olsun. A € E de
relatif zayif p —kompakt ise relatif zayif p —kompakt kiimenin tanimi1 ve Not 2.1.2
kullanilarak, S(A) kiimesinin de F de relatif zayif p —kompakt oldugu gozlemlenir
(bkz. Sinha ve Karn, 2002 ve bkz. Diestel ve ark., 1995, s. 34).
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Kim (2020, Onerme 2.4) zayif p —kompakt lineer operatorlerin carpanlara
ayrilisini karakterize eden bir sonu¢ vermistir. Kim’in bu sonucu vasitasiyla, Lipschitz
zayif p —kompakt operatorlerin ¢arpanlara ayrilisini karakterize eden asagidaki sonucu

elde ederiz.

Teorem 4.1.2 1 < p < oo, X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1 ve f € Lipy(X, E)
olsun. f € Lipgv P(X,E) olmas: igin gerek ve yeter sart f = So g olacak sekilde [,
uzaymin bir Z bolim uzayi, bir S € W,(Z,E) operatorii ve bir g € Lipgv "(X,2)
operatorliniin mevcut olmasidir. Ayrica Lip(f) < ||S ||WpLip(g) dir (bkz. Kim, 2020,
Onerme 2.4).

Ispat & Kabul edelim ki f hipotezde belirtilen f = S o g ayrilisina sahip olsun. Bu
takdirde

Imy, (f) = {S(g(x)) —SW») X, yEX,x#Yy } (S lineer oldugundan)

d(x,y)

_ {s <g(x) 9

X, yEX,x ¥+
a6 y) ) Y y}

= SUmyp(9))

olacaktir. g € Lipgv (X, Z) oldugundan Imy;,(g) kiimesi relatif zayif p —kompakttir. S
lineer simirl bir operatér oldugundan S(Im,;,(g)) kiimesi de Not 4.1.2°den relatif zayif

p —kompakttir. Boylece f Lipschitz zayif p —kompakt operatordiir.

= Simdi f € Lipy(X,E) operatorii Lipschitz zayif p —kompakt olsun. Teorem
4.1.1°den Ty € W, (F (X), E) olacagindan, Kim’in (2020, Onerme 2.4) carpanlara ayirma

sonucu ile
Tr=SoR

olacak sekilde [« uzaymn bir Z boliim uzayi, bir R € W,(F(X),Z) operatérii ve bir

S € W,(Z, E) operatorii vardir. Diger taraftan Lemma 3.1 (d)’den
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f = Tf o 5X
oldugundan f = S o R o §x elde edilir.

Simdi g: = R o §x olsun. Acik olarak g € Lipy(X,Z) dir. Boylece, Lemma 3.1

(d)’den R operatorii g operatoriiniin lineerlesmesi olan Ty olacaktir. Boylece Ty €
W, (F(X),Z) olup, Teorem 4.1.1’den g € Lipgvp(X, Z) elde edilir. Boylece f =Sog

olacak sekilde l,- uzaymin bir Z bolim uzayi, S € W,(Z,E) ve g € Lipgv P(X,2)

operatdrleri vardir.

Ayrica Lemma 3.1 (d)’den Lip(f) = ||Tf|| ve Sinha ve Karn’dan (2002, s. 22)
ISII < lIS1lw, oldugundan

Lip(f) = [|T;|| = 1S o RI < ISNIRI < NSl IRIN = 1ISllw, | T || = 1Sl Lin(g)

olup ispat tamamlanir. O

p > 1 iken her zayif p —kompakt operatoriin ayni zamanda zayif kompakt
operator oldugunu biliyoruz. Davis ve ark.nin (1974) zayif kompakt lineer operatorleri
refleksif Banach uzay1 vasitasiyla ¢arpanlara ayirma sonucunu ve yukaridaki teoremi

kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Onerme 4.1.4 X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1, 1 < p < o ve f € Lipy(X,E)
olsun. f € Lipgv "(X,E) olmas: igin gerek ve yeter sart f = Q o T o g olacak sekilde [+
uzaymin bir Z bolim uzayi, refleksif bir W Banach uzayi, T € B(Z,W), Q € B(W,E)

operatdrleri ve bir g € LipZV P(X,Z) operatoriiniin mevcut olmasidir. Ayrica Lip(f) <

IQIIITIILip(g) dir (bkz. Kim, 2020, Onerme 2.4, bkz. Davis ve ark., 1974).

Bu boliimii, Lipschitz zayif p —kompakt operatorlerin ideal 6zelligine sahip
oldugunu gostererek bitirecegiz. Asagidaki sonu¢ Jiménez-Vargas ve ark.nin (2014,
Onerme 2.3) Lipschitz kompakt operatérler icin elde ettigi ideal dzelliginin Lipschitz
zayif p —kompakt operatdrler igin uyarlanmis halidir. Ispat onlarin yontemi takip

edilerek ve Teorem 4.1.1 kullanilarak yapilacaktir.
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Onerme 4.1.5 p > 1, X ve Y noktali metrik uzaylar, E ve F Banach uzaylari, h €
Lipo(Y,X) ve S € B(E,F) olsun. Eger f € Lip, *(X,E) isc Sfh € Lip,*(Y,F) dir

(bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Onerme 2.3).

ispat h € Lip, (Y, X) oldugundan Lemma 3.1 (b)’den hdy = Syh olacak sekilde bir tek
he B(}" "), F (X)) operatorii vardir. Diger taraftan Lemma 3.1 (d)’den f = T;6y
oldugundan Sfh = ST;6xh =S Tffl6y elde edilir. Lemma 3.1 (d) gdz Oniine alinirsa bu
esitlik Sfh operatoriiniin lineerlesmesi olan Tgs, operatoriiniin, STfﬁ operatdriine esit
oldugunu gosterir. Yani, Tgrp = S Tffl dir. f € LipOW P(X,E) oldugundan Teorem 4.1.1°¢
gore Ty € W, (F(X),E) olur. W, smifinin ideal 6zelliginden Tgrp, € W,(F(Y), F) elde

edilir. Boylece Teorem 4.1.1 ile Sfh € LipOW P(Y, F) olup ispat tamamlanir. O

4.2. Lipschitz Sartsiz p —Kompat Operatorler ve Iliskili Baz1 Ozellikler

Bu boliimde Lipschitz sartsiz p —kompakt operatdr kavrami tanimlanacak ve bu

operatOr ile ilgili baz1 6zellikler elde edilecektir.

Not 4.1.1 kullamlarak p > 1 olmak lizere bir (x,), € [, (E) dizisi i¢in p —
con({x,}) kiimesinin mutlak konveks ve norm kapali olacagi soylenebilir. Gergekten
x = (xp)n € F(E) iken x € L)(E) olacagindan Not 4.1.1’den p — con{(x,),}
kiimesinin mutlak konveks olacagi goriiliir. Diger taraftan x = (x,), € I;(E) iken
Ty:l,» — E doniisiimii de lineer ve siirekli olacaktir. Boylece Not 4.1.1°deki ispat

adimlari takip edilerek p — con({x,}) kiimesinin norm kapali oldugu elde edilir.

Lemma 4.1.1°deki benzer adimlarla asagidaki lemma elde edilebilecegi i¢in bu

lemma ispatsiz verilecektir.

Lemma 4.2.1 p > 1 olmak iizere bir E Banach uzaymin bir A alt kiimesi sartsiz
p —kompakt ise abco(A) kiimesi de sartsiz p —kompakttir (bkz. Delgado ve ark.,
2010).
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Asagidaki tanim, Lipschitz kompakt ve Lipschitz p —kompakt operator
kavramlarindan esinlenilerek bu kavramlarin sartsiz p —kompakt kiimeler iizerine

uyarlanmasi olarak verilecektir.

Tamim 4.2.1 (Lipschitz Sartsiz p —Kompakt Operator) p > 1, X noktali metrik uzay
ve E bir Banach uzay1 olmak iizere f € Lipy(X,E) olsun. f operatoriiniin Lipschitz
gorlntli kiimesi I'my;, (f), E’de relatif sartsiz p —kompakt ise, f operatdrii Lipschitz
sartsiz p —kompakttir denir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Tanim 2.1, bkz.
Achour ve ark., 2019, Tanim 3.1).

X ten E ye tanimlanan tiim Lipschitz sartsiz p —kompakt operatdrlerin kiimesi

Lip,? (X, E) notasyonu ile gosterilecektir.

1 < p < © olmak iizere her p —kompakt kiimenin sartsiz p —kompakt kiime
oldugunu ve her sartsiz p —kompakt kiimenin de kompakt kiime oldugunu kullanarak

(Kim, 2014) asagidaki 6nermeyi elde ederiz.

Onerme 4.2.1 X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1 ve 1 < p < oo olsun. f €
Lipy(X,E) Lipschitz p —kompakt operatdér ise ayni zamanda Lipschitz sartsiz
p —kompakt operatordiir. f Lipschitz sartsiz p —kompakt operator ise ayni zamanda

Lipschitz kompakt operatordiir.

Asagidaki teoremin ispati Teorem 4.1.1°in ispatindaki adimlar birebir takip
edilerek ve Lemma 4.2.1 kullanilarak elde edilebilir. Bu nedenle teorem, ispati

yapilmaksizin verilecektir.

Teorem 4.2.1 p > 1, X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1 ve f € Lipy(X,E)
olsun. f operatdriiniin Lipschitz sartsiz p —kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart Tr

lineerlesme operatdriiniin sartsiz p —kompakt olmasidir (bkz. Jiménez-Vargas ve ark.,

2014).

Kim (2014, Teorem 2.4) (ayni zamanda, bkz. Kim, 2017, Teorem 5.6) lineer bir

operatoriin sartsiz p —kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sartin operatoriin esleniginin
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yar1 sartsiz p —niikleer olmasi gerektigi sonucunu elde etmistir. Asagidaki dnermeyle
bu sonucu Lipschitz operatdr durumuna genisletecegiz. Bu 6nerme ayni zamanda sartsiz

p —kompakt kiimeler i¢in Teorem 3.2.2’nin bir versiyonudur.

Onerme 4.2.2 p > 1, X noktali metrik uzay ve E bir Banach uzay1 olmak iizere
f € Lipy(X, E) olsun. f operatoriiniin Lipschitz sartsiz p —kompakt olmasi igin gerek
ve yeter sart ft: E* — X# operatoriiniin yar sartsiz p —niikleer operator olmasidir. Bu

durumda ”ft”NQ = ”Tf”up dir (bkz. Kim, 2014, Teorem 2.4, bkz. Achour ve ark.,
up

2019, Onerme 3.12).

Ispat = f € Lip,(X,E) operatorii Lipschitz sartsiz p —kompakt olsun. Teorem
4.2.1°den T;:F(X) — E lineerlesme operatorii sartsiz p —kompakttir. Kim (2014,

Teorem 2.4)’den Tf" yar sartsiz p —niikleer operatordiir. (3.1.1)’den

Ty = Qxoft ve f=Qxz o Ty

oldugundan yar sartsiz p —niikleer operatorlerin ideal ozelligi ile f¢ yari sartsiz

p —niikleer operatdr olur.

& fUE* > X* operatdriiniin yar sartsiz p —niikleer operatdr oldugunu kabul edelim.
Tf* = Qy o f* bileskesinde Qy lineer siirekli oldugu icin Tf* operatorli de yar1 sartsiz
p —niikleer operatér olur. Kim’in (2014 Teorem 2.4) sonucu kullanilarak Ty €
Kyp(F(X),E) elde edilir. Boylece, Teorem 4.2.1°den f operatdrii Lipschitz sartsiz
p —kompakttir.

Ayrica (3.1.1) goz oOniline alinarak yar1 sartsiz p —niikleer operatorlerin ideal 6zelligi

kullanilirsa

I lne, = 17"l e

esitligi elde edilir. Kim’den (2017, Teorem 5.6)

17

o = I,
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oldugundan || ft”]\/‘qu = ||Tf* g, = ”Tf”up elde edilir. O

Kim’in (2014, Teorem 2.4) sonucunu Teorem 4.2.1 ile birlestirerek asagidaki
onermeyi elde ederiz. Bu onermede kismen Achour ve ark.nin (2019, Onerme 3.13)

sonucundan esinlenilmistir.

Onerme 4.2.3 p > 1, X ve Z noktali metrik uzaylar, E bir Banach uzay1 ve f €

Lipo(X, E) olsun. Eger f operatoriiniin lineerlesmesi Ty zayif p —toplanabilen dizileri

sartsiz p —toplanabilen dizilere doniistiiren bir operatdér ve S € Lipgv P(Z,F(X)) ise
StTf* € Nu%(E*,Z#) dir (bkz. Kim, 2014, Teorem 2.4, bkz. Achour ve ark., 2019,
Onerme 3.13).

Ispat S € Lipr/p (Z,T(X)) oldugundan Teorem 4.2.1°den Tg € WP(T(Z),}"(X)) dir. Tf
zayif p —toplanabilen dizileri sartsiz p —toplanabilen dizilere doniistiiren bir operator

oldugundan Ty o Tg € K,,,,(F(Z),E) elde edilir. Kim’den (2014, Teorem 2.4), (T o
f p f

Ts)" € Nu%(E*,T(Z)*) elde edilir. (3.1.1)’den T¢ = Q o S* oldugundan
QzoStoTf =T o T} = (T o Ts)" € N (E*, F(2)*)

olup Q7 operatoriiniin izometrik izomorfizma oldugu ve Nqu nin ideal ozelligi

kullanilirsa S*Tf € J\fu% (E*,Z%) elde edilir. o

Teorem 4.2.1 ve Kim’in (2014) elde ettigi baz1 sonuglar birlestirerek asagidaki

teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.2 1 < p < o ve X noktali metrik uzay olsun 6yle ki F(X)* uzay1 injektif
bir Banach uzayi olsun. E injektif bir Banach uzay1 olmak {izere bir f € Lipy(X, E)

déniisiimil igin f € Lip? (X, E) ise T € Nyp(F(X), E) dir (bkz. Kim, 2014).

Ispat Kabul edelim ki f € Lipgp*(X, E) olsun. Teorem 4.2.1°den Tr € Kyp+ (F(X), E)

oldugunu biliyoruz. Kim’den (2014, Teorem 2.4), T;* € Nu%*(E*,T(X)*) dir. F(X)*
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uzayimin injektifligi géz oniine alinarak, Kim’in (2014, Lemma 2.6) sonucu kullanilirsa
Tf" € Nyp+(E*, F(X)*) elde edilir. Kim’in (2014, Onerme 2.2) ispatindan Nup* € Kyp
oldugu goz oniine alinirsa T € Ky, (E, F(X)*) elde edilir. Kim (2014, Teorem 2.3)
ile Ty € Nu% (F(X),E) olur. E injektif Banach uzayi oldugundan Kim’den (2014,
Lemma 2.6) Ty € Ny, (F(X), E) elde edilir. o

Asagidaki not F(X)* uzay1 injektif bir Banach uzay1 olacak sekilde en az bir X

noktali metrik uzaymin varligini gosterir.

Not 4.2.1 X = R ise, F(X) = F(R) = L, oldugunu biliyoruz (Godefroy, 2015). Ayrica
* = L Ve Lo, injektif bir Banach uzayidir (bkz. Albiac ve Kalton, 2006, Onerme 4.3.8
(i1)). Boylece F(R)™ uzay1 injektif bir Banach uzay1 olur.

Not 4.2.2 E ve F Banach uzaylar1 ve S: E — F lineer sinirh bir operatdr olsun. A € E
de relatif sartsiz p —kompakt ise relatif sartsiz p —kompakt kiimenin tanimi ve Gézlem
2.1.1 kullanilarak, S(A) kiimesinin de F de relatif sartsiz p —kompakt kiime oldugu
gozlemlenir (bkz. Kim, 2014 ve bkz. Fourie ve Swart, 1979, Lemma 1.2).

Kim’in (2017, Teorem 2.2) lineer sartsiz p —kompakt operatorleri carpanlara
ayirigt sonucunu ve Teorem 4.2.1°1 kullanarak, Lipschitz sartsiz p —kompakt

operatdrlerin ¢arpanlara ayrilisi i¢in asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.3 p > 1, X noktali metrik uzay, E bir Banach uzay1 ve f € Lip (X, E)
olsun. f € Lip,”(X,E) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f = So g olacak sekilde L,
uzaymin bir Z boliim uzayi ve S € K,,,(Z,E) ve g € Lip,? (X, Z) operatdrlerinin mevcut

olmasidir. Bu durumda Lip(f) < |[|S|ly,Lip(g) dir (bkz. Kim, 2017, Teorem 2.2).

Ispat &= f € Lip,(X,E) belirtilen garpanlara ayrilmaya sahip ise, Teorem 4.1.2°nin
ispatindaki gibi Imp;,(f) = S(Imy;,(g)) oldugu ve Not 4.2.2 kullamlarak f €
Lip,? (X, E) elde edilir.

= Kabul edelim ki f € Lipy”(X,E) olsun. Teorem 4.2.1’den Ty € K ,,,(F(X),E)

oldugundan, Kim’in (2017, Teorem 2.2) ¢arpanlara ayirma sonucu ile
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olacak sekilde [,« uzaymin bir Z boliim uzay, bir R € K, (F (X), Z) operatdrii ve bir

S € Kyp(Z, E) operatori vardir. Diger taraftan Lemma 3.1 (d)’den
f = Tf o 6X

oldugundan f = So Ro§y elde edilir. g:= R o §x olsun. Bu takdirde g € Lip,(X, Z)
oldugu agiktir. Lemma 3.1 (d)’den, g operatoriniin g = T, o §x olacak sekilde bir tek
T, lineerlesmesi oldugundan T, = R elde edilir. Boylece T, € K, (F(X),Z) olup
Teorem 4.2.1°den g € Lip,* (X,Z) elde edilir. O halde f =S o g olacak sekilde bir Z
bélim uzay, bir S € X,,,(Z,E) operatdrii ve bir g € Lip,” (X,Z) operatorii vardir.

Ayrica

Lip(f) = ||T;|| = IS o RIl < 1Sllw, IRI < [IS]l.p Lip(9)

olup ispat tamamlanir. O

Kim’in (2017, Teorem 2.3) lineer p —kompakt operatorleri, lineer sartsiz
p —kompakt ve lineer p —kompakt operatdrler vasitasiyla ¢arpanlara ayirigi sonucunu
kullanarak, Lipschitz p —kompakt operatorlerin ¢arpanlara ayrilist icin asagidaki

teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.4 p > 1, X noktali metrik uzay, E bir Banach uzayr ve f € Lip (X, E)
olsun. f € Lip(';K "(X,E) olmasi igin gerek ve yeter sart f = So g olacak sekilde [,
uzaymin bir Z bolim uzayi, S € K,,(Z,E) ve g € Lip,” (X,Z) operatorlerinin mevcut

olmasidir. Bu durumda Lip(f) < ||S||ngLip(g) dir (bkz. Kim, 2017, Teorem 2.3).

Ispat &< f = S o g ise Teorem 4.1.2’nin ispatindan Imp, (f) = S(Imyp (g)) oldugunu
biliyoruz. Hipotezler altinda Im,;;,(g) kiimesi relatif sartsiz p —kompakt boylece relatif
kompakt bir kiimedir. S lineer p —kompakt operatér oldugundan, sinirli kiimeleri relatif

p —kompakt kiimelere doniistiiriir (Sinha ve Karn, 2002). Boylece S(Imy;,(g)) relatif

p —kompakt bir kiime olup f € Lipgc P(X,E) elde edilir.
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=fe€ Lipgcp(X, E) iken Teorem 3.2.1’den Ty € K,,(F(X),E) oldugunu biliyoruz.

Kim’in (2017, Teorem 2.3) sonucunu kullanarak
Tf = S oR

olacak sekilde [, uzaymin bir Z bdliim uzay, bir R € K, (F(X), Z) operatérii ve bir
S € X, (Z,E) operatoriiniin mevecut oldugunu elde ederiz. Teorem 4.2.3’teki benzer

adimlar1 takip ederek de istenen sonucu elde ederiz. o

Bu boliimii, Lipschitz sartsiz p —kompakt operatdrlerin ideal 6zelligine sahip
oldugunu gésteren bir sonucu vererek bitirecegiz. Bu sonug, Onerme 4.1.5’teki adimlar

takip edilerek ve Teorem 4.2.1 kullanilarak ispatlanabilir.

Onerme 4.2.4 p > 1, X ve Y noktali metrik uzaylar, E ve F Banach uzaylari, h €
Lipo(Y,X) ve S € B(E, F) olsun. Eger f € Lip,” (X, E) ise Sfh € Lip,* (Y, F) dir (bkz.

Jiménez-Vargas ve ark., 2014, Onerme 2.3).

4.3. Lipschitz Serbest Zayif p —Kompakt ve Lipschitz Serbest Sartsiz
p —Kompakt Operatorler

Bu boliimde, Bolim 3.3’te verilen Lipschitz serbest p —kompakt operator
kavram1 ve Ozellikleri, zayif p —kompakt ve sartsiz p —kompakt kiimeler durumunda

ele alinacaktir.

Oncelikle Lipschitz serbest zayif p —kompakt operatér ve Lipschitz serbest
sartsiz p —kompakt operatér kavramlarini tanimlayacagiz. Belirtelim ki, bu kavramlar
Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas’in (2016) tanimladig1 Lipschitz serbest kompakt
(zay1f kompakt) operator ve Achour ve ark.nin (2019) tanimladig1 Lipschitz serbest
p —kompakt operatorler kavramlarmin zayif p —kompakt ve sartsiz p —kompakt

kiimelere uyarlanmis halleridir.

Tamim 4.3.1 (Lipschitz Serbest Zayif p —Kompakt Operator) X ve Y noktali metrik
uzaylar ve p = 1 olmak tizere f € Lipy(X,Y) operatorii verilsin. 8y o f : X = F(Y)
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operatorli Lipschitz zayif p —kompakt ise f Lipschitz serbest zayif p —kompakttir denir
(bkz. Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas, 2016, bkz. Achour ve ark., 2019).

Tamim 4.3.2 (Lipschitz Serbest Sartsiz p —Kompakt Operator) X ve Y noktali
metrik uzaylar ve p = 1 olmak iizere f € Lipy(X,Y) operatorii verilsin. éy o f : X —
F(Y) operatorii Lipschitz sartsiz p —kompakt ise f Lipschitz serbest sartsiz
p —kompakttir denir (bkz. Cabrera—Padilla ve Jiménez-Vargas, 2016, bkz. Achour ve
ark., 2019).

X ten Y ye tanimlanan tiim Lipschitz serbest sartsiz p —kompakt operatdrlerin

kiimesi FLip,” (X,Y) notasyonu ile, tiim Lipschitz serbest zayif p —kompakt

operatorlerin kiimesi de F Lipgv P(X,Y) notasyonu ile gosterilecektir.

Cabrera-Padilla ve Jiménez-Vargas’in (2016, Teorem 2.3) Lipschitz serbest
kompakt operatdrler i¢in, Achour ve ark.nin (2019, Teorem 4.2) Lipschitz serbest p —
kompakt operatorler i¢in elde ettigi karakterizasyonlarin benzeri asagidaki teoremde,
Lipschitz serbest sartsiz p —kompakt operatorler i¢in elde edilmistir. Teoremin ispati
calismadan elde edilen sonugclarla birlikte, Achour ve ark.nin (2019, Teorem 4.2) ispat

yontemi takip edilerek yapilacaktir.

Teorem 4.3.1 (bkz. Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas, 2016, Teorem 2.3, bkz.
Achour ve ark., 2019, Teorem 4.2) X ve Y noktali metrik uzaylar ve f € Lipy(X,Y)
olsun. p > 1 icin asagidakiler denktir.

(a) f Lipschitz serbest sartsiz p —kompakttir.

(b) f:F(X) - F(Y) operatorii lineer sartsiz p —kompakttir.

() f*:Y* > X* operatorii yari sartsiz p —niikleerdir.

Ispat Teoremin ispatindan dnce belirtelim ki, f € Lipg(X,Y) iken &y o f: X > F(Y)
Lipschitz operator olup, Lemma 3.1 (d)’den 6y o f = Ts,.r © 6x olarak yazilabilir ve

ayni zamanda Lemma 3.1 (b)’den f o8y = 8y o f dir. Buradan Sy o f = f o8y =

Ts, o5 © 6x olup, Lemma 3.1 (d)’den lineerlesmenin tekligi ile f = Ts, .5 elde edilir.
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(a) & (b) f Lipschitz serbest sartsiz p —kompakt ise 6y o f: X — F(Y) operatorii
Lipschitz sartsiz p —kompakttir. Teorem 4.2.1°den T .r : F(X) = F(Y) operatorii
lineer sartsiz p —kompakt olacagindan, f operatériiniin lineer sartsiz p —kompaktlig:
elde edilir. Tersine olarak, f operatorii lineer sartsiz p —kompakt ise, Ts,.; operatori
lineer sartsiz p —kompakttir. Teorem 4.2.1 ile 8y o f: X — F(Y) operatorii Lipschitz
sartsiz p —kompakt olup, f operatoriiniin Lipschitz serbest sartsiz p —kompaktlig1 elde

edilir.

(b) ve (c) siklarmin denkligini gostermek ig¢in, (3.1.1) kullanilarak elde
edilebilen (Qy)™ 1o f* o Qy = f* esitligini kullanacagiz.

(b) & (¢) f lineer operator sartsiz p —kompakt ise, onun transpozu f * operatriiniin
yar1 sartsiz p —niikleer oldugunu, Kim (2014, Teorem 2.4) ile biliyoruz. Lineer yari
sartsiz p —niikleer operatorlerin ideal ozelligi ile f* operatoriiniin yar1 sartsiz
p —niikleer oldugu elde edilir. Tersine olarak, f* operatérii yar1 sartsiz p —niikleer ise
ideal 6zelliginden, f * = Qy o f¥* o (Qy)~! yar sartsiz p —niikleer operatordiir. Bdylece
Kim’in (2014, Teorem 2.4) sonucu ile f:F(X) — F(Y) lineer sartsiz p —kompakt

operator olarak elde edilir. o

Not 4.3.1 p =1 olmak iizere E ve F Banach uzaylart T € W,(E,F) ise T" €
NVSP(F *,E*) oldugunu biliyoruz (Kim, 2019, Teorem 3.7). Bu Onermenin tersinin
dogrulugunu bilmedigimiz i¢in Teorem 4.3.1’in zayif p —kompaktlik durumu ig¢in

asagidaki teoremi elde ederiz. Teoremin ispati, Teorem 4.1.1 kullanilarak Teorem

4.3.1°e benzer olarak yapilabileceginden teoremi ispatlamaksizin verecegiz.

Teorem 4.3.2 (bkz. Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas, 2016, Teorem 2.3, bkz.
Achour ve ark., 2019, Teorem 4.2) X ve Y noktali metrik uzaylar ve f € Lipy(X,Y)

olsun. p > 1 i¢in asagida verilenler denktir.

(a) f Lipschitz serbest zayif p —kompakttir.

(b) f:F(X) — F(Y) operatorii lineer zayif p —kompakttir.
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FLipy ve FLip¥ notasyonlar1 sirasiyla, Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas’m
(2016, Tanim 2.1) tanimlamis oldugu Lipschitz serbest zayif kompakt ve Lipschitz

serbest kompakt operatorlerin kiimesini gosterecektir.

p —kompakt, sartsiz p —kompakt, zayif p —kompakt, kompakt ve zayif kompakt
kiimeler arasindaki iligkiler ve ilgili tanimlar gbz Oniine alinirsa asagidaki sonug elde

edilir.

Onerme 4.3.1 1 < p < q olmak iizere

FLips?  FLip c FLipy? < FLipl,

TLingp c FLip,? < FLip} < FLipy,

TLingp C FlLip,? c TLipZVp c TLipZVq c FLipy

kapsamalari elde edilir.

Asagidaki 6nerme zayif p —kompakt kiimeler ile iligkili olarak tanimlanan iki
Lipschitz operator smifi arasindaki iliskiyi gostermektedir. Onermenin ispati Achour ve

ark.nm (2019, Onerme 4.6) ispat adimlari takip edilerek yapilacaktir.

Onerme 4.3.2 p > 1 olmak iizere TLipZV P c Lipgv P dir (bkz. Achour ve ark. 2019,
Onerme 4.6).

Ispat X noktali metrik uzay, E bir Banach uzayr ve p > 1 olmak iizere f €
TLipZV P(X,E) olsun. Bu takdirde, &z f:X — F(E) Lipschitz zayif p —kompakt
operator olacagindan I'my;, (6g ° f) kiimesi relatif zayif p —kompakttir. Diger taraftan,
Cabrera-Padilla ve Jiménez-Vargas’m (2016, Onerme 2.2) ispatindan, S (Ile-p (6g ©
f)) = Imy,(f) esitligi yazilabilir. g smirh lineer bir operatér oldugundan, Not

4.1.2°den Imy;, (f) kiimesi relatif zayif p —kompakt olur. Boylece f € Lip::/p (X,E)

olup F Lipgv P c Lipgv P elde edilir. O
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Onerme 4.3.2°deki benzer adimlar relatif sartsiz p —kompakt kiimeler icinde

benzer sekilde calisacagindan asagidaki dnermeyi ispatini1 yapmaksizin verecegiz.

Onerme 4.3.3 p > 1 olsun. Bu takdirde, FLip,” C Lip,” dir (bkz. Achour ve ark.
2019, Onerme 4.6).

Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas (2016, Onerme 2.6) Lipschitz serbest
kompakt (zayif kompakt) operatorlerin ideal 6zelligini gosteren bir sonug, Achour ve
ark. da (2019, Teorem 4.8) Lipschitz serbest p —kompakt operatorlerin ideal 6zelligini
gosteren bir sonu¢ elde etmislerdir. Asagidaki teoremlerde bu sonuglarin, sartsiz
p —kompakt ve =zayif p —kompakt kiimeler i¢in versiyonlar1 elde edilmistir.
Teoremlerin ispati ¢alismadan elde edilen sonuglar kullanilarak, Cabrera—Padilla ve
Jiménez—Vargas’mm (2016, Onerme 2.6) (aym zamanda, Achour ve ark.nin, 2019,

Teorem 4.8) ispat metodu takip edilerek yapilacaktir.

Teorem 4.3.3 (ideal ézelligi) X,Y,Z,W noktali metrik uzaylar ve p > 1 olmak iizere
eger R € Lipy(X,Y), f€FLip,"(Y,Z)ve SE€Lipy(Z,W) ise SofoRE
FLipy® (X,W) dir (bkz. Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas, 2016, Onerme 2.6, bkz.
Achour ve ark., 2019, Teorem 4.8).

ispat SfR : F(X) — F(W) lineer operatoriiniin sartsiz p —kompakt oldugunu
gosterirsek Teorem 4.3.1 ile So f o R € FLip,? (X,W) oldugunu gdstermis oluruz.
f € FLip? (Y,Z) oldugundan Teorem 4.3.1’den f € Kup(F (), F(Z)) dir. Ky
sinifinin ideal zelliginden S o f o R € 3, (F(X), F(W)) olur. Diger taraftan Lemma
3.1 (b)’den

RoSy=6y0R ve foSy=08,0f ve So8,=8y0S 4.3.1)
Ve
SFR o8y =8y o (SofoR) (4.3.2)

esitlikleri yazilabilir. Boylece (4.3.2) esitliginde, (4.3.1) esitlikleri kullanilirsa
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A~

6Wo(SofoR):§O6ZofoR:§ofo6yoR :Sofoﬁoé‘X

elde edilir. Lemma 3.1 (b) goz 6niine alimrsa SFR = So foR oldugu goriiliir.

Boylece SfR € X, (F(X), F(W)) elde edilir ve ispat tamamlanir. o

Teorem 4.3.3’teki benzer adimlar, relatif sartsiz p —kompakt kiimeler iginde

benzer sekilde ¢alisacagindan asagidaki teoremi ispatini yapmaksizin verecegiz.

Teorem 4.3.4 (ideal Ozelligi) X,Y,Z, W noktali metrik uzaylar ve p > 1 olmak iizere
eger R € Lipy(X,Y), fE€ ?’Lipgvp(Y,Z) ve SELipg(Z,W) 1ise SofoRE

TLip:;V P(X,W) dir (bkz. Cabrera—Padilla ve Jiménez—Vargas, 2016, Onerme 2.6, bkz.
Achour ve ark., 2019, Teorem 4.8).

4.4. Majorizasyonlar Kullamlarak Lipschitz Operatorler icin Elde Edilen Baz

Sonuclar

Bu boéliimde, Bolim 4.1 ve Boliim 4.2°de elde edilen sonuglarin bir kismi,
Bolim 3.4’te verilen majorizasyon sonuclart ile degerlendirilerek bazi sonuglar elde

edilecektir.

Asagidaki 6nerme, Onerme 3.4.6’nin p —kompakt, zayif p —kompakt ve sartsiz
p —kompakt kiimeler iizerine uyarlanmasi olarak verilecektir. Onermenin ispati
calismamizdan elde edilen sonuclar ve Sahraoui’nin (2021, Onerme 3.1.3) ispatinda

oldugu gibi Barnes’1n (2004, Onerme 6) sonucu kullanilarak yapilacaktir.

Onerme 4.4.1 (bkz. Barnes, 2004, Onerme 6, bkz. Sahraoui, 2021, Onerme 3.1.3) X
noktali metrik uzay, E ve F Banach uzaylan, f € Lipy(X,E) ve g € Lipy(X, F) olsun
Oyle ki f operatoriiniin lineerlesmesi T, g operatoriiniin lineerlesmesi T, operatoriinii

majorize etsin. Bu takdirde,

a) f operatorii Lipschitz p —kompakt ise g operatorii de Lipschitz p —kompakttir.
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b) f operatorii Lipschitz zayif p —kompakt ise g operatorii de Lipschitz zayif
p —kompakttir.

¢) f operatorii Lipschitz sartsiz p —kompakt ise g operatorii de Lipschitz sartsiz

p —kompakttir.

Ispat a) Kabul edelim ki Ty operatorii T, operatoriinii majorize etsin ve f operatorii
Lipschitz p —kompakt olsun. Teorem 3.2.1°den Ty operatorii p —kompakttir ve Onerme
34.1den T, =V oT; olacak sekilde V € B(W, F) operatori vardir. Tf
operatorii p —kompakt oldugundan ve p —kompakt lineer operatorlerin ideal
ozelliginden T, operatorii de p —kompakttir. Boylece Teorem 3.2.1°den g operatorii de

Lipschitz p —kompakttir.

b) Teorem 4.1.1 ve Onerme 3.4.1 kullanilarak (a) sikkina benzer sekilde ispatlanir.

¢) Teorem 4.2.1 ve Onerme 3.4.1 kullanilarak (a) sikkina benzer sekilde ispatlanir. o

Onerme 4.4.2 p > 1, X,Y noktali metrik uzaylar, E Banach uzay1, f € Lip,(X,E) ve

g € Lipy(Y, E) olsun ve ¢ operatérii g¢ operatoriinii majorize etsin. Bu takdirde,
a) f operatorii Lipschitz p —kompakt ise g operatorii de Lipschitz p —kompakttir.

b) f operatorii Lipschitz sartsiz p —kompakt ise g operatdrii de Lipschitz sartsiz
p —kompakttir.

Ispat a) f Lipschitz p —kompakt ise, Teorem 3.2.2°den f%: E* — X¥ yar1 p —niikleer
operatordiir. O halde Tanim 2.3.7°den, her e* € E* igin

Lip(ft(e") < (S lx (€))7 @4

olacak sekilde bir (x;;), € [,(E**) vardir. Diger taraftan f*:E* — X* operatorii

gt E* — Y* operatdriinii majorize ettiginden Tanim 3.4.1°den, her e* € E* igin

Lip(gt(e*)) < MLip(ft(e")) (4.4.2)
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olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. (4.4.1) ve (4.4.2)’den, her e* € E™ igin
1
Lip(gt(eM) < (Erill(Mx;) (eM)IP)»

elde edilir. Diger taraftan (Mx;"),, € 1,(E**) olacagindan Tanim 2.3.7 ile g* de yan
p —niikleer operator olur. Teorem 3.2.2 ile de g operatdriiniin Lipschitz p —kompakt

oldugu elde edilir.

b) f Lipschitz sartsiz p —kompakt ise, Onerme 4.2.2’den f*:E* — X* yan sartsiz
p —niikleer operatordiir. O halde Tanim 2.3.8’den, her e* € E* i¢in

Lip(Ft(e") < (T2l (eM)[P)? (4.4.3)

olacak sekilde bir (x;;"), € I4(E™) vardir. Diger taraftan f':E* — X* operatorii

gt E* — Y*# operatdriinii majorize ettiginden Tanim 3.4.1°den, her e* € E* igin

Lip(gt(e)) < MLip(ft(e")) (4.4.4)

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. (4.4.3) ve (4.4.4)’den her e* € E™ icin

Lip(g°(e") < (2, | (M) (e PYp

olur. Diger taraftan (Mx;;"),, € I3(E™) olacagindan Tanim 2.3.8 ile g* de yan sartsiz
p —niikleer operatdr olur. Onerme 4.2.2 ile de g operatdriiniin Lipschitz sartsiz

p —kompakt oldugu elde edilir. o

Not 4.4.1 Onerme 4.1.1 gerek ve yeter sart olarak elde edilemedigi igin, Onerme

4.4.2°den elde edilen sonuglar zayif p —kompakt kiimeler iizerinde verilememistir.

Onerme 4.4.3 p > 1, X,Y noktali metrik uzaylar, E bir Banach uzay1, f € Lipy(X,E)
ve g € Lipy(Y,E) olsun. Eger f! operatérii yar1 zayif p —niikleer ve g* operatoriinii

majorize ediyor ise g* operatérii de yar1 zayif p —niikleerdir.
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Ispat ft:E* — X* operatorii gt: E* — X* operatoriini majorize ediyorsa Tanim

3.4.1°den, her e* € E” igin

Lip(g*(e)) < MLip(ft(e")

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. f* yar1 zayif p —niikleer operatoér oldugundan
Tanim 2.3.7°den, her e* € E* icin

Lip(Ft(e") < (T4l (eM) [Py

olacak sekilde bir (x5,"),, € Ly (E™") vardir. Boylece, her e* € E* igin

Lip(gt(e") < M(EZolxi () P) = (55| (M) ()P

olup (Mx;"), € 1) (E*) oldugundan Tanim 2.3.7°den g° de yar1 zayif p —niikleer

operatdr olur. O
Onerme 4.4.3’{in bir sonucu olarak asagidaki Snermeyi elde ederiz.

Onerme 4.4.4 p > 1, X, Y noktali metrik uzaylar, E bir Banach uzayi, f € Lipy(X, E),
g € Lipo(Y, E) ve Imy;;,(g) < Imy;,(f) olsun. Eger f* yari zayif p —niikleer operatér

ise g* de yar1 zayif p —niikleer operatordiir.

Ispat Imyi,(g) © Imy;, (f) oldugundan Teorem 3.4.2°den f* operatérii g¢ operatdriinii
majorize eder. Ayrica f¢ yari zayif p —niikleer operatdr oldugundan, ispat Onerme

4.4.3’1in ispatindan takip edilir. o

Asagidaki Gnerme, Onerme 3.4.6°da (Sahraoui, 2021, Onerme 3.1.3) T
operatoriiniin T, operatoriinii majorize etmesi sartim, f operatdriiniin g operatoriinii

majorize etmesi sartt ile degistirdigimizde de ayni sonucun elde edilebilecegini

gostermektedir. Onermenin ispati, Sahraoui’nin (2021, Teorem 3.1.1 (a)), Vargas ve
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ark.nin (2014, Onerme 3.5 ve Onerme 3.4) ve Barnes’in (2004, Onerme 8) sonuglari

kullanilarak yapilacaktir.

Onerme 4.4.5 X noktali metrik uzay, E ve F Banach uzaylan, f € Lipy(X,E) ve
g € Lipy(X,F) olsun ve f operatorii g operatoriinii majorize etsin. Eger f Lipschitz
(zayif) kompakt ise g de Lipschitz (zayif) kompakttir (bkz. Sahraoui, 2021, Onerme
3.1.3).

Ispat f operatorii g operatdriinii majorize ettiginden Teorem 3.4.2°den R(g%) € R(fY)
olur. f Lipschitz (zayif) kompakt oldugundan Onerme 3.1.5’ten f! (zayif) kompakt
operatdrdiir. O halde Onerme 3.4.3 geregince g° (zayif) kompakt operatdr ve Onerme

3.1.5 geregince de g operatorii Lipschitz (zayif) kompakttir. O
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez calismasinda, Lipschitz zayif kompakt operatdrlerin giiglii bir versiyonu
olarak Lipschitz zayif p —kompakt operatorler ve Lipschitz p —kompakt operatdrlerin
zayif bir versiyonu olarak da Lipschitz sartsiz p —kompakt operatorler {izerine
calisilmigtir. Banach uzaylari arasinda tanimlanan bu operatér siniflarinin sirasiyla,
lineer zayif p —kompakt ve lineer sartsiz p —kompakt operatorlerin dogal bir
genislemesi oldugu ve dolayisiyla lineer durumda mevcut olan bazi ozelliklerin
Lipschitz durumuna tasinabildigi gézlemlenmistir. Bu baglamda, noktali bir metrik
uzaydan Banach uzayina tanimlanan ve baz noktasin1 koruyan bir Lipschitz operator
icin agagidaki sonuglar elde edilmistir.

Lipschitz operatoriin zayif p —kompaktlig1 ile operatoriin lineerlesmesinin zay1f
p —kompakthiginin denk oldugu (Teorem 4.1.1), Lipschitz zayif p —kompakt
operatorlin, bir bolim uzayr ve zayif p —kompakt lineer bir operatdr vasitasiyla
carpanlara ayrilabildigi (Teorem 4.1.2), Lipschitz zayif p —kompakt operatoriin
Lipschitz transpozunun yari zayif p —niikleer operatér oldugu (Onerme 4.1.1) ve
Lipschitz zayif p —kompakt operatdriin ideal 6zelligine sahip oldugu (Onerme 4.1.5)
sonuglar1 elde edilmistir.

Lipschitz operatdriin sartsiz p —kompaktlig1 ile operatdriin lineerlesmesinin
sartsiz p —kompakliginin denk oldugu (Teorem 4.2.1), Lipschitz operatoriin sartsiz
p —kompaktlig1 ile Lipschitz transpozunun yari sartsiz p —niikleerliginin denk oldugu
(Onerme 4.2.2), Lipschitz sartsiz p —kompakt operatdriin, bir boliim uzay1 ve sartsiz
p —kompakt lineer bir operator vasitasiyla ¢arpanlara ayrilabildigi (Teorem 4.2.3) ve
Lipschitz sartsiz p —kompakt operatdriin ideal dzelligine sahip oldugu (Onerme 4.2.4)
sonuglar1 elde edilmistir.

Noktal1 iki metrik uzay arasinda tanimlanan ve baz noktasini koruyan bir
Lipschitz operatdr i¢in, operatdriin Lipschitz serbest sartsiz p —kompakthigr ve
Lipschitz serbest zayif p —kompaktlig1 ile ilgili karakterizasyonlar (sirastyla, Teorem
4.3.1 ve Teorem 4.3.2) elde edilmistir. Ayrica Lipschitz serbest zayif p —kompakt
operatdriin Lipschitz zayif p —kompakt oldugu (Onerme 4.3.2) ve Lipschitz serbest

sartsiz p —kompakt operatdriin Lipschitz sartsiz p —kompakt oldugu sonucu (Onerme
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4.3.3) elde edilmistir. Ayn1 zamanda Lipschitz serbest sartsiz p —kompakt ve Lipschitz
serbest zayif p —kompakt operatorlerin ideal ozelligine sahip olduklar1 sonuglari
(swrastyla, Teorem 4.3.3 ve Teorem 4.3.4) elde edilmistir.

Son olarak birinin lineerlesmesi digerinin lineerlesmesini majorize eden iki
Lipschitz operator verildiginde, operatorler arasindaki Lipschitz p —kompakt, Lipschitz
zayif p —kompakt ve Lipschitz sartsiz p —kompaktlik iligkilerini gdsteren bir sonug
(Onerme 4.4.1) elde edilmistir. Lineerlesme yerine Lipschitz transpoz alinmasi
durumunda da benzer iliskilerin kismen elde edilebildigini gosteren bir sonu¢ (Onerme

4.4.2) verilmistir.

5.2. Oneriler

Bu calismada, Achour ve ark.nin (2019) tanimlamis ve calismis oldugu
Lipschitz lokal olarak p —kompakt operatér kavrami ve bu operatore ait 6zelliklere ve
bu operatoriin zayif p —kompakt, sartsiz p —kompakt kiimeler i¢in tanimlanabilecek
versiyonlarma deginilmemistir. Konu ile ilgilenen arastirmacilar, belirtilen operator
smiflar1 lizerine ¢alisarak bu siniflarin 6zelliklerini ve tez ¢alismasinda verilen operator

siniflar ile aralarindaki iligkileri inceleyebilirler.
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