T.C.
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

IKi BOYUTLU RASYONEL BIR FARK DENKLEM SIiSTEMININ NiTEL
INCELEMESI

Merve KAYHAN

YUKSEK LISANS TEZI
Matematik Anabilim Dal

Subat - 2022
KONYA
Her Hakki Sakhidir



TEZ KABUL VE ONAYI

Merve KAYHAN tarafindan hazirlanan "IKI BOYUTLU RASYONEL BIR FARK
DENKLEM SISTEMININ NITEL INCELEMESI" adli tez ¢alismas1 18/02/2022 tarihinde
asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri En-
stitiisii Matematik Anabilim Dali’'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Baskan
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI

Danisman
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Uye
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA

Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun .../.../2022 giin ve .......... sayili
karariyla onaylanmustir.

Prof. Dr. Ibrahim KALAYCI
FBE Midiirii

i



TEZ BILDIRIMI

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar cercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢aligmada bana ait olmayan

her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and presented in
accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as required by
these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and results that are not

original to this work.

Merve KAYHAN
Tarih: 18/02/2022

il



OZET

YUKSEK LISANS TEZI

IKIi BOYUTLU RASYONEL BIR FARK DENKLEM SISTEMININ NITEL
INCELEMESI

Merve KAYHAN

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

2022, 47 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI
Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA

Bu calisma beg boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde; fark denklemlerinin ve sistemlerinin 6neminden ve gelisiminden bahsedildi.

Ikinci boliimde; fark denklemleri ve fark denklem sistemleri iizerine yaymlanmis bazi calismalar
hakkinda bir literatiir 6zeti sunuldu.

Ugiincii boliimde; fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili baz1 genel tanim ve teoremlere
yer verildi.

Dérdiincii bolimde; o, £, ai, b, (i = 1,2), parametremeleri ve x_j;, y_;, (¢ = 0, 1), baslangic
sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

oot B1Yn—1 Yer = az + Porn 1 n—01
n+1 a1+b1yn ) n+1 &2+b2l‘n ) gy Ly eeey

rasyonel fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerin sinirlilig1 ve direncliligi, pozitif denge noktasinin varligi
ve tekligi, pozitif denge noktasinin lokal ve global asimptotik kararlili8i, tek pozitif denge noktasina yakinsayan
bir ¢oziimiin yakinsaklik hizi, sinirsiz ¢oziimlerin varligt ve ¢oziimlerin periyodikligi incelendi.
Besinci boliimde; ¢caligmaya dair sonug ve nerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Denge noktasi, global asimptotik kararlilik, lokal asimptotik kararlilik, periyo-

diklik, rasyonel fark denklemi, sinirlilik ve direnglilik, yakinsaklik hiz1.
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ABSTRACT

MS THESIS

QUALITATIVE STUDY OF A TWO-DIMENSIONAL SYSTEM OF RATIONAL
DIFFERENCE EQUATIONS

Merve KAYHAN

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Adyvisor: Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

2022, 47 Pages

Jury
Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI
Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA

This study consists of five sections.

In the first section, the importance and development of difference equations and systems were men-
tioned.

In the second section, some published studies on difference equations and systems of difference equa-
tions a literature review on the subject is presented.

In the third section, some general definitions and theorems about difference equations and systems of
difference equations are mentioned.

In the fourth section, the system of rational difference equations

oot B1Yn—1 R + B2xn—1 ne01
n+1 a1+b1yn ) In+1 a2+b2$n ) g Ly eeey

where the parameters o, 5;, a;, b;, (i = 1,2), and the initial conditions z_;, y_;, (j = 0, 1), are positive

real numbers, existence and uniqueness of positive equilibrium point, local and global asymptotic stability



of positive equilibrium point, rate of convergence of a solution converging to the unique positive equilibrium
point, existence of unbounded solutions and the periodicity has been investigated.

In the fifth section, the conclusions and recommendations of the study are mentioned.

Keywords: Boundedness and persistence, equilibrium point, globally asymptotically stability, locally

asymptotically stability, periodicity, rate of convergence, rational difference equations.
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1. GIRIS

Fark denklemi, bir veya daha ¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagim-
s1z degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir. Fonksiyonel denklemler olarak da isim-
lendirilen fark denklemleri, diferansiyel denklemler ile benzerlik gosterirler. Fakat inceleme
stireci yoniinden, diferansiyel denklemlerden daha yenidir. Diferansiyel denklemler 200
yil1 asan bir siirede incelendigi halde, fark denklemler 100 yillik bir inceleme siirecinde
sistematik hale gelmistir. Diferansiyel denklemlerin bilimsel 6nermesinde “dogada kopuk-
luklar yoktur” yanlig varsayimina yer verilmistir. Bu eski hipoteze gore, fiziksel olaylarin
matematiksel modeli, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade edilmistir.
Bu nedenle diferansiyel denklemler, fizik bilimine 6zgii matematiksel ifadeler olarak kabul
edilmigtir. Fakat 20. yiizy1l baglarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide goriilen genetik
olaylarindaki gelismeler, tiim doga olaylarinin, siireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegini
gostermistir. Eski yunanlilara gore, doga olaylarinda goriilen siireklilik ile kesiklilik arasin-
daki zitlasma, dogadaki siirekliligin bir aldatmacasidir. Giintimiizde diferansiyel denklem-
lerde goriilen siireksizlik halleri, fark denklemleri kullanilarak ortadan kaldirilmak isten-
mistir (Catal, 2004).

Fark denklemleri sadece diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil, ayn1
zamanda biyoloji, miihendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda ortaya
cikan matematiksel modellerde ya dogrudan ya da dolayli olarak yer alir. Bu denklem-
lerde bagimsiz degisken tam sayilar iizerinde tanimlanir. Dolayisiyla fark denklemlerinde
tiirev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun farklar1 bulunur (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
Yiiksek mertebeden lineer olmayan fark denklemleri, sistemin (n + 1). neslinin (veya duru-
munun) énceki n. nesile (veya duruma) bagl oldugu uygulamalarda biiyiik 6nem tagsir (Kocic
ve Ladas, 1993).

Sonlu fark iglemleri Newton ile yayilmaya baslamis, Poincaré’ e kadar uzanmstir,
Boole ile zirveye ulasmistir. Daha sonra Laplace fark denklemleri iizerinde ¢alismistir. 1825
yilindan 6nce dogrusal fark denklemleri ele alinmamisken 1885 yilinda Poincaré ile dogrusal
fark denklem teorisine girilmig, Lagrange dogrusal diferansiyel denklemin sabit katsayili
olmast durumunda ¢oziimiinii elde etmis, Guichard 1887°de ikinci yandaki fonksiyonun

polinom olmas1 durumundaki ¢oziimiinii incelemis, Gelgrun asimptotik ¢oziimler iizerinde



calismig, Birkhoff ve Carmichael bu calismalar1 genisletmislerdir. Liouville ve Sturm ik-
inci mertebeden self adjoint dogrusal diferansiyel operatoriiniin iizerinde ¢alismalar yapmis
ve kendi isimleri ile anilan Sturm-Liouville fark denkleminin ¢oziimiinii ifade etmislerdir
(Catal,2004). March Artznouni, degisken katsayili dogrusal fark denkleminin asimptotik is-
tel ¢oziimlerinin 6zelliklerini gelistirmis; Hooker, Riccati denklemini gelistirmis; Popenda,
ikinci mertebeden fark denkleminin osilasyonlu ve osilasyonsuz durumlarindaki teoremleri
gelistirmis ve c¢oziimleri i¢in bazi atiflarda bulunmustur (Artznouni, 1987; Hooker, 1987;
Popenda, 1987a; Popenda, 1987b). Kaczorek, n’inci mertebeden homojen olmayan degisken
katsayili dogrusal fark denkleminin implicit formdaki ¢6ztimlerini vermistir (Kaczorek, 1985).
Abramov, polinom katsayil1 keyfi dereceli fark denklemlerin rasyonel ¢éziimlerini vermistir
(Abramov, 1989). Tuzik, degisken katsay1li konvoliisyon tipteki fark denklemlerin ¢oziilebilir-
ligine deginmistir (Tuzik, 1989). Kocic ve Ladas yiiksek mertebeden lineer olmayan fark
denklemlerinin global davraniglarina ve uygulamalarina deginmistir (Kocic ve Ladas, 1993).
Bu calismada iki boyutlu lineer olmayan rasyonel bir fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin
kararlili@1 ve siirliligi, global davraniglarinin sistematik hareketi, ¢oziimlerinin dogal peri-

yodikligi gibi nitel incelemeleri amag¢lanmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde bu tez calismasi yapilirken yararlanilan ya da tez ¢alismasiyla iligkili

olan yayinlanmis bazi makaleler tanitilacaktir.
2.1. Fark Denklemleri Uzerine Yaymlanms Makaleler

Gibbons ve arkadaslari (2000), bu calismalarinda

+ DYy
gy = 2Bt 2.1)

Y+ Yn
fark denkleminin ¢6zlimiiniin nitel davraniglarini gosterdiler.

Xianyi ve Deming (2003), bu ¢alismalarinda

TpTpn_1+ a
Tpp1 = —————, n €N, (2.2)
e i S |

rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerinin yar1 dongii analizini yaparak global asimptotik karar-
11181 i¢in yeter kosullar: verdiler.

Zhou ve Zhou (2003), bu ¢alismalarinda

2(n+1) = x(n) exp {r(n) (1 - ;((Z)))} n € No, (2.3)

ayrik lojistik denklemi ele aldilar. Burada r(n) ve K(n) pozitif w—periyodik dizilerdir.
Pozitif ve global asimptotik kararli bir global ¢6ziimiin varliginin gerekli sartlar1 sagladigini
karsit 6rnek vererek gosterdiler.

Xianyi ve Deming (2004), bu calismalarinda (2.2) denkleminin bir genellestirmesi

olarak

TpTp—2 +a Tp—1Tpn-2 +a
Tpy1 = ————— V€ Tpi=—"—"96H"—"— n €Ny, 2.4)
+ +
T, + Tn—2 Tn—1 + Tp—2

rasyonel fark denklemlerinin pozitif denge noktalarinin global kararliliklart i¢in yeter kosullar
verdiler.

Camouzis ve arkadaslar1 (2007), bu calismalarinda negatif olmayan keyfi baglangic
sartlar1 ve pozitif parametrelere sahip olan

5$n—2 + Tp-3

N 2.5
A+Xn_3 ) n & Ny, ( )

Tpt1 =



fark denkleminin ¢6ziimlerinin global davraniglarini incelediler. Sifir denge noktasinin global
asimptotik kararlilig1 icin gerek ve yeter sartlar1 elde ettiler. Ayrica pozitif denge noktasini
arastirdilar ve pozitif parametrelerin bolgelerini buldular. Pozitif denge noktasinin parame-
trelerinin bulundugu bolgenin tiim pozitif ¢oziimlerinin global ¢ekimliligini arastirdilar.

Abu-Sarris ve arkadaslar1 (2008), bu calismalarinda a > 0 i¢in

TpnThn_kr + a
g1 = L2 n e Ny, (2.6)
Tp + Tp—k

denkleminin tek pozitif denge noktasi olan T = ,/a noktasinin global asimptotik kararli
oldugunu gosterdiler.

El-Metwally ve arkadaslar1 (2008), bu calismalarinda asagida verilen fark denk-
leminin pozitif ¢oziimlerinin periyodik karakterini, global kararliligin1 ve dogal sinirliligini

calistilar.
Tpy1 = @+ Br,_e”™,  n € N, (2.7)

Verilen (2.7) fark denkleminin ¢oziimlerinin ilging olmasinin yani sira aym1 zamanda bir
niifus modeli olarak tanimlanabilecegini buldular.

Elsayed (2011), bu calismasinda baglangi¢ sartlar1 sifirdan farkli gercel sayilar olan

Tp—3
+1+ Tn—1TLp—3 ’

Tptl = n € Ny, (2.8)

fark denkleminin ¢oziimlerini inceledi.
Tasdemir ve Erdogan Tasdemir (2020), bu calismalarinda A parametresi ve baslan-

gi¢ sartlar pozitif reel sayilar olmak iizere,
Tyl = Tp-1Tp—2 + Aa nc NO7 (29)

fark denkleminin denge noktalarinin lokal asimptotik kararlili§ini ve ¢oziimlerinin yakinsak-

ligin1 aragtirdilar.
2.2. Fark Denklem Sistemleri Uzerine Yaymlanms Makaleler

Clarck ve Kulenovi¢ (2002), bu ¢alismalarinda a, b, ¢, d keyfi pozitif reel sayilar ve

X0, Yo baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,

Ty o

Tpi1 = n € Ny, (2.10)



fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik davranisini ve global kararliligini arastirdilar.
Yalcinkaya ve arkadaslar: (2008), bu ¢alismalarinda a € (0, 00) i¢in

Zntn—l +a o tnzn—l +a

y o Upy1 = ) € N, 2.11
Zn + tn1 H ty + 2n—1 " 0 ( )

Zn4l =

fark denklem sisteminin global asimptotik kararlilif1 i¢in yeter kosullar belirlediler.
Das ve Bayram (2010), bu calismalarinda x5, x_1, 9, Y_2, Y_1, Yo baslangi¢ sartlar

pozitif reel sayilar olan

Ty + Yn—2 Yn + Tn—2
Tpy1 = ————— Ypp1 = ——, N € Ny, 2.12
+1 Tntma + 1 Yn+1 Undma + 1 0 ( )

(2.12) fark denklem sisteminin kararliligini arastirdilar.
Kurbanh ve arkadaslar1 (2011), bu ¢alismalarinda baglangi¢ sartlar1 reel sayilar
olmak tizere,

Tp—1 + Yn o Yn—1 + Tn

9 Yn+1 = ) nc N07 (213)
YnTn—-1 — 1 TnYn—1 — 1

Tnt1 =

rasyonel fark denklem sisteminin her ¢6ziimiiniin 6 periyotlu oldugunu gosterdiler.
Berg ve Stevi¢ (2011), bu calismalarinda u, ve v, reel baglangi¢ sartlart ve n € Ny

olmak tizere,

/UTL un
Unp, = s Unp, = 5
T T, T 1 4w,
Un Un (2.14)
Unp+1 = y  Untl = ) .
T, T 11,
Up, Uy,
Upt1 = y  Ung1 =
T, T,
fark denklem sistemlerinin
T
Tpy1 = 2.15
L gy (2.15)

Riccati fark denkleminin genel ¢6ziimii yardimiyla acik olarak ¢oziilebilecegini gosterdiler
ve bu sistemlerin asimptotik davraniglarini incelediler.

Papashinopoulos ve arkadaslar1 (2011), bu calismalarinda
Tpi1 =a+br, 17, ypi1 =c+dy,—1e”"™, n €Ny, (2.16)

fark denklem sistemlerinin pozitif ¢éziimlerinin sinirliligini, kararlilifini ve asimptotik davra-
nigint incelediler. (2.16) denkleminde a, b, ¢, d pozitif sabitler ve baglangi¢ sartlart x_q, x,

Y_1, Yo pozitif reel sayilardir.



Papaschinopoulos ve Schinas (2012), bu calismalarinda; a, b, ¢, d pozitif sabitleri

ve r_1, To, Y_1, Yo baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olan

Tpi1=a+ by, 17", yp1 =c+dr,_ 17, n €Ny,
2.17)

Tpy1 = a+ by, 1™, ypp1 =c+dr,_1e™, n €Ny,

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin asimptotik davraniglarini ¢aligtilar.
Stevi¢ (2012), bu ¢alismasinda xy ve yq reel baslangi¢ sartlari, w,,, v, wy,, s, dizi-

lerinin herbiri x,, ve y,, dizilerinden biri olmak {izere,

Unp Wn,

1to, 710,

,  n &€ Ny, (2.18)

Tnt1 =

sisteminin on alt1 olas1 durumundan on dort tanesi i¢in ¢oziilebilir oldugunu gosterdi.
Tollu ve arkadaslar: (2013), bu calismalarinda Riccati fark denkleminin iki 6zel hali

olan

1

—_— N, 2.19
1+xn ) nc 0> ( )

Tnt1 = 5 Yn+1 =

fark denklem sisteminin genel ¢éziimlerini Fibonacci sayilariyla iliskilendirerek verdiler.

Yazlik ve arkadaslari (2013), bu calismalarinda

Tpo1 1 n—1 Lt 1
a1 = 22y = e, (2.20)
YnTp—1 TnlYn—1

fark denklem sisteminin ¢éziimlerini Padovan sayilariyla iligkilendirerek ifade ettiler ve bul-
duklar1 formiilleri kullanarak bu sistemlerin biitiin ¢6ziimlerinin tek bir noktaya yakinsadigini
gosterdiler. Ayrica bu sistemler icin ¢oziimleri tanimsiz kilan baslangi¢ sartlarinin kiimelerini
belirlediler.

El-Metwally (2013), bu calismasinda x5, x_1, xg, y_2, Yy_1, Yo baslangic sartlar
sifirdan farkli olmak iizere,

Tn-1Yn TnYn—1

_ : Y = —— € Ny, 2.21
ixn—l + Yn—2 Y j:yn—l + Tp—2 " ‘ ( )

T

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini arastirdi ve bu ¢o6ziimlerin baz1 6zelliklerini inceledi.
Din (2013), bu calismasinda verilen ayrik bir Lotka-Volterra modelinin denge nok-
talarini,

aty, — BTy _ O0Yn + ETYn

) n+1 — , n € Ny, 2.22
1+, Yn+1 [ 0 (2.22)

Tp1 =
denge noktalarinin global asimptotik kararliligini ve global davranigini inceledi.

6



Verilen (2.22) fark denklem sisteminde «, 3,7,0,,7 € RT ve baglangi¢ sartlari
X, Yo pozitif reel sayilardir. Ayrica tek pozitif denge noktasinin verilen ¢oziime yakinsama
hizini arastirdi.

Din ve Elsayed (2014), bu calismalarinda
Tnt1 = @+ BTn +7Tp1e™", Yoy =0+ eYn + (Ynre” ™, n € No, (2.23)

verilen (2.23) ayrik zamanli popiilasyon modelinin nitel davranigini incelediler. Burada o,
B, v, 0, €, ( parametreleri ve zg, x_1, Yo, y_1 baslangi¢ sartlarin1 pozitif reel sayilar olarak
aldilar. Devaminda ise bu modelin pozitif denge noktasinin tekligini, varligini, siirhilik
karakterini, siirekliligini, lokal asimptotik kararliligini, tek pozitif denge noktasinin yakin-
saklik hizin1 ve global davranigin1 gosterdiler. Teorik sonuclar1 bazi niimerik 6rnekler ile
desteklediler.

Din ve ark. (2014), bu ¢alismalarinda x, x_1, yo, y—1 baslangic sartlar1 pozitif reel

sayilar ve i € 1,2 i¢in a;, b|i, oy, 3; reel pozitif parametreler olan

(03] + len—l a2 + BQyn—l
Gpog = L PLmml = 22T P2l 2.24
1 ay + blyn Ynt1 as + ngn ( )

ikinci mertebeden rasyonel bir fark denklem sisteminin nitel davraniglarini aragtirdilar. Daha
acik ifade edersek simirliligini ve direncliligini, pozitif denge noktasinin varligini ve tekligini,
lokal ve global asimptotik kararliligini, tek pozitif denge noktasina yakinsayan ¢oziimlerin
yakinsama hizini, sinirsiz ¢oziimlerinin varligini ve dogal periyodikilgini arastirdilar.

Khan ve arkadaslar: (2014), bu ¢aligsmalarinda

AYn—3 o ATp—3
5 Ynt1 =

3 3
B+l zni B+ 7 1 yn—i
=0 =0

, neN, (2.25)

Tpt1 =

verilen dordiincii mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin nitel davranigini incelediler.
Daha agik ifade edilirse lokal asimptotik kararliligini, denge noktasinin tekligini, global
karakterini ve verilen sistemin pozitif ¢oziimlerinin yakinsama hizin1 incelediler. Teorik
sonuglarin dogrulanmasi i¢in bazi sayisal ornekler ile desteklediler.

Tollu ve arkadaslar: (2014), x, ve y, reel baslangi¢ sartlari, p,,, ¢, 7, S, dizilerinin

her biri x,, ve y,, dizilerinden biri olmak {izere,

1+p, 1+r,
Tpat = — L2y = . neN, (2.26)

n sn




sisteminin on alt1 olast durumdan on dort tanesinin ¢oziilebilir oldugunu gosterdiler. Ayrica
verdikleri genel ¢oziimlerin on iki tanesinin Fibonacci sayilar ile iligkili oldugunu goster-
diler.

Yazlik ve arkadaslar1 (2015), bu calismalarinda ¢oziimleri iyi tanimli yapan keyfi
reel baglangi¢ sartlar1 ve n € Ny icin

Yn—2Tn—-3Yn—4
YnTn-1(£1 £ Yo £ Ty 3+ Yp_a)’
B Ln—2Yn—3Tn—1
Ynt1 = ToUn-1(Xl £ 2y 0 £ Yp_s 2, 4)

Tnt1 =

(2.27)

sistemlerinin agik ¢coziimlerini elde ettiler ve bu ¢oziimlerin davraniglarini incelediler.
Din (2016), bu calismasinda asagidaki rasyonel fark denklemlerinin

oy + 51%—1 o Qg + 52xn—1

, el = , n € Ny, 2.28
a1 + bi,, Yn+1 dz + bavn 0 ( )

Tny1 =

pozitif ¢oziimlerinin yakinsaklik oranini, pozitif denge noktasinin varligini ve tekligini, sinir-
liligini, stirekliligini, lokal ve global asimptotik kararlili§ini arastirdi. Burada ¢ € 1,2 i¢gin
«y, Bi, a;, b; ve baslangig sartlar1 olan xg, x_1, 4o, y_1 pozitif reel sayilardir.

El-Dessoky (2016), bu calismasinda baslangic kosullari reel sayilar ve n € Ny olmak

uzere,
X o Tpn—3 y o Yn—3
1 — ) 1 — )
" 1+ tnzn—lyn—an—3 " +1+ xntn—lzn—Qyn—S (2 29)
Zn—3 tn—3 '
Zn+1 = tn+1

+1 4+ ypxp_1tn_22zn_3 ST ZnYn—1Tn—stn_3
dort boyutlu fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin varligi, periyodikligi ve sinirlilik 6zellik-
lerini aragtirds.

El-Dessoky (2016b), bu calismasinda reel baslangi¢ sartlari sifirdan farkli reel sayilar
olan

Yn—2 Y _ Tn—2
-1 + yn—ZIn—lyn7 s +1+ Tp—2Yn—1Tn

;. n € Ny, (2.30)

Tp4+1 =

liciincli mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢dziimlerini inceledi.
El-Dessoky (2016¢), bu calismasinda reel baslangic sartlari, keyfi reel parametreler

ve n € Ny i¢in,

T o Zn—3
n+l1 — 9
a1 + b12nYn—1Tn—2%n—3
Tp-—3
Yni1 = 2 7 (23D
Qg + 02Ty 20 1Yn—2Tn—3
_ Yn—3
Zn+1 =

as + b3ynxn—12n—2yn—3



dordiincti mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢éziimlerini inceledi. Bu ¢oziimlerin
periyodikligini gosterdi.
El-Dessoky (2016d), bu ¢alismasinda baslangic sartlari sifirdan farkli reel sayilar

olan,

Yn—1Yn—2 y o Tp—1Tn
9 n+1 — )
xn(il + yn—lyn—Q) - yn(il + xn—lxn—Z)

n € Ny, (2.32)

Tnt1 =

ticiincii mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini aragtirdi ve bu ¢oziimlerin
periyodikligini gosterdi.
Elsayed ve Ahmed (2016), bu calismalarinda baglangic sartlar1 sifirdan farkli reel

sayilar olan

YnTn—2 y o ZnYn—2 P o Tpn—2
) n+1l — ’ n+1l —
Tn—2 + Zp—1 Yn—2 + Tn—1 Zn—2 + Yn—1

., n € Ny, (2.33)

Tnt+1 =
tic boyutlu rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢dziimleri arastirdilar.
Elsayed ve Alghamdi (2016), bu calismalarinda baslangic sartlar1 reel sayilar olan

Tn—1 y _ Yn—7
1+ Tpn—7Yn—3 7 i ] In—?)yn—?’

Tpt1 = n € N[}, (234)

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢dziimlerini incelediler.
Elsayed ve arkadaslar1 (2017), bu ¢aligmalarinda baslangic sartlart sifirdan farkl

reel sayilar olan

T o YnTn—2 y o TnlYn—2
n+1 — — > n+1 — ;>
+x, + 2, 3

n € Ny, 2.35
Yn + Yn—3 0 ( )

fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini incelemiglerdir.

Elsayed (2017), bu ¢alismasinda baslangi¢ kosullar: sifirdan farkli reel sayilar olan

Tn—3Yn—2 y o Tn—2Yn—3
) n+1 — 9
yn(il + xn—lyn—QIn—Ii) * 'rn<:|:1 :]: yn—lxn—2yn—3)

Tnt1 =

n € No,  (2.36)

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢Oziimlerini ve ¢oziimlerin periyodikigini in-
celedi.
Tollu ve arkadaslar1 (2017), bu ¢alismalarinda a,b € R ve baglangi¢ sartlart

negatif olmayan reel sayilar olan

a b

T — et el = ————, n € Ny, 2.37
1 + TnYn—1 Yot 1 + YnTn-1 0 ( )

Tpt+1 =

fark denklem sistemini tanimlamiglardir. Ayrica bu sistemin global davraniglarini incelemiglerdir.

Elde ettikleri sonuglar1 baz1 niimerik 6rneklerle desteklemislerdir.
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Sahinkaya ve arkadaslari (2018), bu ¢calismalarinda a € [0, co) olmak iizere, baglangig

sartlar1 reel say1 olan

TplYn + a YnZn + @ ZnTn +
— Ynt1 = —————— Zpy1 = ——, N € Ny, (2.38)
Tn + Yn

Ln+1 =
" Y + 20 Zn + T

fark denklem sistemini tanimlamiglardir. Bu sistemin genel ¢c6ziimlerini kapali formda goster-
erek ¢oziimlerin davraniglarini incelemislerdir.

Phong (2020), bu calismasinda; parametreleri, oy, 51,71, a2, B2,72 € (0,00) ve
baglangig sartlart z_1, zo, y_1, yo € (0, 00) araliklarinda olan

a1Yn QoTn

% Yny1= 57—, nEN, 2.39
B+ Y1Tn1 i B2 + Y2Un—1 0 ( )

Tnt1 =

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimlerinin yakinsaklik orani, denge noktasinin global
kararlilig1 ve lokal asimptotik kararliligin1 arastirip teorik sonuclarini bazi niimerik 6rnek-
lerle desteklemistir.

Tollu ve arkadaslari (2021), bu calismalarinda; a, b parametreleri ve baslangic sart-

lart x_1, xg, y_1, Yo reel sayilar olan

a b

P EE— il = ———, N € Ny, 2.40
1 + YnTn—1 Yot 1 + TnYn—1 0 ( )

Tpt+1 =

{z,} ve {y,} i¢in pratik bir yontem kullanarak genel ¢dziimiiniin oldugunu gosterdiler. Bu
sistemin genel ¢coziimiinii tiglincli mertebeden lineer denklemin karakteristik sifirlart ile gos-
terdiler. Ayni zamanda bu sistemin iyi tanimlanmis ¢dziimlerini karakterize ettiler. Son

olarak iyi tamimlanmis ¢6ziimlerin asimptotik davraniglarini calistilar.
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3. ON BILGILER

Bu boliim dort alt bolime ayrilmistir. Birincisinde tez ¢alsmasinda kullanilan bazi
temel sonuclar ve ikincisinde fark denklemleri iizerine baz1 temel tanim ve teoremler ve-
rilmistir. Uglincii kistmda sabit katsayili lineer fark denklemlerinin ¢oziimleri ile ilgili baz1
tanim ve teoremlere yer verildi. Son olarak dordiincii alt boliimde fark denklem sistemleri

izerine literatiirde tanimlanan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

3.1. Bazi Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu kisimda, bu tez calismasinda kullanilan bazi temel sonuglar verilmistir.

Tanim 3.1.1. k—boyutlu bir (normlu) uzayin bir D bolgesine ait (uq, us, ..., uj) noktalarini

yine bu uzayin bir B bolgesinin (vq, vs, ..., vx) noktalarina doniistiiren,

¢
V1 = fl(ULUQ, ceey Uk)

Vo = fQ(ULUQ, ey Uk)

3.1
v = fr(ug, ug, ..., ug)
sistemine bir bolge doniisiimii denir (Balci, 2016).
Tanim 3.1.2. (3.1) bolge doniisiimii verilmis olsun. ¢,7 = 1,2,....k ve E kismi
Uj
tiirevleri mevcut olmak tzere,
dui dur dur
ouq Ousg t ouy,
v v v
~0(vL,v2, k) | Bu B ou
J = — (3.2)
O(uy, ug, ..., ug) : -
Qug Qv ., Oy
ouq Ouso ouy

determinantina (3.2) bolge doniisiimiiniin “jakobiyeni” veya “fonksiyonel determinanti” denir

(Balci, 2016).
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Teorem 3.1.1. (Rouché Teoremi) f ve g fonksiyonlar pozitif yonde yonlendirilmis ba-
sit kapal1 bir C' egrisinin lizerinde ve icinde analitik ve C' tizerindeki her bir z noktasinda
lg(2)| < |f(2)| ise f ve f + g fonksiyonlarmin C' igindeki sifirlarinin sayis1 katliligr ile bir-
likte aynidir (Ozkin, 1989).

Tamm 3.1.3. {z,} - , dizisinde her n i¢cin P < z,, < @ olacak sekilde P ve () pozi-

tif sayilari varsa {x,, }, -, dizisi stnirhidir denir (Camouzis ve Ladas,2008).

3.2. Fark Denklemleri

Bu kisimda, fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili baz1 temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir.
Tanim 3.2.1. n € Ny bagimsiz degisken ve x bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere,
F(n,xn, Tpity oy Tpag) =0 (3.3)
esitligine bir fark denklemi denir. f bir fonksiyon olmak iizere, (3.3) denklemi
Toak = [ (N, Tp, Ty, ooy Tpsk—1) (3.4)
formunda ise normal fark denklemi adin1 alir (Soykan ve ark., 2017).

Tamm 3.2.2. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en biiyiik ve en kiiciik argii-

mentlerinin farkina o denklemin mertebesi (basamagi) denir (Soykan ve ark. 2017).

Tanmm 3.2.3. Nj iizerinde tamimli bir z,, fonksiyonu her n € Nj i¢in (3.3) denklemini
sagli-yorsa, bu durumda x,, fonksiyonuna N {izerinde (3.3) denkleminin bir ¢6ziimii denir.

k. mertebeden bir fark denkleminin ¢ ve v fonksiyonlar olmak {iizere,

©(n,xp,C1,C2,....¢) =0 (3.5)
veya
xnzw(n,01,027...70k> (36)
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seklinde k tane ¢y, ca, ..., ¢ € R keyfi sabit iceren ¢oziimiine genel ¢6ziim adi verilir. Genel

coziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir (Soykan ve ark., 2017).

Teorem 3.2.1. [ reel sayilarm bir arali1 ve k € Z* olmak iizere, f : I*** — [ siirekli

tiirevlere sahip bir fonksiyon ise x_j, * g1, ..., g € I baglangi¢ sartlari i¢in

Tpt+1 = f (x’mxn—l; ceey xn—k) , € NO (37)

fark denkleminin bir tek {x,,} ~ , ¢6ziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmm 3.24. 7 = f(Z,7,...,7) denklemini saglayan T € [ noktasina (3.7) denklemi-
nin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).
Bu tanima gore (3.7) denkleminin birden fazla denge noktasi olabilir ve hatta hi¢ denge nok-

tas1 olmayabilir.

Tanmim 3.2.5. 7 noktas1 (3.7) denkleminin bir denge noktasi olsun.

(a) Eger o, ..., x_;, € I olmak iizere her ¢ > 0 i¢in |xg — Z| + ... + |x_ — T| < ¢ iken her
n > —ki¢in |z, — T| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa T denge noktasi kararlidir
denir.

(b) Eger = denge noktas1 kararli ve xg, ..., x_; € I iken nh—>nolo x, = T olacak sekilde |z — T
+ ...+ |x_) — T| < 7 sartin1 saglayan v > 0 sayis1 varsa T denge noktasi lokal asimptotik
kararhidir denir.

(c) Eger her g, ...,z_; € I iken nh_}r[olo rn, = ¥ ise T denge noktasina global ¢ekimli denge
noktasi denir.

(d) Eger = denge noktasi kararl1 ve ¢cekim noktasi ise  denge noktas1 global asimptotik
kararhidir denir.

(e) Eger T denge noktas1 kararl degil ise kararsizdir denir.

(f) Eger xq,....,x_ € I iken |vg —T| + ... + |z_ — T| < r ve bazt N > —Fk sayilar

icin |xn — Z| > r olacak sekilde bir > 0 sayis1 varsa T denge noktasina repeller denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 3.2.6. {x,} - ,, (3.7) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Eger {x,} - , ¢oziimii
n > —ki¢in x4, = x, sartim saghyorsa, {z,} - , ¢oziimiine p periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan en kiiciik pozitif p tam sayisina da asal periyot denir (Camouzis ve Ladas,
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2008).

Tanim 3.2.7. [ reel sayilarin bir arahigl, k € Z* ve i = 1,2, ..., k olmak iizere,

¢ = of (z,7,...,7) (3.8)

axn—i

ifadesi f : I**!' — I fonksiyonunun xz; lere gore kismi tiirevlerinin Z denge noktasidaki

degerleri olsun. Bu durumda,

k
Zptl = quzn—h n € Ny, (3.9)

1=0

denklemine (3.7) denkleminin = denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis denklemi denir.

k
NN g a =0 (3.10)
=0

polinom denklemine ise (3.7) denkleminin = denge noktasindaki karakteristik denklemi

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 3.2.2. (Lineer Kararhhk Teoremi)
(a) Eger (3.10) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’ den kiiciik ise (3.7) denklemi =
denge noktasinda lokal asimptotik kararlidir.
(b) Eger (3.10) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise (3.7)

denkleminin = denge noktasi kararsizdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 3.2.3. (Karsilastirma Teoremi) & pozitif bir tam say1 ve [ gercel sayilarin bir
ara-lig1 olsun. Ayrica

AR Lagimusy |

tiim argiimanlarinda artan bir fonksiyon ve {z,} > ,{yn}o {2z} - , gercelsay1dizile-

ri olsun. Bu durumda

Ln+1 < F(xna "'>xn7k>7 n e N0>
Yn+1 = F<yn7 "'7yn—k)7 nec N07 (311)

Zn+1 Z F(Zn7 LS Zn—k‘); ne NOa

ve —k <n<0iginzx, <y, < z,isen > 0icin z, <y, < z, olur.
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Tanmm 3.2.8. Eger her n > O icin z_;,x_fy1,...,20 € J iken x,, € J olacak sekilde bir
J C I alt aralig1 varsa bu J araligina (3.7) denkleminin degismez aralig1 denir (Camouzis ve

Ladas, 2008).

Tanim 3.2.9. (Lineer Fark Denklemi) Bir fark denkleminde bagimli de8isken birinci
dereceden ise bu denkleme lineer fark denklemi denir. Genel olarak lineer fark deklemleri,

n > ng i¢in ay, as, ..., ax (ax # 0) katsayilari ve f(n) reel degerli diziler olmak tizere,
Tnptk + Qfp—1Tptk—1 + ... + ATy = fn (3.12)

bicimindeki denklemlerdir. Lineer fark denklemleri, katsayilarinin ve f,, dizisinin durumuna
gore asagidaki gibi isimlendirilir:

a) Eger n > ng i¢in f,, = 0 ise denkleme lineer homojen fark denklemi,

b) ag, ai, as, .., a katsayilari sabit iseler, denkleme sabit katsayili lineer fark denklemi,

¢) ag, ai, as, .., aj Katsayilart bagimsiz degiskenin fonksiyonlari iseler denkleme degisken
katsayili lineer fark denklemi denir.

Bu tanima gore sabit katsayili lineer homojen bir fark denklemi
Tntk + Qp—1Tpyk—1 + ... + QTp = 0 (3.13)

seklinde ifade edilebilir. Bu denklem genel olarak ¢oziilebilirdir. Simdi bu denklemin
¢oziilebilirligini inceleyelim. (3.13) denkleminin z(n) = A" formunda bir ¢6ziimii oldugunu
kabul edelim. Bu durumda bu ¢6ziim (3.13) denklemini saglayacagindan ¢6ziimii denklemde

yerine yazalim. Boylece

NHE g N g At =0 (3.14)
veya
NN+ a N 4a) =0 (3.15)

esitligini elde ederiz. a; # 0 oldugundan \ # 0 ve dolayisiyla A" # 0 olacagindan
N+ a4 ta, =0 (3.16)

olur. (3.16) denklemine (3.13) denkleminin “karakteristik denklemi” ya da “yardimci denk-

lemi” denir. Bu denklem £ tane reel veya kompleks koke sahiptir. Bu kokler Ay, Ao, ..., Mg
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ile gosterilsin. Bu durumda ¢oziimiin sekli, bu koklerin durumuna baghidir ve asagidaki ii¢
durumda incelenir.
A. Kokler reel ve farkli ise yani A1, Ao, ..., A koklerinin hepsi birbirinden farkli reel

sayilar ise,
z1(n) = AT, za(n) = A5, ..., xk(n) = AL (3.17)

(3.12) denkleminin ¢oziimleridir. Bu ¢oziimlerin herhangi lineer kombinasyonu da bir ¢6ziim-

diir. Elde edilen bu ¢6ziim aslinda (3.12) denkleminin genel ¢oziimii olup,
z(n) = AT + Ay + ...+ Ay (3.18)

seklinde verilir. Burada ¢y, co, ..., ¢, keyfi reel sabitlerdir.

B. Bazi hallerde (3.16) karakteristik denkleminin bazi kokleri kompleks olabilir. Eger
a + 18 kompleks sayis1 karakteristik denklemin bir kokii ise o — i kompleks sayist da bu
denklemin diger bir kokiidiir. Bu durumda z;(n) = (o +i8)" ve z2(n) = (a — if)"
(3.12) denkleminin birer ¢oziimiidiir. Ayrica bunlarin lineer kombinasyonu da bir ¢oziim

olacagindan

olarak yazilabilir. Burada k; ve ks keyfi reel sabitlerdir. De Moivre formiiliinden

(a+1iB)" = r"(cos(nd) + sin(nd)) (3.20)
(v — i)™ = r"(cos(nd) — sin(nh)) (3.21)

olur. Boylece (3.12) denkleminin genel ¢oziimiiniin bu koklere karsilik gelen kismi
x3(n) = r"(ks cos(nd) + kysin(nd)) (3.22)

formundadir. Burada ks, k4 keyfi reel sabitlerdir.
C. Eger (3.12) denkleminin p tane kokii Ay = Ay = ... = A, seklinde birbirine esit

ise bu durumda (3.12) denkleminin ¢6ziimiiniin bu koklere karsilik gelen kismi

c1 4 con + esn? 4 ..+ enP AT (3.23)
P 1
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seklinde olur (Spiegel, 1971).

Ornek 3.2.1. Sabit katsay1li lineer homojen olan
Tpio — 6211 +8=0, n €Ny, (3.24)

fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim. Verilen denklemin karakteristik denklemi

AN —6A+8=0

olup karakteristik kokler A = 2 ve A = 4 olarak bulunur. Boylece (3.24) fark denkleminin
genel ¢oziimii her n > 0 icin

T, = 12" + 4"

seklindedir. Burada c; ve c; keyfi reel sabitlerdir.
Ornek 3.2.2. Sabit katsayil1 lineer homojen olan

Tnis —8n =0, n € Ny, (3.25)

fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim. Verilen denklem ii¢iincii mertebeden bir denk-
lemdir ve karakteristik denklemi

AN —-8=0

ticlincii dereceden polinom denklemidir. Karakteristik koklerin biri reel ve diger ikisi komp-

leks esleniktir. Bu kokler

M =2, dog=—1+V3i (3.26)
olup, (3.25) denkleminin genel ¢6ziimii her n > 0 i¢in

Ty, = 12" + 2"(cg cos(nb) + ¢ sin(nh)) (3.27)

seklindedir. Burada cy, ¢y, cs keyfi reel sabitler, |\y| = |\5| = 2 ve = arctan(—+/3 ) tiir.

Ornek 3.2.3. Sabit katsayili lineer homojen olan
Tpas — 11z +392,1 — 452, =0, n € Ny, (3.28)

fark denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim. Verilen denklem iigiincii mertebeden olup karak-
teristik denklemi

A3 —11M% + 39\ — 45 =0

17



cebirsel denklemidir. Bu cebirsel denklemin kokleri A\j o = 3 ve A3 = 5 olup (3.28) denk-
leminin genel ¢oziimii her n > 0 i¢in
Tn = (Cl + an)?)n + C35n

olarak bulunur. Burada cy, co, c3 keyfi reel sabitlerdir.
3.3. Sabit Katsayih Lineer Fark Denkleminin Co6ziimlerinin Davranisi

Bu kisimda, verilen sonuglar tiim sabit katsayili lineer fark denklemlerini kapsamak-

tadir. Fakat anlatimin kolaylig1 i¢in
Tpi1 — axy, —br,1 =0, n € Ny, (3.29)

sabit katsayili homojen lineer fark denklemini ele alacagiz. (3.29) denkleminin karakteristik

denklemi
N —a\—b=0 (3.30)

denklemidir. (3.30) denkleminin kokleri A\; ve Ay olsun. Su halde asagidaki ii¢ durumu in-

celememiz gerekir.

A. KoKlerin farkh reel sayilar olmasi durumu: Bu durumda z,, = A} ve z,, = A} ¢coziim-
leri lineer bagimsizdir. Eger [A\;| > |\o| ise A\; kokiine dominant (baskin) karakteristik kok
ve x, = A} ¢oziimiine de dominant (baskin) ¢oziim denir. Aksi halde \; kokii dominant
karakteristik kok ve x,, = A} ¢oziimii de dominant ¢oziim olur. Acikca (3.29) denkleminin

genel ¢oziimii
Ty = Cl)\? + 02)\721 (331)

olur. Simdi (3.31) genel ¢oziimiiniin davraniginin dominant ¢oziimiin davranisina bagh
oldugunu gosterecegiz. Bunun igin |A;| > |A2| oldugunu kabul edelim. Ayrica (3.31) genel

¢Ozumiini

A1

< 0 oldugundan n — oo i¢in <ﬁ> — 0 olur. Sonug olarak,

seklinde yazalim. 2

A2
A1

: o n
lim z, = lim ¢ A}
n—oo n—00

18



olur. Burada \; dominant kokiiniin alacagi degerlere bagl olarak alti durum ortaya cikar.

i) &1 > 1: {1 A\}} dizisi raksaktir. Yani nh_)n;o T, = nh_g)lo c1 A = oo olur. Bu bir kararsizlik
durumudur.

1) Ay = 1 : {c1 A7} dizisi sabit dizidir. Yani nhﬁngO T, = ¢ olur.

1) 0 < A; < 1: {1 A7} dizisi monoton olarak sifira yakinsar. Yani lim z,, = 0 olur. Bu

n—oo

bir kararlilik durumudur.

iv) =1 < A\ < 0: {c; A7} dizisi sifir civarinda salinarak sifira yakinsar. Yani lim z,, = 0

n— o0
olur. Bu bir kararlilik durumudur.
v) Ay = —1: {y A} dizisi a; ve —ay deerleri arasinda salinir.
vi) Ay = —1 : {c; A} dizisi sifir civarinda salinir fakat her bir salimim bir 6ncekinden

daha bityiik olur. Yani dizi monoton artandir ve lim o, = sgn(ci)oo  lim,_ooTont1 =
n—oo

—sgn(cy)oo olur. Bu da bir kararsizlik durumudur.

B. Koklerin cakisik reel sayilar olmasi durumu: Bu durumda \; = A\, = X olup, (3.29)

denkleminin genel ¢coziimii
zn = (1 + can) \" (3.33)

olur. Acikea, eger |\| > 1ise {z,} dizisi iraksaktir. Buradan iki durum ortaya ¢ikar:
i) Eger A > 1ise {x,} dizisi monoton olarak sonsuza iraksar.
i1) Eger A < —1ise {x,} dizisi dizisi sifir civarinda salinarak sonsuza iraksar.

Eger A < 1ise {x,} dizisi sifira yakinsar. Ciinkii lim nA" = 0 dur.

n—oo

C. Koklerin kompleks olmasi durumu: Bu durumda kokler eslenik olup, 5 # 0 olmak

tizere Ay = o + i ve Ay = a — i seklindedir. Bu durumda ¢oziim

xn, = 1"(c1 cos(nB) + co sin(nh)) (3.34)
olur. (3.34) formiilii

x, = ar” cos(nf — w) (3.35)

seklinde yazilabilir. Burada

r=+vao2+ 5% 0= arctan(g)
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olarak verilir. Kosiniis fonksiyonu salinimli oldugundan ¢6ziim de salimmlidir. Fakat bu
salinim ti¢ farkli tarzda olur.

i) r > 1 durumu: Bu durumda r = |\;| = |A2| > 1 olup, her iki kokiin mutlak degeri 1° den
bitytiktiir. Boylece {z,,} dizisi hem 0 civarinda salinir hem de sinirsiz bilyiiyerek iraksar.

i1) r = 1 durumu: Bu durumda r = |\;| = |Ag| = 1 olup, her iki kokiin mutlak degeri 1’ e
esittir. Boylece {x,, } dizisi zit isaretli iki sabit deger arasinda salinir.

i13) v > 1 durumu: Bu durumda r = |A\;| = |A2| < 1 olup, her iki kokiin mutlak degeri 1’
den kiigiiktiir. Boylece {x,, } dizisi hem 0 civarinda salinir hem de azalarak sifira yakinsar.

Elde edilen bu sonuglar agsagidaki teoremle 6zetlenebilir.

Teorem 3.3.1.

(1) (3.29) denkleminin biitiin ¢oziimleri sifir civarinda salinir ancak ve ancak onun karakte-
ristik denklemi pozitif koklere sahip degildir.

(17) (3.29) denkleminin biitiin ¢6ziimleri sifira yakinsar ancak ve ancak max{| 1|, [A2|} < 1’
dir.

Simdi

Tpr1 — aTy, —br, 1 =c (c#0) (3.36)

homojen olmayan lineer fark denklemini diisiinelim. (3.36) denklemi icinde benzer sonuglar

elde edilir. Fakat (3.36) denklemi, a + b # 1 olmak iizere,

C Cc C
(l’n+1 — m) —a (fEn - m) —b (xn—l - m) =0 (337)

seklinde yazilabilir. Bu denklemde

C
=, — 3.38
Yn =X - (3.38)

degisken degistirmesi yapilirsa yine homojen lineer bir denklem olan
Yn+1 — aYn — byn1 =0 (3.39)

denklemi elde edilir. Yukarida ki teorem (3.39) denklemi icin gegerli oldugundan (3.38)
degisken degistirmesi ile birlikte (3.36) denkleminin ¢oziimlerine dair asagidaki teorem ve-

rilebilir.
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Teorem 3.3.2.

() (3.36) denkleminin biitiin ¢éztimleri y = ﬁ noktasi civarinda salinir ancak ve
E— a j—

ancak (3.29) denkleminin karakteristik denklemi pozitif koklere sahip degildir.

(7) (3.36) denkleminin biitiin ¢oziimleri y = noktasina yakinsar ancak ve ancak

c
l—a—>
(3.29) denkleminin karakteristik denkleminin kokleri i¢in;
max{| 1|, ||} < 1I’dir.

Uyarn 3.3.1. (3.36) denklemi igin, eer a + b # 1 ise,

c
y—ay—by:céy:—l_a_b (3.40)

elde edilir ki bu (3.36) denkleminin tek denge noktasidir.
Uyar 3.3.2. (3.29) ve (3.36) ve denklerin ¢oziimlerinin yakinsak oldugu durumlar ayni za-
manda bu denklemin sirasiyla tek denge noktalari olanz = 0 ve yy = ;b noktalarinin

1—a-—
asimptotik kararli oldugu durumlardir.

3.4. Fark Denklem Sistemlerinin Kararhhk Analizi

Bu kisimda ele alinacak olan fark denklem sistemleri adi fark denklem sistemleri
olacaktir. Yani bir bagimsiz degisken ve birden fazla bagiml degisken iceren fark denklem-
lerinin sistemlerini ele alacagiz. Bu tiir sistemler daha fazla bagimli degisken icerebilmesine
ragmen bu tez calismasinin konusuna uygun bir 6n calisma i¢in bagimli degisken sayisini iki
ile sinirlt tutacagiz. Bu tiir sistemler iki boyutlu fark denklem sistemleri olarak ifade edilir.
Bu kisimda tezin konusu ile iligkili olan iki boyutlu genel bir fark denklem sisteminin vek-
torel formda yazilip vektor hesabi ile kararlilifinin nasil analiz edildigi iizerine bazi temel

tanimlar ve teoremler verilecektir.

Teorem 3.4.1. [ ile J birer reel say1 araligy, f : 57 x JEL — [ ve g : IFF1 x JFFL —

stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise her (z_;,y_;) € I x J baglangi¢ sart1 ve n € Ny i¢in

Tl = [(Tny oo Trky Yny ooy Yn—k)

(3.41)
Yn+1 = g(xna vy Lp—kyYny -y yn—k)

fark denklem sisteminin bir tek {(z,, y,)} -, ¢oziimii vardir (Kocic ve Ladas, 1993).
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Tanim 3.4.1. Eger (7,7) icin (3.41) fark denklem sisteminde

(3.42)

ise (7, 7) noktasina (3.41) sisteminin denge noktasi denir.
(3.41) fark denklem sistemi uygun bir vektor doniisiimii yardimiyla vektorel bir fark denklem

sistemi seklinde ifade edilebilir. Yani, eger

Tn

Tp—1

Ty
X, = Bl e et gt (3.43)

Yn
Yn—1

Yn—k

ise (3.41) fark denklem sistemi
X, = F(X,), neNg (3.44)

vektorel fark denklem sistemi ile ifade edilir. Burada F' vektor doniisiimii

U f(ul,“.,uk,vl,“.,vk)
Uy Uo
Uk Uk—1
F = (3.45)
Vo g(ul,_.,uk,vl,“.,vk)
U1 Yo
Vi Vi
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seklindedir. Eger (3.41) sistemi (Z,7) denge noktasina sahip ise (3.44) sisteminin denge

noktasinin

T

S

>
I

c IRt x ghtt (3.46)

SN

Y
seklinde oldugu aciktir (Kocic ve Ladas, 1993).
Burada herhangi bir vektor veya matris normu ||.|| ile gosterilecektir. Ayrica (3.44) sistemi-

nin bir baslangi¢ sart1

Zo

Tr—1

X _
X, = S o L (3.47)

Yo
Y-

Y-k

seklindedir.

Tanim 3.4.2. (3.44) fark denklem sisteminin bir denge noktast X olsun.

(a) Eger her ¢ > 0 i¢in H Xo — XH < ¢ iken her n > 0 i¢in HX" = 7” < ¢ olacak sekilde
bir § > 0 varsa X denge noktasi kararlidir denir. Aksi takdirde, X denge noktas1 kararsizdur.
(b) Eger X denge noktasi kararli ve n — oo iken X,, — X olacak sekilde || Xo — X|| <~
sartim1 saglayan y > 0 sayis1 varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(¢) Eger n — oo iken X,, — X ise X denge noktasina global ¢ekimli denir.

(d) Eger X denge noktas1 hem lokal asimptotik kararli hem de global cekimli ise X denge

noktas1 global asimptotik kararlidir denir (Kocic ve Ladas, 1993 ).
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(3.44) fark denklem sisteminin X denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi; F

doniisiimiiniin X denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

of  of o of Of of

Oug  Ouq Oup, Ovg Ovr vy,

0 0

0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 148
S R R VA VI VI ) (5:48)

Oug Ouy 7 Oup Ovg Ovy T Oug

0 0O .. O 0 0 0

0 0O 0 O 0 0O 1 0

L 1 (2k+2)x (2k+2)
olmak iizere,

Zn+1 = JFZn, n e No, (3.49)

seklindedir ve (3.44) sisteminin X denge oktasi civarindaki karakteristik polinomu ag > 0

olmak tizere,
P () = agX®® D + a AP 4t aga A + ageg (3.50)

seklinde yazilabilir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 3.4.2. (3.44) fark denklem sisteminin bir denge noktas1 X olsun. Eger bu sistemin
X denge noktasindaki .Jr jakobiyen matrisinin tiim 6z degerleri |A\| < 1 agik birim diskinde
ise X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Eger 6z degerlerden en az biri igin [A| > 1

ise X denge noktas1 kararsizdir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 3.4.3. f ve g fonksiyonlari sirasiyla
f i lag, ba] X [ag, bo] — [a,b1], g :[a1,bi] X [a1,b1] — [ag, by

seklinde tanimlansin ve f(u,v) fonksiyonu, her v € [as, bs] icin u degiskenine gore azalan,
her u € [as, by] icin v degiskenine gore artan, benzer sekilde ¢(z,w) fonksiyonu, her w €
[a1, b1] i¢in z degiskenine gore azalan, her z € [ay, by] i¢in w degiskenine gore artan olsun.

Ayrica, M, m, R, r sayillannm < M, r < R esitsizliklerini saglayan reel sayilar olmak iizere,

M=F(rR), m=f(Rr), R=g(mM), r=g(Mm) (3.51)
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sistemi tamimlansin. Bdoylece (3.51) sisteminden m = M ve r = R oldugu goriiliir. Bu

durumda

Tpi1 = f(Yns Un—1)s  Ynt1 = §(Tn, Tn_1) (3.52)

fark denklem sisteminin

xno € [Cll, bl]v wno+1 S [ahbl]? yno S [CLQ, b?]a yn0+1 € [a2762] (353)

sartin1 saglayan her pozitif (z,,,y,) ¢oziimii sisteminin tek pozitif denge noktasina yakinsar
(Papaschinopoulos ve Schinas, 2012).
Bir fark denkleminin veya sisteminin bir denge noktasina yakinsayan ¢oziimlerinin yakin-

saklik hiz1 da hesaplanabilir. Bununla ilgili sonuglar1 vermek i¢in
Xni1 = (A+ B(n))X,, (3.54)

vektorel fark denklem sistemini diisiinelim. (3.54)’te X,, m—boyutlu bir vektor, A € C™*™

sabit bir matris ve B : ZT — C™*™ n — oo i¢in
[[B(n)|| —0 (3.55)

sartin1 saglayan bir matris fonksiyonu olsun. (3.55)" te verilen ||.|| sembolii

Iz 9l = va* +y? (3.56)

vektor normunu ve buna karsilik gelen herhangi bir matris normunu gostermektedir. Bu du-

rumda agagidaki iki sonug (3.54) sisteminin yakinsaklik hizini verir.

Teorem 3.4.4. (Birinci Perron Teoremi): (3.55) sart1 saglansin. Eger (3.54) sisteminin

bir ¢oziimii X, ise yeterince biiyiik n degerleri i¢cin X,, = 0 veya
p= lim (|[X,[)"" (3.57)

olur. Verilen (3.57) esitliginde p sayis1 A matrisinin 6z degerlerinden birinin modiiliine esit-
tir.

Teorem 3.4.5. (Ikinci Perron Teoremi): (3.55) sart1 saglansin. Eger (3.54) sisteminin bir
coziimii X, ise yeterince biiyiik n degerleri icin ya X,, = 0 veya

et Ko
e Xl]

olur. Verilen (3.58) esitliginde p sayist A matrisinin 6z degerlerinden birinin modiiliine esit-

(3.58)

tir.
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4. IKi BOYUTLU RASYONEL BIR FARK DENKLEM SISTEMININ
NITEL INCELEMESI

Bu bolimde; «;, 3;, a;, by, (i = 1,2), parametreleri ve xg, x_1, Yo, y—_1 baslangi¢
kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

a1+ B1Yn—1 oo+ Paxn

9 n - 9 n E N ) 41
ai + by, Ynt1 as + baz, 0 “.1

Tp4+1 =

ikinci mertebeden rasyonel fark denklem sistemi tanimlanmis ve bu sistemin pozitif ¢oziim-
lerinin nitel davranig1 arastirllmistir. Bu arastirma pozitif ¢éztimlerin sinirliligr ve direncli-
1181, pozitif denge noktasinin varligi ve tekligi, pozitif denge noktasinin lokal ve global karar-
lil1g1, sistemin yakinsaklik hizi, sinirsiz ¢éziimlerin varligi ve periyodik ¢oziimleri konularini

kapsar.

4.1. Coziimlerin Sinirhihig: ve Direncliligi

Bu kisimda; (4.1) fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin sinirlilig1 ve direncliligi

arastirilacaktir.

Teorem 4.1.1. Eger §,5; < ajas ise (4.1) rasyonel fark denklem sisteminin her pozitif

{(zn, yn)} ¢coziimii sinirli ve direnglidir.
ispat. (4.1) sistemi

a4 A az 4 P2
al + al yn*l ag + as xnfl

) n - 4.2
T 42

Ln+1 =

seklinde yazilabilir. (4.2)’ de 7 € 1,2 icin % _ A; ve é = B, degisken degistirmeleri

a; a;
yapilirsa n € Ny icin,
Ay + Biyn Ay + Byry g
Tpp1] = ———F———  Ypp1 = ——————— 4.3
+1 1+%yn Yn+1 1+Z—§$n (4.3)
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sistemi elde edilir. (4.3)’ te verilen esitliklerden;

Tns1 < A1+ Biyn—1 ve Y1 < Az + Boxpr n €N (4.4)
fark esitsizlikleri elde edilir. Karsilastirma teoremini dikkate alarak

Upi1 = A1+ B1vn_1, Uny1 = Ao+ Bou,—1 n € Ny 4.5)

lineer denklem sistemini ele alalim. (4.5) lineer fark denklem sisteminde baglangi¢ sartlari
U_1 = T_1, Ug = Tg, V-1 = Y_1, Vg = Yo seklindedir. (4.5) sisteminin birinci denk-
lemi ikincisinde ve benzer sekilde ikincisi de birincisinde kullanilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa birbirinden bagimsiz olan

Upy1 = Ay + B Ay + By Byuy,_s, (4.6)
ve
Up1 = Ao + By Ay + B1Byvy,—3 4.7)

denklemleri elde edilir. (4.6) ve (4.7)’deki denklemler homojen olmayan lineer fark denk-
lemleridir ve bunlar ¢oziilebilirdir. Bu lineer fark denklemlerinin genel ¢6ziimlerini bakilirsa

(4.6)’nin bir 6zel ¢oziimii u,, = A formunda aranabilir ve

= A (48)
olarak elde edilir. (4.6)’nin tamamlayic1 ¢oziimii homojen kismi olan

Ups1 = B1Bauy,_3 4.9)
lineer denkleminin karakteristik denklemi ile bulunur. Boylece (4.9)’dan

A= BB, =0 (4.10)

karakteristik denklemini ve

)\1 - \4/ BlBQ, )\2 - —\4/ BlBQ, )\3 - —’i\4/ BlBQ, )\4 — Z.\4/ BlBQ (411)

karakteristik koklerini elde ederiz. Sonug olarak (4.6)’ nin genel ¢oziimii

un_A1+B1A2 cl<\/_\/B_2>

1— BBy

te (—\/E\/E)nJrcg (—ié/E{‘/E)n+c4 (z(‘/E{*/E)n 4.12)
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olarak bulunur. Benzer islemler sonucu (4.7) nin genel ¢6ziimii
As + A1B
Un = 12—+Bll -+ (V Y )

e (—\/E\/E) + o3 (—i(‘/Eé/E)n+c4 (i{*/E(‘/E)" 4.13)

olarak bulunur.
(4.12) ve (4.13)’ten kolayca goriiliir ki eger By By < 1 ise yani 3132 < ajas ise bu durumda
aqag + o

lim u,, = ——— 4.14)
n—00 a102 — 5152

ve

lim o _ Gty + oy o
n—oo a1ag — 5152

(4.15)
olup {u,} ve {v,} dizileri simirhidir. Ayrica u_1 = x_1, ug = Zg, V1 = Y_1, Vo = Yo
varsayimi ve Kargilagtirma teoremi ile {x,} ve {y,} dizilerinin sinirli oldugu sonucu or-
taya ¢ikar. Simdi {z,} ve {y,} dizileri i¢in iist sinirlar belirleyelim. =, < w, ve y, < v,

oldugundan

. aras + s
"7 ayay — Bife

ve

=, (4.16)

aay + a1 3s

Y aia — 5152 ? ( )

yazilabilir. Alt sinirlar1 bulmak igin (4.1), (4.14) ve (4.15) kullanilabilir. Boylece {z, } ve

{yn} dizileri i¢in alt sinirlar

. > Qq Qq _ a1 (a1ay — 1 52) -
n+1 — - - - 1
- ar +biyn  a; + 61% ai(a1az — B152) + b1 (a1az + a1 32)
(4.18)
ve
Y > Qo > az - s (a1ay — B15>) s
n+1 — - - — L2
" az + by, — ay + by % ap (araz — B1Ba) + by (raz + Braz)
4.19)
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olarak elde edilir. Sonug olarak; (4.16), (4.17), (4.18) ve (4.19)’den n > 1 icin
Ly <z, <Uy, L2<y,<U (4.20)

olur, yani {z,} ve {y, } sinirli ve direnglidir. Bu da ispati tamamlar.
Asagidaki sonu¢ baslangi¢ sartlart [Ly, U;] X [Lo, Us] kiimesinden se¢ildiginde Teorem
4.1.1’den dogal olarak ortaya cikar.

Sonug 4.1.1. {(x,,y,)} dizisi (4.1) fark denklem sisteminin pozitif bir ¢bziimii olsun. Bu

durumda [Lq, Uy| X [Ly, Us] kiimesi (4.1) fark denklem sisteminin degismez bir kiimesidir.
4.2. Pozitif Denge Noktasinin Kararhhgi

Bu kisimda; (4.1) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin varligi, tekligi ve
bu tek pozitif denge noktasinin lokal ve global asimptotik kararlilig1 arastirilmagtir.
Asagidaki lemma (4.1) fark denklem sisteminin bir tek pozitif denge noktasinin var oldugunu

ifade eder.
Lemma 4.2.1. (4.1) fark denklem sistemi tek pozitif denge noktasina sahiptir.

Ispat . (4.1)’in denge noktalar

— 0414—515/’ 7= Oé2+ﬁ2i17 4.21)
ay + bly as + bgl’

sisteminin ¢oziimleridir. (4.21) sisteminin denklemleri birbiri i¢inde kullanilip gerekli diizen-

lemeler yapilirsa

A+ Biw _ A2+B2§70

T _0, g _ 422
Cy+ Dix Y Cy + Doy (422)
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denklemleri elde edilir. Burada

A = aqaz + Brag,
By = aiby + 512,
Ch = aras + bras,
Dy = aiby + b1 fa,
Ay = ajan + a1 5o,
By = agby + 515
Cy = ajas + byoy

Dy = agby + byf34

kisaltmalar1 yapildi. (4.22)’deki denklemler birbirinden bagimsizdir. Buradan

D7+ (C, — B))T— A =0 (4.23)
veE
Dyi? 4+ (Cy — By)y — Ay = 0 (4.24)

ikinci dereceden polinom denklemlerine ulasilir. (4.23) ve (4.24) denklemleri icin

Az = (Cy — By)* +4A,D, >0 (4.25)
ve
Ag - (02 - 32)2 + 4A2D2 > 0 (426)

oldugundan her iki denklemin daima iki ayrik reel kokii mevcuttur. Ayrica —A;/D; < 0 ve
—As/Dy < 0 oldugundan her iki denklemin kokleri zit isaretlidir. Boylece (4.1) tek pozitif

denge noktasina sahiptir.

Teorem 4.2.1. Eger

(B1+01T) (B2 + b2y) < (a1 + b17) (az + boT)

esitsizligi saglamyor ise (4.1) fark denklem sisteminin tek pozitif denge noktasi lokal asimp-

totik kararlidir.
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Ispat: Lemma 4.2.1.den (4.1) fark denklem sisteminin tek pozitif denge noktas1 vardir. (4.1)

sisteminin (7, y) denge noktasi civarinda hesaplanan lineerlestirilmis sistemi
Zn+1 = JF(T7 y)Zna (427)
seklinde elde edilir. Burada Z,, vektorii

L,
Yn
Zn = )
Tn—1
Yn—1

F' vektor doniisiimii

$n aq +ﬁ1 Yn—1
a1+biyn
y as+Porn—1
)a n — az+bazy
Tp—1 L,
Yn—1 Yn

seklinde tanimlanir ve F' doniisiimiiniin (Z,7) sabit noktasi civarindaki jakobiyen matrisi

b T B
0 - al-il-blﬂ al +1bl@
__bag 0 b
JF (f7 g) _ a2+boT a2+bax (4.28)
1 0 0 0
0 1 0 0

seklinde elde edilir. Jr(7,7) jakobiyen matrisinin karakteristik polinomu

bibyry

<6L2 + 52!1_U> (Ch + bl:&)

b1 Box + Bibyy \— 8132
<a2 + 529_5) (Ch + bl:&) (a2 + bﬁ) <a1 + bl@)

olarak elde edilir. P (\) polinomunun tiim sifirlart mutlak degerce 1’den kiiciik oldugunda

)\2

P\ =)\ —

_I_

(4.1) sisteminin (7,7) denge noktasinin lokal asimptotik kararli olacagini biliyoruz. Tiim
sifirlarin mutlak degerce 1’den kiigiik olmas1 ve dolayisiyla denge noktasinin lokal asimp-

totik kararlilig1 i¢in gerek ve yeter sartt Rouche teoremini kullanarak elde edebiliriz. Bunun
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icin P () polinomunu
P(N\) =\

veE

W) = —b1boTy A2 4 b1 BT + B1bay \_ B152

(ag + boT) (a1 + b17) (ag + boT) (a1 + 017) (ag + boT) (a1 + b17)

seklinde verilen iki polinomun toplami seklinde yazabiliriz. Buradan |[A| < 1 i¢in, ®()\)
polinomunun tiim sifirlart || < 1 agik birim diskinin i¢indedir. Eger |¢) (A)| < |®())| kabul
edersek P(\) ve ®(\) polinomlarinin tiim sifirlart katliligs ile birlikte [A| < 1 agik birim
diskinin i¢inde kalir. Yani, eger

W (1) = —b1byTy n BT + Piboy 152
(az + bgf) (Cll + 61@) (CLQ + bQT) (a1 + blg) (CLQ + bQT) ((11 + blg)
(B4 0iT) (B2 + oY) _
(a1 + b17) (az + byT) <1i=20)

(4.29)

esitsizligi saglanirsa Rouché teoreminden ®(\) ve P(\) = ®()\) + ¢(\) polinomlarinin
|A| < 1 agik birim diski i¢inde sifirlarinin sayist aymdir. Boylece Lemma 4.2.1°den (4.1)

sisteminin (Z, ) tek pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Teorem 4.2.2. Eger (5,52 < ajas ise (4.1) sisteminin tek pozitif denge noktasi global

cekimlidir.

Ispat: {(x,,y,)} dizisi (4.1) sisteminin bir ¢oziimii ve

limsupx, = M;, liminfx, =my, limsupy, = Ms, liminfy, =my (4.30)
n—00 n—o0 n—00 n—00

olsun. Simdi

ay + S

f(u,v) = P 4.31)
ve
oy + By
_ 432
g(x,y) > (4.32)

fonksiyonlarini dikkate alalim. f ve g fonksiyonlarin kismi tiirevleri sirasiyla her (u,v) €
(La, Us)? igin

o (a1 + B1v) by .
fulww) = =272 <0 fo(we) =

A

——— >0 4.33
a; + Ubl - ( )
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ve her (z,y) € (Ly,U;)” igin
A

(a1 + Bry) by B
= >
a; + .Tbl

z \ T, =3 < O’ Z,
Gz (7,9) (@ 1 2y Gy (7,9)

0 (4.34)
olarak bulunur. Yani f fonksiyonu her v € (L, Us) i¢in u degiskenine gore azalan ve her
u € (Lo, Us) i¢in v degiskenine gore artandir. Benzer sekilde; g fonksiyonu her y € (L, Uy)
icin x degiskenine gore azalan ve her = € (Lq, U;) i¢in y degiskenine gore artandir. Boylece

(My, mq, My, my) ¢oztimiine sahip olan

M, =% + oMy o an ot Bimy

ap + bymo’ r= a; + b My’
(4.35)
_ Qy + Bo M,y _ ay + By
M, = as + bamy My = as + by My
sistemini yazabiliriz. (4.35) sisteminden
ai My + by Mymg = oy + 1 Mo, (4.36)
aymy + bymi My = ay + Bimey, (4.37)
ag My + boMymy = g + B My, (4.38)
asmy + bama My = iy + Bamy (4.39)
esitlikleri yazilabilir. (4.36) ve (4.37) taraf tarafa cikarilirsa
a1 B
b—(Ml — ml) + M1m2 — mlMg = b_(M2 — mg) (440)
1 1
esitligi ve benzer sekilde (4.38) ve (4.39) taraf tarafa ¢ikarilirsa
) B
b_(M2 — TTL2> + M2m1 — m2M1 = b_<M1 — ml) (441)
2 2
esitligi elde edilir. (4.40) ve (4.41) taraf tarafa toplanirsa
(a1by — B2b1) (M1 — ma) = (Ma — ma)(Biby — bras) (4.42)

esitligi elde edilir. M; = my ve My = my olmast igin a1bs — P2by # 0 ve S1by — asby # 0
olmalidir. Dolayisiyla asagidaki dort durum ortaya ¢ikar.

i) a1by > PBaby ve asby > [B1by

i1) a1by > [aby ve axby < P1by

i11) a1by < Paby ve agby < B1by

iU) a1by < ﬂle ve ash; > 61b2
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Bunlardan sadece ¢) durumu sinirlilik sartin1 saglar. Dolayisiyla 5132 < ajay ise Teorem
3.2.4.” e gore (4.1) sisteminin tek pozitif denge noktasi vardir ve sistemin her pozitif ¢oziimii
bu denge noktasina yakinsar. Yani (4.1) sisteminin tek pozitif denge noktas: global ¢ekim-
lidir.

Teorem 4.2.2.’de elde ettigimiz teorik sonucu dogrulamak i¢in (4.1) sisteminin parametrele-
rine ve baslangi¢ sartlarina bazi degerler vererek elde edilen 6zel bir durum asagidaki 6rnekte

verilir.

(")rnek 4.2.1. (41) sisteminde a1 = 1, 51 = 131, a; = 7, bl = 3, Qg = 12, ﬁg = 35,
ag = 8.2, by = 1 alinirsa

1+ 12.1y,_; 12 + 3.57,_;

= 443
T+3y, O 6+, (4.43)

Tpt+1 =

fark denklem sistemini elde ederiz. Bu durumda 3, 35 < ajas sart1 saglanir ve bdylece denge
noktasi (2.364109242,1.919175757) olup global ¢ekimlidir. Basglangi¢ sartlarin1 x_; = 5.4,
xo = 9.5,y 1 = 7, yo = 1.7 secersek elde edilen ¢6ziimiin grafigi ¢6zlimiin grafigi Sekil

4.1. ve Sekil 4.2. ile verilir.

50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n

Sekil 4.1. Global ¢ekimli denge noktasi (z,,) Sekil 4.2. Global ¢cekimli denge noktasi (y,,)
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Asagidaki teorem Onceki iki teoremin teorik sonucudur.

Teorem 4.2.3. Eger

(81 + 01T) (B2 + b2y) < (a1 + 01Y) (ag + boT)

ve

B1P2 < arasg

esitsizlikleri saglanirsa (4.1) sisteminin tek pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Ispat: Teorem 4.2.1°den sistemin tek pozitif denge noktasinin lokal asimptotik kararli oldugunu
ve Teorem 4.2.2°den global ¢ekimli oldugunu biliyoruz. Boylece hem lokal asimptik kararli
hem de global ¢cekimli oldugundan Tanim 3.2.2’nin (d) sikki geregince sistemin tek pozitif

denge noktasi global asimptotik kararlidir. Boylece ispat tamamlanir.

4.3. Coziimlerin Yakinsakhk Hizi

Bu kisimda; (4.1) denklem sisteminin tek pozitif denge noktasina yakinsayan bir
cOziimiiniin yakinsama hizi belirlenecektir.

(T, yp) dizisi (4.1) sisteminin p = lim x,, = T ve p = lim y, = ¥ herhangi bir ¢6ziimii
n—oo n—oo

olsun. Burada @ € [Ly,U;| ve § € [Ly, Us] araligindadir. Hata terimlerini bulmak igin (4.1)
sisteminden

_ a1+ SiyYpr oq + By
Tpy1 — T = -

ay + b1y, ay + by

=a1( ! - ! >+B1( Il v )
a; + blyn a; + blg ap + blyn ay + blg
B a1by (Y — yn) Bi (a1Yn—1 + Yn-1017 — 17 — biyny)
(a1 + biyn) (a1 + b17) (a1 + biyn) (a1 + b1Y)
—aiby (Yo — 7))+ Brlar Yn—1 — ) + 01 Yn-1 = F) — T (Yn-1 — )]
B (ay + bryy) (a1 + b17)
_ B (ar + b17)
(o =) + (a1 + bry,) (a1 + b1y

(4.44)

_ —by (a1 + (17)
(a1 + b1yn) (a1 + 017)

) (yn—l - ?)

ifadesi elde edilir. (4.44) ve (4.21) sisteminden
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_ —biT
Tp41 — X = ) (yn -

(@ + bagn) O Y . j s =) )

+ -
(a1 + b1yn
esitligi elde edilir. Benzer sekilde v, .1 — ¥ sisteminin hata terimleri de elde edilebilir.

Yot — T = Qo Polpn_1 Gt Bo
et as + byx, ao + by

1 1 + ﬁ Tp—1 T
= X — —
2 Qo + le’n ag + bQT 2 as + bgl‘n as + bgf

Qo0 (2, — T) B ag (n—1 — T) + boT (Tp—1 — )]
= " las + b (@ + boT) (a3 + bo) (@2 + boT) (4.46)
(zn — T) (—agby — BoboT) + B2 (-1 — T) (a2 + boT)
a (ag + baxy) (az + boT) (a2 + Bo7)
—ba(ag + Bo7) B2 (a2 + bo7)

- n —x)+ —
(as + Do) (s + 0T) (2 = 7) (as + baan) (s + 02T

) (xn_l - f)

(4.46) ve (4.21) sisteminden

b ) (Tp_y — T) (4.47)

_ —boy _
n - = n + ——
Y1 =T = | >(:c ) (a2 + o

as + boxy,
esitligi elde edilir. e} = x,, — x ve €2 = y,, — y olsun. Bu durumda hata terimlerinin sistemi
T2 2
€py1 = Aney, + bper
2 _ 1 1
en—i—l = Cpty + dnen—l

seklinde ifade edilir. Burada

bz B

4y = — 2 =L 4.48
ai + blyn ai + blyn ( )
—boy B2
= g =2 4.49
¢ as + bz, as + byx,, ( :

dir. Bu katsayilarin n tizerinden limitleri alinirsa

ma, = 2% gy = (4.50)
n—00 a1+ b1y n—00 ar + by

_b m
me — 29 g - (4.51)
n—o00 as + bgfL’ n—r0o0 as + wa

degerlerine ulasilir. Boylece hata terimlerinin limit sistemi agsagidaki gibi ifade edilebilir.
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1 _— 0 _— 1
Ent1 _ a1 + by a1 + by en
o2 —02Yy 0 2 0 o2
n1+1 = as + bgf as + bgf X 1n (452)
n 1 0 0 0 n—1
2 2
n 0 1 0 0 €n—1

Bu sistem (4.1) fark denklem sisteminin (Z,%) denge noktasi civarindaki lineerlestirilmig

sistemine benzer formdadir. Teorem 3.4.4 ve Teorem 3.4.5’ten agsagidaki sonuca ulagilir.

Teorem 4.3.1. (4.1) sisteminin

lim x, -2 wve limy, —7y
n—oo n—oo

sartin1 saglayan pozitif bir ¢oziimii {(x,,, y,, )} olsun. Burada@ € [L1, U;] ve § € [Lo, Uy dir.

1
6n—|—1

2
e
Bu durumda (4.1) sisteminin her ¢dziimiiniin " | hata vektorii

3=

SN

. 1 —
nll_>n;0(||en||)" = |M234JF (7,7)]

(4.53)
li ‘ ‘en—i-l‘ |

n=oe|len|

= |)\1,2,3,4 JF (57 y) |

asimptotik bagintilarin saglar. (4.53) limit esitliklerinde verilen A1 534 J#(Z,7) Jakobiyen

matrisinin karakteristik kokleridir.
4.4. Smrsiz Coziimlerinin Varhg

Bu kisimda; (4.1) fark denklem sisteminin sinirsiz ¢oziimlerinin varligi incelenecek-

tir.

Teorem 4.4.1. Eger 5152 > (a1 + b1Us) (ag + byUy) ise (4.1) fark denklem sisteminin her

pozitif {(z,,y,)} ¢oziimii sinirsizdir.
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Ispat. 3,5, > (a1 + bUs) (ay + boUy) olsun. (4.1) sisteminden

ag + Boxy—1 > ag + BoTn1

4.54
a9 + bg[)?n - a9 + bQUl ( )

Yn+1 =

ajay + Broag

esitsizligi elde edilir. (4.54) esitsizligindeki U; = N
a Gz — P1P2

dir. Benzer sekilde (4.1)

sisteminden

a1 + B1Yn—1 > a1 + BiYn—1

Tpi1 = 4.55
! ar+biyn T a1+ biUz (4:9)
O . . a1 + a1 . P
oldugu goriiliir. (4.55) esitsizliginde verilen U, = —————= seklindedir. Simdi
araz — 15
Wp41 = C2 + dozpn_1, Zpi1 =1+ dijw,_1, n € Ny, (4.56)

lineer fark denklem sistemini dikkate alalim. (4.56)’ de lineer fark denklemlerinde ¢y, d1, ca,

do degerleri;

(071 61 Qg ﬁQ
Y P . S N 457
@ a1+blUQ ! a1+blUQ “ CL2+b2U1 2 CL2+b2U1 ( )

seklindedir. (4.56) lineer sisteminin denklemleri birbiri i¢inde kullanilir ve bazi1 diizen-

lemeler yapilirsa

Wyt1 = € + crdy + didawy,—3, (4.58)

Zn+1 = C1 + C2d1 + dldgzn_;), (459)

bagimsiz lineer homojen olmayan fark denklemleri elde edilir. (4.58) ve (4.59) lineer fark

denklemlerinin genel ¢éziimleri, n > 0 icin

wn_cz+cld2 7‘1(\/_\/_>

1 —dyd,

tr (—\/d_l\/d:)n oy (—N/Ié/d_g)n +ry (zé/Ié/d_g)" (4.60)
ve

- cl+02d1+81<\/—\/—)

1 —dyd,

+5 (—\/d_l\/d_g)n+53 <_Z’</d_1€/d_2>n+54 (Z%%>n (4.61)
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seklinde elde edilir. (4.60) ve (4.61) genel ¢oziimlerinde 7, s;, (7 = 1,2, 3,4), katsayilar
keyfi sabitlerdir. (4.60) ve (4.61) genel ¢oziimlerinden agikca goriiliir ki dyds > 1 ise, yani

B1B2 > (a1 + biUs) (ag + boUn)

sart1 saglanirsa (w,,) ve (z,,) dizileri simirsizdir. Kargilagtirma teoremi geregince (x,,) ve (yy,)

dizileri de sinirsizdir. Béylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.4.1. (4.1) sisteminde oy = 1, 51 = 12.1, a; = 3.6, by = 3, as = 12, By = 3.5,

as = 6, by = 1 alinirsa

1+ 12.1y,_1 12 + 3.57,_1

] = —————— 4.62
3.6+ 3y, y  Ynt 6+, ( )

Tn1 =
fark denklem sistemini elde ederiz. Bu durumda 5,5y > (ai + b1Us) (ag + boU;) sarti
saglanir ve denge noktasi (2.808100791,2.478213327) olup kararsizdir. Baglangi¢ sartlari
-1 =04, 2090 =95,y_1 =7, yo = 1.7 olarak secilirse elde edilen ¢oziimiin grafigi Sekil

4.3. ve Sekil 4.4. ile verilir.

1.4 x 1031
3.%x 10131
1.2 x 1031
1. x 10131
13 |
2 ~ 8.x10'%1
N =
= =
6. % 10121
1. x 10" 4. %1021
2. x 1012.
0 T T T 0 T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
n n
Sekil 4.3. Smirsiz x,, nin ¢izimi Sekil 4.4. Sinirsiz y,, nin ¢izimi
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4.5. Periyodik Coziimlerin Varhg

Bu kisimda; (4.1) sisteminin iki periyotlu ¢éziimlerinin varlig1 aragtirilacaktir. Asagi-

daki teorem iki periyotlu ¢oziimlerin varligini ifade eder.

Teorem 4.5.1. Eger a,a, = 13 ise (4.1) sistemi esas periyodu iki olan ¢coziimlere sahiptir.

Ispat. (4.1) sisteminin p; # p, ve ¢ # ¢ sartlarini saglayan periyodik ¢oziimii

) (ph ql)a <p27 q2)7 (pla Q1)’ (p27 Q2)7 3t (463)

seklinde olsun. Burada py, po, q1, ¢2 pozitif reel sayilardir. (4.1) fark denklem sisteminden

asagidaki esitlikler elde edilir:

_a+ g Dy = a1 + Bige
=), )=,
a1 + bi1ge a; + gy
(4.64)
g+ [apy o = g + Papa
- —, g = —F.
as + bapo as + bapy
(4.64) sisteminde gerekli diizenlemeler yapildiginda
prai + pibiga = o + Biqu, P2a1 + pabigy = o + Bige (4.65)
q1a + qibapa = an + Bapr, G202 + qabop1 = g + Bapo (4.66)

esitlikleri elde edilir. (4.65) ve (4.66)’deki esitlikler kendi i¢inde taraf tarafa ¢ikarilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

a

b—i(pl —p2) +P1ge — P21 = f_ll(% — q2) (4.67)
ve

a2 52

E(QI —@2) + 1p2 — @2p1 = E(pl —p2) (4.68)

esitlikleri bulunur. (4.67) ve (4.68) taraf tarafa toplanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

(a1by — b1B2)(p1 — p2) + (a2by — Biba)(q1 — g2) =0 (4.69)

esitligi elde edilir. p; # po ve g1 # go kabulleri ile birlikte (4.5) esitliginden kolayca goriiliir
ki

a1b2 - blﬁg =0 ve CLle - ﬁlbg =0 (470)

40



oldugunda (4.1) sistemi iki periyotlu ¢oziimlere sahiptir. Sonug olarak (4.70) esitliginden

aias = 12 sonucu elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar.

Ornek 4.5.1. (4.1) sisteminde a; = 3, 51 = 6, a1 = 12, b; = 9, ap = 2, By = 4,

ay = 2, by = 3 aliirsa

3+ 6yn—1 2+ 4xn—1

P 471
12 +9yn ) Yn+1 ( )

Tpg1 =
i 24 3x,

fark denklem sistemini elde ederiz. Bu durumda a,a, = (33> sart1 saglanir ve denge noktast
(0.4413911092, 1.132782218) olup kararsizdir. Basglangi¢ sartlarimi z_1 = 3, 2 = 2, y_; =
1.3, yo = 7 segilirse elde edilen ¢oziimiin grafigi Sekil 4.5. ve Sekil 4.6. ile verilir.

3 71
2.5 6]
5
2-
— _4
= =
=151 E
3
1
2
0.5
1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
n n
Sekil 4.5. Periyodik x,, nin ¢izimi Sekil 4.6. Periyodik y,, nin cizimi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu calismada iki boyutlu (4.1) rasyonel fark denklem sisteminin bazi sartlar altinda
pozitif ¢oziimlerinin sinirlilif: ve direncliligi, tek pozitif denge noktasinin varligi ve tekligi,
tek pozitif denge noktasinin lokal ve global asimptotik kararlilig1, sinirsiz ¢oziimlerin varligi
ve pozitif iki periyotlu ¢oziimlerin varlig1 calisildi. Ayrica sistemin tek pozitif denge nok-
tasina yakinsayan bir ¢oziimiiniin yakinsaklik hizina dair bir sonug elde edildi. Elde edilen

sonuglar asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Tablo 5.1. (4.1) Sisteminin Coziimlerinin Davramsi

Parametrelerin Durumu Coziimlerin Durumu

b1y < ajas Coziimler simirli ve (7, y) denge noktasi global ¢cekimli
B1P2 = aras Coziimler sinirlt ve iki periyotlu

P15z > (a1 + biUs)(as + boUy) | Coziimler sinirsiz

5.2. Oneriler

Bu calismada ele alinan sistem ikinci mertebeden ve iki boyutludur. Bu 6zellikler
degistirilip daha yiiksek mertebeden ya da daha yiiksek boyutlu sistemler elde edilebilir. Elde
edilen sistemlerin denge noktalarinin kararlilik kararkterleri ve ¢oziimlerinin salimimlilik,

periyodiklik gibi 6zellikleri incelenebilir.
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