T.C.
NECMETTIN ERBAKAN
UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

¢ -TEKRARLAYAN HEMEN HEMEN
KOSIMPLEKTIK (x,1)-UZAYLARI
Basak ELIGUL

YUKSEK LiSANS TEZIi

Matematik Anabilim Dah

Temmuz-2021
KONYA
Her Hakki Sakhdir




TEZ BiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu g¢aligmada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and
results that are not original to this work.

7/
I////j L,"/L'A—\
/

Basak ELIGUL
14.07.2021



OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

¢ —TEKRARLAYAN HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIK (x, 1) -UZAYLARI

Basak ELIGUL

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2021, 50 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Doc. Dr. Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Giilhan AYAR

Bu tezin amaci; genellestirilmis @ -tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (K‘, ,u)-
uzaylarindan yararlanarak cesitli ispatlar gergeklestirilmistir. Ayrica, pseudo-projective @ -tekrarlayan

hemen hemen kosimplektik (K, ,u) -uzaylari tizerinde konu ile ilgili ¢aligmalar yapilmistir. Ve ek olarak

concircular @ -tekrarlayan  hemen hemen  kosimplektik (K,,u)-uzaylarmda da calisma
gerceklestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen kosimplektik manifold, ¢ -tekrarlayan hemen hemen
kosimplektik (i, £) -uzay



ABSTRACT

MS THESIS

¢ ~RECURENT ALMOST COSYMLECTIC (x, 1) -SPACES

Basak ELIGUL

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2021, 50 Pages

Jury
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Assoc. Prof. Dr. Melek ERDOGDU
Asst. Prof. Dr. Giilhan AYAR

The aim of this thesis is that various proofs have been carried out by using ¢ —recurent almost
cosmplectic (&, ) - spaces. Also, related studies have been done on pseudo projective ¢ —recurent
almost cosmplectic (k, ££) - spaces. And in addition work has been carried out in concircular @ —
recurent almost cosmplectic (&, £¢) - spaces.

Keywords: Almost cosmplectic manifold, ¢ —recurent almost cosmplectic (&, £¢) - spaces



ONSOZ

Yiiksek lisans 6grenimim ve bu tezin hazirlanmasi siiresince gosterdigi her tiirli
destek ve yardimdan dolay1 ¢ok degerli hocam Prof. Dr. Nesip AKTAN’a en igten

dileklerimle tesekkiir ederim.

Bu ¢alisma boyunca yardimlarin1 ve desteklerini esirgemeyen sevgili aileme ve

calisma arkadaslarima sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Basak ELIGUL
KONYA-2021

Vi



ICINDEKILER

L0 /21 D A RO PPR v
ABSTRACT ..ottt sttt ettt b bt e et nenre e Y
[0)0 110 Y/ Vi
ICINDEKILER .......ooooitiiceeeee ettt vii
SIMGELER ........c..cooviiiiiiisieie et viii
I € 1 2 1O 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ..ottt 3
2.1. Riemann Manifoladlar..........cccoooiiiiiiiiie s 3
2.2. Hemen Hemen Degme Manifoldlar...........c.ccoviiiiiiiiiiiniici e 9
2.3. Hemen Hemen Kosimplektik Manifoldlar.............cccccccoovveiiiiiiieieceece e, 19
2.4. Hemen Hemen Kosimplektik (i, ££)- UZaylar ..........ccocovinmrrneerneineeneinnieneens 23
2.5. RICCH SOITON. ...ttt st esreeeeeneennees 28

3. " TEKRARLAYAN HEMEN HEMEN KOSIiMPLEKTIK (e, 42) -

U Z A Y LA R e e e ettt e e e e e e e e e e te e e e e e et e e e e ee et reretareeaareetarersesennarees 30
3.1. TenSOr AlAnt OZEITKIETT c.vevveeveeeeeeee e eee e e e e e e e eee e et e eeeeseeeeeeseeeeeeeeeeseeseaereeneas 30
3.2. Egrilik O ZEIIKIETT .o e e e et e e e e e e e e e e, 32

3.3. Genellestirilmis ¢ -Tekrarlayan Hemen Hemen Kosimplektik ( «, 1 )-Uzaylar1 34
3.4. Pseudo-Projective ¢ -Tekrarlayan Hemen Hemen Kosimplektik ( «, 12 )-Uzaylar

.................................................................................................................................... 36
3.5. Concircular phi-Tekrarlayan Hemen Hemen Kosimplektik ( «, z)-Uzaylart ..... 38
4. SONUCLAR VE ONERILER ...........ccooooiiiiiieiieeeeee e 41
5. KAYNAKLAR ..ottt bbb 42

vii



Simgeler

D

div

J

B
M"(c)
\Y

L
x(M)
™
T™M*

SIMGELER

Degme dagilimi
Divergens operatorii
Hemen hemen kompleks yap1
Ikinci temel form
c sabit egrilikli uzay form
Levi-Civita konneksiyonu
Lie tlirev operatorii
M tizerindeki C” vektor alanlari uzayi
M iizerindeki tanjant demeti
M {izerindeki tanjant demetlerinin ortogonal tiimleyeni
Nijenhuis tensor alani
Ortogonal grup
Riemann egrilik tensorii
Uniter grup
Wely konformal egrilik tensor alani

viii



1. GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢ok Onemli bir yere
sahiptir. (2n +1) -boyutlu bir C” sinifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun
tanjant demetlerinin grup yapist U (n)x1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen
degme manifold denir. ilk olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar iizerinde

yaptig1 ¢alismada U (n)xl yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme

yapilari tanimlamustir. Buna gére, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme yapis

¢*X = -X+n(X)5, n(X)=1 (L.1)

denklemlerini saglayan (1,1)-tipli bir tensér alam1 @, bir vektor alam & ve bir 1—form
olan 7 ile olusturulan (gp,é,n)—ﬁglﬁsﬁyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(¢.£,7) hemen hemen degme yapisi iizerinde

9(eX, 9Y) = g(X, Y)-n(X)n(Y)
n(X)=g(X,$)

esitlikleriyle verilen uygun bir ¢ metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapty1 tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

degme manifoldlar i¢in normallik sartnin  J kompleks yapisinmm  J? =1
integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya bagl kalarak, (Goldberg ve Yano 1969)
kosimplektik manifoldu tanimlamiglardir. Bu tanimlamay1 takip eden yillarda 6zellikle
Olszak kosimplektik manifoldlar iizerinde bir¢cok calismaya imza atmistir (Olszak 1981-
89).

(x, p) - uzaylari ilk olarak degme metrik manifoldlarda belli bir 6zel egrilik sart1 olan

R(X,Y)S =n(Y)(d +th)X —n(X)(xd + )Y

denklemiyle Blair tarafindan incelenmistir. Burada x, y fonksiyonlar reel sabitler ve

h= 1 L. olarak almmigtir (Blair 1995). Bu uzaylar D, - homotetik déniisiimler altinda
2



degismez. D, - homotetik doniisiimler yardimiyla Boeckx degme metrik manifoldlar
tizerinde (x,u)- uzaylari i¢in tam smiflandirma vermistir (Boeckx 2000). Bu
calismalar1 takiben, Koufogiorgos (x,u)- uzaylari i¢in &, u fonksiyonlarini sabit

olmayan fonksiyonlar alarak 3- boyutta Orneklerle incelemistir. Bunun yani sira,

boyutun 3 ten biiyiikk olmasi durumunda «, u fonksiyonlarmin sabit olacagini
ispatlamigtir. Aksi halde, (x,u)- yapilarmin var olmayacagini gostermistir (

Koufogiorgos 2000).

1986 yilinda Ricci soliton kavramint Hamilton ‘Four manifolds with positive
curvature operator’ adli makalesi ile literatiire kazandirmistir. 1993 yilinda Iwey
kompakt 3-manifoldlarda Ricci soliton konusunu g¢alismis ve 2006 yilinda Cao Ricci
solitonlarin geometrisi ad1 altinda bir makale yaymlamistir. K- Kontakt manifoldlara bu
konuyu 2008 yilinda ilk Sharma c¢aligmistir. 2013 yilinda Ghosh Ricci solitonlart
kontakt metrik manifoldlarda calismis ve ayni zamanlarda Nagarajara ve Premalatha
2012 yilinda Kenmotsu manifoldlarda Ricci solitonu calismislardir. 2013 yilinda
Bagewadi, Ingalahalli ve Ashoka farkli kosullar altinda Kenmotsu manifoldlarda Ricci
soliton ile ilgili caligmalar yapmustir. Ayn1 yil ayrica Bagewadi ve Ingalahalli trans-
Sasakian manifoldlarda Ricci soliton ¢alismislardir.

Bu tez calismasi dort boliimden olusmustur.

Birinci boliim olan giris bolimiinde konu ile ilgili literatiir bilgisine yer
verilmistir. Ikinci bdliimde, manifoldlar ve alt manifoldlar ile ilgili temel kavramlar
tanitilmistir. Bu boliim bes alt basliktan olusmaktadir. Tk kisimda, Riemann manifoldlar
ve bazi temel ozellikleri tanitilmistir. Ikinci kisimda, hemen hemen degme metrik
manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ugiincii kistmda, hemen hemen
kosiplektik manifoldlar hakkinda temel kavramlar tanmitilmistir. Dordiinci kisimda,

hemen hemen kosiplektik (x,)- uzaylarina ait temel tanim ve ozelliklerine yer

verilmistir. Son kisimda ise Ricci solitonlar hakkinda temel kavramlar tanitilmistir.
Ugiincii boliimde, temel tensér alam ve egrilik 6zellikleri verilmistir. Ayrica,

genellestirilmis ¢ - tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, z)- uzaylari , pseudo-
projective ¢ - tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, z2)- uzaylar1 ve concircular ¢
- tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, z2)- uzaylari verilmistir.

Son boliimde ise sonug ve Oneriler yer almaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, diger boliimlerdeki ¢alismalarimiz igin gerekli olan manifoldlar ile

ilgili temel kavramlara yer verilmistir.
2.1. Riemann Manifoldlar

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin temel kavramlar tanitilacaktir.

Tanmm 2.1.1. M" | n—boyutlu bir C* manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin

uzayli ;((M ”) ve reel degerli C” fonksiyonlariin halkast C”(M",R) olmak tizere,
g : x(M")xx(M") >C*(M", R)

simetrik, 2—lineer ve pozitif tanimli bir g doniisiimiine M" {izerinde bir Riemann

metrik tensorii ve (M ",g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir

(O'neill 1983). M" manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi icin M" {izerinde bu

noktalar birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M" ye baglantili manifold adi verilir

(O'neill 1983).

Tanmm 2.1.2. M" bir C” manifold olsun. M" {izerinde vektor alanlarmin uzayi

;((M ”) olmak iizere,

2—lineer

VigM)xzM) S x(m")
(X, Y)> V(X,Y)=V,Y

dontistimii, V f,geC”(M",R), V X,Y,Ze y(M") i¢in,

I) Vx(Y—i— Z) = VxY+ sz,



“) fo+gYZ = f VXZ + g VYZ,
III) Vx(f Y) =fVxY+ X(f)Y,

ozellikleri saglaniyorsa Vya M" {izerinde bir afin konneksiyon denir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.3. (M",g) bir Riemann manifoldu ve VvV da M" lizerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V doéniisiimii; V X,Y,Z € y(M") igin,
i) V.Y =V, X =[X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),

i) X9(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma

ozeligi),

sartlarin1 sagliyorsa V ya M" {izerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M" nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.4. (M ",g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R: x(M")xx(M")x x(M") = x(M")

(2.1.1)
R(X,Y)Z =V,V,Z-V,V,Z -V, Z

ile tanimlanan (1, 3) —tipli tensor alan1 R ye M" nin Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica, V' X,Y,Z,V,W € y(M") olmak iizere, R Riemann egrilik tensori
) R(X,Y)Z =—R(Y, X)Z,

i) IRKNV,W) = —gRX W, V),



iy  RXYZ+RY,2)X+R(Z X)Y =0,
vy GROCYIV,W) = gRIV, WX, Y),
0zelliklerini saglar (O'neill 1983).

Onerme 2.1.1. (Mn,g) bir Riemann manifoldu, V. da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1,1)—tipli bir tensor alam olsun. O zaman,
(VXE)Y =V, EY —E(V,Y)
dir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.2. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan

olmak tlizere, her X,Y,Z vektor alanlari igin,
gd((VxF)Y,Z)=9(Y.(V\F)Z)
esitligi gegerlidir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.3. (M ’ , g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak tizere, her X,Y,Z vektor alanlart igin,
9((VxG)Y,Z) =—g(Y,(VxG)2)
dir (O'neill 1983).

Tanmm 2.1.5. (M ",g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzayinin iki boyutlu

altuzay [[ve V,W eII vektorleri lizerine kurulan paralel kenarini alan



g(\/,V)g(\N,W)—g(\/,W)z #0

olsun. O zaman,

- GRVIWWY)
g(\/,V)g(\N,W)—g(\/,W)

esitligine [] nin kesit egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.6. (M“,g) bir Riemann manifoldu ve {e,e,,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak {izere,

S Z(MMx #(M") >R
i (2.1.2)
(X.Y) > S(X.Y) =2 g(R(e, X)Y.&)

seklinde tamimli (0,2)—tipindeki S tensor alanma M" iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2)—tipli Q Ricci operatérii
S(X,Y)=g(QX,Y)
esitligi ile tamimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.7. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ee,,....e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar olmak {izere,
r=>S(.e)
i=1

degerine M " nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).



Tamm 2.1.8. (M " g) bir Riemann manifoldu ve M" iizerinde bir pozitif fonksiyon

polsun. Bu durumda, g*=p’°g esitligi M" iizerinde metrik degisimini tanimlar.
Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal doniisiim homotetik olarak adlandirilir. Eger p

fonksiyonu 6zdes olarak 1'e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir ¢ Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile

konformal olarak iligkili ise 0 zaman, M" Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (M “,g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal diizlemsel

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n>3 icin C=0 ve n=3 i¢in C =0 olmasidir (Yano
ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M ! g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M" {izerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin,
R(X,Y)Z =k[g(Y,Z)X —g(X,Z)Y]

dir (Yano ve Kon 1984).

Tanmim 2.1.9. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir.n—

boyutlu bir M" uzay formu M"(k) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.1.1. (M ",g) bir sabit k egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n>2

i¢in,



M" (k) =

k= ise M"(k)=E" Oklid uzay,

0
L

k:r2

ise M"(k)=S"(r) kiresi,

k:—i ise  M"(k)=H"(r) Hiperbolik uzay,

r2

dir (O'neill 1983).

Tanmm 2.1.10. M" bir C” manifold olmak iizere,

@ RxM" >M"

(t.p)— ¢, (p)

donisimi

i) V teR icin, @, : P — ¢, (P)diffeomorfizm,

i) Y tseRve PeM" icin, o (P)=¢(p,(P))

sartlarin1 saghyorsa ¢ ye M" nin diferensiyellenebilir bir 1—parametreli grubu denir

(Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.1.11. M" bir

tizere, X ile gerilmis lokal doniisiimli bir 1—parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K

bir tensor alant ve pe M " icin
9

(LXK)p - Itl—rg%[Kp _((ptK)P]

seklinde tanimlanan L, K doniigiimiine X yoniinde K nmn Lie tiirevi denir ve L, K

ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

C” manifold ve M" iizerindeki bir vektor alani X olmak



Onerme 2.1.4. M" bir C® manifold ve M" iizerindeki bir X vektor alani

yoniindeki Lie tiirevi igin,

) L (Y®Z)=(L,Y)®Z+Y®(L.Z) (Y,Z herhangi tensor alanlar)
i) L f = X(f) ( f, K cismi iizerinde bir fonksiyon)

i) LV=[XV], VeyM"

ozellikleri gecerlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.12. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin,

L,g =0ise X vektor alanina bir Killing vektdr alani denir (Yano ve Kon 1984).

2.2. Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar1 ile ilgili temel kavramlar

verilmistir.

Tamm 22.1.M*™  (2n+1)—boyutlu bir manifold, ¢,&n da M iizerinde,
sirastyla, (1, 1) —tipinde bir tensor alani, bir vektor alan ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, 1

icin, M *"** {izerinde herhangi bir vektér alan1 X olmak iizere,

n(g)=1
9*X ==X +7(X)§

(2.2.1)

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢, &,77) {igliisine M iizerinde bir hemen hemen

degme yap1 ve bu yapr ile birlikte M*™ ye bir hemen hemen degme manifold denir
(Yano ve Kon 1984).
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Tamm 2.2.2. M>"" | (go, g, n)hemen hemen degme yapisi ile verilsin. M " iizerinde

bir g Riemann metrigi,

n(X)=9(X,¢)

9(eX,pY) = 9(X, Y) - n(X)n(Y) (2.2.2)

sartlarin1 sagliyorsa g metrigine M2 iizerinde hemen hemen degme metrik,

(gp, &n, g) yapisina hemen hemen degme metrik yapi ve (go, én, g)yaplsl ile M

ye de hemen hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.2.1. M>™ | (p,&,7,g) hemen hemen degme metrik yapisi ile verilsin. Bu

durumda,

9(X, Y)=-9(X,¢Y) (2.2.3)

dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.3. M*™  iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢,§,n,g)

olmak tizere,
d(X,Y)=g(X,¢Y) (2.2.4)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2 —formu

denir (Yano ve Kon 1984).

Tanmm 2.2.4. (M",g) bir Riemann manifold ve x,X,,...,x, M" nin lokal
koordinatlari olsun. W=\/mdxl/\dx2 A...ndx, ve g(x)>0 ise w yeM" iizerindeki
bir hacim form denir. Burada dx., M" iizerindeki kotanjant uzayda 1—formlar ve |g|

M" {izerinde metrik tensoriin determinantidir (Spivak 1965).
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Tanmim 2.2.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" {izerinde bir hacim form

mevcut iseM" ye yonlendirilebilirdir denir (Gallot, Hulin, Lafontaine 2004).

Sonu¢ 2.2.2. ® temel 2—formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla n A®" =0

dir. Boylece Tanim 2.1.2.5. geregince (M”,¢,§,n,g) hemen hemen degme metrik
manifoldu yonlendirilebilirdir (Gonzalez 1990).

Tanmm 2.2.6. M" bir C* manifold olsun. Eger w 1—form ise, keyfi X,Y vektor

alanlari i¢in,
2dw(X,Y) =X (W(Y)) =Y (W(X)) —W X,Y]
dir. Eger w, 2 -form ise,

3AW(X,Y,Z) = X (WY, Z)) +Y (W(Z,Y)) + Z(W(X,Y))
_W([X ’Y]’Z)_W([Y’Z]! X)_W([Z’ X]’Y)

dir (Yano ve Kon 1984).

Onerme 2.2.1. (M 2'”1,(;), f,n,g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,Y,Z vektor alanlart igin,

) (Vi@(Y.Z)=9(Y.(Vio)Z)

i) (Vi ®NY,2)+ (V@Y 0Z) = n(ZNV x1)pY = (Y XV x 112
i) (V)Y =g(Y, V&)= (V@) pY)

2dn(X,Y) = (V)Y = (Vyn) X

3dD(X,Y,2) = @ (V,®)(Y,2)
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esitlikleri gegerlidir. Burada X(JYBZ , X,Y,Z vektor alanlar1 tizerinden alinan devirli

toplam gostermektedir.
Ayrlca,{Xi,¢Xi , f} i=1,2,...,n olmak iizere, M*"*" nin acik bir alt ciimlesi iizerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, & operatori

n

==Y {(Vx X, +(V e $X, |

i=1

seklinde elde edilir (Gonzalez 1990).

Tanmm 2.2.7. M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M" nin her p

noktas1 igin J?=—1 olacak sekilde T,M tanjant uzaymin bir J endomorfizmasi
mevcut ise, 0 zaman M" lizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1
adi1 verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen
kompleks manifold denir (YYano ve Kon 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (go,§,77, g) ile verilsin. O zaman,

M xR {iizerinde herhangi bir vektor alani
d
X, f—
(X, )

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alan; t, R nin bir
koordinat ve f, M xR iizerinde bir C” fonksiyondur.
M fizerinde (@,&,77,9) bir hemen hemen degme metrik yapi olsun. Bdylece M xR

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
d d
J(IX, f =)= oX —1.5, n(X)—
X120 [¢ ¢, 1(X) dtj

bigiminde tanimlanir. Kolayca J° =—I elde edilir (Yano ve Kon 1984).
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Tanmim 2.2.8. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M" {izerinde (1,1)—

tipli bir tensor alan1 F olsun. vV X,Y € (M) igin,

Np (X,Y)=F?’[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY]

seklinde tanimli N tensor alana F tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensori
denir (Yano ve Kon 1984).

J, M" {izerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M"
tizerinde J tensor alanina gbre Nijenhuis torsiyon tensorii

N, (X,Y)

J2IX,YT+[IX, IY]=I[IX,YT=I[X, IY]
X, Y]+[IX, IY]-I[IX,Y]-I[X, IY]

seklindedir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.2.9. (M*",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N, =0 ise

J doniistimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.10. Eger M?" xR iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi
integrallenebilir ise (p,&,7) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve
Kon 1984).

Onerme 2.2.2. M>" {izerinde (gp, ¢, 77) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi

icin gerek ve yeter kosul

N, +2dp®& =0

esitliginin saglamasidir. Burada N,, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

¢l

tensoriidiir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.11. (M*",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M*" iizerinde her

X,Y vektor alanlari igin,
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g(IX,JY)=g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tamm 2.2.12. (M?",J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y vektor

alanlar1 igin,
Q(X,Y)=g(X,JY)

esitligi ile tanimlanan Q 2—formuna hemen hemen Hermit yapsnn temel 2-—formu

denir. Eger dQQ=0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapi ile

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap1 ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir
Kaehler manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul VJ =0 esitliginin saglamasidir

(Blair 2002).

Tamm 2.2.13. (M o, En, g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yap1

d® =0 (D, kapalidir), dr =0 (77, kapalidir)

sartlarmi sagliyorsa M "' manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak 1981).

Teorem 2.2.1. (M 2”+l,¢,§,77,g), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M 2" manifoldunun bir kosimplektik manifold olmast i¢in gerek ve yeter kosul V® ve

V7 kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir (Olszak 1981).
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Yardimcr Teorem 2.2.1. (M*"",¢,&,1,9) bir hemen hemen degme manifoldu olsun.

Eger ® 2—formu kapali ise,

(Vi @)(@Y,2)+(V @)Y, Z)—n(X) [dn(gY,Z) +dn(Y,$2)]
+7(Y)[ dn(#Z, X) =3 (L..9)(Z, $X) |+n(Z) [dn(X, §Y) —dn(gX,Y)]=0

esitligi saglanir (Olszak 1981).

Yardimeci Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold iizerinde
(Vix@)(@Y) + (V) (Y) —n(Y)V 1 &£ =0

esitligi gecerlidir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.1. (M,J,G) bir hemen hemen Kaehler manifoldu olsun. O zaman, M ,
(2n)—boyutlu bir manifold, J bir hemen hemen kompleks yapt ve M*" iizerindeki

Riemann metrigi G olmak lizere,

J?=—1, G(X,Y)=G(IX,JY)

esitlikleri gegerlidir. M*" iizerindeki temel 2—form
Q(X,Y)=G(X,JY)

seklinde tanimli olup, dQ =0 dir.

R reel dogru ve ¢, bir Riemann metrigi olsun. R tizerinde &, sifirdan farkl bir vektor

alani ve 7,

go(x’go) :770()()
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olacak sekilde bir 1—form olsun. Boylece M =M xR carpimi manifoldu tanimlidir.

(X, X,), V lizerinde tanimli vektor alanlari olsunlar. Burada X,V c¢arpim
manifolduna dik olan vektor ve X, ise R dogrusuna dik olan vektordir. ¢ (1,1)—tipli

bir tensor alan1 & bir vektor alan1 (£ #0) ve n 1—formunu
(X1, X3) =(IX,0), £=(0,5), 7(Xy, Xp)=1,(X,)
seklinde secelim. Ayrica, M’ iizerinde tanimli g metrigi
g=G+g,

seklindedir. Boylece (M ,¢,&,7,9) bir hemen hemen kosimplektik manifoldu elde
edilir (Olszak 1981).

Ornek 2.2.2. E* Kaehler manifoldunun 3—boyutlu bir reel hiperkiiresi S* olsun. E*

de S® bir birim normali C olmak iizere E* iin hemen hemen kompleks tensor alani J

J:E*>E*
IC=—¢

biciminde tanimlansin. O zaman ¢&, S*® {izerinde bir birim vektor alani olur. Yani
& e;((SB) dir. S®e teget her bir X vektor alam igin 7(X)=g(X,&) olmak iizere 7

1—formu iyi tanimlidir. Ustelik 77(¢) =1 dir. Diger yandan,
IX =¢X +n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gore Vp=(p,, p,, P, P, ) € S°

i¢in;



00 -1 0
J_{o —|2}_oo 0 -1
I, 0| |10 0 0
01 0 0

yapist yardimu ile;

‘](C(p)):‘](pll P Ps, p4):(_p3’_p4, Py pz):_é:

elde edilir. Burada;

Ps
P,
§ =
Py
-Pp,
dir.

Simdi g(X,&)< igin;

X Ps Ps

X P, P,
9(X,&)é=<| *|, >

X3 _pl _pl

X, ) )

oldugundan,

Ps
P4

g(X,§)§:(x1p3+X2p4—Xspl—x4p2)

1

—P,

elde edilir. Boylece;

/1=(x1p3+xzp4—x3pl—x4p2)
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olmak tizere;

9(X,8) =4S

esitligi elde edilir. Ayrica,

P(pX) = I(#X) —n(¢X)C

#(#X) = I(IX =n(X)C)—n(IX —n(X)C)C

=X P
— ] =X P, _
=J( -4l " P-9(X-n(X)C,8)C
X Ps
X P,
=X+ AP, % =Ap | [ B | [P
_ —X2+ﬂp4 _< —X4—ﬂp2 , P, > P,
_X3_ﬂpl _X1_/1p3 —P Ps
__X4 -4 P, =X, -4 Py ) P,

X | [ AP =[G = AP s+ (X = AP) Py + (X + AP5) oy + (X, + AD,) P, | Py
—X; _ _Zp4_[(Xa_ﬂ“pl)p3+(x4_/1p2) p4+(xl+ﬂ,p3)pl+(x2+2.p4) pz] P,
—X3 _ﬂ“pl_[(XS_ﬂ’pl) p3+(x4—lp2) p4+(X1+/1p3) p1+(X2+/1p4)p2] Ps
=% _ﬂ*pz —[(Xs—/ipl)p3+(x4—ﬂp2) p4+(x1+/1p3) p1+(xz+lp4)p2] Py

dir. O zaman
X Ps
X P,
ppX)=—| * |+ 4
X3 _pl
X4 _pz

oldugundan
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¢°X ==X +1(X)&

elde edilir. Bununla birlikte,

¢&=35-n(S)C

oldugundan,
00 -10 ps p1 p1 p1
00 0 -1 p p p p

¢ § _ 4 | 2| _ 2| 2| _ 0
10 0 0 - pl ps ps pa
01 0 0 - pz p4 p4 p4

bulunur. Bdylece;

n(¢X) =9($X.,<)

=g(IX -n(X)C,5) =0

oldugu da acikga goriiliir.
Sonug olarak (¢,&,7,9) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi

olusturur (Blair 2002).
2.3. Hemen Hemen Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda oncelikle hemen hemen kosimplektik yapilar tanitilarak, gerekli literatiir

bilgisi verilmistir.

Tanmm 23.1. (M,p,&,7,9), (2n+1)—boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. Herhangi vektér alanlar icin, M *"* iizerinde

dn=0, dd=0
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esitlikleri saglaniyorsa M?"" ye hemen hemen kosimplektik manifold denir.(Blair
1970).

Yardimer Teorem 2.3.1. M?™ manifoldunun bir (p,&,7,g) hemen hemen degme

metrik yapist i¢in,

29((V4p)Y, Z) = 3dD(X, ¢Y, ¢Z) - 3dD(X, Y, Z)+ (N (Y, Z, X))

+N@(Y, 2)(X)+ 2dn(pY, X)n(Z) - 2d 7(pz, X)n(Y) (2.3.1)

dir. Burada N® N tensor alanlari, sirasiyla,

NO(X,Y)=N, (X, Y)+2dn(X, Y)& (2.3.2)
N@X, Y) = (Lan)Y - (Ly7)X (2.3.3)
dir (Blair 2002).

Onerme 2.3.1. (M 2”*l,go,§,77,g), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X,Y vektor alanlar i¢in,

hX = %(Lg,go)x  h(@)=0 (2.3.4)
V.£=0 . V.p=0 (2.3.5)
(poh)X+(heop)X =0 (2.3.6)
Iz(h)=0 (2.3.7)

h=0<VE=0
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esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.3.2. (M Zn*l,go,é,n,g), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, her X,Y vektor alanlari igin,

Vié =-ghX (2.3.8)
(Vi)Y = g(pY, hX) (2.3.9)
h=0=VE=0 (2.3.10)

esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo 2007) (Kim ve Pak 2005).

Ispat: (Pastore ve Dileo 2007) ve (Kim ve Pak 2005) deki islem adimlar1 takip edilerek

sonugclar kolaylikla bulunabilir.

Yardimci Teorem 2.3.2. (M o, &, g) bir hemen hemen degme manifold olsun. O

zaman, her X vektor alani igin,
(V.fh)°¢+¢°(vg ): 0
esitligi gegerlidir (Blair 2002).

Onerme 2.3.3. (M 2”+1,(p,§,77,g), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O
zaman, V. X,Y € (M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu

(V@)Y +(V xp)p¥ = 2.3.11)
esitligini saglar. Ayrica, (2.3.11) esitligi kullanilarak

o(V @)Y —(V —g(hX, Y)£ (2.3.12)
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elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Onerme 2.3.4. (M Zn*l,go,é,n,g), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O
zaman, VX,Y € x(M) igin,
9(RxY,Z)- 9(RxY, 0Z)+ 9(Rox Y, 9Z)+ 9(R x#Y, Z) = 2(V ( @Y, Z)

(2.3.13)

esitligi saglanir.

Ispat: R Riemann egrilik tensérii simetrik oldugundan g(foY’ Z) = 9(X.Ryz¢) dir.

R(X,Y)E = (V,AX — (VLAY

esitliginin kullaniimastyla (2.3.13) ifadesinin sol tarafi

B(X,Y,Z)-B(X,ZY) (2.3.14)
seklinde yazilir. Burada

B(X,Y,Z)= g(X~(Vyeh)Z + oV, ) + 9(X. (Vs s Z) - gloX. (V, e )2) - (2.3.15)
dir. Bu esitlikle birlikte

P(Vyo)pZ)— (Vi ph)Z =~(VyphZ +h((Vy0)Z) (2.3.16)
bulunur. g metrik tensér alan1 yardimiyla

g(X, (Vq,Ygah)goZ)— g((/’X' (VwY(”h)Z)

= 9(gX, @V o o)+ n(2)n(V e o) - 9leX, (V i 2)
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elde edilir. Bu son denkleme (2.3.16) uygulanarak
9(hz,hY)=7((V yohkZ) (2.3.17)

esitligi elde edilir. (2.3.17) ve (2.3.12) ifadeleri g6z oniine almarak
B(X,Y,Z)=29(hX,(Vyp)Z) (2.3.18)
ifadesi bulunur. Ayrica

3dd(Y, Z,hX) = (V,®)Z,hX)+ (V, D )hX, Y)+(VP)Y,Z)

Esitligi kullanilarak (2.3.18) esitligi (2.3.14) ifadesinde Y ve Z vektor alanlarinin

yer degistirilmesiyle istenen sonuca ulagilir.

2.4. Hemen Hemen Kosimplektik (i, «)- Uzaylar

Bu kisimda, hemen hemen kosimplektik (K‘, ,u)- uzaylar1 incelenerek gerekli

literatiir bilgisi verilecektir.

Tamm 2.4.1. Bir M hemen hemen kosimplektik manifoldu ¢,&,7,9 tensor yapi

alanlar1 yardimiyla verilen belli bir egrilik kosulu olan
R(X,Y)S = n(Y)id + ph)X —(X)id + ph)Y (24.1)

esitligini sagliyorsa M ye bir hemen hemen kosimplektik (i, z)- uzayr denir ve

((o, §,n,g)- yapisida hemen hemen kosimplektik (K, y)- yapt olarak adlandirilir.
1
Burada h = E(L§¢)) , k,1eR, (M) ve x <0 du.

(Olszak ve Dacko 2005) de hemen hemen kosimplektik manifoldlar {izerinde asagidaki

sonuglar verilmistir.
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Onerme 2.4.1. Bir (2n+1)- boyutlu hemen hemen kosimplektik («, )- uzaylar1 her

X,Y vektor alanlari igin,

() 1=—x¢?+1h (2.4.2)
(i) lp—gl=2uhg (243)
(iii)  h? = xe? (2.4.4)
(iv)  (V.h)=—ugeh (2.4.5)
V) REX)Y = w(g(Y, X)s —7(Y)X)+ lg(hY, X)s —7(Y )hX) (2.4.6)
(vi) Q&=2nké (2.4.7)
wii)  (Vip)Y = g(hX, Y)s - n(Y XhX) (2.4.8)

(viii)  (Vxh)Y =(Vyh)X = (7Y JpX - (XY +29(¢X, Y)£)

+ (Y JphX = 7(X)phY) (2.4.9)
(iX)  Q@—¢Q=2hep (2.4.10)
esitlikleri gegerlidir.
ispat :
(i)  (2.4.1) esitliginden
IX = R(X, &)¢ = k(X —(X)&) + 1hX (2.4.11)

elde edilir.

(i)  (2.4.11) esitliginde X yerine ¢X yazilirsa



lpX = kX + pughX
lpX — X = p(hgX — ghX)

bulunur. Ayrica, (2.4.11) esitliginin her iki tarafina ¢ tensorii uygulanirsa

AX = —prcp® X + puhX

olur. Boylece bu son iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa

lpX — X = p(hpX — phX)

dir. Burada (i1) sikki ispat edilmis olur.

(i)  (2.4.11) esitliginden

ApX = pxpX + pughX

elde edilir. (2.4.11) ve (2.4.12) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

IX — X = —2x0p°X

denklemi elde edilir. Burada (3.2.6) esitligi kullanilarak

—2kp*X = -2h*X

elde edilir. Bu son esitlikte h® tensor alani ¢ekilirse

kp°X =h*X

dir. Boylece (iii) sikki ispatlanmis olur.

(iv)  V.h kovaryant tiirev esitligi (2.4.4) denklemi kullanilarak

25

(2.4.12)
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(V.h)X = —pIX - ph?X
= —k@EX — ughX + kX
bulunur. Bu esitlik sadelestirilirse
(V.h)X = —ughx
denklemi elde edilir.
(v) g(R(& X)Y,Z) = g(R(Y,Z)&,X) oldugundan (2.4.1) esitligi yardimiyla

9(R(Y.2)5, X) = x((Z2)g(Y, X) - 1(Y)a(z. X))+ un(Z)g(hY, X) - n(Y)g(hZ. X))
~n(Y)g(ehZ, X)
bulunur. Bu son denklemden Z vektor alani gekilirse (v) sikki ispatlanmis olur.

(vi) {El .05 } tanjant uzayinin herhangi bir noktasindaki bir ortonormal baz olsun.

Bu durumda, 1<i<2n+1 olmak iizere, (2.4.6) esitliginde X =Y =E, alinir ve Ricci

tensorliniin tanimi kullanilarak her Z vektor alani igin,

2n+1

S(&,2)= 2 9(R(&,E))E;, Z)

i=1

2n+1

= ZK[g(Ei En(2)-n(E)e(E,. 2)]

-y
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= 2nk7(Z)
elde edilir. Ricci operatoriiniin tanimindan (2.4.7) esitligi bulunur.
(Vi)  (2.4.1) esitliginden
9(RY, 2)=x[g(X, Y)(2) - n(Y)a(X, 2)]+ g (hX, Y)n(Z) - (Y ) (hX, 2)]

elde edilir. Buna gore, (2.3.13) esitliginin sol tarafindaki ifadeler yukaridaki esitlik

yardimiyla toplanirsa

= 2«[n(Y)g(X. 2)-n(Z)g(X, Y)]

ifadesi bulunmus olur. O halde (2.3.13) esitligi

~2«[n(Y)g(X. 2)-n(Z)9(X, Y)]= 2(V,x0 Y. 2)

seklinde yazilir. Bu denklemde (V@) ifadesi ¢ekilerek

~(VixoXY.2) = x[n(Y)a(X, Z) - n(Z)g(X, Y)] (2.4.13)

elde edilir. (2.4.13) esitliginde X yerine hX alimr ve (2.4.4) ile
(ngp)(Y, Z) = g((VX qD)Z, Y) esitlikler: g6z oniine alindiginda

0=r{g((Vxe)Z Y)l-[(¥)g(hX, Z)-n(Z)g(hX, Y)]
bulunur. Bu son denklemden (V,@)Z ifadesi gekilirse

(Vx@)Z = g(hX, Z)¢ - n(Z)hx

elde edilir. Burada Z yerine Y alinir ve yukaridaki esitlik diizenlenirse (vii) sikkinin

ispat1 bulunur.
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(viii) Onerme 2.1.1.1 yardimiyla

(VX(/h)Y - (Vng)X = (VX¢)hY - (VY(p)hX + (D((Vxh)Y - (th)X)

dir. (2.4.1) esitligi kullanilarak ((Vh)Y —(V,h)X) ifadesi ¢ekilirse (viii) sikki ispat

edilmis olur.

(ix)  (3.1.2) esitligi her X vektor alani igin,
Q- =lp-gl

dir. Bu esitlik diizenlenirse

Qp—9Q =24hg

bulunur. Boylece (iX) sikki ispat edilmis olur.
2.5. Ricci Soliton

Tamm 2.5.1. (M, g) bir Riemann manifold, V bir vektér alani, S de M fiizerinde bir
Ricci tensor, A sabit bir deger , g bir Riemann metrik ve L, Lie tiirev operatorii

olsun. g metrigi

(L o)X, Y)+2S(X,Y)+249(X,Y)=0 (2.5.1)

sartin1 sagliyorsa (g,V, A) iicliisiine Ricci soliton olarak tanimlanir. Ricci solitona,

) A <0 ise biizlisen,

i) A =0 ise duragan,
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i) A >0 ise genisleyen

denir(Nagaraja and Premalatha 2012).

Sonug 2.5.1. (g,V, A) iigliisii M iizerinde hemen hemen kosimplektik (x, z) —uzayinda

bir ricci soliton olsun. (2.5.1) denkleminde V = & yazilirsa

S(X,Y)=29(X,Y) (2.5.2)
elde edilir. Yukaridaki denklemden yararlanarak

QX =4AX (2.5.3)
r=—A(2n+1) (2.5.4)
esitlikleri elde edilir. Ayrica kovaryant tiirevinin tanimlanmasiyla

(VuSXY, )= Vi S(Y,£) - 8(Vy Y, £) = S(Y, Viy¢) (25.5)

denklemi bulunur.
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3. ?"TEKRARLAYAN HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIK (e, 42) -
UZAYLARI

Bu bolim tez ¢aligmamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Riemann egrilik
tensor alaninin bazi spesifik durumlart olan genellestirilmis, pseudo- projective,

concircular hemen hemen kosimplektik (x, z)- uzaylarindaki ricci solitonlar

calisilmgtir.

3.1. Tensor Alam Ozellikleri
Bu kisimda belli tensér kosullarini saglayan A ve h tensor alanlar
incelenmistir. Simdi, bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel esitlikleri

verelim.

Yardimer Teorem 3.1.1. (M*",¢,&£,7,9) bir hemen hemen kosimplektik manifold
olsun. M*"* iizerinde (L,1)-tipli A ve h tensor alanlari, sirasiyla, A=-VE ve

h=:;L ¢ seklinde tanimlansin. Bu durumda, her X,Y vektor alanlari igin,

) A ve h simetriktir,
“) A¢+¢A=O,

|||) UOAZO, 770h=0,

i) h=Ac

y)  hA+An=0,

viy  1z2(A)=0
1z(¢A) =0

vii)
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esitlikleri saglanir (Olzsak ve Dacko 1998).
ispat.

) M >"*! {izerinde herhangi X,Y vektdr alanlari igin,

g(AX,Y)=g(ghX,Y)
=-g(X,hgY))
=g(¢hY, X)
=g(AY, X)

dir. Boylece A simetriktir. Ozel olarak, X =¢ icin AZ=¢hé =0 elde edilir. Benzer

olarak, tensor alaninin simetrik oldugu kolayca elde edilir.

i) A tensor alaninin ozellikleri goz oniine alindiginda Ag = (gh)¢ ve @A = @(gph)
esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa Ap+¢@A=0 esitligi

bulunur.

11)) A tensor alaninin tanimindan

(7o A)X =n(AX)
=g(-V,<&,8)
= g(Xavgé) =0

bulunur. Benzer sekilde, 70h =0 esitligi L Lie tiirev operatoriiniin tanimi1 kullanilarak

elde edilir.

iv) (2.3.3) esitliginden Ag=h dir.

V) hA ye Ah bileske tensor alanlari

hA = hgh, Ah = gh?

seklinde bulunur. Boylece yukaridaki iki esitlik taraf tarafa toplanarak hA+ Ah=0 elde
edilir.
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(vi)- (vii) A ve @A tensor alanlarmn izleri alinir ve (2.3.6) esitligi kullamlirsa (vi)

ve (vii) siklar1 elde edilir.

Onerme 3.1.1. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagiliminin integral alt

manifoldlariin Kaehler yapida olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y vektor

alanlar1 igin,
(Vx@)Y =—g(¢AX,Y)& +n(Y)PpAX (3.1.1)

dir. Burada AX =¢hX olarak alinmistir (Olszak ve Dacko 1998).

Onerme 3.1.2. (M XX g), (2n +1)-boyutlu integral alt manifoldlar1 Kaehler olan

hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu durumda ,

Qe —¢RQ =lp— gl +(10Qp)s — 170(¢Q%) (3.1.2)
esitligi saglanir.

3.2. Egrilik Ozellikleri

Bu kisimda, Riemann egrilik tensorii yardimiyla bazi egrilik o6zellikleri

incelenmistir.

Onerme 3.2.1. (M*,¢,&,17,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O

zaman, M 2" {izerinde herhangi vektor alanlart X,Y igin,

R(X.Y)E = (V, gh)X —(V, gh)Y

=(V,AX —(V,AY (3.2.1)

esitligi saglanir (Olzsak ve Dacko 1998).

Ispat. R Riemann egrilik tensorii tanimi ve (2.3.9) esitligi goz oniine alinirsa,
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R(X,\Y)S = VXVYg_Vvag_V[X,Y]g
=V, (=hY) =V, (~ghX)

+(gh[X,Y])
=V, phY +V,ghX +¢h[X,Y]

elde edilir.

Onerme 3.2.2. (M*"",¢,&,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda,

R(X,&)& = #(V,h)X —h2X (3.2.2)
(V)X =—gR(X, £)E —gh?X (3.2.3)
R(X,&)¢ —gR($X,£)& =—2h*X (3.24)
S(X, &) =—div(gh)X (3.2.5)
S(&, &) = —trace(h?) (3.2.6)

esitlikleri gegerlidir (Oztiirk, Aktan ve Murathan 2010).

Ispat. V.¢=0 ve (2.3.17) ifadeleri kullanilarak (3.2.2) denklemi bulunur. (3.2.2)
esitligine ¢ uygulanir ve g ((V éh)X,é) =0 oldugu goz oniine alinarak (3.2.3) ifadesi

elde edilir. (3.2.4) ifadesi (3.2.2) ifadesinden kolayca bulunur.

Oz degerleri  {1,=0, 44, —z4} olan h nmn 6z vektorlerinden olusan

{E, =&, E;, E,.; =¢E;} yerel ortonormal bir ¢—bazi alinabilir. (2.3.18) esitliginden,

2n+1 2n+1

ZQ(R(E“Y)& Ei):_zg((in¢h)Y! E) (3.2.7)
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yazilabilir. Bu sonu¢ (3.2.5) ifadesini verir. Son olarak, (3.2.5) esitliginde Y =¢&
alinarak, (3.2.6) denklemi elde edilir.

Tanmm 3.2.1. M, R egrilik tensoriine sahip bir degme manifold olsun. o, T,M

tanjant uzaymda 2-boyutlu bir diizlem olmak iizere, ¢—holomorfik kesit egriligi

K(a,P)=R(X,¢X,¢X, X) seklinde tanimlanir.

3.3. Genellestirilmis ¢ -Tekrarlayan Hemen Hemen Kosimplektik ( «, z£)-Uzaylari

Tamm 3.3.1. Eger egrilik tensorii R, siradaki (3.3.1) esitligini sagliyorsa hemen hemen

kosimplektik bir manifolda genellestirilmis ¢ — tekrarlayan manifold denir.

9" (V,RAX,Y)Z) = AW)R(X,Y)Z +BW){g(Y,Z)X -g(X,Z)Y}. (33.1)

Burada A ve B sifirdan farkli 1-formlar olmak {izere asagidaki esitlikleri

saglamaktadir,

AW) =gW, p), BW)=gW,p,),

o, Ve p, sirasiyla A ve B nin birim vektor alanlaridir.

M 2" genellestirilmis ¢ —tekrarlayan hemen hemen kosimplektik manifold olsun.

(1.1) nin sonucu, (3.3.1) esitligi ve Bianchi esitliginden yararlanilarak,

AMW(R(X,Y)Z + AX)n(REY, W)Z+A(Y)n(R(W, X)Z
+*BW){n(X)a(Y, 2)-n(YV)a(X, 2)}
B (MW, 2)-n(W)a(Y, 2)}
+BM{n(W)a(X, 2)-n(X)g(W, 2)}=0

(3.3.2)

esitligi elde edilir.
(2.4.1) esitligi ve (3.3.2) denklemi uygulanirsa
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AMW)[x(7(X)9(Y, Z2)-n(Y)g(X, 2)) +u(n(X)ghY, 2)-n(Y)g(hX, 2))]

+ AX)[x(n(NIW, Z)- (W)Y, 2)) +u(n(V)ahW, Z)-n(W)ghY, 2))]
+ A [x(n(W)I(X, Z)- n(X)gW, 2)) + u(n(W)g(hX, Z) - n(X)g(hW, 2))]
+ BW){n(X)a(Y, 2)-n(V)a(X, 2)}

+ BO){(NAW, Z2)-n(W)g(Y, 2)}

+B(M{n(W)g(X, Z2)-n(X)gW, 2)} =0

(3.3.3)

elde edilir.

Teorem 3.3.1. Genellestirilmis ¢ -tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, ) -
uzaymin elemant (M,,0), (n>2) igin karakteristik vektér alan1 & ile vektor alam

p, + p, birbirine diktir.

Ispat 3.3.1 {e;}, (i =12,...,2n +1) manifoldda tanjant uzayin herhangi bir noktasindaki
ortonormal bazi olsun. (3.3.3) denkleminde Y =Z =e, yazip i izerinden toplam

alinirsa,

(n -1)(EA(W) - B(W))7(X)) + (0 -1)(A(X) + B(X))n(W)
+ & (n(W)A(X) - n(X)AW)) + u(n(W)A(hX) - n(X)A(hW)) (3.3.4)
+n(W)B(X) -n(X)B(W) = 0

elde edilir. Biitin X,W e (M, ) vektor uzaylar1 i¢in saglanir. (3.3.4) ifadesinde tekrar
X =W =¢& yazip (1.1) denkleminde kullanirsak,

(n-1)(xA(S) + B(S)) + (n-1)(xA(S) + B(£)) =0, (3.3.5)

n(xp, +p,) =0 (3.3.6)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.2. Genellestirilmis ¢ -tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, u) -

uzaymin xp, + p, vektor alan1 D dagilimina aittir.



36

Ispat 3.3.2 (3.3.3) ifadesinde W = X =e¢, yazip i iizerinden toplam alinirsa,

(n-1)(xA(S) - B(S)) + (n-1)(xA(S) - B(S))
+ K (A(S) - A(9)) + WA(S) - A(hS)) (3.3.7)
+B(£)-B(S) =0

her W vektor alani igin gerceklesir. Burada A(S) =n(p,) ve B(&) =n(p,) dir.

Boylece (3.3.7) ifadesindeki denklemden ispat tamamlanmis olur.

3.4. Pseudo-Projective ¢ -Tekrarlayan Hemen Hemen Kosimplektik (x,u)-

Uzaylan

Tammm 3.4.1. ¢- tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x,u)-uzaymmda M
manifoldu tizerinde, a ve b sifirdan farkli birer sabit olmak {izere, pseudo-projective

egrilik tensorii P

P(X,Y)Z =aR(X,Y)Z +b[S(Y,Z)X - S(X,Z)Y]- an+1(%+bj[g(Y,Z)X —g(X,Z)Y]

tanimlanir (Prasan 2002).

Teorem 3.4.1. Ricci solitonlu pseudo-projective ¢ - tekrarlayan hemen hemen

kosimplektik (x, &) -uzayinda (M, g) bos kiimeden farkli 1-form A daralmaz.

Ispat 3.4.1. Eger keyfi X,Y,Z,W vektor alanlari i¢in sifirdan farkli 1-form A mevcut
ise hemen hemen kosimplektik (x, x)-uzayinda pseudo-projective ¢ - tekrarlayan

manifold denir dyle ki,
9 (VW P)(X,Y)Z) = AW)P(X,Y)Z. (34.1)

Bir pseudo-projective ¢ -tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, 1) -uzay1 ele

alalim. (1.1) ve (3.4.1) denklemleri yardimiyla,
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— (Vo P)(X,Y)Z +3((Vy, P)(X,Y)Z)E = AW)P(X,Y)Z, (3.4.2)

elde edilir. (3.4.2) ifadesine U ile i¢ ¢arpim uygulanilirsa,

— g((Vy P)(X,Y)Z,U) +1((V,y P)(X,Y)Z)n(U) = AW)g(P(X,Y)Z,U), (3.4.3)

sonucu bulunur. {e},(i=12,...,2n+1) manifoldda tanjant uzayin herhangi bir

noktasindaki ortonormal bazi olsun. (3.4.3) esitliginde X =U =e, yazip i {izerinden

toplam alinirsa,

r

(VuS)(Y, 2) = AWRS(Y, 2) = - —

g9(¥.2)}, (3.4.4)

elde edilir. (3.4.4) denkleminde Y = ¢& alinir ve (1.1) ile (2.4.3) denklemleri kullanilirsa,

(VwS)(Y, &) = -2nxg(Y, phX) + S(Y, ghX)

=-AWS(Y, &) oY, )] (34.5)

elde edilir. (3.4.5) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilir ve

r

SCY, phX) = 2nxg(Y, ¢hX) - AWISCY, &) - =~ oY, €)] (3.4.6)
elde edilir. (3.4.6) ifadesinde Y = & alinirsa,
“AW)[2nKk-——1=0 (3.4.7)

2n+1

bulunur ve A(W) sifirdan farkli oldugundan

A =-2nx (3.4.8)
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elde edilir. Bu x <0 oldugundan istenilen sonug ispatlanmis olur.
) k=0 i¢cin A biizlismez,

i) k<0 igin A genisler.

sonucu yazilir.

3.5. Concircular phi-Tekrarlayan Hemen Hemen Kosimplektik ( «, ¢ )-Uzaylari

Tamm 3.5.1. (M " g) Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde,

C(X,Y)Z =R(X,Y)Z - ; [9(Y,Z)X —g(X,Z)Y]

r
2n(2n+1)
seklinde tanimli egrilik tensoriine concircular egrilik tensorii denir (Yano 1940).

Tamm 35.2. VX,Y,ZW e X(M")
?* (VW C)(X,Y)Z) = AW)C(X,Y)Z. (35.1)

kosulunu saglayan sifirdan farkli bir A 1-formu var ise hemen hemen kosimplektik

(x, ) manifolduna concircular ¢ - tekrarlayan manifold denir.

Teorem 3.5.1. Ricci solitonlu concircular ¢ - tekrarlayan hemen hemen kosimplektik
(x, ) -uzayinda M manifoldu tizerinde, sifirdan farkli 1-form A (A() >0), r sabit

skaler egriligi ve x <0 igin;
1) r =0 ise bliziismez,
i) r >0 ise genisler.

Ispat 3.5.1. Concircular ¢ - tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, 1) -uzayinda bir
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manifold ele alinsin. (1.1) ve (3.5.1) denklemleri geregince,
—(VuC)(X.Y)Z +3((V C)(X,Y)Z)E = AW)C(X,Y)Z, (35.2)
elde edilir. (3.5.2) denkleminde U ile i¢ ¢carpim uygulanirsa,
—g((VuC)(X,Y)Z,U) + (Vi C)(X,Y)Z)n(U) = AW)G(C(X,Y)Z,U) (35.3)

elde edilir. {&;}, (i=12,...,2n+1) manifoldda tanjant uzayin herhangi bir noktasindaki

ortonormal bazi olsun. (3.5.3) ifadesinde X =U =e, yazip i iizerinden toplam alinirsa,

r

(V,S)(Y, &) = -2140(Y, gX) + S(Y, ¢hX) - AWHS(Y, 2)- 5

aY, 2)}, (3.5.4)

bulunur. (3.5.4) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa;

r

S(Y, X) = 2nsg(Y, hX) - AWKS(Y. 2)- =~

oY, 2)} (3.5.5)

elde edilir. (3.5.5) esitliginde Z yerine & alimip (1.1) ve (2.4.5) denklemleri kullanilirsa,

.
o} =0 (3.5.6)

-A(W){2n« -
sifirdan farkli A(W) i¢in,

r=(2n+1)2nx, (3.5.7)
elde edilir ve sonra

A=-2nx>0, (3.5.8)

sonucuna ulasilir.Burada



1) x=0 i¢in A biliziismez,

i) x<0i¢in A genisler.

40
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde ¢ —tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, z)-uzaylar
tanitilmistir.  Bu  manifoldlarin  genellestirilmis ¢ —tekrarlayan hemen hemen
kosimplektik (., g)-uzaylart , pseudo-projective ¢ —tekrarlayan hemen hemen
kosimplektik ( x, z )-uzaylar1 ve concircular ¢ —tekrarlayan hemen hemen kosimplektik
(x, p)-uzaylart lzerinde ricci solitonlar incelenmistir. Benzer yapilar degme
manifoldlarin ¢esitli siniflarinda incelenip asagidaki sonuglara ulagilmistir.

Teorem: Genellestirilmis ¢ -tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, z) -uzaymin
elemant (M,,0), (Nn>2) icin karakteristik vektor alan1 & ile vektoér alant p, + p,
birbirine diktir.

Teorem: Genellestirilmis ¢ -tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, ) -uzayinin
Kp, + p, vektor alan1 D dagilimina aittir.

Teorem: Ricci solitonlu pseudo-projective ¢ - tekrarlayan hemen hemen kosimplektik
(x, ) -uzayinda (M, g) bos kiimeden farkli 1-form A daralmaz.

Teorem: Ricci solitonlu concircular ¢ - tekrarlayan hemen hemen kosimplektik (x, u) -
uzayinda M manifoldu iizerinde, sifirdan farkli 1-form A (A($) >0), r sabit skaler

egriligi ve x <0 igin;

i) r=0 ise biiziismez,

i) r>0 ise genisler.

ayrica incelenebilir.
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