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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

k —FIBONACCI SAYILARININ GRAF UZERINDEKI INCELEMELERI

Giirci BEYAZIT BARDAKCI

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Doc. Dr. Nihat AKGUNES
2023, 61 Sayfa

Jiiri
Doc. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER
Dr. Ogr. Uyesi Yasar NACAROGLU

Graf Teori uygulamali matematigin kullaniglt bir alanin1 olusturmaktadir. Graf Teori oncelikle
¢Ozliimii aranan problemi veya ¢6ziimil aranan isi en etkili sekilde ifade edilmesine, diizenlenmesine ve
¢Oziilmesine yardimci olmaktadir. Bundan dolayr da gergek problemler, graf yapisina doniistiiriiliip,
problemin ortadan kaldirmasina yonelik en pratik ve en ekonomik ¢éziimii bulmaya yardimci olur.

Bu c¢alismada, Graf Teorisi ve k — Fibonacci sayisinin tamimlar1 verilmistir, k — Fibonacci
sayisinin graf iizerindeki 6zellikleri incelenmistir.

Tez, 5 ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, Graf teorinin temel kavramlari, baz1 6zel graflar ve Omega invaryant: ile ilgili
temel bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, Graf ve k —Fibonacci sayilari iizerine literatiir taramas1 yapilmistir.

Uciincii béliimde, Fibonacci, k —Fibonacci ve Pell sayilarmm tanimlar, 6zdeslikleri ve
teoremlerine yer verilmistir.

Dordiincii bolimde, k — Fibonacci grafin tanim1 ve teoremleri verilmistir. Bazi parametreleri elde
edilerek uygulamalar1 yapilmustir.

Besinci bolimde elde edilmis olan sonuglar ve dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci Graf, Fibonacci Sayilari, Graf, k —Fibonacci Graf,
k —Fibonacci Sayilari, Omega Invaryanti, Pell Graf, Pell Sayilari.



ABSTRACT

MS THESIS

ANALYSIS OF THE k —FIBONACCi NUMBERS ON GRAPHS

Giirci BEYAZIT BARDAKCI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat AKGUNES
2023, 61 Pages

Jury
Assoc. Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER
Asst. Prof. Dr. Yasar NACAROGLU

Graph Theory is a useful area of applied mathematics. Graph Theory primarily helps to express,
organize and solve the problem for which the solution is sought or the work for which the solution is sought,
in the most effective way. Therefore, real problems are transformed into a graph structure, and it helps to
find the most practical and economical solution to eliminate the problem.

In this study, the definitions of Graph Theory and k-Fibonacci number are given, the properties of
the k-Fibonacci number on the graph are examined.

The thesis consists of 5 main parts.

In the first chapter, basic concepts of graph theory, some special graphs and basic information
about Omega invariant are given.

In the second part, a literature review on Graf and k-Fibonacci numbers was made.

In the third chapter, definitions, identities and theorems of Fibonacci, k-Fibonacci and Pell
numbers are given.

In the fourth chapter, the definition and theorems of the k-Fibonacci graph are given. Some
parameters were obtained and their applications were made.

In the fifth chapter, the results and recommendations are presented.

Keywords: Fibonacci Graph, Fibonacci Numbers, Graph, k —Fibonacci Graph, k —Fibonacci

Numbers, Omega Invariant, Pell Graph, Pell Numbers.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

n : Kose sayisi

m : Kenar sayis1

V(@) : G grafinin kdse kiimesi

E(G) : G grafinin kenar kiimesi

G=(V,E) : G Graf

V(G)| : G grafinin mertebesi

|E(G)] : G grafinin boyutu

(u,v) : G grafinin komsu noktalari

dg(vy) : G grafinin derecesi

A(G) : G grafinin maksimum derecesi

6(G) : G grafinin minimum derecesi

G : G grafinin tiimleyeni

N, :n koseli bos graf

P, : n koseli yol graf

Cn : n koseli cevre graf

K, :n koseli tam graf

Knm : Iki parcali tam graf

Sn : n koseli yildiz graf

W, : n koseli tekerlek graf

F, : n Fibonacci Sayisi

Fin : n k —Fibonacci sayisi

P, : n Pell sayis1

Fn(k) : k- Fibonacci Sayisinin Yeni Ailesinin n. Sayisi
{E,} : Fibonacci Dizisi

{Fin} : k — Fibonacci Dizisi

{Fn(k)} : k —Fibonacci Sayilarmim Yeni Ailesinin Dizisi
D : Derece dizisi

A (G, v,V ..., V) i Vg, Uy, ..., Vi kOselerini silmenin omegaya etkisi
A (G,eq, ey, ..., €:) : €4, €3, ..., € kenarlarini silmenin omegaya etkisi
a; : Derece dizisinde d; derecesinin katliligi

Q(G) : G grafinin omega degeri

(D) : D derece dizisinin omega degeri

viii
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1. GIRIS

Graf Teori uygulamali matematigin ¢ok kullanigh bir alanini olusturmaktadir.
Graf Teori Oncelikle ¢6ziimii aranan bir problemi veya ¢6ziimii aranan bir isi en etkili
sekilde ifade edilmesine, diizenlenmesine ve ¢oziilmesine yardimer olmaktadir. Bunun
icin de gercek problemler, graf yapisina doniistiiriiliip, problemin tiim amaglarini yerine
getirmeye calisan en hizli ve en masrafsiz ¢6ziimii bulmaya yardimer olur. Leonhard
Euler graf teorisini kesfederek literatiire yeni bir alanin girmesini saglamigtir. Euler,
Konigsberg sehrinin iginde bulunan Pregel nehrinin istiindeki yedi kopriiden birinden
yola ¢ikarak tiim kopriilerden yalniz bir kez gegerek sehri tamaminin dolagsamayacagini

grafla ispatlamaya ¢alismustir.
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Sekil 1. Pregel Nehri ve Konigsberg Kopriisii

Graf Teori matematigin uygulama alanina yeni uygulamalar getirerek matematik
disindaki alanlarda da birgok bilim insaninin ilgisini ¢gekmistir ve bu alanda caligsmalar
yapmaya yoneltmistir. G. R. Kirchoff 1847 yilinda agag teorisinin olusturdugu elektrik
devrelerinde, A. Cayley doymus hidrokarbon izomerlerinin siniflandirilmasinda, Thomas
Gutherie 1852’ de meshur dort renk problemlerinde grafla ilgili ¢alismalar yapilmistir.
Bunlar disinda da ulasim aglarinda meydana gelen optimizasyon, yol, bilgi ulasimi,
elektrik devrelerinde meydana gelen sebeke kavrami, haberlesme aglar, istatistiksel ve
matematiksel formiiller, mekanik, kimyasal ifade ve formiiller, bilgisayar kurami
(Bilgisayar aglari, dosya dizinleri, web sayfalari, internet veri tabani, bilgisayar oyunlari
), toplumsal bilimler, cografya, mimarlik, fizik, biyoloji, bulmaca, soyagaci, konuma

bagli uygulamalar, gokbilimi vb. alanda kullanilmaktadir.



Bu boliimde graf ile ilgili yapilan tanimlar Gross ve Yellen (Gross ve Yellen,
2004), (Buckley ve Harary 1990), Harris ve arkadaslari (Harris ve ark., 2008) nin
kitaplarindan ve (Akgiines, 2013) doktora tezinden, Omega invaryanti ile ilgili tanimlari

da (Delen, 2019), doktora tezinden alinmistir.

1.1. Graf Tamimi ve Yapisi

Tanmm.1.1.1 V, elemanlar1 kose olan bostan farkli bir kiime, E de elemanlar1 kenar olan
ayn1 zamanda koseyi birlestiren bir kiime olsun. Bu sekilde tanimlanan G = (V,E)
ikilisine graf denir.

Ornek 1.1.1 Omekte kose noktalarm kiimesi V = {vy, v, V3, Vs, Vs, Vg, v;} Ve kenar
noktalarin kiimesi E = {e,, e,, e3, €4, €5, €, €7, €g, €9, €10} seklinde verilen bir ¢ = (V, G)

grafinin sekli asagidaki gibidir.

Sekil 1. 1. Graf Ornegi

Tanim 1.1.2 Bir G grafinda bir késeyi yine kendisiyle birlestiren kenara ilmek denir.
Tanim 1.1.3 Bir G grafinda baglant1 yonii yok ise yonsiiz graf denilir.

Tanmm 1.1.4 Kenarlarin hepsi bir ya da iki koseyle baglanirsa, bu baglanan koselere bitis
noktalar1 denilir.

Tamm 1.1.5 Bir G grafinin her bir kosesi arasinda bir kenar oluyorsa bu grafa bagl: graf
denilir.

Tamm 1.1.6 Sonlu bir grafin kose kiimesi ve kenar kiimesi sonlu olmalidir. Sonlu bir
grafta kose kiimesi V(G) = {vq, vy, ..., v} olup |V(G)| = n sayisina grafin mertebesi
denilir, kenar kiimesi E(G) = {ey, e,, ..., e} Olup |E(G)| = m sayisina grafin boyutu
denilir.

Tamm 1.1.7 G grafinda u ve v kdseleri kenar ile birlesiyorsa u kosesi ve v kosesi
komsu koseler diye adlandirilir.

Tamm 1.1.8 Bir G grafin da iki kenarin bitis noktalar1 ayn1 ise komsu kenar denilir.



Tammm 1.1.9 G grafinda koseleri birbirine baglayan tam bir kenar oluyorsa buna basit
komsuluk denilir.

Tamim 1.1.10 Grafta iki veya daha fazla diigiim ile arasinda ¢ok fazla olusan bir hat varsa
bu tiir graflara ¢oklu ayn1 zamanda multi graf denilir. Multi graflar ayn1 zamanda yonsiiz

ile ¢cevrimsiz olurlar.

Sekil 1. 2. Coklu Graf Ornegi

Tammm 1.1.11 Grafta benzer iki diigimiin sadece bir hat ile baglandig1 diisiinelim,
bdylelikle olusan bir diiglimii kendisine bagladigi bir ¢evrim olmadigini yani bu hattin
sadece bir deger almayacagi ve bu hatlarin yoniin tanimlamayacagi, diiglimleri ve hatlar
siniflandirilmayacagi graflara kisaca basit graf denilir. Bu nedenle altta verilmis olan graf

basit bir graf 6rnegidir.

Va €4 Vs
€3 €s
V3 € V6
e, €g
Vs €1 4}

Sekil 1. 3. Basit graf



Tammm 1.1.12 Bir G grafinda kenarlar1 dogrultulu veya siralanmis olan graflara
yonlendirilmis graf denilir. Kisaca eger bir graftaki hatlar yon bilgisine sahip ise yonlii
graf olur. Burada herhangi olusan bu iki kose olan v; , v; arasindaki olan kenar noktalar
e = vy vjigin v; v; # v; v; olur. Burada koseleri bagl kenarlar olarak ahrsak kose
noktalarindan disariya dogru olusan koseye baslangi¢ noktasi, bu kdseye dogru giriyorsa

da bu koseye final noktas1 denilir.

Sekil 1. 4. Yonlendirilmis Graf

1.2. Derece ve Uzakhk

Graf Teorisinde iki temel kavram siklikla kullanilmaktadir. Bunlardan biri kose
derecesi bir digeri ise iki kdsenin arasinda olusan uzakliktir.
Tamm.1.2.1 Bir G grafinda bir késeye komsu olan koselerin sayisina o kdsenin derecesi
denilir ve d; (v;) ifade edilir. G grafinda késeye komsu olan her bir koseye bir derece,
ilmek ise kose kendisine de komsu oldugundan dolayr koseye iki derece
kazandirmaktadir. Bir grafta derecesi 1 olana koseye ug, derecesi 0 olan kdseye izole
denilir. Derecesi tek say1 ise koseye tek nokta, derecesi ¢ift say1 ise koseye ¢ift nokta

olarak isimlendirilir.

Tamim 1.2.2 Bir G grafinda en az derecesi olan koseye minimum dereceli denilir. Boyle
6 (@) gosterilir. En ¢ok dereceli kosesine sahip ise maksimum dereceli denilir ve A(G) ile
gosterilir. Sekil 1.2°deki ¢oklu graf 6rneginde 6(G) = 1 ve A(G) = 5 tir.



Tamm1.2.3 Bir G grafinin kose derecelerinin olusturdugu kiimeye grafin derece dizisi
denilir. Grafin derece dizisi 0 < i < Ai¢in a; = 0 oldugundan
D = {0(00)’ 1(a1)’ 2(612)’ 3(613), . A(aA)}'

seklinde olmaktadir.

{1(2), 2(2)’ 4_1}
Sekil 1. 5. Koseli Graf ve Derece Dizisi

Tanmim 1.2.4 D = {1(‘11), 2(az) 3(as) ...,A(aﬂ)} bir derece dizisi G grafina sahip olsun.

Bir G grafinin Omega invaryant1 2(G) ile ifade edilir ve

N(G) =az +2a,+3as+ -+ (A—2)ap a4

A
= ;(i - 2)q,

seklinde tanimlanir. (Delen, 2019)

Teorem 1.1.1 (Gross ve Yellen, 2004) V(G) = { vy v, , ..., v, } kdse kiimesi ve E(G) =

{e1 €2, ..., en} kenar kiimesi olsun. Bir G grafinda asagidaki durum mevcuttur.

Z derv; = 2m

Buradan bir G grafinin kose derecelerinin toplami kenarinin iki katina esittir.

Ispat: Bir G grafi n mertebeli ve m boyutlu olsun. Buradan alman her kenar, iki kdseye
komsu diyebiliriz. Bu sebeple kose dereceleri toplanirken alinan her kenar iki koseyi
temsil etmektedir. Bundan dolay1 her kosenin toplami, kenarin iki katina denktir. Kisaca

2m olur.



Sonug¢ 1.1.1 (Gross ve Yellen, 2004) Rastgele segilen bir G grafinda bulunan koselerin

hepsinin derecelerinin toplamlari gifttir.

Ispat: Teorem 1.1.1’den gériildiigii iizere bir G grafinin kdselerinin derecelerinin toplami

kenarin iki kat1 olmaktadir. Dolayisiyla bir ¢ift say1 olusturmaktadir.

Teorem 1.1.2 Bir G grafi, D = {1(@),2(a2) 3@s) A} derece dizisine sahip

baglantili olsun. Burada G grafinin kapali bolgesi (devir veya yiiz sayist)

_0©)

1
> +

dir.
Ispat: Euler karakteristigi sebebiylen — m + r = 1 olacagindan verilen bir D derece
dizisi icinn = a; +a, +az; + -+ a, ve 2m = a4 + 2a, + 3az + -+ + Aa, olacagi

bilinmekte ve verilen deger ifadeler yukaridaki denklem kisminda yerine konuldugunda

_2(6)

== + 1 ifadesi elde edilir.

Bir G grafinin baglantisiz olmasindan dolayr Omega’nin toplamsallik 6zelligi geregi

asagida genel bir sonug verilmistir:

Sonu¢ 1.1.1 Bir G grafim D = {00, 1(a1), 2(a2) 3(as)  A(@s)} derece dizisine sahip
olsun. Bu c tane bilesene sahip baglantisiz bir graftr. Asagidaki verilen esitlik

saglamaktadir:

0(6)
r =

2

Ispat: 2(G) toplamsal 6zelliginden dolay1 Ve c sabit bir say1, r de toplamsal olmaktadir.

Buradani = 1,2,3,...,cicin

2(G;) +

r(G;) =

oldugu soylenebilir.



Teorem 1.1.3 Bir G grafi m tane kenar ile n tane kdseye sahip

N(G) =2(m—n)

bagintis1 saglanmaktadir.

Ispat: El sikisma teoremi geregince
Zm = a1 + 2a2 + 3a3 + -+ AaA
= (a3 + 2(14 + + (A - Z)G,A - al) +2(a1 + az + a3 + + aA)

elde edilir. Burada n = a, + a, + az + -- + a, oldugundan

2m = 0N(G) + 2n
ve buradan da

N(G) =2(m—n)
olur.

Teorem 1.1.4 G grafi c tane G4, Gy, G3, ..., G, bilesenine sahip baglantisiz bir graf olsun.
c
26 = ) 0@
i=1
Bu sekilde ifade edilir. Baska bir ifadeyle Q toplamsal bir fonksiyon olmaktadir.
Ispat: Bir G grafinin bilesenleri Gy, G,,Gs,...,G. olsun. D(G) kiimesi, D(G;)

kiimelerinin birlesmesiyle olugmaktadir. Omega’nin tanimiyla da sonu¢ daha rahat

gortilmektedir.

Teorem 1.15 Cizilebilir bir D = {1(),2(e2),3(@3)  A@)} derece dizisi olsun.

Burada herhangi verilen bir G grafinin maksimum bilesen sayisi

1
Cmax - Zdigift a’i + EZditek ai

dir.

Ispat: Maksimum bilesen sayisin1 bulmak icin alinacak biitiin bilesenler oldugunca

kiiciik alinmalidir. Bakildiginda 6ncelikle G grafinin kose sayilari olan n’in dogal bir iist



siirt olmaktadir. 2q bigiminde verilen biitiin ¢ift kdse derecelerinin, tek bir koseye sahip
bir L, bileseni alinsin. Béylece cift dereceli kdselerden olusan Y; a,; tane bilesen vardir.
Daha sonra, bir koseye sahip tek dereceli oldugunda kendi basina bir bilesen yapamaz.
Ciinkii boyle olmasi durumunda, olusan bilesen kendi basina bir graf olacagindan el
stkisma teoremi geregince kose derecelerin ¢ift olmasi gerekirken bu durumda toplamlari

tek olur. Boylelikle bir késeye sahip olan tek dereceli en kiigiik bilesen, B, ; olmaktadir.

Dolayisiyla bilesenin maksimum sayisi da %Z a,;_4 olacaktir.

1.3. Alt Graf
Tanmm 1.3.1. G = (V,,E;)ve H = (V,,E,) iki tane graf olarak alalim. Buradan V, <

V, ve E, € E; sart1 oluyorsa, buna H grafi G grafinin alt grafidir denilir.

Vi Vs
Vs V,
.
V3< % v, f
—9 Vs 3
Vs Ve vy

Sekil 1. 6. Bir Graf ve Alt Graf

Tamim 1.3.2. G bir graf olsun. G grafinin nokta kiimesinden olusan bostan farkli olan alt
kiimesi S olsun. Burada S kose kiimesi olan ayni zamanda kenar kiimesi de G grafinin S
deki kose ciftlerine komsu olan biitiin kenari olan bu alt grafa G nin indiiklenmis alt grafi

denilir, (S) ile gosterilmektedir.

a b C b c f
¢ f I: ] /
d e e

Sekil 1. 7. Bir Graf ve Indiiklenmis Alt Grafi




1.4. Yiiriime ve Yol Kavram

Tanmim 1.4.1 Bir G grafinin kose kiimesi V' = {a,b,c, ..., y, z}olsun. Hepsi birbiriyle
sirasiyla koselerle baglaniyorsa bu dizilise yiliriime denilmektedir. G deki ab, be, ..., yz
seklinde olusan yiiriimenin uzunlugu, n kenarin hepsinin olmasiyla bu yiiriimenin
uzunlugu n olur, abc ... yz seklinde ifade edilir. Bunu a ve z arasinda olusan bir yiiriime

denilebilinir.

Tamm 1.4.2 Baslangi¢ koseleri ile bitis koseleri ayn1 oldugunda buna kapali yiiriime
denilmektedir.

Tammm 1.4.3 Bir yiiriimenin her bir kdsesinden yalniz bir defa gegebiliyorsak, bu
yiirimeye yol denilmektedir.
Tamm 1.4.4 Bir yiiriime gergeklestirilirken tiim kenarlar farkli oluyorsa bu olusan

yliriime olayima gezi denilmektedir.

Tanim 1.4.5 Baslangi¢ noktasi ile bitis noktas1 haricinde olan biitiin kdselerin ile biitiin

kenarlarin ayni degilse buna devir denilmektedir.

Sekil 1. 8. Bir G Grafi

Yukaridaki G grafinda abdbc 4 uzunlugunda bir yilirime olmaktadir ancak bir gezi
olmamaktadir. Buradaki abcdbe bir gezidir fakat bir yol olmamaktadir. Ayrica abcde

bir yol olup ve bdeb bir devir olusturmaktadir.
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1.5. Uzaklhik ve Baglantihihik

Tamim 1.5.1 Bir G grafinda alinan iki kose ile aralarindaki uzaklik bu iki kdsenin arasinda
olusabilecek en kisa yiiriiylis uzunlugu denilir, d(x, y) ile ifade edilir.

Tamm 1.5.2 Bir G grafinda iki kdse arasinda bir yliriiylis olusuyorsa buna baglantili graf

denir. Iki kdse arasinda bir yiirilyiis olusmuyorsa buna da baglantisiz graf denilir.

Sekil 1. 9. Baglantili ve Baglantisiz Graf

1.6. Graf Cesitleri
Tamm 1.6.1 Bir G grafinin kose ile kenar kiimesi bos kiime oluyorsa, bu grafa bos graf

denilir, N,, ile ifade edilir.

Sekil 1. 10. Bos Graf Ornegi

Tamm 1.6.2 Bir G grafinda bulunan biitiin kose ¢ifti birbiriyle komsu oluyorsa buna tam

1) .
n(n+1) ile
2

graf denilir, K, ile gosterilmektedir. n koseye sahip tam grafin kenar sayisi

kosenin dereceleri (n — 1) olmaktadir.
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— A X K

K; K3 K, Ks

Sekil 1. 11. Tam Graf Ornekleri
Tamm 1.6.3 Bir G grafinda kose kiimesi ile nokta kiimesi ayn1 oldugunda, kenar kiimesi
G de olmayan kenarlardan olusuyorsa ve komsu olmayan koseleri birbirine komsu
yapilan grafa tlimleyen ayni zamanda tamamlayici graf denilmektedir. G grafin tiimleyeni

G ile gosterilmektedir.

5 IE

Sekil 1. 12. Tamamlayict Graf

Tanim 1.6.4 Biitiin koseleri ayn1 derece olan graflara diizgiin graf denilmektedir. Biitiin
koselerin derecesi r ise bu tarz graflara r —diizgiin graf denilmektedir. n koseli bir tam
grafin biitiin koselerinin dereceleri n — 1 olacagindan n — 1 dereceli diizgiin graf

olmaktadir.

Sekil 1. 13. 4 —Diizgiin ve 5 —Diizgiin Graflara Ornek
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Tamim 1.6.5 Bir G grafinda baslangi¢ noktalari ile bitis noktalar1 ayni oldugunda ve biitiin

koselerin derecesi iki oldugundan bu grafa devir ya da ¢evre graf denilmektedir, C, ile

gosterilir.
C 3 C4 C5 C6

Sekil 1. 14. Cevre Graf

Tamim 1.6.6 Baslangi¢ koseleri ile bitis koseleri 1 dereceye, diger tiim kdselerin 2

dereceye sahip grafa yol graf denilir. n kdseye sahip bir yol graf P, ile gosterilmektedir.

Sekil 1. 15. Yol Graf

Tamm 1.6.7 Bir grafa sahip kose kiimesi V; ve V, iki kiime seklinde ayrilmig olsun. Bir
kenart V; ‘in kosesiyle V, ‘nin kosesiyle birlesiyorsa, bu grafa iki parcali graf
denilmektedir. Buradan |V;| = m ve |V,| = n olan iki par¢ali bir graf K, ,, ifade edilir.
V; ve V, deki biitiin késeler kendi iginde birbirleriyle birlesiyorsa bu grafa iki parcali

tam graf denilir.

K5 K3, Kyq
Sekil 1. 16. iki Pargali Graf
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Tanmim 1.6.8 Bir G grafinin baglantili bir grafi kendi i¢cinde devir bulundurmuyorsa bu

olusan grafa agag graf denilmektedir. T,, ile gosterilmektedir.

e S

‘

Sekil 1. 17. Agag Graf Ornekleri

Tanmim 1.6.9 n koseli bir agag grafi olsun. Kose derecesinin birin — 1,diger koselerinin
hepsinin derecesi 1 oldugunda olusan bu grafa yildiz grafi denilir. Yildiz grafi aym
zamanda iki parcali tam grafta denilmektedir. iki parcali graflari m = 1 olarak alinirsa

K, , grafi elde edilir ve bu bir yildiz grafi olmaktadir. S, ifade edilmektedir.

VYR

51 S2
Sekil 1. 18. Yildiz Graf Ornekleri

Tanmm 1.6.10 n koseli bir C,, ¢evre grafa sahip ve tiim kdse noktalarin tek olacak bir
kenarla komsulugu ile olan yeni olusan kdse noktalarinin daha eklenmesi ile sonu¢lanan

grafa ayn1 zamanda tekerlek ayni zamanda wheel grafi denilir ve W, ile gosterilmektedir.

A X%

Sekil 1. 19. Tekerlek Graf
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde ¢ogu arastirmacinin ¢galisma alani olan Graf Teorisi ve k — Fibonacci

Sayilarinin literatiirde bulunan bazi ¢alismalari ele alinmustir.

Erdos ve ark. (1989), “Radius, diameter and minimum degree” adli
caligmalarinda Radius ve diameterle ile ilgili yani grafin uzaklig1 ve yarigapiyla ilgili
sadece kose sayisi ile minimum derecesini i¢eren sinirlari literatiire katmigslardir.

Vajda (1989), “Fibonacci&Lucas Numbers and Golden Section” adli
calismasinda Fibonacci sayisinin tanim ve teoremini vermistir.

Buckley ve Harary (1990), " Distance in Graphs " adli ¢aligmalarinda graf
teorisinin temel tanim ve 6zelliklerini ayrintili bir sekilde vermislerdir.

Bollobas (1998), "Modern Graph Theory" adli ¢alismada graf bilgisi detayli
verilmigtir.

Dankelmann ve ark. (2000), “Average distance, minimum degree and spanning
trees” adli caligmasinda grafin kose sayisi ile bir grafin ortalama uzakliginin minimum
derecesini ispat etmis ve bu ispat teknigi bir¢ok arastirmaciya kolaylik saglamistir.

Koshy (2001), “Fibonacci and Lucas Numbers with Applications” adl
calismasinda Fibonacci sayilari ile ilgili tanim, teorem ve sonuglar detayli bir sekilde
verilmistir.

Gross ve Yellen (2004), “Handbook of Graph Theory” adl1 kitabinda grafin temel
tamimini agiklamis ve grafin genel 6zelliklerini vermistir.

Falco’n ve Plaza (2007), “On the Fibonacci k —Numbers “isimli 6nemli
caligmalarinda Fibonacci sayi ailesinin bir genellemesi olan k-Fibonacci sayilarimni
tanimlamiglardir.

Civciv, H., (2007), “Complex Factorization of the k-fibonacci and k-lucas
Numbers”adli ¢alismasinda Fibonacci dizisi ile lucas dizisini tanimlamstir.

Startek, M., Wloch, A., Wloch, 1., (2009), “Fibonacci Numbers and Lucas
Numbers In Graphs” adli ¢aligmalarinda Fibonaci Sayilari ve Lucas Sayilar ile
graflardaki bagimsiz kiimelerin sayisinin u¢ degerlerini incelemislerdir.

Akgiines (2012), "Analyzing special parameters over zero-divisor graphs” adli
calismasinda p ile q farkli asal sayilari olarak I' x ( p g ) sifir bolen graflarinin gesitli

parametrelerini sadece p ile q ya bagl olarak kesfetmistir.
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Akgiines (2013), "Graf Parametleri ve Cebirsel Yapilara Grafsal Yaklagimlar"
adli doktora tezi caligmasinda bir grafin yarigapini alarak diizensizlik indeksi kullanilarak
kuvvetli bir sinir olusturmustur.

Delen (2019), “Omega Invaryant“isimli doktora tezinde bir grafin ¢izilebilir bir
derece dizisiyle miimkiin oldugunu omega invaryanti olarak tanimlamistir. Bu omega
invaryantinin 6zelliklerini vermis ve uygulamalarini1 gostermistir.

Yurttas, Delen, Demirci, Cevik, Cangul (2020), “Fibonacci Graphs” isimli
caligmalarinda n. Fibonacci sayisindan olusan derece dizisine sahip Fibonacci grafini
tanimlamiglardir.

Demirci, Ozbek, Albayrak, Cangul (2021), “Lucas Graphs” isimli
calismalarinda ardisik n. Lucas sayisindan olusan derece dizisine sahip Lucas grafini
tanimlamislardir.

Demirci, Delen, Cevik, Cangul (2021), “Omega index of line and total graphs
“adli calismalarinda bazi graf smiflarinin omega degerleri ve ¢izginin yliz sayisi ve

toplam graflar1 hesaplamislardir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Say1 Dizileri

Bu boliimde, literatiirde genis yer kaplayan ve bir¢ok matematik¢inin tizerinde
calistig1 ve uygulama alani olusturdugu sayi dizilerinden Fibonacci, Pell ve k — Fibonacci
sayilarinin temel tanim ve 6zellikleri verilecektir. Bu boliimde yapilan biitiin tanimlar

Koshy (2001), Vajda (1989) ve Falcon ve Plaza (2007)) nin kitabindan alinmistir.

3.1.1. Fibonacci Sayi Dizisi

Leonardo Fibonacci Italya da yasamis bir matematikgidir. Italya’nin Pisa sehrinde
dogmustur. Babasinin isi sebebiyle Cezayir de ¢ocuklugunu gegirmistir. Matematige dair
ilk bilgilerini Miisliiman hocalardan almis ve kiiciik yasinda onluk Arap sayilarini
kavramugtir. Italya’da kullanilan Roma rakamlariyla birlikte Arap sisteminin daha iyi
oldugunu farkina varan Fibonacci 1201 yilinda bilinen ilk ve en iyi kitab1 olan “Liber
Abaci” adli kitabin1 kaleme almistir. Bu kitapta ticaret ile ilgili Aritmetik ve Cebir
konular: ve Arap say1 sistem tanitmustir. ilk zamanlarda tiiccarlarin iizerinde kitabin etkisi
az olsa da zamanla etkisi artmis ve Bat1 Avrupa’ya kadar girilmesinde biiyiik bir dnem
olusturmustur. Fibonacci igin, "Matematigi Araplardan alip, Avrupa'ya aktaran kisi"
denilebilinir.

Leonardo Fibonacci cagimiz matematikgileri tarafindan, Liber Abaci adli
kitabinda bulunan bir tavsan problemi sonucunda olusan bir say1 dizisi sebebiyle
bilinmektedir. Kitapta bu problem asagidaki gibidir: Bir adam, dort tarafi duvarla kapl
bir alana bir ¢ift tavsan koymustur. Bir ay i¢inde her bir ¢ift tavsanin yeni bir ¢ift tavsani
olmustur, her yeni ¢ift tavsaninda olgunlasmasi igin bir ay gibi bir siire gereklidir. Olan
tavsanlarin hepsinin 6lmedigi degerlendirilirse, bu alanda 100 ayin sonunda kag gift
tavsan olabilir? Tavsan problemi olarak da bilinen bu problem Koshy (2001) kitabinda
asagidaki sekilde incelemistir.

Yeni dogmus biri disi, biri erkek iki tavsan oldugunu varsayarsak.

1) Olan giftlerin hepsinin olgunlagmasi i¢in zaman olarak bir ay gerektigi,

2) 2.aydan itibaren her ay her ¢iftin bir ¢ift tavsan dogurdugunu,

3) Bir yilda tavsanlarin higbirinin 6lmedigini, bu kosullara goére diigiiniirsek 1
Ocak’ta ilk tavsan ¢iftinin dogdugunu varsayalim. Bu tavsan ¢iftinin erginlesmesi i¢in bir

aylik zaman gerekir. Boylece halen 1 Subat’ta sadece bir ¢ift tavsan bulunmaktadir. Bu
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tavsan ¢ifti 1 Mart’ta iki aylik olur ve bunlar tekrardan yeni bir ¢ift tavsanlar dogururlar.
Bunun sonucunda iki ¢ift tavsan bulunur. Boyle devam edilirse, 1 Nisan’da 3 gift tavsan,

1 Mayis’ta 5 ¢ift tavsan bulunur. Bu durum asagida tablo halinde verilmistir.

Tablo 1. Fibonacci Say1 Dizisi ve Tavsan Problemi

Tavsan Ocak | Subat | Mart Nisan | Mayis | Haziran | Temmuz
Ciftlerin sayis1

Yavru 1 0 1 1 2 3 5
tavsanlar

Yetigkin 0 1 1 2 3 5 8
tavsanlar

Toplam 1 1 2 3 5 8 13
Boylelikle,

{0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, ...}

bir say1 dizisi olugmaktadir. Dizilis dikkatle incelendiginde, ilk iki terim haricindeki her
bir terimin, kendinden 6nceki ardisik iki terimin toplami oldugu goriilmektedir. Bu say1

dizisi istenildigi kadar genisletilebilir ve sonsuz bir say1 dizisi elde edilebilir.

Tammm 3.1.1.1 E,, n. Fibonacci sayisin1 gostermek iizere, Fy = 0 ve F; = 1 baslangi¢
kosullar1 ve her n > 1tam say1 i¢in,

Foyn =F +Foq (3.1)

bagintisina Fibonacci sayr dizisi denilmektedir (Vajda 1989; Koshy 2001). Asagida

Fibonacci sayilari

Tablo 2.n = 0,1, 2, ... i¢in Fibonacci Say1 Dizilerinin Terimleri

0] 1]2]3]4]5]6
E, |0 |1 |12 ]3]|5]s8
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Tablo 2. de gosterilir (Vajda 1989). Ayrica Fibonacci sayilar negatif indisligi F_, =

(=)™ E, olmak iizere,

Tablo3.n = 0,1, 2, ... i¢in Fibonacci Say1 Dizilerinin Negatif Terimleri

nl 0] 1] 2 3]4]5]6
F. |l 0| 1| 1[2]3]|5] 8

Tablo 3. te gosterilir (Vajda 1989).

Teorem 3.1 (Koshy 2001) ilk n Fibonacci sayilarinin toplami asagidaki esitligi saglar.

=1 Fi =Fpyz =1,

Bu teoremin bazi bariz sonuglar1 asagidadir:

Sonu¢ 3.1 (i) F, + Fpyq + -+ F, = Fiyp — Fpyq
(i) Fpys — Fy = 2Fp4q

3.1.2. Pell Say1 Dizisi

Py =0, P; = 1 olmak iizere

Poya =2Pp1 + By, n

v
o

(3.2)

bagintisina Pell sayr dizisi denilmektedir. Asagida Pell sayilar1 asagida Tablo 4. de
gosterildi.

Tablo4.n =0,1,2, ... i¢in Pell Say1 Dizilerinin Terimleri

0O |1 (2 |3 |4 |5 |6
P, 10 |1 |2 |5 (12 |29 |70
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3.1.3. k —Fibonacci Say1 Dizisi
Her k > 0 reel sayis1 igin, Fy o = 0,F, ; = 1 oldugundan,

Finsr = kFn + Frnoy, nz1 (3.3)
bagintisina k —Fibonacci sayi dizisi denilmektedir
k —Fibonacci dizisinin olusturdugu her elemana k —Fibonacci sayisi denilmektedir.

k'nin aldigi bazi 6zel degerlere gore k —Fibonacci dizisi bazi tamsayi dizilerine

doniasmektedir.

Burada {F,} _ k —Fibonacci dizisinde;

k =1 olarak alirsa {F,},cy = {0,1,1,2,3,5,8,13,21 ...} yani Fibonacci dizisi elde

edilmis olur.

k = 2 olarak alinirsa {P, },ey = {0,1,2,5,12,29,70,169...} yani Pell dizisi elde edilmis

olur.
Tablo5. n=0,...,10 i¢in k —Fibonacci Dizilerinin Teklik ve Ciftlik Terimleri
n Fien k tek olsun | k ¢ift olsun

0 0

1 1

2 k T C
3 k% +1 C T
4 k3 + 2k T C
5 k* +3k?+1 T T
6 k> + 4k3 + 3k C C
7 k® + 5k* + 6k? + 1 T T
8 k7 + 6k> + 10k3 + 4k T C
9 k8 + 7k® + 15k* + 10k%2 + 1 C T
10 k° + 8k7 + 21k° + 20k3 + 5k T C




Buradan

sonucu elde edilir.

Foy1 = kFy + Fopq

Tablo6. k=0,..10ven =0, ... ,10 i¢in k —Fibonacci Dizilerinin Terimler

20

n 2 |3 4 5 6 7 8 9 10
o
1- 1 (2 3 5 8 13 21 34 55
Fibonacci
2- 2 |5 12 29 70 169 408 985 2378
Fibonacci
3- 3 |10 |33 109 360 1189 3927 12970 42837
Fibonacci
4- 4 |17 |72 305 1292 5473 23184 98209 416020
Fibonacci
5- 5 126 |135 | 701 3640 18901 98145 509626 2646275
Fibonacci
6- 6 |37 |228 |1405 | 8658 53353 328776 2026009 12484830
Fibonacci
7- 7 |50 |357 |2549 |18200 |129949 |927843 6624850 47301793
Fibonacci
8- 8 |65 |528 |4289 |34840 | 283009 |2298912 | 18674305 151693352
Fibonacci
9- 9 |82 | 747 | 6805 |61992 |564733 |5144589 |46866034 | 426938895
Fibonacci
10- 10 | 101 | 1020 | 10301 | 104030 | 1050601 | 10610040 | 1071511001 | 1082120050

Fibonacci
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boéliimde yeni tanimlanmis k —Fibonacci grafinin tanimimi verecegiz. Daha
sonra 1 mertebeli k — Fibonacci Grafi, 2 mertebeli k — Fibonacci Grafi, 3 mertebeli k —
Fibonacci Grafi ve 4 mertebeli k — Fibonacci Graflarini, kendi i¢inde hepsinin teklik ve
ciftlik durumlarina gore inceleyecegiz. Bu graflarin teoremlerini ispatlariyla beraber

verecegiz. Daha sonra uygulamali olarak 6rneklerle gdsterecegiz.

Tamm 4.1 Her k > 0 ve n > 1 sayilar i¢in, Fy o = 0, F, ; = 1 olmak iizere,
F3n = kFy3n-1 + Fian-2  k tek
Fy2n = kFion-1 + Firan-2 Jk gift

bagintisina k —Fibonacci Graf denilir.

Tamim 4.2 Tek bir tepe noktasinda g dongtileri olan bir graf L, ile gosterilir. Baz1 L, ’lar

asagida verilmistir. (Delen, 2019)

. |

Lo Ly Ly Ly Ly

Sekil 4. 1. Baz1 L, Graflan

Tamm 4.3 ki tepe noktasinda r, s dongiileri olan graf B, ¢ ile gdsterilir. B, g, bir kenarin
bir ucunda r dongiileri ve diger ucunda s dongiileri olan graftir. Baz1 B, ;’ler asagidaki

sekilde verilmistir. (Delen ,2019)

TTEIT

BO,O BO,l Bl,l BO,Z Bl,Z BZ,Z BO,3

Sekil 4. 2. Baz1 B, ; Graflar
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Tamim 4.4 Sirasiyla a, b, ¢ tamsayilari olan 2a + 1,2b + 2, 2c + 1 derecelerinde u,v,w
koseleri olan bagl bir graf, P; ={u, v, w yolunda olusan bir graftir.} a dongiileri u ‘ya, b

dongiileri v’ye ve c dongiileri w’ye gelecek sekilde T,  ile gosterilecektir. (Delen ,2019)

F—H—K

Sekil 4. 3. T5 g ¢ Graflan

Tanmm 4.5 Smasiyla a,b,c,d tamsayilart olan 2a+1,2b+2,2c+2,2d +1
derecelerinde u, v, w, z koseleri olan bagh bir graf, P, ={u, v,w, z yolunda olusan bir
graftir.} a dongiileri u ‘ya, b dongiileri v’ye ve ¢ dongiileri w’ye, d dongiileri z’ye

gelecek sekilde Q p, ¢ 4 ile gosterilecektir. (Delen ,2019)

Sekil 4.4, 010,8,11,9 Graflar1

Tanmim 4.6 Negatif olmayan rve k tamsayilar igin, "r[k]", digerlerine rastlayan
r dongiilerden birinin yeni bir kosesine k dongiiniin eklendigi anlamina gelir. Negatif
olmayan tamsayilar i¢in 7, k4, ko, ..., k; gosterimi "r[kq, k, ..., k;]" su anlama gelir.k;
ilmekler r dereceli ilmeklerden birine yeni bir tepe noktasinda baglanir, k, dongiiler
baska bir yeni kdsede r dereceli bagka bir dongiiye baglanir ve bu sekilde devam edilir.k,
dongiiler, baska bir yeni tepe noktasinda r dereceli dongiilerden birine baglanir. Son
olarak notasyon "r[ky, ks, ...,k:]" su anlama gelir.k;ilmekler r dereceli ilmeklerden
birine yeni bir tepe noktasinda baglanir, k, ilmekler ayni ilmege baska bir yeni kdsede
eklenir ve bu sekilde devam edilir.k; dongiiler ayn1 dongiiye baska bir yeni tepe
noktasinda eklenir. Tanimlar1 gostermek i¢in notasyonlar1 asagidaki grafiklere karsilik

gelir. (Delen ,2019)
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Sekil 4. 5. B;[3) 1 Grafi

%
% -
%

Sekil 4. 6. 32[3‘1]'1Graf1

Sekil 4.7. 32[3;1],1Graf1

4.1. 1 Mertebeli k —Fibonacci Graflari
Teorem 4.1: Bir koseli grafin k —Fibonacci graf olabilmesi i¢in boyutunun;
{F k%n Jk tek
F k%n Jk cift

olmasidir.
Ispat: G bir koseli ve boyutu

Fk,z_n Jk cift

{F k,%n Jk tek
2
olsun. O zaman yalniz bir v kdsesi vardir ve biitiin kenarlarin baslangici ve bitisi bu v
kosesidir. Bu ylizden v'nin derecesi

{Fk,%n' 2 =Fy3n Jk tek

Fom2=Fem Kk cift

dir. Bu yiizden k-Fibonacci graftir.
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G bir k —Fibonacci graf olsun. O zaman d, = E. ‘dir. ) derv; =2m
oldugundan dolay1 F, ‘nin ¢ift olmasi gerekir. k tek iken Fy 3,’ler ¢ift sayidir. k ¢ift iken
Fy oy ’ler ¢ift sayidir. Bu ylizden boyut;

F k,37n Jk tek

i

dir. Boylece k tek ve k ¢ift olmak kaydiyla olusan koseli bu grafin derece dizisi ve

Omega invaryanti

(Fesn®} K tek
D=1y @ -
{Fk,Zn } ) k Qlft

_ Fk,31‘t—2 ,k tek
D) = {Fk,Zn—Z Jk ocift

seklinde ifade edilir.

Sonu¢ 4.1 Yukarida verilen teoremde k = 1 ve k = 2 olarak alirsak Fibonacci graf ve
Pell grafi elde etmis oluruz. Bu durumda bir grafin Fibonacci graf olabilmesi igin

boyutunun F, sn olmalidir. Benzer sekilde bir grafin Pell graf olabilmesi i¢in boyutunun
'2

P, 2n olmalidir.
' 2

Sonu¢ 4.2 k = 1igin; Q <LFk 3n> = Fy 3p—p ‘dir.

2

k = 2igin; Q <ka2n> = Py on—p ‘dir.

4.2. 2 Mertebeli k —Fibonacci Graflar

Teorem 4.2: iki mertebeli bir grafin k —Fibonacci graf olmas: icin derece dizisi;

D= { {Fian+1 Frane2} Sk tek
yok Jk cift

olmalidir.
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Ispat: k tek iken; ¥ derv; = 2m oldugundan dolay1 ardisik iki k —Fibonacci sayisinin
toplaminin ¢ift olmasi gerekir. Bu durumda ardisik tek k —Fibonacci sayilarinin toplami

¢ift oldugu i¢in derece dizisi {Fy 3p+1, Fi 3n+2) seklindedir.

k cift iken; iki ardisik k —Fibonacci sayisinin toplami ¢ift olamaz. Bu yiizden k cift

iken iki mertebeli k —Fibonacci graf olamaz.

D = {Fk,3n+1(1) ) Fk,3n+2(1)} ke tek
yok Jk cift

Fran+2
al B - Z (i—2a;
(Fk,w) (ﬂ,ﬂ) i=1

2 2

= (Fk,3n+1 - 2)- 1+ (Fk,3n+2 - 2)- 1
= Fian+1 + Frznez — 4 (Fk,3n+2 = kFy3n41 + Fk,3n)
= (k+ 1. Fiant1 + Frzn — 4
sonucu gifttir, yani D nin ¢izilebilir oldugunu gergeklestirile bilinir oldugunu

gostermektedir. Burada

02(G) :
r= T+ 1 (ktekiken)

_ Frsns1 + Fianez — 2
2

dir.

k tek iken:;

Fran+1tFr3n+2—
2

Eger 2 mertebeli bir graf k —Fibonacci graf ise 0 zaman 2 tane kapali

bolgesi vardir.

Burada k = 1 ve n = 0 durumlar i¢in F; ve F, kose derecelerine sahip olsun.

Teorem 1.1.5° e gore olan maksimum bilesen sayis1 agagidaki gibidir:

. 1 1
(k tek iken) cpax = Zdicm a; + EZditek a; = 5(1 +1)=1
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Bu sebeple, yalnizca tek bir baglantili graf bulunmaktadir ve asagida verilmistir:

F, Fq
[ . J

Sekil 4. 8. Kose dereceleri F4 ve F, olan k —Fibonacci grafi

F +F -2 2-2 oy
Bu graf By, olup r = -4t Zk‘3n+2 = == = 0 tane kapal1 bdlgesi vardir. Bu

da grafin dongiisel olmadigini ifade eder.

Burada k = 1ven = 1 durumlar i¢in F, = 3 ve F5; = 5 kose derecelerine sahip

olsun. Sadece bir baglantili grafi vardir ve asagida verilmistir:

F, Fs
= S

Sekil 4. 9. Kose dereceleri F4 ve Fg olan k —Fibonacci grafi

F +F —2 _ 8-2 s
Bu graf B, olup r = %3+ Zk'3”+2 = —=- = 3 tane kapali bélgesi vardir. Bu

da grafin 3 tane dongiisiiniin oldugunu gosterir.

Kisaca, k = 1 ve n > 2 oldugunda negatif olmayan her bir n tam sayisi igin tek

bir baglantil1 gergeklestirme olur. Bu da Bry s,,,-1 Fy3n4.-1 DIr k —Fibonacci grafidir.
2 ’ 2

o e Frans2=2 e vt Frans1=2 e w1 Frantz—2
Verilen ifadenin bir kosesinde =2%2—= diger kosesinde “”T“ dongiileri ve -2~

tane kapali bolgesi vardir.

4.3. 3 Mertebeli k —Fibonacci Graflar

Teorem 4.3:

i—) k tek iken; 3 mertebeli k —Fibonacci grafinin olabilmesi i¢in herhangi {i¢ ardisik
k —Fibonacci sayisinin toplaminin ¢ift olmasi gerekir. Burada 3 farkli olasilik bu durumu

saglamaktadir. Derece dizileri;
{Fk,3n+1(1) »Fk,3n+2(1) »Fk,3n+3(1) }a{Fk,3n+2(1) 'Fk,3n+3(1) 'Fk,3n+4(1) } ve

{Fk,3n+3(1) ’ Fk,3n+4(1) ’ Fk,3n+5(1) }

seklinde olabilir.
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ii—) k ¢ift iken; 1 tane olasihlk bu durumu saglamaktadir. Derece dizisi

{Fk,Zn—l(l) , Fk’Zn(l) ) Fk,2n+1(1) } seklinde olabilir.

(k tek iken) => Cpay = 1+5(1+1) = 2

(k gift iken) => Cpay = 1+5(1+1) =2

K tek ise;
D, = {Fk,3n+1(1) ) Fk,3n+2(1) ) Fk,3n+3(1) }
Q(D1) = Fianer + Fiznez + Fegnes =6 (Fisnes = kFisnez + Fianet)
= (k+ DFi3n+2 + 2Fe3n41 — 6
dir.

Q(D;) ¢ift oldugundan dolayi, Teorem 1.1.3" ¢ gére D; daima gerceklestirile
bilinir. Burada k = 1 ve n = 0 durumlan i¢in F; = 1,F, = 1, F; = 2, tek baglantili
gerceklestirmesi asagida verilmistir:

F F F
o o o

Sekil 4. 10. D, = {Fﬁl), F, Fgl)}’nin Baglantili Gergeklestirmesi

(k+1)F+2F;—

Bu gerceklestirme de r = > +1=0 kapal1 bolgesi vardir. Ayni

zamanda P; olan bir yol graftir. D;’in baglantisiz gerg¢eklestirmesi asagida verilmistir:
F Fy F3
*——=e o

Sekil 4. 11. D, = {Fgl), Fgl), Fgl)}’nin Baglantisiz Gergeklestirmesi

(k+1)Fy+2F;—

Bu gerceklestirme de r = > *+2=1 kapali bolgesi vardir. Ayni

zamanda By o U L, (veya P, U L;) olan bir graftir. Yani tek dongiilii bir graftir.

Simdi burada k = 1 ven > 1 durumlar igin D; = {Fk’3n+1(1) , Fk,3n+2(1) , Fk,3n+3(1) }

ele alalim, D;’in ti¢ baglantili gergeklestirmesi asagida verilmistir:
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Sekil 4. 12. Tg g5 Baglantili Graf

TFk,3n+1 =1 Fg3n+3—2 Franta—1
2 ’ 2 ’ 2

. (k + 1)Fyan42 + 2Fg3ne1 — 6

+1
2
. (k + 1)Fyan+2 + 2Fg3ni1 — 4
2
tane kapal1 bolge vardir.
Sekil 4. 13. Bg[75 Baglantili Graf
BFysnii-1 [Fk,3n+3_2] Frans2—1
2 2 ’ 2
(k + 1)Fy3n42 + 2Fg 341 — 6
r= +1
2
. (k+ DFy3n42 + 2F 3041 — 4
B 2

tane kapali bolge vardir.

Sekil 4. 14. Bg5(;) Baglantili Graf

BFk,3n+2—1 Frant+1—1[Fg3nt+3—2
2 ’ 2 2

28
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. (k + 1)Fy3n42 + 2Fg 31 — 6
2

. (k + 1)Fy3n+2 + 2F 3041 — 4
a 2

+1

tane kapali bolge vardir.

D;’in son gerceklesmesi baglantisiz bir graftir ve asagida verilmistir:

. —

Sekil 4. 15. B¢ 5 U Lg Baglantisiz Graf

BFk,3n+2—1 Fran+1—1 ULFk,3n+3
2 ’ 2 2

. (k + DFy3n42 + 2Fi 3041 — 6
2

. (k+ DFy3ns2 + 2Fk3ne1 — 2
2

+ 2

tane kapal1 bolge vardir.

®

*D, = {Fk,3n+2(1) » Fi3n+s ! ,Fk,3n+4(1) } ise benzer 4 durum vardir.

*Dy = {Fk,3n+3(1) , Fk,3n+4(1) ,Fk,3n+5(1) } ise benzer 4 durum vardir.

K cift ise;
Sadece bu derece dizisi vardir.
D = {Fion1™ Fean™  Fiansr™ )
QD) = Fyan-1+ Fran + Frani1 — 6
= (k+ DFy2n + 2Fn-1—6
dir.
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Q(D) ¢ift oldugundan dolay1, Teorem 1.1.3’e gore D daima gergeklestirile bilinir.
Burada k=2 ve n =3 durumlann i¢in F5=>5,F;=8,F, =13, tek baglantih

gerceklestirmesi asagida verilmistir:

>——k

Sekil 4. 16. D = {F él), F él). F gl)}’nin Baglantili Gergeklestirmesi

(k+1)Fg+2F5—

Bu gerceklestirme de r = °*+1=15 kapal1 bolgesi vardir. D;’in

baglantisiz gergeklestirmesi asagida verilmistir:

> L

Sekil 4. 17. D = {F gl), F 21), F gl)}’nin Baglantili Gergeklestirmesi

(k+1)Fg+2F5—

Bu gerceklestirme de 7 = > °+2=16 kapal1 bolgesi vardir. Ayni

zamanda B, ¢ U L, olan bir graftir.

Burada k = 2 ven > 1 durumlari i¢in D = {Fk,Zn—l(l) , Fk,Zn(l) , Fk'2n+1(1) } ele

alalim, D’nin {i¢ baglantili ger¢eklestirmesi asagida verilmistir:

Sekil 4. 18. To g5 Baglantili Graf

TFk,2n+1—1 Fron—2 Fgan-1—1
2 ’ 2 ’ 2
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.= (k + 1)Fyon + 2F2n-1 — 6

1
> +

. (k + DFpon + 2F2n-1— 4
a 2

tane kapali bolge vardir.

K

Sekil 4. 19. Bg[75 Baglantili Graf

BFk,2n+1_1 Fron—2] Fgon-1—1
2 2 ’ 2

. (k+ 1D Fyppn + 2Fpn-1 — 6

1
> +

. (k + DFy2n + 2F 2n-1 — 4
B 2

tane kapali bolge vardir.

Sekil 4. 20. Bo5(;; Baglantili Graf

BFk,2n+1_1 Fron-1—1[Fga2n
2 ’ 2 2

. (k + D)Fy2n + 2F2n-1— 6

1
> +

r= (k + 1)Fk,Zn + 2Fk,Zn—l -4
2

tane kapal1 bolge vardir.
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D’nin son ger¢eklesmesi baglantisiz bir graftir ve asagida verilmistir:

*

Sekil 4. 21. Bg 5 U Lg Baglantisiz Graf

BFk,2n+1—1 Fron-1—1 U LFk,Zn
2 ’ 2 2

. (k + 1)Fyon + 2F 201 — 6

2
> +

. (k + 1)Fyon + 2F 2n-1 — 2
B 2

tane kapali bolge vardir.

Sonu¢ 4.3 Yukarida verilen teoremde k = 1 ve k = 2 alinirsa  Fibonacci grafi ve Pell

grafi elde edilmis olur.

4.4. 4 Mertebeli k —Fibonacci Graflar
Teorem 4.4
i—) k tek iken; r 3’iin kat1 olmak {izere;
D =A{F, Fry1, Friz Fris}
derece dizisi ile k —Fibonacci graf elde edilir.

Ispat: F., F,., F.,,veF,,; ardisik dort k —Fibonacci sayis1 olsun. Bu sayilarin
toplaminin ¢ift olmasi gerekir. Bu durum r'nin 3’tin kati1 olmasi ile gergeklesir.

Eger r 3’lin kat1 ise o zaman F, ve F,, 5 3’lin kat1 olup cifttir. F,.,; ve F,, tektir.
Bu dort sayinin toplamu gifttir.

Derece dizisi yalnizca;

D= {Fk,3n» Fk,3n+1' Fk,3n+2Fk,3n+3}
dir ve Omega invaryanti
QD) = Fy3n + Frsn+1r + Fiantz + Franes — 8
dir.
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Teorem 1.1.5” e gore olan maksimum bilesen sayis1 asagidaki gibidir:

1
cmax=(1+1)+§(1+1)=3

Yani herhangi bir D 'nin ger¢eklesmesi igin en fazla ii¢ bilesene sahip olmas1 gerekir.

Burada ardisik k —Fibonacci sayilarmi i¢cin k = 1ve n =1 olarak alirsak
F;,F,, Fsve Fg elde ederiz. Bunun sonucunda bir, iki veya ii¢ bilesene sahip
gerceklestirmeler sahip oluruz. Bir bilesene sahip on dort tane baglantili gerceklestirme
Q2031 Q2301 B2foj1[3)s Bapzyafo; Bzzoe11 Bzafzol Bz[s[o]],v 32,1[3[0]]’ 231,015
Ty3110 T2101310 T201[3] T23[01,1 T20[3)1 iki bilesene sahip yedi tane baglantisiz
gergeklestirme By 1 U Lo}, Ba1jo] U La, Baa[31 Y L1, Byjo)1 U La, Bypz)a U L, To1 U
Ly, T 31 ULy ve lg bilesene sahip bir tane baglantisiz ger¢eklestirme B, UL, U Ly

vardir.
Eger n > 2 olarak alirsak bir bilesene sahip on sekiz tane baglantili

gerceklestirme, iki bilesene sahip yedi tane baglantisiz gergeklestirme, ii¢ bilesene sahip

bir tane gerceklestirme elde ederiz.

Sekil 4. 22. Q10,8,11,9 Bag]aﬂtlll Graf

QFk,3n+2_1 Fran—2 Fgany3—2 Firznt1—1
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

Sekil 4. 23. Q101189 Baglantili Graf

QFk,3n+2_1 Fran+3=2 Fg3n—2 Fgan+1—1
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2




%

¥

Sekil 4. 24. B1g[10],9[7] Baglantili Graf

BFk,3n+2 -1 [Fk,3n+3 -2

Fran+1—1[Fg3n—2
’ 2 2

.

#

Sekil 4. 25. B1g[7],0[10] Baglantili Graf

BFy 3042-1 [Fi3n—2
2 2 ’

Fr3n+1—1 [Fr3n+3—2
2 2

&

e

Sekil 4. 26. 310[10'7]‘9 Baglantlh Graf

BFk,3n+2 -1 [Fk,3n+3 -2
2 2 ’

Frazn—2] Fikzn+1—1
2 ’ 2

=

Sekil 4. 27. B¢ 9[10,7] Baglantil Graf

BFk,3n+2_1 Firan+1—1

2 ! 2

Fran+3—2 Fgzn—2
2 ’ 2

34
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Sekil 4. 28. Byg[7[19])9 Baglantih Graf

Fran+1—1

BFk,3n+2—1 Fran—2
2 2

Fr3n+3—2
2

! 2

Sekil 4. 29. Byg19[7])9 Baglantih Graf

Fran+1—1

BFk,3n+2 -1 [ Fr3nt+3—2

[Pz |

*

o

Sekil 4. 30. By g[19[7] Baglantili Graf

BFk,3n+2—1 Fran+1—1

2 ! 2

Fk3n+3—2
2

E5l

¥

Sekil 4. 31. 310,9[7[10]] Baglantili1 Graf

BFk,3n+2—1 Fran+1—1

2 ! 2

Fk,sn_2
2

Fi3n+3—2
2

35
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Sekil 4. 32. T1g[7),11,9 Baglantili Graf

TFk,3n+2—1 Fran—2]1 Fgan+3—=2 Fgznt1—1
2 2 ’ 2 ’ 2

Sekil 4. 33. T10’11’9[7] Baglantlh Graf

TFk,3n+2—1 Fran+3—2 Fgan+1—1[Fg3n—2
2 ’ 2 ’ 2 2

Sekil 4. 34. T1¢9[10),80 Baglantili Graf

TFk,3n+2—1 Fran+3—2] Frzn—2 Fgans1—1
2 2 ’ 2 ’ 2

Sekil 4. 35. T4 g9[10] Baglantili Graf

TFk,3n+2—1 Fran—=2 Fgan+1—1[Fk3n+3—2
2 ’ 2 ’ 2 2

36
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Sekil 4. 36. T19g[10],0 Baglantili Graf

2 2 2 2

S

Sekil 4. 37. T10’11[7]’9 Baglantlh Graf

TFk,3n+2—1 Fran—2 [Fk,3n+3_2] Frant1—1

TFk,3n+2—1 Fran+3—2 [Fk3an—2] Fgan+1—1
2 ’ 2 2 ’ 2

Sekil 4. 38. B1g9 U L1; U Lg Baglantisiz Graf

BFk,3n+2_1 Frane1—1 U LFk,3n+3 U LFk,3n
2 ’ 2 2 2

% &

Sekil 4. 39. B1gg U L11(7; Baglantisiz Graf

BFk,3n+2—1 Fran+1—1 ULFk,3n+3 Fran—2
2 ’ 2 2 2

37
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Sekil 4. 40. B9 o[7) U L1 Baglantisiz Graf

BFk3n+2—1 Fk3n+1 1 Fk3n_2 ULFk3n+3
2

£

Sekil 4. 41. B9 9[11] U Lg Baglantisiz Graf

BFk,3n+2—1 Fran+1—1 [Fk3n+3—2 ULFk,3n
2 ’ 2 2 2

%

Sekil 4. 42. B1g[7],0 U L1 Baglantisiz Graf

2 2 2 2

*F

Sekil 4. 43. B1g[11),9 U Lg Baglantisiz Graf

BFk,3n+2—1 [Fk,3n—2] Fran+1—1 U LFk,3n+3

BFk,3n+2—1 Fr3n+3—2] Fizn+1—1 ULFk,3n
2 2 ’ 2 2

38
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Tk K

Sekil 4. 44. T19 g9 U Ly, Baglantisiz Graf

TFk,3n+2—1 Fran=2 Fgznt1—1 ULFk,3n+3
2 ’ 2 ’ 2 2

F k% *k

Sekil 4. 45. Ty 11,9 U Lg Baglantisiz Graf

TFk,3n+2—1 Fran+3—2 Fgan+1—1 ULFk,3n
2 ’ 2 ’ 2 2

ii—) k cift iken; D = {F,, Fy41,Fry2, Fr43} seklinde herhangi ardisik k —Fibonacci

sayisindan olusan derece dizisi ile k —Fibonacci graf elde edilir.
Ispat:
E., Fry1,Fryp ve F, 3 ardisik dort k —Fibonacci sayisi olsun. Bu sayilarin toplami her

zaman gifttir.

Derece dizileri ve Omega in varyanti;

Dy = {Fran-1, Fion Fiznt1 Fronsa)

Q(Dy1) = Fyon—1+ Fran + Frons1r + Fioniz — 8

Dy = {Fyan Fion+1 Fiznso Franis)

Q(D;) = Fion + Fions1 + Frons2 + Frones — 8

seklindedir. Teorem 1.1.5° e gore olan maksimum bilesen sayisi asagidaki gibidir:
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1 1
Coay = Z ai+§Zai=(1+1)+§(1+1)=3

dicift ditek
Yani herhangi bir D; 'in ger¢eklesmesi igin en fazla ii¢ bilesene sahip olmasi gerekir.
* Dy = {Fk,Zn_l, Fi 2n Freon+1s Fk'2n+2} derece dizisini gdz Oniine alalim:

Burada ardisik k —Fibonacci sayilarint i¢cin k =2ve n =1 olarak alirsak
F,,F,,F;ve F, elde ederiz. Bunun sonucunda bir, iki veya {i¢ bilesene sahip
gergeklestirmeler sahip oluruz. Bir bilesene sahip on dort tane baglantili gerceklestirme
Qo,o,s,z, Qo,5,0,21 Bo[o],z[s], Bo[s],z[o], Bo[o,s],z, Bo,z[o,s], Bo[s[o]],z’ Bo,z[s[o]]’ To[s],o,z,
To52101 Torol52: To02(5]» Tos[o0]2  To[s),2 iki bilesene sahip yedi tane baglantisiz
gergeklestirme By U Lejo), Bo 2101 U Le, Boz[s) Y L2, Bofoy,2 Y Les Bo[s)z U Lz, Top2 U
L, Tos5,2 U L, Ve li¢ bilesene sahip bir tane baglantisiz gergeklestirme By, U Lg U L,

vardir.

Eger n > 2 olarak alirsak bir bilesene sahip on sekiz tane baglantil
gerceklestirme, iki bilesene sahip yedi tane baglantisiz gerceklestirme ve ii¢ bilesene

sahip bir tane gerceklestirme elde ederiz.

kK%

Sekil 4. 46. Qg6 95 Baglantili Graf

QFk,2n+1_1 Fron—2 Fgont+2—2 Fron-1—1
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

Sekil 4. 47. Qg o965 Baglantili Graf

QFk,2n+1_1 Front+2—=2 Fgon—2 Fgon-1—1
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2
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& %

Sekil 4. 48. Bgs) 5[] Baglantili Graf

2 2 2 2

B

Sekil 4. 49. Bg[g) 5[5] Baglantili Graf

BFk,2n+1—1 [Fk,zn—z] Fron-1—1 [Fk,2n+2_2]

BFk,2n+1—1 [Fk,2n+2_2] Fron-1—1 [Fk,zn—z]

2 2 2 2

BFk,2n+1—1 Fron+2—=2 Fgon—2] Fran-1—1
2 2 ’ 2 ’ 2

Sekil 4. 50. Bg[g 515 Baglantili Graf

Sekil 4. 51. Bg 5351 Baglantili Graf

BFk,2n+1_1 Fron—1—1 [Fk2n+2—2 Fgon—2
2 ’ 2 2 ’ 2



Sekil 4. 52. 38[5[8”‘5 Baglantili Graf

Fron—1—1

BFk,2n+1—1 Fron—2
2 2

Fron+2—2
2

! 2

Sekil 4. 53. Bgjg|5)) 5 Baglantili Graf

Fron—1—1

BFk,2n+1_1 Front2—2
2 2

[Pz |

! 2

&

Sekil 4. 54. Bg g[g[57) Baglantili Graf

BFk,2n+1—1 Fron-1—1

2 ! 2

Fiont+2—2
2

S5l

4

Sekil 4. 55. 38,5[5[8]] Baglantili Graf

BFk,2n+1—1 Fron-1—1

2 ! 2

Fion—2
2

Fiont+2—2
2

42
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Sekil 4. 56. Tg[5)95 Baglantili Graf

TFk,2n+1—1 Froan—21 Fgon+2—2 Fgon-1—1
2 2 ’ 2 ’ 2

55

Sekil 4. 57. Tgg5(5; Baglantili Graf

TFk,2n+1—1 Fron+2—=2 Fgon-1—1[Fg2n—2
2 ’ 2 ’ 2 2

Sekil 4. 58. Tgg) 65 Baglantili Graf

2 2 2 ’ 2

o

Sekil 4. 59. Tg¢ 513 Baglantili Graf

TFk,2n+1—1 [Fk,2n+2_2] Fran—2 Fgan-1—-1

TFk,2n+1—1 Fron—2 Fran-1—1[Fgon+2—2
2 ’ 2 ’ 2 2

43
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Sekil 4. 60. Tgg[g),5 Baglantili Graf

TFk,2n+1—1 Fron—2 [Fron+2—2] Fgon-1—1
2 ’ 2 2 ’ 2

& %

Sekil 4. 61. Tgg(5)5 Baglantili Graf

TFk,2n+1—1 Fron+2—2 [Fk2n—2] Fgon-1—1
2 ’ 2 2 ’ 2

* K %

Sekil 4. 62. Bgs U Lg U Ly Baglantisiz Graf

BFk,2n+1—1 Fron-1—-1 U LFk,zn U LFk,2n+2
2 ’ 2 2 2

# F

Sekil 4. 63. Bg5 U L[5 Baglantisiz Graf

BFk,2n+1_1 Fron-1—1 ULFk,2n+2 Fron—2
2 ’ 2 2 2
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Sekil 4. 64. Bg 551 U Lo Baglantisiz Graf

2 ! 2 2 2

£ %

Sekil 4. 65. Bg 53] U L Baglantisiz Graf

BFk,2n+1—1 Fron-1—1 [Fk,zn—z] U LFk,2n+2

BFk,2n+1_1 Fron-1—1 [Fr2n+2—2 ULFk,zn
2 ’ 2 2 2

* K

Sekil 4. 66. Bg[s) 5 U Ly Baglantisiz Graf

BFk,2n+1_1 Fron—2] Fgoan-1—1 ULFk,2n+2
2 2 ’ 2 2

* K

Sekil 4. 67. Bg[g| s U Lg Baglantisiz Graf

BFk,2n+1_1 Fron+2—2] Fian-1—1 ULFk,zn
2 2 ’ 2 2
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—H—Fk

Sekil 4. 68. Tg 65 U Ly Baglantisiz Graf

TFk,2n+1—1 Fron—2 Fgan-1—1 ULFk,2n+2
2 ’ 2 ’ 2 2

Sekil 4. 69. Tg g5 U Lg Baglantisiz Graf

TFk,2n+1—1 Front+2—=2 Fgon—1-1 ULFk,zn
2 ’ 2 ’ 2 2

Benzer distlinceyle D, = {Fk,Zn, Fk_2n+1,Fk,2n+2,Fk,2n+3} derece dizisi goz Oniine

alinabilinir.

Sonug 4.4 4 mertebeli k —Fibonacci graflarda k = 1 ve k = 2 olarak alinirsa Fibonacci
grafi ve Pell grafi elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Graf Teori uygulamali matematigin ¢ok kullanighi bir alanini olusturmaktadr.
Graf Teori matematik alaninda en fazla diger disiplinlere uygulanan bir alt dalidir.
Bunlardan bazilart; ulasim aglarinda meydana gelen optimizasyon, yol, bilgi ulagimi,
elektrik devreleri, haberlesme aglari, istatistiksel ve matematiksel ifade ve formiiller,
cografya, mimarlik, konuma bagli uygulamalar, gokbilimi vb. alanlarda kullanilmaktadir.
Bu agidan ¢ok fazla sayida arastirmalar yapilmaktadir.

Fibonacci sayilar1 gegmisten giiniimiize kadar bir¢ok yerde kullanilmig ve bugiine
kadar bunlarla ilgili pek ¢ok ¢alisma elde edilmistir.

Bu tezde 6nce Graf teori ve Omega invaryantinin temel kavramlari ve teoremleri
aciklanmig daha sonra Fibonacci, Pell ve k —Fibonacci sayilari ile ilgili tanimlar,
teoremler ve tablolar verilmistir. k —Fibonacci  sayisini grafla iliskilendirerek
k —Fibonacci Graflart olarak adlandirilan bir kavram ortaya konulmustur.1 mertebeli
k —Fibonacci grafi, 2 mertebeli k —Fibonacci grafi, 3 mertebeli k —Fibonacci grafi ve
4 mertebeli k —Fibonacci graflari olusturulmustur. Kendi iglerinde teklik ve ¢iftlik

durumlarina gore bakilarak graflar olusturulup ¢izilmistir.

5.2 Oneriler
Bu ¢alisma sonucunda elde ettigimiz bulgulara bakildiginda, benzer yontemler
kullanilarak farkli say1 dizileri ile de graflar elde edilebilecegi on goriilebilinir. Bu

calismamiza benzer olarak Pell ve Pell-Lucas graflari olusturulabilinir.
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