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Bu tez galigsmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliimde, fark denklemlerinin 6nemi hakkinda bir giris verildi.
Ikinci bsliimde, fark denklemleri tizerine bazi tanim ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde, fark denklemlerinin ¢dziimlerinin davranisi iizerine yapilan bazi ¢alismalar
hakkinda bir literatiir arastirmasi verildi.

Dérdiincii bolimde, J ; ve J; baslangi¢ kosullari reel sayilar olmak iizere, sifirinci dereceden
homojen f fonksiyonu ile tanimlanan
J,=f (Jn"]n—l)’ n=01,...,

genel fark denkleminin ¢6ziimlerinin nitel davranmis1 verildi. Bu bolim Moaaz ve ark. (2019) tarafindan
yapilan “Some qualitative behavior of solutions of general class of difference equations” baglikli
makalenin incelemesidir.
Besinci boliimde, ele alinan makalenin teorik sonuglarini dogrulamak i¢in baz1 6rnekler verildi.
Altinci boliimde, konu {izerine sonug Ve oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Global asimptotik kararlilik, Homojen fark denklemi, Periyodik
¢Oziim, Salintmlilik.
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BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF DIFFERENCE EQUATIONS DEFINED BY
HOMOGENEOUS FUNCTIONS
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2022, 42 Pages
Jury

Prof. Dr. Necati TASKARA
Prof. Dr. Ibrahim YALCINKAYA
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This study consists of six sections.
In the first section, an introduction to the importance of difference equations was given.
In the second section, some definitions and theorems on difference equations were given.

In the third section, a literature review on some studies on the behavior of solutions of difference
equations was given.

In the fourth section, the qualitative behavior of the solutions of the general difference equation
Jpa=F(3ds), n=01..,

n*%n-1

where J, and J, are the positive real initial conditions, defined by the homogeneous function f with

degree zero was given. This section is a review of the article “Some qualitative behavior of solutions of
general class of difference equations” by Moaaz et al. (2019).

In the fifth section, some examples to confirm the theoretical results of the paper under
consideration were given.

In the sixth section, conclusion and recommendations were given.

Keywords: Difference equation, Global asymptotic stability, Homogeneous difference equation,
Periodic solution, Oscillation.
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1. GIRIS

Son yillarda lineer ve lineer olmayan fark denklemleri, matematik ve diger bilim
dallarindaki uygulamalar1 sayesinde popiiler bir ¢alisma alani haline gelmistir. Fark
denklemleri, adi diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel denklemler gibi gergek
hayattaki problemlerin modellenmesinde etkili bir sekilde kullanilmaktadir.

Fark denklemleri, bagimsiz degiskeni dogal sayilar olan denklemler olup
bilinmeyen fonksiyonun farklarini veya otelemelerini ihtiva ederler. Coziimlerinin
diziler oldugu bu denklemler, bir biyiikliigiin kendisinden 6nceki biiyiikliik degerlerine
bagli oldugu fiziksel, kimyasal, biyolojik vs problemlerde matematiksel modeller olarak
oldukga sik kullanilirlar. Bilgisayarlarda kolaylikla programlanabilmeleri sayesinde,
¢oztimlerinin istenen kismi kolayca elde edilebilmesi de bu denklemlerin 6nemli bir

avantajidir.

Matematik disindaki bilim dallarinda da uygulama alani bulmasi sebebiyle fark

denklemleri, diger bilim dallarinda ¢alisan birgok arastirmacinin da ilgisini ¢ekmistir.

Bu calismanin konusu olan fark denklemi Moaaz ve arkadaslar1 (2019)
tarafindan ele alinan, bugiine kadar bu alanda yapilmis bir¢ok ¢alismanin sonuglarini
genelleyen, homojen fonksiyonlarla olusturulan genel bir fark denklemidir. Bu yoniiyle
Moaaz ve arkadaslarinin (2019) calismalarindaki sonuglar da daha genel olma

niteligindedir.



2. FARK DENKLEMLERI iLE iLGIiLi GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, fark denklemlerine dair bazi tanimlar ve teoremler verildi.

Tanmmm 2.1. K €Z", n bagimsiz degisken ve X bagimli degisken olmak iizere,

F(n x,, X Xp ) =0, NeNy, (2.1)

A Bpglo ettty Mtk

denklemi bir “fark denklemi” olarak adlandirilir (Soykan ve ark., 2017).

Tanmm 2.2. N, iizerinde tanimli bir x, fonksiyonu her neN, ig¢in (2.1) denklemini
gercekliyorsa, bu fonksiyona N tizerinde (2.1) denkleminin bir “¢éziimii” denir. K mci

mertebeden bir fark denkleminin, ¢ ve y birer fonksiyon olmak iizere,

#(n.x,,¢,C,,....¢ ) =0 2.2)
veya
X, = (N,C,,Cy,.00 G ) (2.3)

seklinde k tane c,cC,,...,C, € R keyfi sabit iceren ¢oziimiine (2.1) denkleminin “genel
¢oziimii” denir. c,C,,...,C, € R sabitlerine 6zel degerler verilerek (2.2) den (veya (2.3)

ten) elde edilen ¢oziimlere “6zel ¢oziim ™ denir (Soykan ve ark., 2017).

Tanim 2.3. Bir fark denkleminde bagimli degiskenin en biiyiik ve en kiigiik indislerinin

farkina o denklemin “mertebesi” denir (Soykan ve ark., 2017).

Ornek 2.1. neN, igin

X, 4 =—" (2.4)




XnXna T XXy — X3 = 0 (2.5)

X, =X, , +€° (2.6)

birer fark denklemi olup mertebeleri sirastyla 2, 4 ve 3 tiir.

Tanmm 24. o,,,....,0,, €R ve nyeN; olmak iizere k mc1 mertebeden bir fark

denkleminin bir 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in 0 ¢oziim ile alakali

x(np+i)=¢;, 0<i<k-1 (2.7)
veya
A'x(ny)=e;, 0<i<k-1 (2.8)

formunda ilk k tane ardisik degerin belirtilmesi gereklidir. (2.7) ya da (2.8) kosullarina
“baslangi¢ kosullari” adi verilir. k inc1 mertebeden bir fark denklemi ve (2.7) ya da
(2.8) baslangi¢ kosullarindan olusan probleme ise bir “baslangi¢ deger problemi” denir
(Soykan ve ark., 2017).

Ikinci mertebeden

X1 = T (X %), NeNg, (2.9)

n+1 n? *n-1

genel fark denklemi verilsin. Asagida (2.9) denkleminin nitel davranigina dair bazi

tamimlar ve teoremler verilecektir.

Teorem 2.1. | reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak tizere, f :l1x1 —1 siirekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her X ,,X, €1 baslangi¢ kosulu igin, (2.9)

denklemi bir tek {x,}”  ¢oziimiine sahiptir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2001).



Tamm 2.5. Eger X noktast f(X,X)=X denkleminin bir ¢dziimii ise X ye, (2.9)

denkleminin “denge noktas:” denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2001).

Ornek 2.2. a bir reel say1 olmak iizere,

At + 2% X,
n+l
2X, ,+ X, 5

2 - -
- o a“+2X-X
denkleminin denge noktalarin1 bulalim. Denge noktasi tanimindan, X :2_—_
X+ X

olmalidir. Bu denklemin ¢oziimleri X =a ve X=-a olup verilen denklemin denge

noktalaridir.
Ornek 2.3. a ve b reel sayilar olmak iizere,

_a+bx
Xy =X

n+1

denge noktasi tanimindan ¥=a+bx olup bu denklemin paydasi sifir olacagindan

X=X

verilen fark denkleminin denge noktas: yoktur.

Tamm 2.6. X , (2.9) denkleminin denge noktasi olmak iizere,

a. Eger x,% €J olmak iizere V &>0 i¢in, |%, —X|+|x,—X|<J iken ¥ n=0

icin, xn—7|<g olacak sekilde 36 >0 sayis1 varsa X denge noktasi “lokal
kararlidir” denir.

b. Eger X denge noktas: kararli ve X, X,eJ iken limx, =X olacak sekilde,

n—0

|X0 - ¥| +|X_1 - Y| <y sartin1 saglayan y >0 sayis1 varsa X denge noktas1 “lokal

asimptotik kararlidir” denir.

c. Eger VX ,,%x,€J iken limx, =X ise X denge noktas1 “global ¢ekimlidir”

n—o0

denir.



d. Eger X denge noktasi kararli ve global ¢ekimli ise X denge noktasi1 “global
asimptotik kararlidir” denir.

e. Eger X denge noktasi kararli degil ise X denge noktasi “kararsizdir” denir.
f. Efer VX, XeJ iken |x—X|+|x,—X|<r ve bazz N>-1 sayilar igin
|XN —Y| >r1 olacak sekilde 3r >0 sayis1 varsa X denge noktasina “repeller”

denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2001).

(2.9) da verilen f fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyonun kismi tiirevlerinin

(X,X) noktasindaki degerleri

of of
=—(X,X) ve gq=—(X,X 2.10
p==;(XX) ve g==(%.x) (2.10)
olmak tizere,
yn+l = pyn + qyn—l (211)

denklemine (2.9) fark denkleminin “X denge noktas: civarindaki lineerlestirilmis

denklemi” denir. (2.11) in karakteristik denklemi

@° — po—q=0 (2.12)

denklemidir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2001).

Teorem 2.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

a. Eger (2.12) nin iki kokiiniin de mutlak degeri 1 den kiigiik ise (2.9) un X denge
noktasi “lokal asimptotik kararli”dir.

b. Eger (2.12) nin en az bir kokiiniin mutlak degeri 1 den biiyiik ise (2.9) un X
denge noktasi “kararsiz”dir.

c. (2.12) nin koklerinin mutlak degerilerinin 1 den kiigiik olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul |p| <1-g<?2 esitsizliginin saglanmasidir. Bu durumda (2.9) un X



denge noktast “lokal asimptotik kararli”dir. Bu durumda lokal asimptotik

kararli X denge noktas1 “batis noktasi” olarak adlandirilir.

. (2.12) nin koklerinin mutlak degerilerinin 1 den biiyiik olmas1 ig¢in gerek ve

yeter kosul |q|>1 ve |p|<|1—q| esitsizliklerinin saglanmasidir. Bu durumda
(2.9) un X denge noktas1 “repellerdir”.

(2.12) nin koklerinden birinin mutlak degeri 1 den biiyiik, digerinin mutlak
degeri 1 den kiigiik olmasi igin gerek ve yeter kosul p>+4q>0 ve |p|>[1-q|
esitsizliklerinin saglanmasidir. Bu durumda (2.9) un X denge noktasi

“kararsiz”dir.

(2.12) nin bir kokiiniin mutlak degerinin bire esit olmasi igin gerek ve yeter
kosul |p|=[1-q| veya q=-1 ve |p|<2 olmasidir. Bu durumda (2.9) un X

denge noktasma “hiperbolik olmayan nokta” denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2001).

Tamm 2.7. {x,}"  dizisi verilsin. Her n icin m<x <M olacak sekilde mM eRR

sayilan varsa, {x,}~  dizisi “sinurlidir” denir (Camouzis ve Ladas, 2007).

Ornek 2.4. Pozitif baslangi¢ degerleri igin

n+1

_3X, +2X,
2X, + X, 4

rasyonel fark denkleminin her pozitif ¢6ziimii sinirlidir. Gergekten,

n+1

33X, +2%,, 33X 2%, 4 3X, 2X.,

n

2X, + X, 2X + X, 2X +X. ., 2X

< n—|— :Z
2

n

1
bulunur. x, =— doniigiimii yapilirsa

n



3.2
1 _ yn yn—l _ 3yn—l +2yn — _ 2yn—l + yn
- 2 1 - 2 n+l — 3 2
yn+1 _— yn—l + yn yn—l + yn
yn yn—l

denklemi elde edilir. Bu denklemden de

2yn—l + yn _ 2yn—l + yn < 2yn,1 4 yn — Z

3V, +2Y,  3Yoa+2Y, 3Y,a+2Y, 3y, 2y, 6

yn+l =

bulunur. Boylece

1 7 6
_:yn+lgg = ?anﬂ

n+1

olur. Sonug olarak verilen denklemin her ¢oziimiiniin n>1 i¢in sinirl oldugunu

gosteren

~Nlo
IA
X
IA

N~

esitsizligi elde edilir.

Tamm 2.8. {x }” dizisi (2.9) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Eger vn>-1 tam

sayilart i¢in X, , =X, oluyorsa, {Xn}:;l ¢oziimii “p perivotludur” denir. Bu sarti
saglayan en kiicik p pozitif tam sayisina dizinin esas periyodu denir (Kulenovi¢ ve

Ladas, 2001).

Ornek 2.5. Sifirdan farkli X, ve X_, baslangic kosullar igin




denkleminin her ¢6ziimiiniin 3 periyotlu oldugunu gosterelim. Verilen denklemden

bulunur. neN igin X =X , oldugundan, verilen denklemin her ¢ézliimiinin 3

periyotlu oldugu gortiliir.

Tamm 2.9. X, (2.9) un bir denge noktas1 ve {x,}” _ dizisi bir ¢oziimii olsun. | >—1 ve

m<oo olmak iizere, {X,, X, X, } dizisinin her elemam X denge noktasindan biiyiik

veya ona esit, X, <X Ve X, <X ise {X,X,q3... X, | dizisine {x,}"  dizisinin bir

pozitif yar1 dongiisii denir. Benzer sekilde, | >—k, m<oo olmak iizere, {X,,X, .3, X;, }

dizisinin her elemamt X denge noktasindan kigik, X ,>X ve X, =X ise
{X)s Xy X | dizisine {xn}::_l dizisinin bir negatif yar1 dongiisii denir (Camouzis ve

Ladas, 2007).

Tamim 2.10. {x,}"  dizisinin terimleri ne tamamen pozitif ne de tamamen negatif ise

bu diziye sifir civarinda salimmlidir denir. Aksi halde diziye salinimsizdir denir
(Camouzis ve Ladas, 2007).

Tamm 2.11. {x,—X} dizisi salimmli ise {x,} dizisi X civarinda salinimlidir denir

(Camouzis ve Ladas, 2007).



Ornek 2.6. x_,, X, negatif olmayan reel baslangi¢ kosullar1 ve a pozitif bir reel say

olmak tizere,

a

=————,neN,,
1+X X 4

n+1

fark denklemini diistiinelim. Bu denklemin her ¢oziimii pozitiftir. a=27 i¢in denge

noktast X =2.888941572 olur. Bu durumda X, =3, X, =2 baslangic kosullart i¢in

¢Ozliimiin salinimli oldugu Tablo 1 ve Grafik 1°den goriilebilir.

Tablo 1: Céziimiin Salinimhilig

n X, X, — X n X, Xy — X
0 2 -0.88894 11 3.203786 0.314844
1 3.857143 0.968201 12 2.338574 -0.55037
2 3.098361 0.209419 13 3.179354 0.290412
3 2.08481 -0.80413 14 3.20089 0.311948
4 3.619549 0.730607 15 2.415727 -0.47321
5 3.159346 0.270405 16 3.091907 0.202966
6 217122 -0.71772 17 3.188021 0.29908
7 3.435274 0.546333 18 2.48686 -0.40208
8 3.191967 0.303025 19 3.024139 0.135197
9 2.256529 -0.63241 20 3.168788 0.279846
10 3.291573 0.402632

Salmmhl Céziom —— Denge Noftasi=2.888941572

381

361

Grafik1: x, =3, X, =2, a=27.
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Tanim 2.12. h: (0, +oo)2 —(0,+00) fonksiyonu VA4 >0 reel sayisi igin
h(Ax,Ay)=A"h(x,y)

sartin1 sagliyorsa, h fonksiyonuna m. dereceden homojendir denir. Burada meR dir
(Border, 2011).

3

__Xy
3x—-y’

Ornek 2.7. hl(x,y)=1+§, h, (X, Y) hy(x,y)=5+xy fonksiyonlarinin

homojen olup olmadiklarini arastiralim. X ve y yerine sirastyla Ax ve Ay konulur ki

bu durumda

AX X X
AX, Ay :1+—=1+—:/1°(1+—j=/1° X,y

oldugundan h, fonksiyonu sifirinci dereceden homojendir. Benzer sekilde

3 3
L 2

=2°h, (x,y)
oldugundan h, fonksiyonu iigiincii dereceden homojendir. Son olarak
hy (A%, 2y) =5+ Ax4y = A"hy (X, y)

oldugundan h, fonksiyonu homojen degildir.

Teorem 2.3. Birinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip bir h:(0,+oo)2—>(0,+oo)

fonksiyonu verilsin. Bu durumda

1) h fonksiyonu m. dereceden homojen olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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oh oh
x&(x, y)+ ya(x, y)=mh(x,y) (2.13)

olmasidir.

2) Eger h fonksiyonu m. dereceden homojen ise bu durumda Z—h ve Z—h kismi
X y

tiirevleri (m—1). dereceden homojendir (Border, 2011).

Teorem 2.3. genellikle Euler'in homojen fonksiyon teoremi olarak bilinir.

2

Ornek 2.8. f(x,y)= 5 Xy

fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun ikinci dereceden
X+ 3y

homojen oldugu agiktir. X ve y ye gore kismi tiirevlerin

3

(%, y)= 4%y +3xy*

Ay
() (2x+3y)2

8y &
X (2x+3y)" " o
oldugu kolayca goriiliir. Kismi tiirevler (2.13) 6zdesligine uygulanirsa,

3y° . 4x2y+3xy2:2xy2(2x+3y)

X 2 2 2
(2x+3y) (2x+3y) (2x+3y)

=2f(xy)

olur Buradan f fonksiyonu 2. dereceden homojen fonksiyon oldugu goriiliir. Kismi

tirevler de 1. dereceden homojen fonksiyonlardir. Gergekten de

3 3
q(/Ix,/ly)z 3(4Y) ~=1 3y - :ii(x, y)
OX (2Ax+31y) (2x+3y) OX
q(ﬂ.x ay)= A4(AX)° Ay +3Ax(Ay)° :/14x2y+3xy2 :lﬂ(x )
oy (2ax+34yY’ (2x+3y) oy

oldugu aciktir.
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Ornek 2.9. f(x, y)=X fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun sifirinci dereceden
X

homojen oldugu agiktir. X ve y ye gore kismi tiirevler

of

=X, Zy)=;

olarak bulunur. Homojen fonksiyon tanimindan

of Ay 1Y L of
& (ax,Ay)=- Sy A N 0

(Ax)? X2
ve
of 1 1o
—(AxAy)=—=2"1== 21 (x,
oy ) == AT = A ()

olup buradan kismi tiirevler, derecesi —1 olan homojen fonksiyonlardir.
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3. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, bazi1 fark denklemlerinin ¢oziimlerinin periyodikligi, salinimliligi,

smurliligi ve global asimptotik kararliligi ile ilgili literatiirde yer alan bazi1 makaleler

hakkinda bilgiler verildi.

Papanicolaou (1996),
X =% + (X)),

lineer fark denklemlerinin asimptotik kararlig: tizerine ¢alismistir. Burada x, bir hayvan
popiilasyonunun K. periyottaki (donem, yil vs.) hayvan sayisidir. o hayatta kalma

katsayisini ve f(X,_,) n donemlik bir gecikmeyle meydana gelen iiremeyi temsil eder.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), p, g€ Z" i¢in lineer olmayan

denklem sisteminin ¢oztimlerinin salinimliligini, sinirlihigin: ve pozitif denge noktasinin

global asimptotik kararliligini arastirdilar.

Amleh ve ark. (1999), x,, X, baslangi¢c kosullar1 pozitif reel sayilar ve «

negatif olmayan bir reel say1 olmak iizere,

X
n-1
X =00+ =

n

denkleminin pozitif ¢coziimlerinin periyodikligini ve global kararliligini incelediler.
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Abu-Saris ve Devault (2003), Y_, Y .1, Yo A€(0,0) ve k€{2,3,...} olmak

lizere,

Yo = A+L, neN,,

n-k
denkleminin global asimptotik kararliligini arastirdilar.

Camouzis ve Devault (2003), x,, X, baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkli reel

sayilar ve p < -1 olmak iizere,

X—l
Xn+l: p+ )r(]

n

denkleminin sifira yakinsayan bir ¢6ziimiinin var oldugunu gosterdiler ve yasakli

kiimesini aragtirdilar

Kalabusi¢ ve Kulenovi¢ (2003), pozitif baslangi¢ kosullar1 ve pozitif

parametreler igin,

— 7Xn—l + 5Xn—2
Cx. ,+Dx. ,

n+1

denkleminin ¢oéztiimlerinin yar1 dongiilerini, periyodikligini ve tek pozitif denge

noktasinin global kararliligini incelediler.

Camouzis ve Papaschinopoulos (2004), —-m<i<0, (meZ+), X, Y, e R"

baslangi¢ kosullar1 i¢in,

sisteminin pozitif ¢oztimlerinin sinirliligini ve global davranigini arastirdilar.
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Kulenovié¢ ve ark. (2004), x,, X, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar ve p,

iki periyotlu pozitif terimli bir dizi olmak iizere,

X
— -1
Xn+l - pn + .

denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini, stnirliligin1 ve global kararliligini arastirdilar.

Papaschinopoulos ve Schinas (2005), k tek tam say1 ve p, k-+1 periyotlu,

pozitif terimli bir dizi olmak iizere,

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini, sinirliligini ve ¢ekimliligini
arastirdilar. Dahasi, bu denklemin k=3 i¢in global asimptotik kararlilik sonuglarini
elde ettiler.

Saleh ve Alogeili (2005), Y Y .11 Yo A€R" ve k>2 tam sayisi igin,

yn+1 = A+ M
Yn

denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini, yari dongilerini ve y=A+1 denge

noktasinin global asimptotik kararliligini arastirdilar.

Hamza (2006), o, X ,,X, € R™ olmak iizere,

X
X1 :a+X”—*1, n=0,1...,

n

denkleminin ¢oziimlerinin sinirhiligini, salimm karakterini ve global kararliligim

inceledi.
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Berenhaut ve Stevié (2006),

p

X

X,=A+| 2|, neN,,
anl

denkleminin ¢oziimlerinin sinirliligini, global asimptotik kararliligini ve periyodikligini

incelediler. Burada A,pe(0,), p=l ve baslangic kosullari XX €(0,),

(A+2)

pSmin{l,T} oldugunda tiim ¢6ziimlerin X =A+1 tek denge noktasina

A+l i .
yakinsadigini, ( > )< p<1l oldugunda tiim ¢oziimlerin iki periyotlu ¢oziimlere

yakinsadigini ve p > 1 oldugunda sinirsiz ¢éziimlerin var oldugunu gosterdiler.

Sun ve Xi (2007), X, X, baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere,

Xn—l
X

n

X =1+

n+1

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin tek pozitif denge noktasina yakinsadigini

gosterdiler.

Stevi¢ (2007), A, p €(0,) olmak tizere,

fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin periyodikligini, sinirliligini ve global ¢ekiciligini

inceledi.

Elabbasy ve ark. (2008), I.keN,, a B,ABX X ,....%€ER",

p=maks{l,k} olmak iizere,
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X _ axn—l +ﬂxn—k
"™ AX | +BX
n—| + n—k

yiiksek mertebeli fark denkleminin global yakinsakligini, ¢6ziimlerinin sinirliligini ve

periyodikligini arastirdilar.

Elabbasy ve Elsayed (2008), peN ve a,b,c,d,x ;,x

_pi1ree X €RTolmak

lizere,

p
ax? +b] [,
X r=1

n+l p
p
ox? +d] [,
r=1

yiiksek mertebeli fark denkleminin ¢oziimlerinin smirliligini ve global yakinsakligini

arastirdilar.

Elsayed (2015), «, fve y parametreleri pozitif reel sayilar ve X,, X,

baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak tizere,

X, +y Xoa
X X

n-1 n

Xn+1 :(Z+ﬂ

fark denkleminin iki ve ¢ periyotlu ¢éziimlerini elde etmek igin yeni bir yontem

gelistirdi. Ayrica bu denklemin global yakinsamasini ve siirliligini arastirdi.

Moaaz (2017), yukarida verilen rasyonel fark denkleminin iki ve ii¢ periyotlu
¢oziimleri i¢in Elsayed'in (2015) sonuglarmi tartismistir. Ayrica, bazi fark
denklemlerinin periyodik ¢oziimlerinin varhigini eski ve yeni yontemi Kkullanarak
karsilagtirmali  olarak inceledi. Elde ettigi sonuglar Elsayed'in sonuglarini

tyilestirmektedir.
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Moaaz (2018), f siirekli, reel ve derecesi € R olan homojen bir fonksiyon

olmak iizere,
Xn+l = f (Xn—l ’ Xn—k )
fark denklemini ele aldi. Burada k,| € Z" ve baslangi¢ kosullari reel sayilardir.

Abdelrahman ve ark. (2018), k, | negatif olmayan tam sayilar, a, b negatif

olmayan reel sayilar, X (,X Xo (S = maks{l, k}), baslangi¢ kosullar1 pozitif reel

SRRy
sayilar ve f:(O,oo)2—>(O, o) fonksiyonu sifir dereceli homojen ve siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,

Xy = % +bX + F (X0, %)

n—l?* *n—k

fark denklemi sinifinin ¢éziimlerinin kararliligini, asimptotik davranigini, sinirliligini ve

periyodikligini incelediler.

Moaaz ve ark. (2019), f siirekli, reel ve sifirinct dereceden homojen bir

fonksiyon olmak iizere,
‘Jn+1 = f (‘]n ' ‘Jn—l)

genel fark denklemini ¢alistilar. Bu calismada denklemin tek pozitif denge noktasinin
kararliligini, ¢6ziimlerinin yari dongiilerini, iki ve i¢ periyotlu ¢oziimleri igin f

fonksiyonu iizerine gerek ve yeter kosullar1 belirlediler.

Boulouh ve ark. (2021), f,, f,, g, ve g, reel fonksiyonlar siirekli ve sifirinci

dereceden homojen olmak iizere,

Xn+1 = fl(xn' Xn—l)+ f2 (yn’ yn—l)’ yn+1 = gl(xn'xn—l)+ g2 (yn’ yn—l)
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sistemini ele aldilar. (Moaaz ve ark. 2019) ile (Boulouh ve ark. 2021) g¢alismalari

paralelinde daha genel sonuglar elde ettiler.

Moaaz ve ark. (2021), baslangi¢ kosullar1 reel sayilar ve a, b reel parametreler

olmak iizere,

[ N
xn+1:a+Z(—1)%(H)' biXX“—i, (6=1 veya &=-1),
i—0

n—(i+1)

fark denklemini calistilar. Boylece (Moaaz 2017) tarafindan elde edilen sonuglar

genislettiler.

Touafek (2021), f veg reel fonksiyonlari siirekli ve sifirinci dereceden

homojen olmak iizere,
Xn+1 = f (yn’ yn—l)’ yn+1 = g (Xn!Xn—l)
sistemini ele ald1 ve (Moaaz ve ark. 2019) sonuglarini genellestirdi.

Touafek ve ark. (2021), f, g ve h reel fonksiyonlarn siirekli ve sifirmct

dereceden homojen olmak {iizere,

Xn+1:f(yn!yn—l)’ yn+1:g(zn1zn—l)’ zn+1:h(xn’xn—l)

ti¢ boyutlu fark denklem sistemini ele aldilar. Bu ¢alisma ile Moaaz ve arkadaslarmnin

(2019) caligsmalarini ii¢ boyuta genisleterek daha genel sonuclar elde ettiler.
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4. HOMOJEN FONKSIYONLA TANIMLANAN BiR FARK DENKLEM SINIFI

f strekli, reel ve sifirnci dereceden homojen bir fonksiyon olmak tizere,

Joa=1(3,3,4), neN, (4.1)

n1Yn
genel fark denkleminin ¢oziimlerinin nitel davranisini ele alir. Bu bolim (Moaaz ve
ark., 2019) tarafindan yapilan “Some qualitative behavior of solutions of general class
of difference equations” baslikli makalenin incelenmesidir. Dolayisiyla bu boliimdeki
biitiin sonuglar Moaaz ve ark. (2019) tarafindan elde edilmistir.

4.1. Lokal Kararhlik ve Yar: Dongii Analizi

Burada (4.1) denkleminin asimptotik kararlilig: incelenecektir. f fonsiyonunun

sifirinci dereceden homojenligi ile (4.1) denkleminin denge noktasi

J'=1(11)

seklindedir. (4.1) denkleminin J* civarindaki lineerlestirilmis denklemi

@y~ 1,(37.37) 0, — 1,(37,37)eg,, =0 (4.2)

seklindedir. f fonsiyonu sifirinct dereceden homojen oldugundan, Teorem 2.3 iin

birinci sikki geregince
uf, +vf, =0
olup bundan

f,(37,97)==1,(37.37)
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elde edilir. Teorem 2.3 iin ikinci sikkindan f, ve f, kismi tiirevleri, derecesi —1 olan

homojen fonksiyonlardir. Bu durumda (4.2) denklemi

@, — 1O, + HO, 4 = 0 (43)

halini alir. Burada

_f, (1)
“TF )
seklindedir.

Sonraki teoremler, (4.1) in asimptotik kararliligini inceler.

Teorem 4.1. (4.1) denkleminin denge noktast J* olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin

lokal asimptotik kararlilig1 i¢in asagidakiler dogrudur:

1. ue (0,1) ise J* lokal asimptotik kararlidir ve batis noktasidir.

2. pu>1ise J* kararsizdir ve repellerdir.
3. ue (—]/ 2, 0) ise J* asimptotik olarak kararlidir ve batig noktasidir.

4. p<-1/2 ise J* kararsiz bir eyer noktasidir.

5. u=1ise J* hiperbolik olmayan bir noktadir.

Ispat. (4.3) iin karakteristik denklemi

y:—py+u=0 (4.4)

seklindedir. x>0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 2.2 den J*in lokal

asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun <1 oldugu goriliir. Aksi halde,

yani eger g2>1 ise 0 zaman J* Kkararsizdir ve
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|,u|>l ve |,u|<|1+,u|,

esitsizlikleri saglanir. Ote yandan, <0 oldugunu kabul edelim. z=-&<0 olsun. Su

halde (4.4) karakteristik denkleminin kokleri

g(s):g(—1+ 1+§], (4.5)
h(s)=%[—1— 1+§]. (4.6)

Simdi 5>% olsun. h(s) fonksiyonunun tanimindan, s>0 igin h’(s)<0 olur. h(s)

azalan ve h(1/2)=-1 oldugundan s>1/2 i¢in h(s)<-1 ve bdylece |y |>1 olur.

Dolayisiyla, 6 >% (<:> U< —%j ise J* kararsizdir. Ayrica, i< —% i¢cin

1) 9
2 _4u>=+4] = =250
u—4u> +(2j 4>
ve
4> 1+ 4

olur. Boylece Teorem 2.2-(e) den J* Kkararsiz bir eyer noktasidir. 0<d<1/2 olsun.
(4.5) den
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g’(s) :1{_1+ij
2 \s? +4s

elde edilir. (s+2)">(s*+4s) oldugundan >1 olur. Dolaysiyla, g'(s)>0

S+2
\s? +4s
dir. Boylece s€(0,1/2) igin 0<g(s)<3/2 ve |y.| <1 olur. Ek olarak (4.6) dan gbriiliir
ki s€(0,1/2) i¢in h(s) azalan ve —1<h(s)<0 ve |y_|<1 olur. Béylece, |r.|<1

oldugu goriliir. Dolayisiyla, 0<&5<1/2 ise J* lokal asimptotik kararhidir ve batis

noktasidir.

Son olarak, eger u=-1/2 ise |y = [+ p| saglanir. Eger u=1 ise
—u=-1ve |u|< 2 saglanir. Bdylece, Teorem 2.2-(f) den J* hiperbolik olmayan bir

noktadir. Bu da ispati tamamlar.

Uyari1 4.1. Teorem 4.1 den goriiliir ki (4.1) denkleminin J* denge noktasi
1

O<p<lveya —§< n<0

oldugunda lokal asimptotik kararl ve
1

M>1veya [ <—E

ise kararsizdir.

Sonraki teorem (4.1) denkleminin yar1 dongtileri hakkinda sonuglari verir.

Teorem 4.2. feC(R*xR*,R*) ve (4.1) denkleminin bir pozitif denge noktasi

J* olsun. (4.1) denkleminin ¢oziimlerinin yar1 dongiileri igin asagidakiler dogrudur:

1) Muhtemel ilk yar1 dongii harig, (4.1) denkleminin her ¢6ziimii bir uzunluktaki

yar1 dongiilere sahiptir.
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2) Muhtemel ilk yar1 dongii harig, (4.1) denkleminin her salinimli ¢6ziimii en az iki

uzunlukta yar1 dongiilere sahiptir.

Ispat. f :(0,oo)2 —(0,00) fonksiyonu sifir dereceli homojen fonksiyon oldugundan,

Euler'in homojen fonksiyon teoreminden,

bulunur. Boylece

(i) f, <0 ve f, >0 4.7)
durumu veya

(i) f,>0 ve f, <0. (4.8)
durumu elde edilir.

(i) durumu igin, eger {J,}”  (4.1) denkleminin en az iki yar1 dongiilii bir ¢ziimii ise 0

zaman J, ,<J"<J, veya J, ,>J">J  olacak sekilde bir m pozitif tam sayisi

m-1 =

vardir. J, , <J"<J_ olsun. Budurumda (4.7) den

Joa=F(3,,3,,)< F(37,3,,)< F(37,37)=f(L1) =0
ve

o =T (Ipp3y)> F(37,37)=0°

elde edilir. Boylece, tiimevarimla tim s=0,1,2,... i¢in,
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J <J' <]

m+2s-1 m+2s

olur. J,,,>J">J, esitsizliginin saglandigi durumda ispat benzerdir. {Jn}w bir

m-1 = n=-1

uzunlugunda yar1 dongiilere sahiptir.

(if) durumu igin, eger {Jn}::_l (4.1) denkleminin J, ,<J*<J, sartin1 saglayan

saliimli bir ¢6ziimii ise 0 zaman

I =F (I d5)> F(37,07)=0"

elde edilir. Boylece J, ., terimi de pozitif yar1 dongiiye aittir ve dolaysiyla, {Jn}oO L &N

m+1 n=—

az iki uzunluklu yar1 dongiilere sahiptir. J,,, >J" > J_ sartim saglayan durum benzer

m-1 =—

sekilde ispatlanabilir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 4.3. f eC(R*xR*,H@), J* (4.1) denkleminin bir pozitif denge noktasi ve

f, >0, f, <0 olsun. Eger ‘v’Ve(J*,u) icin
f(uv)<u (4.9)

ise bu durumda, (4.1) denkleminin her saliniml ¢6ziimii, muhtemel bir uzunluguna

sahip olabilen ilk yar1 dongi harig, iki veya ii¢ uzunlugunda yar1 dongiilere sahipitir.

Halbuki eger VVG(J*,U) i¢in
f(u,v)>u (4.10)

ise bu durumda (4.1) denkleminin her ¢oziimii J, >J ; > J" olacak sekilde artandir.
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Ispat. (4.1) denkleminin salimm bir ¢dziimii {J }” olsun. Teorem 4.2 den {J,}”

n
¢oziimiiniin en az iki uzunluklu yar1 dongiilere sahiptir. O halde 6yle bir m pozitif tam

sayis1 vardir ki, ya

J,.1<J"<J...<J, (4.11)
ya da
J,.1<J <, <., (4.12)

olur. (4.9) saglansin. Eger (4.11) saglanirsa, 0 zaman {Jn}:}l ¢ozlimiiniin iki uzunluklu

yar1 dongiilere sahip oldugunu gosteren

oo =T (I dn)< F(3,.3,)= F (L) =3

m+2
esitsizligi elde edilir. Ote yandan, eger (4.12) saglanirsa
Jo,=f (‘]m+1"]m) > f (Jm,Jm)= f (1,1)= J*

ve (4.9) dan

‘]m+2 = f (‘]m+1"]m)< ‘]m+1

bulunur. O zaman {J,}”  ¢dziimiiniin ii¢ uzunluklu yar dongiilere sahip oldugunu

gosteren

sonucu gelir. Simdi (4.10) saglansin. Bu durumda,
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3= (35,34)> 9,
ve

J,=1(3,35)>J,
olur ki bu da ispati tamamlar.

4.2. Periyodik Coziimlerin Varhg

Bu kisimda, (4.1) denkleminin her pozitif ¢oziimiiniin iki ya da ii¢ periyotlu

olmasi i¢in f fonksiyonu iizerine gerek ve yeter kosullar elde edilir.
Teorem 4.4. (4.1) denklemi

P n tek ise
" |lo, ngiftise

olacak sekilde iki esas periyotlu bir {J,}”  ¢dziimiine sahip olmasi igin gerek ve yeter

kosul

f(l,r)=z'f (1',1) (4.13)
olmasidir. Burada 7 = p/o dr.

Ispat. (4.1) denkleminin

s Py O, P, Oy ...

olacak sekilde iki esas periyotlu bir ¢éziime sahip oldugunu kabul edelim. (4.1)

denkleminden
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ve

o=1f(po)="1 (§,1j

elde edilir. Boylece, 7 = p/o olmak iizere

0=p-to="f(Lr)-7f(z,)

yazilabilir. (4.13) esitliginin saglandiini varsayarsak, tim 7 € R\{1} i¢in
J,=f(Lz)ve J,=f(z.1)

seceriz. Bu durumda, goriliir Ki

3, =1(3,0,)=1(f(z1),f(L7))

olur. Son ifade (4.13) ile birlikte

J=1(f(z1),2f(L7))=f(L7)

olur. Benzer sekilde, J, = f(7,1) oldugu da gosterilebilir. Bdylece, timevarim ile

istenilen sonug elde edilebilir. Yani, ¥n>0igin
Jpna=T(L7) ve J,, = f(7,1)

olur. Sonug olarak, (4.1) denklemi iki esas periyotlu bir ¢oziime sahiptir ve ispat

tamamlanir.
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Teorem 4.5. (4.1) denklemi

a, n=3r-1ise
J. =14, n=3rise , r=01..
y, n=3r+1lise

olacak sekilde ti¢ asal periyotlu ¢6ziimlere sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

f(Ls)=tf(s,t), f(t,1)=sf(s,t) (4.14)

olmasidir. Burada t = f/a ve s=y/a di.

Ispat. (4.1) denkleminin

OBV B

ti¢ esas periyotlu bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. (4.1) denkleminden

y=Ff(B.a), a=1(y.p), B="F(a.7)

yazilabilir ve bunlardan da

y:f(g,l - £ (1);
a:f(l,g :f(l,%j:f(s,t);
ﬁ:f(lé = (1,9)
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ifadelerini ve bunlardan da

f(Ls)=tf(s,t), f(t,1)=sf(s,t) (4.15)
bulunur. Eger (4.15) saglanirsa, Vt,s € R\{1} i¢in

Jo="f(st)ve Jy=1f(Ls)

dir. Boylece, goriiliir i

J,=1(35,3)=F(f(Ls), f(s,t))=f(tF(s,t), f(s,t))=f (1, 2)

olur. Benzer sekilde, J, = f(s,t) ve J;=f(15s) oldugu gdsterilebilir. Bundan sonra

timevarimla ¥Yn>0i¢in
Jana=f(s,1), I =f(Ls) ve Iy, = f(1,1)

oldugu gosterilebilir. Sonug olarak, (4.1) denkleminin ti¢ esas periyotlu bir ¢éziimiiniin

var oldugu gosterilmis olur Ki bu da ispati tamamlar.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu boliimde; onceki boliimde elde edilen sonuglar somut fark denklemleriyle
aciklanacak ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin baz1 kisimlart grafiklerle gosterilecektir.

Buradaki 6rnekler ve sonuglar Moaaz ve ark. (2019) tarafindan verilmistir.

Ornek 5.1. a bir reel say1 olmak iizere,

iy = a+ It (5.1)
J

fark denklemini ele alalim. Burada

v
f = —_
(u,v) a+u

olup (5.1) denkleminin denge noktas1 J~ = f (1, 1) =a+1 dir. Ayrica,

olur. Teorem 4.1 i uygulayalm. Eger x>0 ise (a<—Lloldugunda) o zaman J* denge
noktasinin lokal asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul a<—2 olmasidir.
Ek olarak £ <0 (a>-1 oldugunda) olsun. Bu durumda, a>1 ise J* lokal asimptotik
kararli ve —l<a<1 ise Kararsizdir. Boylece (5.1) denkleminin tek pozitif denge

noktasinin  ae(-o,—-2)U(L ) oldugunda lokal asimptotik kararli ve ae(-21)

oldugunda kararsiz oldugu sdylenebilir (Moaaz ve ark. 2019).

Uyan 5.1. (5.1) denklemi a>0 i¢in Amleh ve ark. (1999) tarafindan ve a<O0 igin
Hamza (2006) tarafindan calisildi. Yukaridaki sonu¢ bu makalelerin sonuglariyla
uyumludur (Moaaz ve ark. 2019).
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Ornek 5.2. o, 3,y pozitif reel sayilar olmak iizere

J J .
04y 0= 5.2
3. 7 (5.2)

‘]n+1 :(Z+ﬂ

n

fark denklemini ele alalim. Burada
f (u,v) =o:+ﬁg+7/X
Vv u
olup (5.2) denkleminin denge noktas1 J™ = f (l, 1) =a+ f+y dir. Ayrica

U= fu (1’1) — ﬁ_y
f(l,l) a+pf+y’

olur. Teorem 4.1 i uygulayalim. Bu durumda (5.2) denkleminin J” denge noktasmnin
p>y veya [<y<a+3f durumunda lokal asimptotik kararli ve y>a+3p

oldugunda kararsiz oldugu goriiliir (Moaaz ve ark. 2019).

Uyan 5.2. (5.2) denklemi Elsayed (2015) tarafindan onerildi ve incelendi. Elsayed,

calismasinda (5.2) denkleminin tek pozitif denge noktasinin

2|f-a|<a+p+y (5.3)

durumunda lokal asimptotik kararli oldugunu gosterdi. Ornek 5.2 deki sonuglarda
a=0.1, f=2 ve y=0.1 secilirse denklem (5.2) denkleminin J* denge noktas: lokal
asimptotik kararlidir (Bkz. Grafik 2). Ancak «,f ve y parametrelerinin yukarida

verilen degerleri (5.3) kosulunu saglamamaktadir. Bu nedenle, (5.2) denklemi iizerine
burada elde edilen sonuglar Elsayed’in sonuglarini genisletmekte ve iyilestirmektedir
(Moaaz ve ark. 2019).



40
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n

Grafik 2: (5.2) denkleminin kararli bir ¢6ziimii

Uyar 5.3. Teorem 4.1 i kullanarak, Berenhaut (2006), Elabbasy ve ark. (2008), Elsayed
(2015), Elsayed (2016) dahil olmak iizere daha once ¢alisilmis birgok denklemin lokal

asimptotik kararlilig1 i¢in yeni gerek ve yeter kosullar verilebilir (Moaaz ve ark. 2019).

Sonu¢ 5.1. a, b ve o reel sayilar olmak tizere,

J, :a+b( Iy j :
s

(5.4)
fark denklemini ele alalim. Burada a, b ve o pozitif reel sayilar ise denklemin iki esas
periyotlu ¢oziimii yoktur. EK olarak (5.4) denklemi iki esas periyotlu ¢éziimlere sahip
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

i. a/b<—(2a+1), a>0ve J J,>0;

i. a/b>1,aveld J,<0;

ii. ab<-1,a J J,<O0;

durumlarindan biri saglanir (Moaaz ve ark. 2019)
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Ispat. Teorem 4.4 ten (5.4) denklemi, ..., P, 0, p,0o,... olacak sekilde iki esas periyotlu

¢oziimlere sahip olabilmesi igin gerek ve yeter kosul

a [ "1
B_{r“ (1—1)} 69

kosulu saglanir.

2a+1

pozitif reel sayilar ise denklemin iki esas periyotlu ¢6ziimi yoktur. Simdi

Tim 7eR" degerleri igin <0 esitsizligi mevcuttur. O zaman a, b ve «

fonksiyonu tanimlansin. Béylece, goriiliir ki 7€ R*\{1} ve a>0 igin,

H(7)<-(2a+1) (5.6)

olur. Béylece, a/b<—(2a+1) elde edilir. Ote yandan, eger z € R~ ise bu durumda «

tek tam say1 ise H(z)<-1 ve a ift tam say1 ise H(z)>1 olur. Béylece ispat

tamamlanir (Moaaz ve ark. 2019).

Ornek 5.3. (5.4) denkleminde

a=-7/2,b=1, =1, J ;=-3 ve J, =-3/2 (Bkz. Grafik 3);

veya

a=43,b=8, =3, J ,=-21ve J, =42 (Bkz. Grafik 4),

veya

a=61, b=-9, =2, J =60 ve J,=—20 (Bkz. Grafik 5)
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alinirsa 0 zaman (5.4) denklemi iki esas periyotlu ¢oziimlere sahiptir (Moaaz ve ark.
2019).
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Grafik 5

Uyan 5.4. Stevi¢ (2007), makalesindeki Teorem 4.1 de b=1 ve a,ae(o,oo)

oldugunda (5.4) denkleminin periyodikligini inceledi ve denklemin iki esas periyotlu
pozitif ¢éziimlerinin olmadigini kanitladi. Boylece, Sonug 5.1 deki sonuglar Stevié¢’in

(2007) sonuglarini genisletir ve tamamlar niteliktedir (Moaaz ve ark. 2019).

Sonug¢ 5.2. (5.4) denklemi {i¢ esas periyotlu ¢6ziimlere sahip olmasi igin gerek ve yeter

kosul
SZa_ta—l Y 1—t
t a+l 2a =3 1 <
s“ —t 1-s
ve
atl _ 12a
a=b ! '
t*(1-3)

esitliklerinin saglanmasidir. Burada t=J,/J , ve s=J,/J , dir (Moaaz ve ark. 2019).

Ispat. Teorem 4.5 in ispatindan kolayca gelir.
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Ornek 5.4. a=-0,6722, b=1, a=1, J,=0,9518 ve J,=-11722 almirsa 0 zaman

(5.4) denkleminin iki esas periyotlu ¢6ziimii vardir (Moaaz ve ark. 2019).(Bkz. Grafik6)

Grafik 6

Uyan 5.5. Onceki boliimiin sonuglar1 kullanilarak birgok fark denkleminin nitel

davranig1 incelenebilir. Ornegin

n—ll Xq

X,,, =a+be ",

« = ax, 4
n+l '
bx, +c¢X, ,

fark denklemleri gibi. Ek olarak

degisken degistirmesi ile

a+Xx,

a+Xx._,;

n+1
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fark denklemi

~bJ,
alJ, +J, 4

n+l

denklemine indirgenir. Bu denklem (4.1) denkleminin 6zel bir durumudur (Moaaz ve
ark. 2019).
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6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada; f siirekli, reel ve sifirinci dereceden homojen bir fonksiyon

olmak iizere,

o= (3 dps) NeN,,

n+1 n!'%¥n-1

fark denkleminin ¢éziimlerinin nitel davranisi tizerine genel sonuglarin verildigi Moaaz
ve ark. (2019) tarafindan yapilan “Some qualitative behavior of solutions of general

class of difference equations” baslikli makale incelendi.

Makalede calisilan genel fark denklemi, bu tezin kaynaklarinda ve kaynak
arastirmasinda goriildiigli gibi Abdelrahman ve ark. (2018); Touafek, (2021); Touafek
ve ark., (2021); Boulouh ve ark., (2021) tarafindan genellestirilmistir. Bu
genellestirmeler dikkate alinarak daha genel fark denklemleri ve fark denklem

sistemleri tanimlanip ¢alisilabilir. Bu sayede ¢ok daha genel sonuclar elde edilebilir.
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