T.C.
NECMETTIN ERBAKAN
UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BIiRINCi MERTEBEDEN BULANIK FARK
DENKLEMLERI UZERINE BiR CALISMA

Siileyman Akif COLAK
YUKSEK LiSANS TEZI

Matematik Anabilim Dal

Ekim-2022
KONYA
Her Hakki Sakhdir




OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BiRINCi MERTEBEDEN BULANIK FARK DENKLEMLERI UZERINE BiR
CALISMA

Siileyman Akif COLAK

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2022, 49 Sayfa
Jiiri
Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde; baz1 ¢aligmalar hakkinda bilgi verilmistir.

Uclincii boliimde; “Asymptotic behavior of two dimensional rational system of difference

equations” baslikli makale ele alinmustir.

Dérdiincii blimde; A,B,C,t, e R. ve Se€Z" olmak iizere,

t , = _ — neN
" B+Ct 0

bulanik denklemi tanimlanmis ve bu denklemin ¢éziimleri incelenmistir.

Besinci boliimde ise; sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik fark denklemi, Coziimlerin varhig: ve tekligi, Sinirhlik, Yakinsama.
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MS THESIS
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This study consists of five sections.
In the first section; basic definitions and theorems are given.
In the second section; informations about some of the studies are given.

In the third section; the article entitled “Asymptotic behavior of two dimensional rational system

of difference equations” is discussed.

In the fourth section; we define the fuzzy equation

At
n+l: . S'nENO
B+Ct,

where A, B,C,t; e Rt and seZ". Also, solutions of this equation are investigated.

In the fifth section, conclusions and suggestions are given.
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1. GIRIS
Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

1.1. Bulanik Sayilar

Tanmm 1.1.1. X #&J ve Ac X ise

1, e A
XA(X):{O, ng (L.1.1)

olmak iizere, X,:X —{0,1} fonksiyonuna A nin iiyelik fonksiyonu adi verilir (Zadeh,
1965).

Tamm 1.1.2. X 2 ve | =[0,1] ise x, : X — | olmak iizere,

A={(x u.(x)): xe X} (1.1.2)
kiimesine X de bir bulanik kiime denir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.3. X de taniml bir A bulanik kiimesinin « —kesimi

[A]" ={xe X 1, (X)2a}, ae(0.1] (1.1.3)

ile tanimlanir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

H(x)

1

. /\
0 A7 A7

|
[4) =[47.47]

Sekil 1.1.1. A bulanik kiimesinin & -kesimi



Tamm 1.1.4. X de tamml bir A bulanik kiimesi verilsin. 3x, € X igin s, (%,)=1 ise A

normaldir denir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

4 x)
/]

o X

Sekil 1.1.2. A normal bulanik kiimesi

Tanimm 1.1.5. X de tanimli bir A bulanik kiimesinin dayanak kiimesi
supp(A)={xe X : 1, (x)>0} (1.1.4)

ile tanimlanir (Bede, 2013).

Tamm 1.1.6. X de tanimli bir A bulanik kiimesi verilsin. VA €[0,1] ve vx,,x, € X i¢in

pp (A% + (1= 2) % ) = min{ (%), 1, (X, )} (1.1.5)

ise A bulanik digbiikeydir denir (Zadeh, 1965).

()

Sekil 1.1.3. A bulanik disbiikey kiimesi



Tanmm 1.1.7. X de tanimli bir A bulanik kiimesi verilsin. Her £>0 ve |X—XO| <0 sartini
saglayan her xe X ic¢in u,(X) < ,(X,)+¢& olacak sekilde §>0 sayist varsa A kiimesi

X, *da Uist-yar1 stireklidir.

()

Sekil 1.1.4. Ust-yar siirekli

Tanmm 1.1.8. x4, :R —[0,1] olmak iizere, u, ile karakterize edilen R de bir A bulanik

kiimesi;
(@) A normaldir.
(b) A bulanik disbiikeydir.

(C) wu, ust-yari siireklidir.

(d) supp(A) min kapanisi kompakttir.

sartlarini sagliyorsa A ya bir bulanik say1 denir. R deki biitiin bulanik sayilarin kiimesi R,

ile gosterilir. SUPP(A)  (0,0) ise A pozitiftir denir. Pozitif bulanik sayilarin kiimesi R ile

gosterilir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

Ornek 1.1.1. u, :R —[0,1] olmak iizere,

0, x<0.4
5X2_2, 04<x<08
/UA(X) =
6_25", 08<x<12
0, 1.2 <x

ile karakterize edilen A bir bulanik sayidir.



X2 _ 4 oise x=22%2 i 8, e x=8222 4 Baylelikle,
2 5 2 5
[A]” =[A”, A] = {2“;2 , 6_52“} elde edilir.

X
0 0.4 0.8 1.2
Sekil 1.1.5. A bulanik sayist

Ornek 1.1.2. 4, :R —[0,1] olmak iizere,

0, x<15

2Xx -3, 15<x<20
Hg (X) =41, 20<x<25

-2X+6, 25<x<3.0

0, 3.0>x
ile karakterize edilen B bir bulanik sayidir.

2Xx—-3=a ise X= aTJrS tirr, -2Xx+6=a ise X= G—Ta tir.  Boylelikle,

[B]" =[B.“,B:‘]=[“T+3,6‘T“} elde edilir.



x
0
Sekil 1.1.6. B bulanik sayist
Tamm 1.1.9. U,V eR_, [U]* =[U/,U/] ve [V]* =[V,*,V,”] olmak iizere,
(@) U nunboyu, Ve €(0,1] i¢in
||U||:sup{max{U|“ U }} (1.1.6)
ile tanimlanir.
(b) U ile V arasindaki uzaklik
D(U.V)= sup{max{\ula —ve| U —ve }} (1.1.7)

ile tanimlanir.

(c) (t,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve t € R olsun. lim(t,) =t olmas: igin gerek ve yeter
sart limD(t,,t) =0 olmasidir (Diamond ve Kloeden, 1994).

Tamm 1.1.10. U,V eR_, [U]* =[U,U/] ve [V]* =[V,*,V,”] olmak {izere,

MIN(U,V) =[ min{U;",v,“},min {U;,v,“} ] (1.1.8)
ve

MAX (U V) =[ max{Uy, v}, max {U;,v,“} | (1.1.9)



ile tanimlanir (Klir ve Yuan, 1995).

Tanim 1.1.11.

(@ vn>=n, i¢in MIN(t,,U)=U ve MAX(t,,V)=V olacak sekilde U,V e R. varsa (t,)
bulanik say1 dizisi siirli ve direnglidir.

(b) neN, igin ||t || smirsiz bir dizi ise (t,) bulanik say1 dizisi sinirsizdir (Papaschinopoulos

ve Papadopoulos, 2002a).

Tamm 1.1.12. (t,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve t € R olsun. ¥n>n, igin

MIN(t t)=t ve MIN(t,,t)=t (1.1.10)
veya
MIN(t ,t)=t ve MIN(t,,t) =t, (1.1.11)

olacak sekilde s,m>n, sartin1 saglayan s,me N, varsa (t,) dizisi t civarinda salinimhdir

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a).

Lemmal.l.1l. f:R"xR"x..xR" — R" siirekli bir fonksiyon ve C;,C,,...,C, e R ise
[f (CO,Cl,...,Ck)]a = f([C,]°.[C],...[C.]) (1.1.12)

dir (Papaschinopoulos ve Stefanidou, 2003).

1.2. Fark Denklemleri

Tamm 1.2.1. NN, bagimsiz degisken ve @ bagimli degisken olmak iizere,
Fne, o,,,..0,,)=0 (1.2.1)
veya

a)n+k = f(n’a)n’a)n+l""’a)n+k—1) (122)



denklemine fark denklemi denir. @, fonksiyonu her ne N i¢in (1.2.1) denklemini sagliyor

ise @, e (1.2.1) denkleminin bir ¢6ziimii denir (Soykan ve ark., 2017).

Teorem 1.2.1. IcR, keZ" ve f : 1" > 1 siirekli tiirevlere sahip bir fonksiyon ise

w

n+1

=f (@, @41, ), NEN (1.2.3)

denkleminin bir tek {a)n}:o:_k ¢6zlimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.2.2. (1.2.3) denkleminde &= f (®,®,...,®) ise @ noktasina (1.2.3) denkleminin

denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Ornek 1.2.1. o, = 2w, (1- w,) fark denkleminin denge noktalarmi elde edelim.

Tanim 1.2.2°den @ =2w(l-w) veya @(1-2(1—®))=0 olur. Bu denklemin ¢éziimleri

w=0 ve @ :% olur ki bunlar bu verilen fark denkleminin denge noktalaridir.

Tamim 1.2.3. (1.2.3) denkleminin bir denge noktast @ olsun.

@) @y €l Ve Ve>0 igin |wy—a|+..+|w, —@|<5 iken n>=1 i¢in |o,—d|<e
olacak sekilde bir & > 0 var ise @ kararlidir.

(b) & kararli, @,...0, €l Ve lime, =& olacak sekilde |w, —@|+...+|w, —@| < y sartim

n—o0

gercekleyen y > 0 var ise @ lokal asimptotik kararlidir.

(€) wy,...,0 €l iken limaw, = ise & ¢ekim noktasidir.

(d) @ kararli ve ¢ekim noktasi ise @ global asimptotik kararhdir.

(e) o kararli degil ise kararsizdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).



Tanm 1.2.4. IcR, keZ", i=01....k ve f : I¥ > fonksiyonunun . lere gore kismi

tirevlerinin @ deki degerleri

%zé%ﬂéﬁwq@) (1.2.4)

olmak tizere,
k

Z,,=202., neN, (1.2.5)
i=0

denklemine (1.2.3) denkleminin @ civarindaki lineerlestirilmis denklemi adi verilir. Bu

denklemden elde edilen
k k k—i
A=Y qA T =0 (1.2.6)
i=0

denklemine ise (1.2.3) denkleminin @ deki karakteristik denklemi denir (Camouzis ve Ladas,
2008).

Teorem 1.2.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(@) (1.2.6) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise @ lokal asimptotik
kararhdir.

(b) (1.2.6) denkleminin mutlak degerce 1’den biiyiik bir kokii var ise @ kararsizdir
(Camouzis ve Ladas, 2008).

Ornek 1.2.2. @, 0,08 peR’ U{O} olmak tizere,

_ 80, (1.2.7)

n+l — p
l+o,,

lineer olmayan fark denklemini ele alalim. Bu denklemin denge noktalarmi elde edip,

aw

¢coziimlerin davraniglarini inceleyelim. Denge noktast tanimindan; @ = olup, bu

1+ "
denklemin ¢dziimleri @, =0 ve @,=(a—1)"" (a>1) olur ki bunlar (1.2.7) denkleminin

denge noktalaridir.



Simdi, lineer olmayan

aw
— n-1 _
n+l p f (a)n ' a)n—l’ wn—z)
l+w,,

fark denklemini lineerlestirelim:

of _o o _ a | o _-paw o,
dw, oo, l+o’, oo, , (+af,)
oldugundan,
of ,_ _ _ onf ,_ _ _ a o ,_ _ _, -—paw’
=—(0,0,0)=0, ,=—(0,0,0)=———, @, =—(0,0,0) =————
o a@f )=0. a a@H( ) 1+aP ® o, ) 1+ &")?

elde edilir. Bu durumda, @, =0 noktas: civarindaki lineer denklem g, =0, ¢, =a, ¢, =0

oldugundan

z,,,=0z +az, ,+0z ,

seklinde olup, bu denklemin karakteristik denklemi
A-ai=0

seklindedir. a<1 icin karakteristik denklemin kokleri mutlak degerce 1 den kiiciik

olacagindan, @, =0 denge noktas:t a <1 i¢in lokal asimptotik kararlidir.

@, =(a—1)"" (a>1) denge noktasi civarindaki lineer denklem:

oldugundan

—p(a-1
q0=0, q1=1’ q2:¥

z,,=0z,+1z,, + (@j.zn_z

seklinde olup, bu denklemin karakteristik denklemi

f—z+ﬁ%59=o
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seklindedir. Karakteristik denklemin koklerinden biri -1 den kiicik oldugundan,

@, = (a—1)"" denge noktas1 kararsizdir.

Tanmm 1.2.5. (1.2.3) denkleminin bir denge noktast @ olsun. I>—k, m<ow igin

{@,@,,...,0,} kimesinin tim elemanlar1 & den biiyiik veya esit, ¢, <@ Ve @

g < @ 1Se
{@,q+l,..., a)m} kiimesine {a)n }:}k ¢Ozlimiiniin pozitif yari-donmesi denir. Benzer sekilde,
>k, m<owo igin {®,®,,..,@,} kimesinin tiim elemanlar1 @ den kiigiik, @ , >® Ve
Opy 2@ ise {a),@,,...,@,} kimesine {e,}” ¢Oziimiinin negatif yari-donmesi denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmm 1.2.6. Her ne N i¢in L <@, <R olacak sekilde L,ReR sayilar1 var ise {a)n}::_k

dizisi sinirhidir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Ornek 1.2.3. w_,,w, e R" igin

3w, +2m, ,

a)n +1

20, + o, ,

rasyonel fark denkleminin her pozitif ¢éziimii sinirlidir. Gergekten,

3w, +2m,, 3o, N 20, _ 3o,

20, , 7

n+1

20+, 20,+0,, 20,+0,, 20, ®,, 2

1
bulunur. @, =— doniisiimii yapilirsa,

In
3,2
L % Vo _3rat20 o, 2t
7n+l £+i 27n—1+7n " 37n—1+27/n
]/n yn—l

denklemi elde edilir.
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Bu denklemden de

v = 2oatVo __2ea Ve e W T
31t 2V aat2ry aat2y, 3oy 2y, 6

7 6
=7/n+lgg = 7swn+l

olur. Sonug olarak, verilen denklemin her ¢oziimiiniin n>1 i¢in sinirl oldugunu gosteren

>

~N|o
IA
Q
IA

N~

esitsizligi elde edilir.

Teorem 1.2.3. 1LJcR, f : 1" x 3%t 5 ve g : 1" xJ*" - J siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar ise her (@ ,,7 ;)€1 xJ ve neN, igin

a)m:f(a)n,...,a)n_k,}/n,...,yn_k) (12.8)
7/n+l=g(a)n’""wn—k'yn""’yn—k)

sisteminin bir tek {(a)n , }/n)}::_k ¢oziimii vardir (Kocic ve Ladas, 1993).

Tamim 1.2.7. (1.2.8) sisteminde

(@ @,71e o7 ) T=Q( By @,7,0.,7) (1.2.9)

—h

w=
ise (cT), ]7) sirali ikilisine (1.2.8) sisteminin denge noktas1 adi verilir.
(1.2.8) sistemi, ©Q, =(@,,... Oy 4 Vnr+ 1 Yok )T ve o =Uu" a0, =uY. ., 0, =u¥,

7, =V, 7 =V ., 7 =V degisken degistirmeleri ile F : 1'% x J** — ¥ gk

i¢cin
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(0) © (k) ,(0) (k)
Uy fQuy’ Uy vy, vy )
(k) (k-1)
u u
Fllvo || : (1.2.10)
0 0 k 0 k
vy gUu®,....u® v, . vy
(k) (k-1)
Vv, A

olmak iizere,

Q.. =F(Q,) neN, (1.2.11)

vektorel formda yazilabilir. (1.2.8) sistemi (@,7) denge noktasina sahip ise (1.2.11)

sisteminin denge noktasi Q= (cT), ) X )7)T seklindedir (Kocic ve Ladas, 1993).

Bu ¢alismada, bir vektoriin veya matrisin normu |||| ile ve (1.2.11) sisteminin bir
baslangi¢ kosulu Q, € | 15 J** seklinde gosterilecektir.
Tanim 1.2.8. (1.2.11) sisteminin bir denge noktas1 Q olsun.

(@) V& >0 igin |[Q,—Qf <5 ve n>1igin |, ~Q) < & olacak sekilde bir §>0 var ise O

kararlidir. Aksi halde kararsizdir.

(b) Q kararli ve n— oo iken Q, — Q olacak sekilde HQO —§_2H< y sartint gercekleyen

y >0 varise Q lokal asimptotik kararlidir.
() n—w iken Q. — Q ise Q ¢ekim noktasidir.

(d) © hem lokal asimptotik kararli hem de ¢ekim noktas1 ise global asimptotik kararlidir
(Kocic ve Ladas, 1993).
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(1.2.11) sisteminin Q deki lineerlestirilmis sistemi; F déniisiimiinin Q deki

Jacobian matrisi J. ise
Z.,=3:2Z,neN, (1.2.12)
seklindedir. (1.2.11) sisteminin Q civarindaki karakteristik polinomu a, >0 igin

P(/I)zaoﬂz(k“)+a12k+1/1_|_...+32k+11+a2( (1.2.13)

k+1)

seklindedir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.2.4. (1.2.11) sisteminin bir denge noktas1 Q olsun. J_ Jacobian matrisinin tiim 6z

degerleri Q denge noktasi icin mutlak degerce 1 den kiiciik ise Q lokal asimptotik kararlidir.

Mutlak degerce 1 den biiyiik bir 6z deger var ise Q kararsizdir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.2.5. | cIR? olmak iizere, F = (f,g) fonksiyonu | acik araliginda tamiml siirekli
tirevlenebilir bir fonksiyon ve F =(f,g) nin, | agik araligindaki bir denge noktas1 (@, )

olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) J-(w,7) Jakobiyen matrisinin tim 6z degerleri mutlak degerce 1 den kiiiik ise (@,7)
denge noktas1 asimptotik kararhdir.

(b) J-(@,7) Jakobiyen matrisinin en az bir 6z degerinin mutlak degeri 1 den biiyiik ise
(w,7) denge noktasi kararsizdir.
(c) F=(f,q9) ninbir (@,7) denge noktasinin lokal asimptotik kararli olmasi igin gerek ve

yeter sart

A2 —trd (@, 7)A+detd, (@,7)=0 (1.2.14)
karakteristik denkleminin her ¢oziimiiniin | A |< 1 birim diskin i¢inde olmasi, yani

[trd (@,7)| <1+detJ. (@,7) <2 (1.2.15)

olmasidir.
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(d) (1.2.14) karakteristik denkleminin bir kokii | 4 |< 1 birim diskinin iginde, digeri disinda
ise (@,7) denge noktasi bir semer (eyer) noktasidir.
(e) (1.2.14) karakteristik denkleminin bir kokiiniin | A |< 1 birim diskinin iginde, digerinin de

disarda olmasi i¢in gerek ve yeter sart
trd- (@,7)| > [1+detI (@, 7) ve (trd.(@,7))°—4det (@,7)>0 (1.2.16)

olmasidir.

(f) J-(@,7) Jakobiyen matrisinin en az bir 6z degerinin mutlak degeri 1 ise (@, ) denge

noktast non-hiperboliktir.

(9) (1.2.14) karakteristik denkleminin birim disk {izerinde (| 4 |=1) en az bir kokiiniin olmasi
icin gerek ve yeter sart

trde (@,7)|=[1+detJ.(@,7)| veya; detd.(@,7)=1 ve trl.(@,7)<2 (1.2.17)

olmasidir (Elabbasy ve Eleissawy, 2013).



2. KAYNAK ARASTIRMASI
Khastan; p,q,t, e Rg, ne N, i¢in
tn = ptn—l + q

denkleminin ¢6ziimlerini incelemistir (Khastan, 2017).

Wang ve arkadaslari; A B,C,D,t ,,t ,,t,,t,,t,eR:, nelN, i¢cin

At .t

n-1—n-2

t .=
" D+Bt_,+Ct_,

denkleminin ¢ozlimlerini incelemislerdir (Wang ve ark., 2017).

Khastan; g,t, e Rp, neNj i¢in

tn+l = ﬂtn (1_tn)

denkleminin ¢oziimlerini incelemistir (Khastan, 2018).
Lavanya ve Lovenia; i €{0,1,... k}, p; e R", A,B,,t .t ,,...t, e R, ne Ny i¢in

K
At +t .

tn+ :z l, ) I
" & Bt

in-i

denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir (Lavanya ve Lovenia, 2018).

Rahman ve arkadaslari; A B,t ,t; e RE, neN; icin

tn—l
tn+l =
A+Bt .t

denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir (Rahman ve ark., 2018).
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Sun ve arkadaslar; d =max{m,r}, t ,,t ,.,,...1, €eR;, neN, i¢in

denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir (Sun ve ark., 2018).

Wang ve Zhang; A,B,C,t, e RL, ne N, i¢in
t ,=A+Bte "

denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir (Wang ve Zhang, 2018).

Wang ve arkadaslar;; k e Z*, At ,,t ..., e R, neN, icin

A A A
tn+1:ma‘X L ', ’tn—k
tn tn—l tn—(k—l)

denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir (Wang ve ark., 2019).

Han ve arkadaslar;; m,k e N, i e Z(-m—Kk,-1), C,t. e R}, ne N, i¢in

t =max {C, bona }
tn—m

denkleminin ¢ozlimlerini incelemislerdir (Han ve ark., 2020).

Sun ve arkadaslar;; ke N, t ,,t,,,..t, eR;, neN, i¢in

tn = F (tn—l’tn—k)

denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir (Sun ve ark., 2020).
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Wang ve Li; At,,t ,t,eRL, neN; igin

tn+1 =max {é ! A’tn—Z}

denkleminin ¢ozlimlerini incelemislerdir (Wang ve Li, 2020).

Wang ve arkadaslar;; meZ* U{0}, A B,C,t .t . ...t e Rf, neNy i¢in

At

t.,= -
B+C[ [t..
i=0

n+1

denkleminin ¢dzlimlerini incelemislerdir (Wang ve ark., 2021).

Yalginkaya ve arkadaslar; C,t ,,t ,t; e R¢, ne N i¢in

denkleminin ¢ozlimlerini incelemislerdir (Yalginkaya ve ark., 2021).

Jia ve arkadaslar;; A B,C,D,t ,,t,,t,,t,,t, eRE, neN, i¢in

— At gt , + Bt

tn+l
D+Ct ,

denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir (Jia ve ark., 2022).

+

Yalginkaya ve arkadaslar; peZ', At,,t ,t, e Ry, neN, i¢in

Atn—l
tn+l = p
1+t,

denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir (Yalginkaya ve ark., 2022).

17
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3. wn+l=a1wn/(a2+a37rr|>1 7/n+1=b17/n/(b2+b3a)r:) SISTEMI

Bu boliimde; Elabbasy ve Eleissawy’nin 2013 yilinda yayimlanmis olan “Asymptotic
behavior of two dimensional rational system of difference equations” baslikli makale

incelenmistir.
Bu ¢alismada; a ,a,,a,,b,b,,b,,r € (0,%) ve w,,y, €(0,0) i¢in

:ai—a)nrv 7/n+l:%’ ne]'\IO (31)
a, +ayy, b, +b,®,

a)n +1

sisteminin ¢oziimlerinin davranist incelenmistir.

a= i, b= i, C — E, d= b degisken degistirmeleri ile (3.1) sistemi
a3 aS b3 b3

a)n+1 b+]/r’ 7n+1_d+a)r’

n n

= 4% = T neNn, (3.2)

seklini alir.

Oncelikle sistemin denge noktalarini bulalim. Bunun igin

a _ C7
v V= 3.3
b+y" " Tdra (3.3)

=

sistemini ¢ozmeliyiz. Kolaylikla goriilir ki, (@,,7,)=(0,0) daima sistemin bir denge
noktasidir. Ayrica, a>b ve c>d iken bu sistemin tek pozitif denge noktasi

(@,,7,) =((c=d)",(a=b)") dir.

Teorem 3.1.

(@) a<b ve c<d ise (@,7,)=(0,0) lokal asimptotik kararlidir.
(b) (a>b ve c<d)veya(a<b ve c>d)ise (@,7)=(0,0) bir semer (eyer) noktasidir.

(c) a=b ve c=d ise (@,7,)=(0,0) non-hiperboliktir.
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Ispat. (3.2) sistemi Q, =(w,,7,)" Ve o, =u?, y =v® degisken degistirmeleri ile F

doniistimii
au
0, %)) | b+ (v, Oy
F = (3.4)
v, © cv @
d+ (un(o))r

olmak iizere, Q, , = F(Q,) vektdr formunda yazilir. Bu sistemin denge noktalar1 €, = (0,0)"

ve Q,=((c—d)"",(a—b)"")" dir. Sistemin Jakobiyen matrisi

a —aru @ (v )
b+(v,®) (b+(v,)")*
Je = © (1 ©yr-1 (3.5)
—crv, ™ (u,™) C

@+@OY7  dr @Oy
ve bu matrisin Q, denge noktasindaki degeri

_ a/lb 0
‘]F(Ql): 0 c/d

olup, Q, denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistem ., = J. (©,)Q, olarak bulunur.

ac

ad+cb g, =detJ. (Q) = od olmak iizere,

P, = tr‘]F (ﬁl) =

J¢ (Q,) matrisinin karakteristik denklemi
A2-pA+q,=0

seklindedir.

_ad+cb-bd-ac (a-b)(d-c) <0
- bd - bd

(a) | p1|_(1+ ql) =

ad +cb ac
_ _']_+ _
bd bd

ve
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ac bc

_a be ,
%=1d “ba

oldugundan Teorem 1.2.5 (C) geregi (3.2) sisteminin (@, 7,) =(0,0) denge noktas1 lokal

asimptotik kararlidir.

(a-b)d-o) _,

(b) |p,|—[1+0|= od

ve
a C ? 4ac a C ?
2_ 40 =| -+~ | ——=|===| >0
P =% (b+d) bd (b dj>

oldugundan Teorem 1.2.5 (d) ve (e) geregi (3.2) sisteminin (@,,7,) =(0,0) denge noktasi bir

semer (eyer) noktasidir.

a ¢C
c =—+—=2
© Ipf=5+5
ve

ac

1+q,|=1+—=2
fral =y
oldugundan Teorem 1.2.5 (f) ve (g) geregi (3.2) sisteminin (@, ;) = (0,0) denge noktas1 non-

hiperboliktir. Boylece teoremin ispati tamamlanur.

Teorem 3.2. a>b ve c>d ise (3.2) sisteminin tek pozitif denge noktasi olan (@,,7,)
noktas1 bir eyer noktasidir.

Ispat. J_ Jakobiyen matrisinin Q, = ((c—d)"",(a—b)”")" denge noktasindaki degeri

—r(C _ d)l/r (a _ b)(r—l)/r
a

1

J F (Qz) = _r(a _ b)llr (C _ d)(r—l)/r

c

1
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olup, J.(Q,) matrisinin karakteristik denklemi

r’(a—b)(c—d)

p2=tI’JF((T)2,)72)=2 ve Q2:det‘]|:(a_)2’772):1_ ac

olmak tizere,
A= p,A+Q,=0

seklindedir. Simdi, a>b ve ¢ >d oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

2
|p,|> 1+, = [2|>|2- r*(a-b)(c—d)|
ac |
s [2]> - a=DXe=d)

ac

r’(a—b)(c—d)|
ac

=0>-—

ve

024 :4_4(1_ rz(a—b)(c—d)]: 4r*@=b)e-d) _,

ac ac

elde edilir. Teorem 1.2.5 (iv) geregi (3.2) sisteminin (@,,7,) = ((c—d)"",(a—b)"") denge

noktasi bir semer (eyer) noktasidir.

Teorem 3.3. a<b ve c<d ise (3.2) sisteminin (@,7;)=(0,0) denge noktasi global

asimptotik kararlidir.

Ispat. Teorem 3.1 (a) dan (@,,7,) = (0,0) denge noktasinin lokal asimptotik kararli oldugunu

biliyoruz. Bu nedenle ispatt tamamlamak i¢in lim(w,,y,)=(0,0) oldugunu gostermek

yeterlidir. (3.2) sisteminin bir ¢éziimii (@,,y,) olsun.
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Bu durumda,

A%, Sga)n<a)n (3.6)
b+y' b

O B a)n+1 =

ve

c C
0<y,,= 'n < — 70 <Vn (3.7)
oldugundan lim(w,)=0 ve lim(y,)=0 dir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.4. a<b ve c<d ise (3.2) sisteminin her pozitif ¢oziimii sinirli ve direnglidir.

Ispat. Teorem 3.3’iin ispatindan (3.6) ve (3.7) esitsizlikleri biliniyor. Tiimevarimla her pozitif

n tam sayist igin, 0 <w, <@, ve 0<y, <y, oldugu elde edilir. Bdylelikle ispat tamamlanr.

Teorem 3.5. a>b ve c¢>d olmak iizere, (3.2) sisteminin bir ¢éziimii olan (@,,7,)
@) @ za, y, <7,

ya da

(b) 0y <@,, 7,27,

ozelligini sagliyorsa (@,,y,) ¢Ozimii (@,,y,) denge noktasi civarinda salinimli degildir.

Ispat. (a) da verilenlerin saglandigi kabul edelim. Bu durumda, iterasyon ile

aw, _ _aw C7, c7, _

= - 2 :_1 = < = 1
b0y b 2 T A () dr@)
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aw, aw, _ cyy cy, _
W, = > =,, = < =7,
*Thi() br@) T A (@) d+@) 2
aa)n—z aCT)Z — Cyn—Z C772 bva
[0) = > =,, = < = s
bt (L) b+ 2T T A1 (w,,) dt@)
aa)n—l > aa)Z — a—)z’ }/n — CJ/n—l < C772 — 772

C()n = r — — \r r — \r
b+(r,-1) b+(7,) d+(@,,) d +(w,)

yazilabilir ki boylece ispat tamamlanir ((b) igin de benzer sekilde ispat yapilabilir.).

Teorem 3.6. a>b ve c¢>d olmak iizere,

(@) (@y,7,) €(0,@,)x(¥,,2) ise lim(w,)=0 ve lim(y,) = dur.

(b) (@4.70) €(@,,©)x(0,7,) ise !]irg(a)n)zoo ve Lirg(Vn)=0 dir.

Ispat. Teorem 3.5 ile genelligi bozmadan, her ne N i¢in @, < @, Ve y, > 7, olacak sekilde,

(@,,7,) nin (3.2) sisteminin ¢éziimii oldugunu varsayabiliriz. O zaman,

— aa)n < aa)n — a) 7/ — Cj/n Cyn
b+y" b+, oo

=7/n

>
1 —
" d+aw" d+a,

olup,
lim(w,)=0 ve lim(y,)=o

elde edilir ki boylece (a) nin ispati tamamlanir ((b) i¢in de benzer sekilde ispat yapilabilir.).
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At .
4.t.,,= 5 Cnlts BULANIK FARK DENKLEMI
+ n

Bu boliimde; t;, A, B,C e R; i¢in,

At
t .= " neN,,seZ" 4.1
n+1 B+Ct§ 0 ( )

bulanik fark denklemi tanimlanmis ve bu denkleme ait pozitif ¢oziimlerin varligi, tekligi,

siirlilig1 ve yakinsakligi tizerine ¢alisilmigtir.

Teorem 4.1. t,,AB,CeR; ise (4.1) denkleminin yalnizca bir pozitif (t,) ¢oziimii

vardir.

Ispat. t, € R} baslangig kosulu ile (4.1) denklemini saglayan bir (t ) bulanik say: dizisi

oldugunu varsayalim. Biitiin « < (0,1] degerleri i¢in,

[t.]" =[R".Q/], neN, (4.2)
ve

[AI" =[A", A"],

[BI* =[B", B/], (4.3)

[CI" =[C/.C/]

olsun. Boylece, (4.1) - (4.3) ve Lemma 1.1.1 ile asagidaki sonug elde edilir:

] [P Qa]{ AL, T: AL IALATRS Q]
oI Brct | Bl H[CIITT [BYBY1+[CH . CIIIR QT

1=

_ (AP, A'Q!]
B +Cy (PY)",BY +Cr(Q))']
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[ A AQ:
BY +C(Q)° B +C/ (P’

Boylelikle, @ € (0,1] ve ne N, i¢in,

Pnojrl = B¢ Acol?r&Qa)s
+
r af ) n (4.4)
« __ AQ

sistemine ulagilir. Kolaylikla goriilebilir ki; « € (0,1] ve her (P,,Qy) baslangi¢ kosulu

i¢in bu sistemin bir tek (P”,Q;") ¢dziimii vardir.

(R,Qy) baslangig kosulu ile (P*,Qy), (4.4) sisteminin ¢oziimii olsun.

Amacimiz,
[t.]“ =[P,Q7], neN,, (0] (4.5)

olacak sekilde [P,",Q;] min t, baslangi¢ kosulu ile birlikte, (4.1) denklemini saglayan

bir (t,) ¢6ztiimi belirledigini kanitlamaktir.

t,,AB,CeR; ve her a,a,€(01] igin, @,2, olmak iizere, asagidaki

esitsizlikler gegerlidir:

0< A% < A% < A < A®

0<B“ <B“ <B“ <B®

(4.6)
0<Cr<C2<Cr<C™
O<PR* <PR?<Qp? <Q
Tiimevarim ile agagidaki 6nermenin her n € N i¢in dogrulugu gosterilebilir:
O<R*<R*<Qf<Q 4.7)

Bu esitsizligin n=0 i¢in dogrulugu (4.6) dan biliniyor. k € N, olmak iizere, (4.7) nin

n=Kk i¢in dogru oldugunu varsayalim ve n=Kk+1 i¢in de dogru olacagini gosterelim:
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0<PR* <B™ <Q? <Q* (4.8)
olsun. (4.4), (4.6) ve (4.8) ile asagidaki esitsizliklere ulagilir:

ap

Pkm — Aal I:)ka1 < Aaz I:)ka2 =P
+1 a a 4\s T po a a, \S k+1
B +C*(Q*) B +C*(Q7)

Pkaz — Aaz I:)ka2 < A’az koz2 — QO(Z
+1 a a a\sS T po a ay\S k+1
Br2+Cr2(ka) B|2+C|2(sz)

7 I A'az E‘Z < A\'al I:Il — %
1 B% 4 C(R%) T B +CH(PM) T

Yani, 0<B? <B% <Q? <Q., olacaktir. Bu da (4.7) kanitlandi1 demektir. Bu sayede,

bulanik say1 olma sartlarindan konvekslik ve normallik sartlar1 saglanmis olur.

a € (0,1] olmak tlizere (4.4) sistemi kullanilarak

e ___ AR Qv = A'Qy (4.9)

YUOBY4+CH(QY) T T B +CH(PY)

esitliklerine ulagilabilir. t,, A,B,C € R. olmasi nedeniyle iist yari siireklidirler. Boylece

P*Qy, A", A", B, B*,C,C” sol siireklidir. (4.9) ile P* ve Q nin da sol siirekli
oldugu sonucuna ulagilir. Iteratif bir sekilde devam edilirse, her ne N igin P*,QY nin
da sol siirekli oldugu elde edilebilir. Bu da t, nin iist yar siirekli olmasi demektir.

Boylece iist yart siireklilik sart1 saglanmis olur.

Uae(o’l] P*, Q7] kiimesinin kompakt oldugunu gostermek igin Uae(o,l] P*,Q7]

nin sinirlt kiime oldugunu kanitlamak yeterli olacaktir.
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t,, A B,C e R} olmasi nedeniyle,
[
[
(4.10)
[
[

ozelliklerini saglayacak sekilde m,,M ,,m;,M;,m.,M.,my, M, >0 reel sayilar1 vardir.

n=1 olsun. (4.9) ve (4.10) ile « €(0,1] igin

(R0 | s (41
M; +M .M, mg+m.m,

olur ve buradan

(4.12)

mAmO MAMO
Mg +M.MS mg +m.mg

U, on[P" Q1 C{

elde edilir. (4.12) den Uae(o’u[Pla,Qf’] kompakt ve Uae(o’l][H“,Qf‘]c(O,oo) dur.

Indiiksiyon ile her n e N, i¢in

Uae(o,l] Pna ! Q:] kompakt ve Uae(O,l] I:)na ’ Q:] c (O! OO) (413)

ozellikleri kanitlanabilir. Boylelikle, (4.7), (4.13) ve P,Q7 sol siireklidir bilgilerine

ulastik. O zaman [P, Q,’], (4.5) saglanacak sekilde bir (t,) pozitif bulanik say1 dizisi

belirler.

t, baslangic kosulu i¢in (t,) dizisi, (4.1) denklemini saglar:

B . ' A | Ay [
[tn+1] _[Pn+1’Qn+l]_|:Bra+C:z(Qr?)5’Bla+Cla(Pna)sj|_|:B+Ctrs]i| ,(ZG(O,].]
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oldugundan, (t,) dizisi t, ile birlikte (4.1) in ¢dziimidiir. Varsayalim ki (4.1) denklemi,

t, baslangic kosulu i¢in (t ) den farkl bir (f,) ¢oziimiine de sahip olsun. Yukaridaki

slire¢ bu ¢6ziim igin tekrarlanirsa, o € (0,1] ve ne N, olmak {izere
[t,1 =[P~ Q] (4.14)
olacaktir. (4.5), (4.14) ve [t,]” =[t ]” neticesinde (t,)=(f ) esitligi elde edilir. Bdylece

ispat tamamlanir.

Teorem 4.2 A" > B” esitsizligi saglanacak sekilde bir & e (0,1] var ise (4.1) denklemi

sinirsiz ¢oziimlere sahiptir.

Ispat. A" >BZ oldugunu kabul edelim. Bu durumda, A” > A" >B7 >BJ esitsizligi

dogrudur. a,b,c,d e R" ve ne N, i¢in

Pnaza)nl Qr?:]/nl i:aa Brf :b1 AL =C, Blf =d
S

oldugunu kabul edelim. Boylece, Teorem 3.6’y1 (4.4) sistemi ig¢in kullanabiliriz.
A > B yani a>b oldugundan « =& igin (4.4) sisteminin (w,,7,) baslangi¢ kosulu

ile
lim(w,) =0 ve lim(y,) = (4.15)
ozelliklerini dogrulayan bir (@, ,y,) ¢0zlimii vardir. Ayrica, o, <y, oldugunda

[t,]1” =[R", Q7] O0<a<l

o (4.16)
[61" =[R" Qs 1=y, 70]

ozelliklerini dogrulayan bir t, pozitif bulanik sayis1 elde edilebilir.
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O<a<1igin [t,]* =[P),Q;] olmak kaydiyla (t ), baslangi¢ kosulu olan t, ile (4.1)
denkleminin bir pozitif ¢6ziimii olsun. (4.16) esitlikleri dogru ve (P",Q.), (4.4)

Sisteminin ¢oziimii olsun. O zaman,

[t.1° =R Q7 T=[e, 7] (4.17)

oldugu soylenebilir. (4.15) ile (4.17) den hareketle ve supremum tiim O<a <1 igin

alinmak tlizere,

R 1Qr

b=qQ7 (4.18)

|hn”:suprnax{

P’

Qr

}2max{

oldugundan (t,) ¢oztimi sinirsizdir.

Ornek 4.1. (4.1) bulanik fark denklemi icin s=2 ve

x—3, 3<x<4,
5-%x, 4<x<5

4x -1, 0.25<x<0.50,
3-4x, 0.50<x<0.75,

_ [10x-1, 0.10<x<0.20,
°]3-10x, 0.20<x<0.30

seklinde olsun. Bu durumda,

[Al” =[ar+3,5-c] ve [B] :[QTH’ 3_7“} elde edilir.
Her « €(0,1] icin A" > B/ olup, Teorem 4.2’ye ait kosulun saglandigi goriilmektedir.

Yani (4.1) bulanik fark denklemi verilen parametreler i¢in sinirsiz ¢dziimlere sahiptir.



n P%lS 2.15

0 1,15000E-01 2,85000E-01
1 3,53340E-01 | 4,37513E+00
2 1,49583E-02 3,81694E+01
3 8,39937E-06 6,42826E+02
4 1,66307E-11 1,08442E+04
5 1,15709E-19 1,82937E+05
6 2,82887E-30 | 3,08606E+06
7 2,43026E-43 5,20606E+07
8 7,33643E-59 | 8,78239E+08
9 7,78233E-77 1,48155E+10
10 2,90086E-97 2,49931E+11
11 3,79957E-120 | 4,21623E+12
12 1,74878E-145 | 7,11260E+13
13 2,82832E-173 | 1,19986E+15
14 1,60737E-203 | 2,02412E+16
15 3,20991E-236 | 3,41460E+17

Sekil 4.1. & =0.15 icin P, ve Q, degerleri

0.31

Pn, 0I5

0.14

10 2

0

n

Sekil 4.2. o =0.15 igin Pn degerleri

40

30
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n

30

Sekil 4.3. o =0.15 igin Qn degerleri

n Pg'56 g.56

0 1,56000E-01 2,44000E-01
1 6,81587E-01 2,39522E+00
2 1,19262E-01 6,73396E+00
3 2,71117E-03 7,01172E+01
4 5,70667E-07 7,98219E+02
5 9,26895E-13 9,08741E+03
6 1,16156E-20 1,03457E+05
7 1,12309E-30 1,17782E+06
8 8,37825E-43 1,34090E+07
9 4,82230E-57 1,52656E+08
10 2,14150E-73 1,73793E+09
11 7,33745E-92 1,97857E+10
12 1,93971E-112 | 2,25252E+11
13 3,95631E-135 | 2,56441E+12
14 6,22597E-160 | 2,91948E+13
15 7,55940E-187 | 3,32372E+14

Sekil 4.4. o =0.56 igin Pn ve Qn degerleri

40

31



Sekil 4.5. o =0.56 icin P, degerleri

8. x 10%
7.x 10%01
6.x 10%%
5.x 10%%

040.

€056
Ee

%1
3X 1040“
2.x 10%%

1.x 10

10 20 30
n

Sekil 4.6. & =0.56 igin Q, degerleri

40

32



n po8d 089
(1] 1,89000E-01 2,11000E-01
1 1,10399E+00 | 1,50627E+00
2 5,66287E-01 1,54971E+00
3 2,75477E-01 4,55190E+00
4 1,64948E-02 2,70424E+01
5 2,82064E-05 2,34835E+02
6 6,39750E-10 2,04269E+03
7 1,91776E-16 1,77682E+04
8 7,59799E-25 1,54555E+05
9 3,97853E-35 1,34438E+06
10 2,75338E-47 1,16940E+07
11 2,51844E-61 1,01719E+08
12 3,04449E-77 8,84795E+08
13 4,86429E-95 7,69631E+09
14 1,02717E-114 | 6,69457E+10
15 2,86673E-136 | 5,82321E+11

Sekil 4.7. o =0.89 igin Pn ve Qn degerleri

0.8

Pn, 089

044

10 20

30

Sekil 4.8. & =0.89 icin P, degerleri
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Qn, 089

10 20 30 40

n

Sekil 4.9. o =0.89 igin Qn degerleri

Teorem 4.3. Her a €(0,1] i¢in B > A" ise (4.1) bulanik fark denkleminin her pozitif

¢Oziimii sinirh ve direnglidir.

ispat. Her o <(0,1] icin, A" <A” <B” <BY oldugunu kabul edelim. (t,), (4.5)'
saglayacak sekilde (4.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Teorem 3.4’ii (4.4) sistemi i¢in

ele alahm. O halde, her ne N, i¢cin 0<P/ <P’ ve 0<Q7 <Q; vyani

[F".QY1<[0,Q7] (4.19)

oldugu goriilir. (t,) pozitif bulanik say1 dizisidir, bu da su ¢ikarimi yapmamizi saglar:
Oyle bir Q >0 sabiti vardir ki her a € (0,1] i¢in Q; <Q 6zelligini saglar. Boylelikle

neN, i¢in

[F.Q1<[0,Q] (4.20)

sonucuna ulasilir ve buradan U

(R Q1< [0,Q] ve [, oy [P, Q1<[0.Q] elde

ae(0,1]

edilir.
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Ornek 4.2. (4.1) bulanik fark denklemi i¢in s=1 ve

_ [5x-1, 0.20<x<0.40,
~ |3-5x, 0.40<x<0.60,

5x—z, 0.70<x<0.90,
B 2
11
-E—sx 0.90 < x <1.10,
19x—3, 0.90 < x <1.20,
c_)3
B 10
5~§x,1ZOSX£15O
ile
(- Xx-=1 1<x<2,
° 13-x, 2<x<3

seklinde olsun. Bu durumda,

[A]a :|:(){_+1, ?’__a:l ve [B]a :|:2a+7, 11—20{:|
) ) 10 10

elde edilir. Her o <(0,1] i¢in A’ <B olup, Teorem 4.3’¢ ait kosulun saglandigi

goriilmektedir. Yani (4.1) bulanik fark denkleminin verilen parametreler i¢in her pozitif

¢Ozlimii siirlt ve direnclidir.



n P;)l.15 2.15

0 1,15000E+00 | 2,85000E+00
1 5,07021E-02 8,94179E-01
2 4,91832E-03 6,55191E-01
3 5,59092E-04 5,08351E-01
4 7,10585E-05 3,96645E-01
5 9,92246E-06 3,09680E-01
6 1,50085E-06 2,41802E-01
7 2,42784E-07 1,88804E-01
8 4,15258E-08 1,47422E-01
9 7,43554E-09 1,15111E-01
10 1,38197E-09 8,98810E-02
11 2,64707E-10 7,01810E-02
12 5,19426E-11 5,47990E-02
13 1,03909E-11 4,27880E-02
14 2,11076E-12 3,34100E-02
15 4,33997E-13 2,60870E-02

Sekil 4.10. & =0.15 i¢cin P, ve Q, degerleri

0.054

0.04+

0.034

Pn, 015

0024

0014

L

10 20

n

30

Sekil 4.11. ¢ =0.15 igin Pn degerleri

40
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10 2

0

30

Sekil 4.12.  =0.15 igin Qn degerleri

n po56 056

0 1,56000E+00 | 2,44000E+00
1 1,14845E-01 4,80501E-01
2 2,20091E-02 2,50878E-01
3 5,19362E-03 1,46532E-01
4 1,36954E-03 8,74660E-02
5 3,86866E-04 5,24710E-02
6 1,14097E-04 3,15190E-02
7 3,45620E-05 1,89390E-02
8 1,06426E-05 1,13820E-02
9 3,31002E-06 6,84000E-03
10 1,03572E-06 4,11100E-03
11 3,25266E-07 2,47100E-03
12 1,02375E-07 1,48500E-03
13 3,22642E-08 8,92000E-04
14 1,01765E-08 5,36000E-04
15 3,21130E-09 3,22000E-04

Sekil 4.13. & =0.56 igin P, ve Q, degerleri

40
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0.101

0.081

10 20 30 40

Sekil 4.14.  =0.56 i¢in Pn degerleri

0.41

0.3

€056

0.11

10 20 30 40

Sekil 4.15. & =0.56 icin Q, degerleri
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n po89 089
(1] 1,89000E+00 | 2,11000E+00
1 2,02751E-01 2,88757E-01
2 5,99669E-02 1,09326E-01
3 2,14492E-02 4,86670E-02
4 8,25636E-03 2,27430E-02
5 3,28502E-03 1,08120E-02
6 1,32759E-03 5,17400E-03
7 5,40543E-04 2,48300E-03
8 2,20877E-04 1,19200E-03
9 9,04108E-05 5,73000E-04
10 3,70381E-05 2,75000E-04
11 1,51792E-05 1,32000E-04
12 6,22205E-06 6,40000E-05
13 2,55069E-06 3,10000E-05
14 1,04568E-06 1,50000E-05
15 4,28700E-07 7,00000E-06

Sekil 4.16. & =0.89 icin P, ve Q, degerleri

0204

0.054

10 20

30

Sekil 4.17. « =0.89 igin Pn degerleri

39



40

025

0201

G080

0.101

0.051

10 20 30 40
n

Sekil 4.18. & =0.89 icin Qn degerleri

Teorem 4.4. Her  €(0,1] i¢in B > A” ise (4.1) bulanik fark denkleminin her pozitif

¢Ozlimii sifira yakinsar.

Ispat. Herhangi bir « € (0,1] icin A” <B” olmak iizere (t,), (4.2) yi dogrulayacak
sekilde (4.1) denkleminin bir pozitif ¢6ziimii olsun. A* < A" < B <B; oldugu agiktr.

Teorem 3.3, (4.4) sistemi i¢in kullanabiliriz. O zaman,

limP* = limQ? =0 (4.21)

n—o0

sonucuna ulasilir. (4.21) kullanilarak

lim D(tn,0)=msup{max{

P -0,

Q° —o\}} -0 (4.22)

elde edilir.
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Ornek 4.3. (4.1) bulanik fark denklemi igin s=3 ve

ox-1  010<x<050,
A_l2 4
]9 5

=%, 050<x<0.90,

4 2

Sy 170<x<2.10,
g_l2 4
“]25 5

22 2x, 2.10<x<2.50,

4 2

10, 8 240<x<270,
e
. 10

10—?x, 2.70<x<3.00
ile

5

x-1, 0.40<x<0.80,
Y.
=

S—ZX, 0.80<x<1.20

seklinde olsun. Bu durumda,

da+1 9-4a . |4a+17 25-4«a
ve [B]” =
10 10

A" = ,
LA [ 10 ' 10
elde edilir. Her o <(0,1] i¢in A’ <B olup, Teorem 4.4’¢ ait kosulun saglandigi

goriilmektedir. Yani (4.1) bulanik fark denkleminin verilen parametreler igin her pozitif

¢Oziimii sifira yakinsar.



n po21 021
0 4,84000E-01 1,11600E+00
1 1,37047E-02 4,41369E-01
2 9,44963E-04 2,01881E-01
3 7,12547E-05 9,23400E-02
4 5,42149E-06 4,22360E-02
5 4,12857E-07 1,93190E-02
6 3,14425E-08 8,83600E-03
7 2,39463E-09 4,04200E-03
8 1,82372E-10 1,84900E-03
9 1,38893E-11 8,46000E-04
10 1,05779E-12 3,87000E-04
11 8,05603E-14 1,77000E-04
12 6,13539E-15 8,10000E-05
13 4,67265E-16 3,70000E-05
14 3,55864E-17 1,70000E-05
15 2,71022E-18 8,00000E-06

021

n

Sekil 4.19. ¢ =0.21 icin P, ve Q, degerleri

00124

00107

0.008

0.0067

0.0041

0.002+

2'0

n

30

Sekil 4.20. o =0.21 i¢in P, degerleri

40
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045

0.3+

Qn, 021

0.17

10 20

n

Sekil 4.21. & =0.21 igin Q, degerleri

n po48 048
0 5,92000E-01 1,00800E+00
1 3,30329E-02 2,94925E-01
2 4,05062E-03 1,10358E-01
3 5,11619E-04 4,12966E-02
4 6,47226E-05 1,54535E-02
5 8,18844E-06 5,78281E-03
6 1,03597E-06 2,16397E-03
7 1,31068E-07 8,09773E-04
8 1,65822E-08 3,03023E-04
9 2,09792E-09 1,13393E-04
10 2,65422E-10 4,24326E-05
11 3,35802E-11 1,58786E-05
12 4,24845E-12 5,94188E-06
13 5,37498E-13 2,22349E-06
14 6,80024E-14 8,32047E-07
15 8,60342E-15 3,11358E-07

Sekil 4.22. & =0.48 igin P, ve Q, degerleri

40

43



0.031

pn, 048

0014

10 20 30 40

Sekil 4.23. ¢ =0.48 i¢in Pn degerleri

020

0.107

0.05

10 20 30 40

Sekil 4.24. o =0.48 igin Q, degerleri
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n po95 095

(1] 7,80000E-01 8,20000E-01
1 1,03512E-01 1,27125E-01
2 2,33752E-02 3,17359E-02
3 5,29229E-03 7,93384E-03
4 1,19825E-03 1,98346E-03
5 2,71303E-04 4,95865E-04
6 6,14270E-05 1,23966E-04
7 1,39080E-05 3,09916E-05
8 3,14898E-06 7,74789E-06
9 7,12977E-07 1,93697E-06
10 1,61429E-07 4,84243E-07
11 3,65499E-08 1,21061E-07
12 8,27545E-09 3,02652E-08
13 1,87369E-09 7,56630E-09
14 4,24231E-10 1,89157E-09
15 9,60523E-11 4,72894E-10

Pn, 095

Sekil 4.25. a =0.95 igin Pn ve Qn degerleri

0.107

0.081

0.067

0.041

0.021

10

20
n

30

Sekil 4.26. o =0.95 i¢in P, degerleri

40

45



0.104

0.08

0.061

& 005

0.041

0.021

10

n

Sekil 4.27. & =0.95 i¢in Q, degerleri

46
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tezde, su ana kadar tizerinde ¢alisilmis olan bir¢ok bulanik fark denklemi incelendi ve

yapilan ¢alismalar géz 6niinde bulundurularak, t,, A,B,C € R. i¢in

At
t., = "—,neNg, seZ"
B+Ct;

bulanik fark denklemi tanimlandi. Tamimlanan denklemin pozitif ¢6ziimlerinin varligi,

simirlilig1 ve yakinsakligi incelendi.

Bu tezde tanimlanan denklemin basamagi artirilarak ya da denkleme farkli parametreler
ve yeni terimler eklenerek daha kapsamli denklemler tanimlanip, bu denklemler iizerinde yeni

calismalar yapilabilir.
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