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YUKSEK LISANS TEZI

GAMMA REGRESYON MODELINDE BAZI TAHMIN EDICILERIN
KARSILASTIRILMASI
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Jiiri
Prof. Dr. Coskun KUS
Do¢. Dr. Yasin ASAR
Dr. Ogr. Uyesi Aydin KARAKOCA

Dogrusal modellere benzer olarak genellestirilmis dogrusal modellerin bir {iyesi olan gamma
regresyon modelinde de ¢oklu baglanti problemi oldugunda en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin per-
formansi bu durumdan kotii etkilenmektedir. Bu calismada, gamma regresyon modellerinde coklu
baglant1 problemi oldugu durumlarda kullanilabilecek bazi tahmin ediciler incelenmistir. Ayrica
Liu-tipi tahmin edicisinden yararlanilarak hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisi ile modifiye
hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisi gamma regresyon modeli i¢in 6nerilmistir. Onerilen
tahmin edicilerin ve Liu-tipi tahmin edicisinin teorik 6zellikleri incelenerek birbirleriyle karsilagtir-
malart yapilmigtir. Ayrica bahsi gecen tahmin ediciler Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi ve gergek
veri uygulamasi kullanilarak karsilastirllmistir. Niimerik calismalardan elde edilen sonuclar teorik
sonuglarin dogrulugunu desteklemektedir.

Anahtar Kelimeler: Coklu baglanti problemi, Liu-tipi tahmin edici, Gamma regresyon mo-
deli, Hemen hemen yansiz tahmin edici, Modifiye hemen hemen yansiz tahmin edici, Monte Carlo

simiilasyon.
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COMPARISON OF SOME ESTIMATORS IN GAMMA REGRESSON MODEL
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Similar to linear models, the performance of the maximum likelihood estimator is adversely
affected when there is a multicollinearity problem in the gamma regression model, which is a member
of the generalized linear models (GLM). In this study, some estimators that can be used in gamma
regression models when there is a multicollinearity problem are examined. In addition, using the
Liu-type estimator, a modified almost unbiased Liu-type estimator with a almost unbiased Liu-type
estimator is proposed for the gamma regression model. The theoretical properties of the proposed
estimators and the Liu-type estimator were examined and compared with each other. In addition,
the aforementioned estimators were compared using a Monte Carlo simulation study and a real data
application. The results obtained from the numerical studies support the accuracy of the theoretical
results.

Key words: Multicollinearity problem, Liu-type estimator, Gamma regression model, Almost unbi-

ased estimator, Modified almost unbiased estimator, Monte Carlo simulation.
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1. GIRIS

Istatistikte kullanilan analiz yontemlerinden birisi regresyon analizidir. Regresyon
analizi bir veri grubunu modelleyerek ¢ikarimlarda bulunmaya yarar. Bu ¢ikarimlar agik-
layic1 degiskenlerle yanit degiskenleri arasindaki iligkileri esas alarak ortaya cikar. Reg-
resyon modellerinden en yaygini dogrusal regresyon modelidir. Basit dogrusal regresyon
modeli bir aciklayici degisken ve bir yanit degiskeninden olusurken coklu dogrusal regres-
yon modeli bir yanit degiskeni ve bu yanit de8iskenini agikladigi diisiiniilen birden fazla
bagimsiz degiskenden olugmaktadir. Ancak regresyon modelleriyle gercek veriler tam olarak
uyusmamaktadir. Bu uyusmazligi agiklayan faktor ise hata terimidir. Dogrusal regresyon
modellerinde gercek verilerdeki bagimsiz degiskenlerin sabit oldugu, hata teriminin ise or-
talamasinin 0, varyansiin da o2 oldugu varsayilir. Hatalarin bu dagilimi olusacak olan yanit
degiskenini etkiler. Bu durumda bagimsiz degiskenlerin sabit bir degerine karsilik gelen
yanit degiskeni rasgele degisken olacaktir ve modelde yanit degiskeninin ortalamasi kul-
lanilacaktir. O halde dogrusal regresyon modeli yanit degigskeninin ortalamasini modeller.
Model bu sekilde olusturularak gercek verilerde ¢ok daha karmasik olan iligkilerin daha ko-
lay incelenebilmesini ve kestirilebilmesini saglar.

Regresyon modellerinde agiklayici de8iskenlerin katsayilar1 olan bilinmeyen para-
metreleri de bulunmaktadir. Modelin dogrusalliini belirleyen bilinmeyen parametrelerinin
modeldeki durumudur. Regresyon katsayilarinin modeldeki durumlarina gore bu modeller
dogrusal ya da dogrusal olmayan regresyon modelleri olarak ikiye ayrilirlar. Regresyon ana-
lizinin amaclarindan bir tanesi modellerdeki bilinmeyen parametreleri tahmin etmektir. Bi-
linmeyen parametreleri tahmin etmek icin kullanilan tahmin yontemleri bulunmaktadir. Bu
yontemlerden en yaygin olarak kullanilanlar en kiiciik kareler (OLS: ordinary least squares)
ve en ¢ok olabilirlik (MLE: maximum likelihood estimator) yontemleridir. Bu tahmin edi-
ciler regresyon modelleri icin en iyi yansiz tahmin ediciler olsalar da farkli durumlarda
cok da iyi kestirimler saglayamayabilirler. Ornegin aciklayici degiskenler arasinda yakin
dogrusal iligkiler olmas1 durumlarinda bu tahmin edicilerin 6zellikleri bozulmaktadir. Yansiz
tahmin edicilerin tercih edilemeyecegi bu tiir durumlarda yanli tahmin ediciler kullanilabilir.

Regresyon modellerinde parametrelerin tahmin edicilerinin yansiz olmasi énemli bir

kriterken aciklayici degiskenler arasindaki yiiksek dogrusal iligkiler olunca yani coklu baglanti



problemiyle karsilagildiginda yanl tahmin ediciler kullanmak avantajli hale gelmektedir. Bu
diisiinceyle Hoerl ve Kennard (1970) yanli bir tahmin edici olan ridge tahmin edicisini oner-
mistir. Ridge tahmin edicisi OLS ve MLE tahmin edicilerinin kullanilmasinin uygun ol-
madi81 durumlarda iyi sonuglar vermektedir. Ayni zamanda Liu (1993) yanli bir tahmin edici
olan Liu tahmin edicisini 6nermistir. Daha sonra bircok arastirmada ridge ve Liu tahmin edi-
cilerinin gerek teorik olarak gerekse niimerik olarak farkli modellerde performanslari ince-
lenmistir. Liu (2003) calismasinda ise ridge ve Liu tahmin edicisini harmanlayarak yeni bir
tahmin edici olan Liu—tipi tahmin edicisini 6nermistir. Onerilen bu tahmin ediciler dogrusal
olmayan regresyon modellerinde ve genellestirilmis dogrusal modellerde (GLM: generalized
linear models) de incelenmistir.

GLM’den ilk olarak Nelder ve Wedderburn (1972)’in calismasinda bahsedilmistir.
GLM dogrusal olmayan modellerle dogrusal modellerin birlesimi niteligindedir. GLM’de
normal dagilim veya sabit varyanslilik varsayimlari olmak zorunda degildir. Ayrica iistel
dagilim ailesi grubundaki dagilimlardan olusturulan GLM’ler Bernolli, binom, Poisson ve
negatif binom gibi kesikli dagilimlar1 igerirken; normal, gamma, beta dagilimi gibi siirekli
dagilimlar1 da icermektedir. Bu yiizden kullanim alan1 genistir.

Ozellikle GLM’de yanl tahmin edicilerin yaninda hemen hemen yansiz tahmin edi-
ciler ve modifiye hemen hemen yansiz tahmin ediciler de kullanilarak daha iyi kestirimler
elde etmek amacglanmigstir. Hemen hemen yansiz tahmin ediciler, yanli tahmin edicilerden bu
yanli tahmin edicilerin yan vektorlerinin ¢ikarilmasiyla elde edilen yeni bir tahmin edicidir
ve hangi yanli tahmin ediciden yararlanildiysa onun ismini icermektedir. Hemen hemen
yansiz ridge, hemen hemen yansiz Liu, hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edicileri bu
tahmin edicilere ornektir. GLM’de hemen hemen yansiz tahmin edicilerin iyi kestirimler
sagladigin1 gosteren ¢aligmalar yapilmigtir. Bunlardan bazilar1 Singh ve ark. (1986), Amin
ve ark. (2020a), Akdeniz ve Kagiranlar (1995), Varathan ve Wijekoon (2019), Akram ve ark.
(2020) seklindedir.

Bahsi gecen calismalardan elde edilen sonuglara gore bircok modelde hemen hemen
yansiz tahmin edicilerin 1yi performansa sahip oldugu anlasilmaktadir. Bunun yaninda yanlh
tahmin edicilerden faydalanilarak modifiye hemen hemen yansiz tahmin ediciler de elde
edilmigtir. Bu tahmin edicilerin amaci1 ise hemen hemen yansiz tahmin edicilere gore varyansi
daha diisiik tahmin ediciler elde etmektir. Bu tahmin edicilerin isimleri de modifiye hemen

hemen yansiz ridge tahmin edicisi, modifiye hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi ve



modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisidir. Lukman ve ark. (2020), Varathan
ve Wijekoon (2021), Yildiz (2018), Akdeniz ve Duran (2012) modifiye hemen hemen yansiz
tahmin edicilerin kullanimi tizerine yapilmis ¢alismalardandir.

GLM’lerden biri olan gamma regresyon modeli istatistikte ¢ok kullanigli olan bir mo-
deldir ve bahsi gecen bu tahmin edicilerden hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edicisi ile
modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisi disindakiler gamma regresyon mo-
deli iizerinde de calisilmis ve elde edilen sonuglar olumlu yonde olmustur. Ancak hemen
hemen yansiz Liu—tipi tahmin edicisi ile modifiye hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edi-
cisi gamma regresyon modeli i¢in incelenmemistir. Gamma regresyon modelinde Liu—tipi
tahmin edicist MLE’den daha i1yi kestirimler verdigine gore bu tahmin ediciden elde edilecek
olan ve Liu-tipi tahmin edicisine gore daha az yanli olan hemen hemen yansiz gamma Liu-
tipi tahmin edicisi ile modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisinin de gamma
regresyon modeline uyumlu verilerde Liu—tipi tahmin edicisinden ve diger yanli tahmin edi-
cilerden daha iyi kestirimler elde etmesi beklenen bir durum olacaktir. Tezde ele alinan bu
tahmin edicilerle de gamma dagilimindan faydalanarak veri elde eden alanlar icin ¢caligma
kolaylig1 saglanacaktir.

Bu tezde gamma regresyon modeli i¢cin hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edi-
cisiyle modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisi detayl bir sekilde incelenip
baz1 tahmin edicilerle hem teorik olarak hem de simiilasyon ve gercek veriler kullanilarak
karsilagstirmalar1 yapilacaktir.

Tezin 3. Bolimiinde GLM’ler hakkinda detayli bilgilendirme yapilmis olup Boliim
3.2’de ise gamma regresyon modelinin de ait oldugu iistel aile hakkinda genis bilgilendirme
yapilmig, Boliim 3.3’te olabilirlik fonksiyonu agiklanmis ve olabilirlik fonksiyonundan yarar-
lanilarak yanit degiskeni olan y’nin varyansi ve ortalamasi da elde edilmis olup bazi1 dagilim-
larda uygulamas gosterilmistir. Boliim 3.4’te parametre tahmini en ¢ok olabilirlik yontemi
kullanilarak yapilmistir. Boliim 3.5 ve 3.6’te ise sirasiyla kisaca ortalama yanit tahmininden
ve MLE’nin asimptotik dagilimindan bahsedilmistir. 4. Boliimde ise teze konu olan gamma
dagilimi incelenirken Bolim 4.1°de gamma regresyon modelinin gamma dagilimiyla elde
edilme agsamalar1 gosterilmistir. Boliim 4.2°de regresyon modellerinde ¢coklu baglanti konusu
ele alinmis, ¢coklu baglantiyr belirlemek icin kullanilabilecek yontemlerden bahsedilmistir.
Bolim 4.3, 4.4 ve 4.5 ise ¢oklu baglanti durumunda MLE’nin iyi sonuglar verememesi du-

rumunda alternatif olarak kullanilabilecek olan yanli tahmin edicilerden bahsedilmis ve bazi



yanli tahmin ediciler incelenmigtir. 5. Boliimde tezde kullanilacak olan temel yanli tah-
min edicinin gamma regresyon modeli iizerinde teorik incelemeleri yapilmigtir. 6. Boliimde
hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisi ile modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tah-
min edicisinin gamma regresyon modelinde incelemeleri yapilmigtir. 7. Boliimde, Oneri-
len tahmin edicilerin teorik sonuclarini desteklemek icin Monte Carlo simiilasyon ¢alismasi
yapilirken 8. Boliimde ise gercek verilerle uygulama yapilmistir. Son olarak da 9. Bolimde
tezde elde edilmis olan sonuglar aciklanmis ve tezin sonuglarindan faydalanilarak onerilerde

bulunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Regresyon analizinde ¢oklu baglant1 ilk olarak Frisch (1934) tarafindan ele alinmisgtir.
Daha sonra Farrar ve Glauber (1967), Silvey (1969) ve Mackinnon ve Puterman (1988)
makalelerinde ¢oklu baglanti iizerine ¢calismalar yapmislardr.

Coklu baglantinin varliginda, en ¢ok kullanilan parametre tahmin edicileri olan en
cok olabilirlik ve en kiiciik kareler tahmin edicilerinde olumsuz sonuglar meydana geldigi
icin Hoerl ve Kennard (1970), X "X matrisinin kdsegen elemanlarina pozitif bir say1 ekle-
yerek daha iyi tahminler elde edilebilecegini 6ne siirmiistiir. Bu calismada Onerilen tahmin
ediciye ridge tahmin edicisi ad1 verilmisgtir.

Hoerl ve Kennard (1970b) ridge tahmin edicisi iizerine bir arastirma yapmistir. Bu
makalede ridge tahmin edicisinin teorik 6zelliklerine deginilip £ parametresinin en dogru
sonucu verecegi deger tahmini lizerinde durulmugtur. 0 < £ < 1 aralif1 i¢in en iyi parametre
tahmini iizerine ¢alisilmistir.

Hoerl ve ark. (1975) makalesinde ise ridge tahmin edicisi iizerine simiilasyon calig-
malar1 yapilmistir. Simiilasyon calismalariyla &£ parametresi secimlerinin hangi durumlarda
diger tahmin edicilerden daha avantajli oldugu gézlemlenmistir.

Genellestirilmis dogrusal modeller, ilk olarak Nelder ve Wedderburn (1972) tarafin-
dan Onerilmistir. Bu makalede modellerin degisken doniistiirme yontemleriyle 3 katsay1 vek-
torlerinin dogrusal olmayan formlarinin dogrusallastirilarak ortaya ¢ikan sorunlarin azaltil-
mas1 amaglanmig ve bu yonde ¢alismalar stirdiiriilmiistiir.

McDonald ve Galarneau (1975) ridge-tipi tahmin edicisi lizerine yazilmis bir makale
olup bu makalede ridge-tipi tahmin edicisi tanimlanip farkli k£ parametreleri icin regresyon
katsay1 tahmin sonuglari incelenmis ve ayrica ridge-tipi tahmin edicinin ¢oklu baglanti du-
rumunda OLS’den daha kiiciik hata kareler ortalamas1 (MSE: mean squared error) sonuglari
verdigi, yani daha tutarli tahminlerde bulundugu Monte Carlo simiilasyon ¢alismasinda go-
rilmiigtiir.

Lawless ve Wang (1976) ridge tahmin edicisinde kullanilabilecek yeni bir £ tahmini
onererek simiilasyon calismasi yapmiglar ve onerdikleri yontemi diger tahmin edicilerle si-
miilasyon ¢alismasi yardimiyla kargsilastirmiglardir.

Belirtilen ¢alismalar disinda da ridge tahmin edicisindeki & parametresinin tahmini



tizerine makaleler yazilarak MSE sonuglarimi en diisilk yapmay1 amaclayan £ tahminleri
olusturulmustur.

Ohtani (1986) ve Singh ve ark. (1986) tarafindan hemen hemen yansiz ridge tah-
min edicisi Onerilmistir, Singh ve ark. (1986) jackknife yontemini kullanarak hemen hemen
yansiz ridge tahmin edicisini onermis ve yan vektoriiniin teorik 6zelliklerinden bahsetmistir.
Ayrica genellestirilmis ridge regresyon ile karsilastirmalar yapilmistir.

GLM’de MLE Nyquist (1991) tarafindan ceza fonksiyonu yaklagimi yardimiyla elde
edilmis, hipotez testinden ve GLM de ridge tahmin edicisinin elde edilisinden bahsedilmistir.

Segerstedt (1992) tarafindan GLM’de MLE iizerine calisilmistir. Bu ¢alismada ¢oklu
baglantinin artmasiyla MLE’yle gercek degerin farkindan elde edilen uzunlugun artti§1 goz-
lemlenmis olup bu tahmin edicinin iyi sonuclar vermemesi iizerine ridge tahmin edicisinin
kullanilmas1 6nerilmistir. Ayrica ridge tahmin edicisinin varyansinin MLE nin varyansindan
kiiciik oldugu durumlar secildiginde ridge tahmin edicisinin hata kareler ortalamasinin daha
kiiciik sonuclar verdigi gozlemlenmistir.

Coklu baglant1 durumlarinda kullanilabilecek bagka bir tahmin edici Liu (1993) tarafin-
dan onerilen Liu tahmin edicisidir. Liu tahmin edicisi, ridge tahmin edicisi ve Stein tahmin
edicisinin eksik yonlerinin olmasi dolayisiyla Onerilmistir. Liu tahmin edicisindeki amag
bu iki tahmin edicinin her birinin avantajli yonlerini i¢erisinde bulundurabilecek bir tahmin
edicinin olusturulmasidir. Bu sekilde olusturulmus olan tahmin edicide d yanlilik paramet-
resi bulunmaktadir ve bu parametrenin deger aralig1 0 < d < 1 seklindedir.

Akdeniz ve Kaciranlar (1995) genellestirilmis hemen hemen yansiz Liu tahmin edi-
cisini tamimlamig ve genellestirilmis hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi, genellestirilmis
Liu tahmin edicisi ve OLS tahmin edicisi arasinda karsilastirmalar yaparak sonucgta hemen
hemen yansiz Liu tahmin edicisinin daha 1yi tahminler sagladigini belirtmislerdir.

Liu (2003) iki parametreli bir tahmin edici olan Liu—tipi tahmin edicisini 6nermistir.
Ridge tahmin edicisinin ¢oklu baglantida etkili oldugu bilinmektedir ancak siddetli ¢oklu
baglant1 oldugu baz1 durumlarda ridge tahmin edicisinin de basarisiz olmasi durumunda iki
parametreli olan Liu—tipi tahmin edicinin daha iyi sonuclar verecegi one siiriilmiigtiir. Liu—
tipi tahmin edicisindeki k ve d parametreleri, sirasiyla, £ > 0 ve —oo < d < oo seklinde
deger araliklarina sahiptir.

Kibria (2003) genellestirilmis ridge tahmin edicileri tizerine calisma yapmustir. Kib-

ria (2003) ve Khalaf ve Shukur (2005) ridge tahmin edicisinde yanlilik parametresinin tah-



minleri iizerine caligmistir. Kibria (2003) ve Khalaf ve Shukur (2005) ridge tahmin edicisinin
yanlilik parametresi i¢in literatiirde onerilmis yanlilik parametrelerinin hangisinin daha iyi
sonuclar verecegini Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi yardimiyla karsilastirmisgtir.

Akdeniz ve Erol (2003), dogrusal modeller i¢cin hemen hemen yansiz ridge tahmin
edicisi ile hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisini tanimlamis ve bu iki tahmin ediciyi
kendi aralarinda MSE’leri bakimindan karsilagtirmis ve ayrica bu iki tahmin ediciyi ridge ve
Liu tahmin edicileriyle gercek veri uygulamasi kullanilarak karsilagtirmistr.

Khalaf ve Shukur (2005), coklu baglantinin varliginda regresyon katsayilarinin tah-
minlerinin kararli olmasi i¢in ridge tahmin edicisinin kullanilabileceginden bahsederek yan-
lilik parametresinin tahminlerinin belirlenmesi iizerine ¢alismislar ve ayrica simiilasyonla
yanlilik parametresinin degerleri i¢cin Onerilen farkli tahmin yontemlerinin karsilagtirmasini
yapmiglardir.

Alkhamisi ve ark. (2006), daha 6nce yapilmis olan ¢alismalardan elde edilmis olan
ridge yanlilik parametrelerinden bazilarinin (Kibria (2003), Hoerl ve Kennard (1970b), Kha-
laf ve Shukur (2005)) modifiye edilmesiyle olusturulan yeni tahmin edicide daha iyi sonuglar
saglanacagini savunmuglardir. Ayrica birkag tane yanlilik parametresi tahmin yontemi 6nerip
bunlarin kargilagtirmalarin1 da Monte Carlo simiilasyon ¢alismasi yardimiyla yapmislardir.

Kagiranlar ve Sakallioglu (2008) yeni bir tahmin edici olan £ — d siifi tahmin edi-
cisini (K — d class estimator) onermiglerdir.

Batah ve ark. (2008) modifiye jackknife ridge regresyon tahmincisi tizerine ¢alismiglar-
dir. Bu tahmin edicinin MSE’sini incelemigler ve ridge, Liu, Liu-tipi tahmin edicilerinin
MSE’leriyle teorik olarak karsilagtirmalar yapmiglardir.

Akdeniz ve Duran (2012) dogrusal regresyon modelleri i¢in genellestirilmis Liu tah-
min edicisini inceleyip jackknife Liu tahmin edicisi ve modifiye jackknife Liu tahmin edi-
cisini Onermislerdir. Bu tahmin edicilerin matris hata kareler ortalamasi1 (MMSE: Matrix
Mean Squared Error) ve yan vektorlerini inceleyerek birbirleriyle karsilagtirmalarint 6nce
teorik olarak daha sonra simiilasyonla gostermiglerdir.

Maénsson ve ark. (2012a) logistik regresyon modelinde Liu tahmin edicisini tanim-
lamis, bu tahmin edicinin MSE’si iizerinde durarak d yanlilik parametresinin tahmini i¢in
birka¢ oneride bulunmuglardir. Buna ek olarak makalede, simiilasyon calismasi yapilarak
farkli d tahminleri se¢ilmis, secilen d tahminleri kullanilarak tahmin ediciler karsilagtiriimis-

tr.



Mansson ve ark. (2012b), Poisson regresyon modelinde Liu tahmin edicisini incele-
miglerdir. Bu makalede, Poisson regresyon modelinde Liu tahmin edicisinin yanlilik para-
metresi olan d parametresi icin diger calismalarda 6nerilmis olan tahmin ediciler ele alinarak
simiilasyon calismasi yapilmis ve elde edilen sonuclar karsilastiriimigtir.

Mansson (2013) negatif binom regresyon modelinde Liu tahmin edicisini incelemistir.
Negatif binom regresyon modelinde Liu tahmin edicisinin MSE 6zelliklerini arastirarak
farkli d tahmin degerleri icin simiilasyon ¢alismasiyla MSE sonuclarini karsilagtirmagtir.

Huang ve Yang (2013) negatif binom regresyon modelinde Liu tahmin edicisi ve
ridge tahmin edicisini kullanarak, bu iki tahmin edicinin harmanlanmasiyla yeni bir tah-
minci olan iki parametreli tahmin ediciyi 6nermiglerdir. Bu tahmin edicilerin MSE ve MMSE
fonksiyonlarini teorik olarak incelemigler ve negatif binom regresyon modelinde MLE, Liu
ve ridge tahmin edicileriyle kendi 6nerdikleri tahmin ediciyi simiilasyon caligsmasi yardimiyla
karsilagtirmiglardir.

Inan ve Erdogan (2013) lojistik regresyon modelinde Liu-tipi tahmin edicisini 6ner-
mislerdir ve MLE, ridge tahmin edicisi ve lojistik regresyonda onerdikleri Liu-tipi tahmin
edicisinin performaslarint Monte Carlo simiilasyon calismasi ve gercek veri uygulamasi
yardimiyla karsilagtirmislardir.

Dorugade (2014) dogrusal regresyon modelinde ¢oklu baglanti varlifinda ridge tah-
min edicisinin yanlilik parametresinin yeni bir tahmin degerini onererek literatiirdeki diger
tahmin degerleriyle karsilastirmalar yapmustir.

Khurana ve ark. (2014) ridge tahmin edicisi yardimiyla jackknife ridge tahmin edicisi
ve modifiye jackknife ridge tahmin edicisinin elde edilisini incelemis, bu tahmin edicileri yan
vektorleri ve MSE’leri bakimindan inceleyip simiilasyon calismasiyla teorik olarak buldugu
sonuglar1 desteklemistir.

Mansson ve ark. (2015) logistik regresyon modelinde ¢oklu baglantinin varliginda
MLE’nin iyi tahminler verememesinden dolay1 agirliklandirilmig Liu tahmin edicisini oner-
mis ve Liu tahmin edicisinin yanlilik parametresi olan d’nin farkli ¢alismalarda elde edilen
tahmin degerlerini kullanarak en iyi tahmin sonucunu saglayan tahmin degerini bulmak icin
caligmalar yapmiglardir.

Kurtoglu ve Ozkale (2016) GLM’de Liu tahmin edicisini ele almis, GLM’de Liu tah-
min edicisinin teorik 6zelliklerini incelemis, d parametresinin secimi iizerinde durmus ve

GLM i¢in MLE ve Liu tahmin edicisinin MSE’lerinin karsilagtirmasin1 yapmislardir. Bu



makalede hem gercek veriler iizerinden hem de Monte Carlo simiilasyonuyla kargilastir-
malarin sonuglar1 desteklenmistir.

Chaubey ve ark. (2018) Liu-tipi tahmin edicisini tanitmis, jackknife Liu-tipi tahmin
edicisini elde ederek hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edicisinden bahsetmis ve daha
sonra Liu—tipi tahmin edicisiyle diger iki tahmin edici arasinda karsilastirmalar yapmiglardir.
Bu karsilagtirmalardan elde ettikleri sonuclar1 ise gercek veri uygulamasit ve Monte Carlo
simiilasyon calismasiyla desteklemislerdir.

Wu ve ark. (2018) logistik regresyon modelinde ¢oklu baglant1 olmast durumunda
kisith (restricted) hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisini onermistir. Makalede MLE,
hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi, kisith MLE ve yeni tahmin edici arasinda teorik
kargilastirmalar yapilmistir. Ayrica simiilasyonlarla tahmin edicilerin performanslari niimerik
olarak kargilastirilmisgtir.

Qasim ve ark. (2018), gamma regresyon modelinde log-baglant1 fonksiyonu kulla-
narak Fisher puanlama metoduyla modelin MLE’sini elde etmistir. Bu ¢alismada, gamma
regresyon modeli icin Liu tahmin edicisi ele alinarak bu iki tahmin edicinin MSE’leri kar-
stlagtirilmigtir. Bu kargilagtirma sonucunda MLE’den daha kiiciik MSE’ye sahip olan Liu
tahmin edicisinin yanlilik parametresi elde edilmistir. Bu parametrenin literatiirdeki tahmin
edicileri ve bu makalede Onerilen tahmin ediciler simiilasyon caligsmasiyla ve gercek veri
uygulamastyla karsilagtirtimistir.

Yildiz (2018) dogrusal regresyon modeli iizerinde jackknife prosediirii kullanarak
modifiye edilmis jackknife Liu—tipi tahmin edicisini tantmlamigtir. Bu tahmin edicinin MSE,
varyans-kovaryans matrisi, yan vektorii ve MMSE’sini elde ederek incelemistir. Ayrica
modifiye jackknife Liu-tipi tahmin edicisinin MSE’sinin jackknife Liu tahmin edicisinin
MSE’sinden daha kii¢iik oldugu durumu incelenmistir. Simiilasyon ve gercek veri uygula-
mastyla arastirmasin desteklemistir.

Varathan ve Wijekoon (2021) logistik regresyon modelinde Liu, hemen hemen yan-
siz Liu ve modifiye hemen hemen yansiz Liu tahmin edicilerini ve bu tahmin edicilerin
MSE’lerini ayr ayri incelemis ve bu tahmin edicileri kendi aralarinda ikiserli olarak MSE
bakimindan teorik olarak karsilastirmiglardir.

Lukman ve ark. (2020) makalesinde gamma regresyon modelinde yeni bir ridge—tipi
tahmin edici 6nerilerek ozellikleri incelenmistir.

Almagal ve Asar (2020) gamma regresyon modelinde Liu—tipi tahmin ediciyi tanim-



layarak gamma ridge tahmin edicisi ve gamma Liu tahmin edicileriyle teorik olarak karsilagtir-
malar yapmiglardir. Bu karsilastirma sonuglarini simiilasyonlarla desteklemislerdir.

Amin ve ark. (2020b) gamma regresyon modelinde ¢oklu baglantinin olmas1 halinde
ridge tahmin edicisinin kullanilabilecegini 6ne siirmiis ve ridge tahmin edicisinin MSE 6zel-
liklerini incelemislerdir. Ayrica literatiirdeki farkli ridge yanlilik parametre tahminleri kul-
lanilarak gamma ridge ve MLE tahmin edicileri bu arastirmada karsilastirilmistir.

Amin ve ark. (2020a) gamma regresyon modelinde ¢oklu baglant1 varlifinda hemen
hemen yansiz ridge tahmin edicisini tantmlamis ve hemen hemen yansiz ridge tahmin edi-
cisinin MSE’sini, varyans-kovaryans matrisini ve yan vektoriinii elde etmislerdir. Ayrica
ridge yanlilik parametresinin tahmini i¢in Onerilerde bulunarak simiilasyon ¢alismasiyla gamma
ridge tahmin edicisi ile hemen hemen yansiz gamma ridge tahmin edicisini karsilagtirmislardir.

Akram ve ark. (2020), ters Gaussgil (Inverse Gaussian) regresyon modelini incelemistir.
Bu calismada ters Gaussgil regresyon modelinde ridge, Liu ve Liu—tipi tahmin edicilerinin
ozellikleri incelenerek tahmin ediciler ikiserli sekilde teorik olarak kargilastirllmistir. Ayrica
Liu-tipi tahmin edicisinin yanlilik parametreleri i¢in tahmin ediciler 6nerilerek yapilan si-

miilasyonla MSE’lerin hangi durumlarda daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.
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3. GENELLESTIRILMiS DOGRUSAL MODELLER

3.1. Giris

Dogrusal modellerde y bagimli degiskeninin dagilimi normal ve varyansi da sabit
kabul edilmektedir. Ancak cogu deneysel olayda secilen modelin dogrusalligi, y’nin nor-
malligi veya sabit varyansli olma 6zelligi gecerli olmayabilir. Ornegin y yanit degiskeni ke-
sikli (ayrik) rassal de8isken olabilir. Kesikli rassal degiskenin degerleri sayilabilirdir, pozitif
tam sayilarla birebir eslesir. Kesikli rassal degiskenlerden olan iki sonug¢lu yanit degiskenli
modeller basar1 ve basarisizlik seklinde muhtemel iki sonuc¢ludur dolayisiyla boyle model-
lerde basar1 olasilig1 izerinde durulur. O halde iki sonug¢lu yanit degiskenli modeller normal
dagilima sahip degildir. y yanit degiskeninin dagiliminin normal olmadig: bir bagka durum
ise yanitin say1 seklindeki degerlere sahip olmasidir (Belirli bir durumdaki kusurlarin sayisi
veya belirli bir zaman diliminde bir kavsakta meydana gelen kaza sayis1 gibi).

Normal dagilmayan yanit degiskenlerinin diger ornekleri biyomedikal uygulamalarda,
klinik deneylerde ve kalite miithendisliginde bulunabilir (Khuri, 2009). Bu tiir verileri in-
celeyebilmek i¢in, Nelder ve Wedderburn (1972) tarafindan, genellestirilmis dogrusal mo-
deller (GLM: generalized linear models) onerilmistir. Bu model {iistel dagilim ailesinin
tiyelerinin aragtirmaci tarafindan ele alinmasina olanak saglayan bir modeldir.

Yukarida da belirtildigi tizere kesikli ve siirekli yanit degiskenlerini iceren model-
ler genellestirilmis dogrusal model catis1 altinda toplanabilir ve GLM’lerde yanit degiskeni
tizerindeki normallik ve sabit varyanshilik varsayimlari gerekli degildir. Genellestirilmis
dogrusal modeller boyle durumlarda y yanitina doniisiim teknikleri uygulayarak yanitin nor-
mal dagilima doniismesini saglar (Korucu, 2010). GLM’ler hakkinda detayli incelemeler
McCulloch ve Searle (2001), Dobson (2008) gibi yazarlarin kitaplarinda bulunmaktadir.
GLM’lerde bagiml degiskenin dagilimu iistel aile sinifina aittir. GLM’lerde bagimli degisken
tistel dagilim formunda yazilarak islemlere devam edilir. Bu 6zel sinif bir sonraki baglikta

detayl bir sekilde ele alinacaktir.
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3.2. Ustel Aile

Genellestirilmis dogrusal modellerin ti¢ 6gesi vardir, bunlar:

(a) y yanit vektoriiniin elemanlarinin dagilimi birbirinden bagimsiz ve iistel aileye ait olan

olasilik dagilimlarindan olabilir. Olasilik (yogunluk) fonksiyonu

Oy —b(0)
a(¢)

seklindedir. Burada a (-) , b(-) ve c(-) bilinen fonksiyonlardir. Ayrica 6, dagilimin

fy:0,9) = eXp( —C(y,cb)) 3.1)

ortalamasi olan g’ nun bir fonksiyonudur ve kanonik parametre olarak isimlendirilir. ¢

ise dagilim(dispersion) parametresidir.
(b)
n(X)=f"(X)8 (3.2)

formunda dogrusal kestirici, 17, (linear predictor) olarak adlandirilan bir dogrusal mo-
deldir. k—tane aciklayici degisken X1, X, ..., x;, seklinde olup X = (x1,Xg, ..., Xz)
aciklayici degisken matrisidir ve f (X), X’in g-bilesenli vektor fonksiyonu, 3 ise g—

boyutlu bilinmeyen parametre vektoriidiir.

(c) Baglanti fonksiyonu (link function) g (.) ise (3.2)’deki 1 (X)’i X teki ortalama yanit
p (X) ile iligkilendirir. Oyle ki,

n(X) =g (1 (X)). (3.3)

g (.) baglant1 fonksiyonu monoton diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve tersi A (.)

fonksiyonu olmak tizere

p(X) = h(n (X)) (3.4)
esitligi saglanir (Khuri, 2009).

Genellestirilmis dogrusal modellerde ortalama yanitin 6zel bir dontigiimii olan g (p (X)),
X1, X, ..., X} lerin dogrusal bir modeli olarak gosterilebilir. A (.) fonksiyonu dogrusal ol-
mayan formda olabileceginden (3.4) formiilii, ortalama yanit fonksiyonu g (X)’in genellikle

dogrusal olmayan bir model ile gosterilebilecegini ifade eder.

12



Ozel olarak, eger g (.) birim fonksiyon ise ve y yamti normal dagilima sahipse 6zel
bir sinif olan dogrusal modeller elde edilir. Ayrica, eger g (1) = 6 ise ki 0 burada (3.1)’deki
kanonik parametredir, bu durumda ¢ (.) kanonik baglanti fonksiyonu olarak adlandirilir.

En sik kullanilan baglant1 fonksiyonlar1 sunlardir:
(i) Logit fonksiyonu,
pr(X)
200 - e ({09
1= p(X)
seklindedir.

(i1) Probit fonksiyonu,

seklindedir. Burada @' (x) standart normal dagilimin birikimli olasilik fonksiyonu-

nun tersidir.

(ii1) Logaritmik fonksiyon,

(iv) Ters polinom fonksiyonu,

Biciminde olup ters baglant1 fonksiyonu olarak da bilinir.

Pek cok dagilim, iistel dagilim ailesinin iiyesidir. Asagida bu durumun baz1 6rnekleri bulun-
maktadir.
(a) Normal Dagilim:

Bu dagilim iistel ailenin iyi bilinen bir iiyesidir. Ortalamas1 y, varyansi o2 olan normal

rasgele degisken olan y’nin olasilik yogunluk fonksiyonu

. o 2
f(ysp, o) = 102 exp ( (3;02“) > :

2T

olup bu olasilik yogunluk fonksiyonu diizenlenerek

_u 2
f(y;,u,aQ):eXp{My 5 2 _%(y +log(27r02)>}.

o o2
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(b)

©

seklinde yazilabilir. Bu esitlik (3.1) ile karsilagtirildiginda 6 = 1, b (0) = &+, a (¢) =

b =o0?ve

. 2
c(y, @) = 71 (% + log (27r02))

oldugu goriiliir. Dikkat edildiginde kanonik parametre olan 6’nin 1 konum paramet-
resine esit oldugu ve dagilim parametresi olan ¢’nin ise 02’ye esit oldugu kolayca

goriiliir. Kanonik baglanti fonksiyonu burada 6zdestir. Buna 6zdes bag denir.

Poisson Dagilimi:
Bu kesikli dagilima sahip y rasgele yanit degiskeni 0,1, 2,3, ..., de8erlerini asagida
verilen olasilik fonksiyonuna gore alir

exp (—A) \Y
f(y7)\) = %7y = 071727 <0y

burada )\, y yanitinin ortalamasi p’ye esittir. Bu olasilik fonksiyonu

f(y; A) = exp (ylog A — X —logy!) (3.5)

seklinde ifade edilebilir. (3.5) ile (3.1) kargilagtirilirsa 0 = log A\, b (0) = A = exp (0),
a(¢) = 1vec(y,p) = —log(y!) oldugu goriiliir. Bundan dolay1 kanonik parametre
0 = log A, ve dagilim parametresi ¢ = 1 olacaktir. Buna karsilik gelen kanonik

baglant1 fonksiyonu ise sdyledir:

g(p) =0 =log\ = log pu.

Bu fonksiyon daha 6nce bahsedilen logaritmik baglanti fonksiyonudur.

Poisson dagilimi, belirli bir zaman diliminde veya bir iiretim siirecindeki kusurlarin
say1s1 gibi belirli bir alanda meydana gelen bazi olaylarin sayist gibi sayma verilerini

modellemek i¢in kullanilir.

Bernoulli (Binary) Dagilimi:

Iki olas1 sonuclu bagimsiz bir dizi deneme ele alnsin ve bu denemelerin sonuglart
bagar1 ve basarisizlik seklinde olsun. Tek bir denemenin basar1 olasiligina p denilsin.
y, belirli bir denemede basariya ulasilinca 1 degerini alirken basarisizlik icin 0 degerini

alsin. Boyle bir durumda y’nin ortalamasi y, p degerine esit olur ve olasilik fonksiyonu

flp) =p1—p"¥ y=01
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olarak yazilabilir. Bu fonksiyon ise

f(y;p) = exp (y (logp —log (1 —p)) +log (1 —p)), y=0,1 (3.6)

seklinde ifade edilebilir. Bu, Esitlik (3.1) ile karsilastirilinca

0 = (logp —log (1 —p)) = log (%) ’

b(#) = —log(1—p) =log(1+exp(d)),a(s) =1, vec(y,0) = 0 oldugu goriiliir.

Kanonik baglanti fonksiyonu ise soyledir:

g(u) =90

= log (L)
I—p

— log (L) . (3.7)
L—p

Bu daha once bahsedilen logit fonksiyonudur. Ayrica lojistik baglanti fonksiyonu

olarak isimlendirilir. Esitlik (3.2)’de verilen dogrusal kestirici olan n (X)’i ifade et-

T

mek icin (3.7)’yi kullanmak miimkiindiir. x; = (x;1, 29, ..., ;) gozlem noktasinda

bagari olasilig1 p = ;’yu x;’nin fonksiyonu p (x;) olarak

e (7 (x)8)
T+ exp (F7 (x,) B)

seklinde ifade edilebilir. Bu ise lojistik regresyon modeli olarak adlandirilan p (x) i¢in

P (x:) (3.8)

dogrusal olmayan bir modeldir. Iki sonuglu yanit degiskenli dagilim, oranlar seklinde

gozlemlenen verilerde kullanilir.

Iki sonuclu yanit degiskenli dagilim icin diger olas1 baglant1 fonksiyonlar1 sunlardr:
Probit fonksiyonu F~! (p) ve log (—log (1 — p)) tamamlayici log-log baginti fonksi-

yonu (complementary log-log function).

Binom dagilimi, iki sonuclu (binary) yanit degiskenli dagilimla yakindan iligkili bir
dagilimdir. n— tane bagimsiz deneme, ve her bir denemenin basari olasilig1 p oldugu
durumda, y bu denemelerdeki basar1 sayisini gosterirse bu durumda y’ye binom dagi-

limina sahip rasgele degisken denir. Bu dagilimin olasilik fonksiyonu

n _
fly,p) = (y)py (1-p)"Y,y=0,1,2,...n

olarak yazilir. Bu dagilim iistel aileye aittir ve

0 = log (%) ,b(0) =nlog(1+exp(0)),a(p)=0¢ =1,
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ve ¢ (y, ¢) = log <n) seklindedir. Ortalamas1 ve varyansi ise sirasiyla
)

p=mnp,o* =np(l—p)

seklinde, ve kanonik baglant1 fonksiyonu

g(u):@:bg(%):log(ﬁ>

seklindedir. n = 1 oldugu 6zel durumda ise bu dagilim iki yanitli dagilim olacaktir.

3.3. Olabilirlik Fonksiyonu

(3.1) numaral formiilde y, y rasgele degiskeninin bir degeridir. f (y, 6, ¢), y nin bir
fonksiyonudur ve burada 6 ve ¢ sabittir. Tanim geregi olabilirlik fonksiyonu, L (6, ¢;y), y

rasgele degiskeninin gozlemlenen degeri olan y icin verilen @ ve ¢’nin bir fonksiyonudur ve

L(0,¢;y)=[(y;0,9) (3.9)

seklinde gosterilir. L temelde 6 ve ¢ parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon
y’nin sonuglar tarafindan belirlendiginden L (0, ¢;y) bir rasgele degiskendir. Log olabilir-
lik fonksiyonu [ (0, ¢;y) ise L (0, ¢;y) nin logaritmasidir ve

1(0,¢;y) =log L(0,¢;y) (3.10)

seklinde gosterilir. Olabilirlik fonksiyonu diizgiinliik kosullar: altinda (iistel aile icin gecerli

olan kosullar) iken

oLe,o:y)\
E (T) =0, (3.11)
0°L(6,:y) oL(8,¢:y)\*\ _
E (T) +F ((8—0) =0 (3.12)
oldugu gosterilebilir. (3.1) formiiliinii kullanarak
o 9y —0(6)

elde edilir. Buradan 0’ya gore ilk iki mertebeden tiirevi alinirsa

0L(0,¢;y) _y—b'(6)

0 = e (3.14)
0*1(0,¢;y) _ —"(6)
T (3.15)
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elde edilir, b’ (0) ve b” (@) burada sirasiyla b (€) nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerdir.

(3.11) ve (3.14) esitliklerinden
p="=(0) (3.16)

elde edilir, oyle ki burada . = F (y). Ayrica (3.12), (3.14) ve (3.16) esitliklerinden
-b" (6 vV
6)  Var(y)

@ @@ 47

elde edilir.

Boylece y’nin varyansi
Var(y) =a(¢)b" (0) (3.18)

seklindedir. Burada a (¢), sadece ¢ dagilim parametresi ¢’ye bagliyken b” (0) ise sadece
0 kanonik parametresine baghdir ve dolayisiyla y’nin dagiliminin ortalamasi olan p’ye
baghdir. " (@) varyans fonksiyonu olarak isimlendirilir ve V' () olarak gosterilir.
Yukaridaki sonuglart dogrulamak icin (3.16) ve (3.18) formiilleri normal, Poisson
ve iki yanith (binary) dagilimlarinda uygulanabilir. Normal dagilim durumunda, 6 = p,
b(0) = %uz ve a(¢) = ¢ = o? seklindedir. Dolayisiyla b (6) = %92 ve V' (0) = p
olur. Ayrica a (¢)b” (6), 02 varyansim verecektir. Poisson dagilimi i¢in inceleme yapilirsa
0 = log A, b(0) = exp (0) ve a(¢) = 1 seklinde olup &' () = exp (#) = A olur ve bu da
dagilimin ortalamasidir. Bunlara ek olarak Poisson dagiliminda a (¢) 0" (f) = A varyansi
verecektir. Iki yanitli(binary) dagilimi icin inceleme yapilirsa da = log ﬁ ,b(0) =

log (1 4 exp (A)) ve a (¢) = 1 oldugu gozlenir. Bu durumda iki yanitl dagilimin ortalamasi

b’ (0) =exp (0) /(1 + exp(#)) = p olurken, varyansi ise

a(d)b(0) =exp(0)/(1+exp(0))’ =p(1—p)

olur (Khuri, 2009).
3.4. Parametre Tahmini

Bu boliimde, (3.2)’de verilen modelin dogrusal kestiricisi 77 i¢inde goriinen modelin
parametre vektorii 8’nin nasil tahmin edilecegini incelenmistir. 3 parametresinin tahmin
edicisine ulasabilmek icin en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilmigtir. Bu yontemle elde edilen

tahmin ediciye en c¢ok olabilirlik tahmin edicisi denir.
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(3.1)’deki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip n tane bagimsiz rasgele degisken
Y1, Y2, - - -, Yn Olsun. p;, y;’nin ortalamast ve 6; ise, y;’nin kanonik parametresidir (i =
1,2,...,n). y;’ler yanit degiskeni y’ye ait olan gozlemleri ifade etmektedir. g(u;) = n;
olsun ki burada ¢(.) uygun bir baglanti fonksiyonudur. Bu baglanti fonksiyonu (3.2)’de ve-
rildigi gibi 7; = 1 (x;) = f ' (x;)B seklindedir. (3.1)’den

f(yi;0:,0) = exp (Qly%;))(el) + c(yi,qﬁ)) i=1,2,...,n (3.19)

elde edilir ki burada ¢ dagilim parametresinin sabit bir degere sahip oldugu varsayilir. Yani

y’nin degerlerine gore degisim gostermez. i, o, - . ., ¥, lere iligkin log—olabilirlik fonksi-
yonu
- Oiyi — b (0;
HCESIEDD (T)() + c(yi,qb)) (3.20)

=1

formundadir dyle ki, @ = (01,05,...,0,)" vey = (y1,¥y2,...,y,)" seklindedir. Dogrusal
kestirici 17, (3’ya bagh oldugundan ve ortalama yanit (3.4)’teki gibi 7’nin bir fonksiyonu
oldugundan dolay1 1, pta, - . . , it,, ortalamalart 3 nin bir fonksiyonu olur. 3’nin en ¢ok ola-

bilirlik tahmin edicisi

—=0,7=12,...)p (3.21)
0B,
(3.20)’den
ol (0,9;y) . (ali) .
— = g=12,....p (3.22)
95; 2 95;
denklemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir ki, burada /3;, 3’nin j. elemanidir. Ayrica
Oiy; — b (91) ) .
li=|——+c(y,o) ), 1=1,2,....n (3.23)
(M el
seklindedir. Buradat =1,2,...,nvej=1,2,...,pigin

aﬁj B 00; 3/% 37% aﬂj
ol; Y~ b/(ei)
00; B a(qb)

olur, ¢iinkii (3.16)’ya gore p; = b'(6;) ve

Ops (@nz R
o Opi 9' (1)’
on; o

aﬁ] — f](xl)7



seklindedir, burada n; = f'(x;)8 ve f;(x;) de fT(x;) nin j. elemanidir. Sonug olarak
o yi—p 1 1

= fi(xi
95, a0) V@) g
L 1 I
Var(y:) g'(1:)
elde edilir, ¢linkii Var(y;) = a(¢)b”(6;). (3.22)’den
8[, - (yi - Mi) / .
N W) 0 fx) = 1,2, 3.24
o8~ w 9 (i) fi(x:), J p (3.24)
elde edilir, dyle ki,
wi = Var(y) (¢ ()i =1,2,....n (3.25)
olur. (3.21)’deki en cok olabilirlik denklemleri
- Yi — i .
Z(—wg’(ui)fj(xi) =0,7=12,...,p. (3.26)

i=1 W
olarak yazilir.

B’nin en ¢ok olabilirlik tahmini B ile gosterilir. ,(Ai, (3.26)’da verilen denklemlerin
¢oziimiinden elde edilir. Bu denklemler (3, 3, ..., 3, lerin dogrusal olmayan denklem-
leridir ¢linkii p1, pto, . . ., it ’ler, genel olarak, 1, 5, ..., 3,’nin dogrusal olmayan fonksi-
yonlaridir. Bu sebeple (3.26) denklemlerinin kapali formda ¢6ziimii olmayabilir. Ancak bu
denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmek icin Newton—Raphson metoduna dayali Fisher puanlama
metodu kullanilabilir. Bu iki metod birbirine ¢cok benzemesine ragmen bazi farkliliklar1 mev-
cuttur. Newton Raphson metodu ile Fisher puanlama metodu arasindaki fark Hessian mat-
risinin kullanilis sekillerindedir. Newton Raphson metodu Hessian matrisinin kendisinden
yani diger adiyla gozlenen bilgi matrisinden faydalanirken Fisher puanlama metodu bu mat-
risin beklenen degerinden, diger adiyla beklenen bilgi matrisinden yararlanmaktadir. Ayrica,
kanonik baglanti fonksiyonuna sahip GLM’ler i¢in gozlenen ve beklenen bilgi matrisleri
aynidir. (bkz. Boliim 4.5.5, Khuri (2009))

Oncelikle 3°, B’nin baslangi¢c tahmini ve 3" ise 8’nin t. adimdaki tahmini olsun

(t > 1). Boylece,

ol
g =p"—{EH,(8)) |ﬁ:,6t}_1%’,6:6%t =12,..., (3.27)
ﬁ! . elemant ﬁ olan ve B kullanilarak hesaplanan vektordiir, H;(3), ise
o3 '8=p" J- B, v u p ur, H;(8),
0 ol
H = — | =—= 3.28
® =55 (557) 328)
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. : o . o . 0%l
ile verilen [’nin Heissan matrisidir. H;, p x p boyutlu simetrik bir matristir ve ———, Heis-

98,8

san matrisinin (7, k). elemanin1 temsil eder. (3.27)’deki beklenen deger ise Verllen dagilima

gore 3’ nin yerine 3" kullamlarak degerlendirmeye alinir. (3.24) yardimiyla

ol
]

seklinde yazilir, burada X, i. satir1 f'(x;) olan n x p boyutlu bir matristir ve (3.2) denk-

= X'"WD(y — p) (3.29)

lemindeki dogrusal tahmin edicinin model matrisi olarak isimlendirilir, W = @7, w; ',

D =@ [0 )y = W.ys.-.Ya) ve g = (i, fi2,... o) seklindedir. Bu-
rada "@)" kosegen elemanlar1 gostermektedir. Ayrica, (3.24) kullanilarak Heissan matrisi
H, (8)’nin (j, k). eleman
o3 (g (Shoe) )+ 2 (R - 0)
= i X; + i(\Xi) 57 (W — 1) | -
T~ 2 | =) g (S ) ) + 20 (S e 5 (= )

i=1 Wi

Ancak,

i( o A)_ _aﬂiani o -1
o8, T T Tan 9B T g

on; g (p ) 55k

Pl -, K2 ( ;)

haline gelir. Her iki tarafinin beklenen degerinin alinmasiyla

P50 )= z (06 0

=1

fk(Xi)

olur, ¢iinkii = fr(x;). Boylece,

) - "1 G ) ICED

wy

i

elde edilir.
Sonug olarak, H; (3) nin beklenen degeri

E(H;(B)) = -X"WX (3.31)

formunda olur.

(3.29) ve (3.31) denklemleri kullanilarak (3.27)’deki formiil su hale doniisiir:
ﬂt+1 R [(XTWX)_I XTWD (y — ”)] o

_ [(xTvvx)‘1 XTW} e [Xﬁt +(D(y — ) ﬁ:ﬁt] . (332
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(3.32) denkleminin sag tarafindaki ifade asagida gosterildigi gibi ilging bir yorumlamaya
sahiptir. g(y) nin p civarinda birinci dereceden Taylor serisi yaklagiminin alindigini varsayil-

sin yani ¢(y) ~ z olsun, dyle ki burada

z = g(p)+(y—wnyg(n

= n+y—myg(p

= [ (X)B+(y—mg (1) (3.33)
seklindedir. z’nin ortalamasi 7 ve varyanst ise Var (y) (¢’ (p)*) dir. (3.33)"tinx;, %, . . . ,x,,’de
hesaplanmasiyla

ao= fTa)B+ (yi—m)g (), i=12...n (3.34)
elde edilir, z = (z1, 29, . . ., zn)T seklindedir. Esitlik (3.34)’iin matris formu
z=XB+D((y—pn) (3.35)

olarak yazilabilir. z'nin varyans—kovaryans matrisi

Var(z) =D (6]9 (Var (y»)) D =P (¢ () Var (y;) =W (3.36)

i=1 i=1

olarak ifade edilir. z’nin ¢. iterasyondaki degeri z' ile gosterilir. (3.32), (3.35) ve (3.36)
esitliklerinden yola ¢ikarak (3.32)’deki B*"’in, yamt degiskeninin z’ ve varyans—kovaryans
matrisinin ise (W_l)t oldugu dogrusal modeldeki 3 nin genellestirilmis (agirlikli) en kiiciik
kareler tahmin edicisi formunda oldugu goriilmektedir. (3.32)’deki formiiliin tekrarlanmasi
yakinsama oluncaya kadar devam eder.

Sonug olarak, (3.26)’de verilen en ¢ok olabilirlik denklemlerinin ¢6ziimii y’ye uygu-
lanmig bir baglanti fonksiyonunun dogrusallastirilmis formu kullanilarak agirliklandirilmis
tekrarh (iteratif) en kiiciik kareler yontemi ile elde edilir.

y veri vektorii, g’ niin ilk degerinin tahmini 77° olarak kullanilabilir ki 77°°1n i. elemam
g (y;) olur. Bundan ¢ (1;), Var (u;), p;’deki varyans vektorii ve z igin baglangi¢ degerleri
elde edilir. z igin n° secilir. Bunlar yinelemeli, tekrarli metodu baslatmak icin yeterlidir

(Khuri, 2009).
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3.5. Ortalama Yamitin Tahmini

(3.2)’de verilen dogrusal tahmin edici 77 (X) nin tahmini
(X)) =f1(X)B (337)

olup burada B tekrarlanan siirecin bir sonucu olarak elde edilen 3’nin en c¢ok olabilirlik

tahmin edicisidir. (3.4)’teki formiil yardimiyla verilen bir x noktasindaki ortalama yanit

p (%)
i) = h (7 () =h(fT(x)B). (3.38)

olarak yazilabilir. Burada h(.) fonksiyonu, baglanti fonksiyonu ¢(.)’nin ters fonksiyon-
dur. Bu tahmin degeri aym1 zamanda x noktasindaki kestirilen yanit (predicted response)

degeridir.
3.6. E ‘min Asimptotik Dagilim

B’nin en ¢ok olabilirlik tahmininin kesinlik derecesi asimptotik olarak 3’nin Fisher

bilgi matrisi kullanilarak belirlenebilir, bu matris I (3) ile gosterilir ve

L(8) = —E(H,(8)) (3.39)

seklinde tanimlanir. £ (H; (8)) ise (3.28)’de verilen Hessian matrisinin beklenen degeridir.

(3.31)’i kullanarak I (3)

olarak yazilir. n 6rneklem hacmi olup n — oo iken B’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edi-
cisinin @ ortalamali ve (I(8))”" varyans—kovaryans matrisli asimptotik normal dagilima

sahip oldugu bilinmektedir (Khuri, 2009). O halde
B~ AN (5, (Xwa)*l) . (3.41)

olarak ifade edilebilir. Burada AN asimptotik normalligi belirtir. Verilen bir 6rneklem hacmi

i¢in, B’mn varyans—kovaryans matrisi yaklagik olarak

1

Cov (B) ~ (XTWX)~ (3.42)
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seklinde gosterilebilir. (3.37) ve (3.42) kullanilarak 7) (X)’nin varyansi yaklagik olarak

1

Var (7 (X)) ~ f1(X) (XTWX) " f(X) (3.43)

seklinde gosterilir. Simdi (3.38)’deki 1 (X)’in varyansinin yaklagik bir ifadesini elde etmek
icin ilk olarak m (X)’in bir komgulugundaki 4 (1 (X)) in birinci dereceden Taylor serisi yak-

lasimi
h(0 (X)) = h(n (X)) + @ (X) —n (X)) (n(X)) (3.44)

olarak elde edilir, burada, 4’ (1 (X)), h (.) fonksiyonunun 7’ya gore tiirevidir. (3.38), (3.43)

ve (3.44) formiillerini kullanarak

Var (i (X)) ~ [0 (n(X))]’ Var (7 (X))

1

= [ (n X)) fT(X)(XTWX)™ f(X) (3.45)

olarak bulunur. gz (X)’in varyans1 X teki kestirim varyansi (prediction variance) olarak ad-

landirilir. (3.45)’in sag tarafi bu varyansin yaklagik bir ifadesidir.
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4. GAMMA REGRESYON MODELI

Gamma regresyon modeli oldukca kullanigh regresyon modellerinden biridir. Genel-
lestirilmis dogrusal modeller grubuna giren gamma regresyonu pozitif carpik ve ortalamanin
dagilim parametresiyle orantili oldugu durumlarda kullanilir. Gamma regresyon modeli i¢in
MLE yontemi en iyi yansiz tahmin edici yontemlerindendir. Ancak aciklayic1 degisken-
ler arasinda dogrusal iligkiler bulundugu zaman model parametrelerinin tahminleri biiyiik
varyanslara sahip olur ve varyans sismesi denilen olaya neden olur. Bunun sonucunda MLE
yontemi model tahmininde kotii sonuclar verir. Bu gibi durumlarda gamma regresyon mo-
deli i¢in yanli tahmin edicilerden olan ridge tahmin edicisi, Liu tahmin edicisi, Liu—tipi
tahmin edicisi alternatif ve kullanigh olacaktir. Yanli tahmin edicilerin yansiz tahmin edici-
lerden farki tahmin ediciye az miktarda yan ekleyerek varyansinin biiyiikliigiinii azaltip daha
kararli ve dogru tahminler elde etmektir.

Gamma regresyon modelinde hemen hemen yansiz tahmin edicileri kullanmak da
miimkiindiir. Hemen hemen yansiz gamma tahmin ediciler, yansiz tahmin edicilerle ayni
amaca hizmet etmekte olup yansiz tahmin edicilere gore ¢ok daha kiiciik miktarda yan ek-
leyerek yanli tahmin edicileden daha kararli tahminlere ulasmay1 amaclamaktadir. Hemen
hemen yansiz gamma tahmin edicilerinden bazilar1 hemen hemen yansiz gamma ridge tah-
min edicisi, hemen hemen yansiz gamma Liu tahmin edicisi ve hemen hemen yansiz gamma
Liu—tipi tahmin edicileridir.

Hemen hemen yansiz tahmin edicilerin yaninda gelistirilmis bir bagka tahmin edici
ise modifiye hemen hemen yansiz tahmin edicidir ve hemen hemen yansiz tahmin edicilere
gore kiiciik miktarda yan ekleyip daha iyi sonuclar elde etmeyi saglayabilmektedir. Bu tah-
min yontemi de gamma regresyon modeli i¢in kullanilabilir. Modifiye hemen hemen yansiz
gamma tahmin edicilerine drnek olarak modifiye hemen hemen yansiz gamma ridge tahmin
edicisi, modifiye hemen hemen yansiz gamma Liu tahmin edicisi ve modifiye hemen hemen
yansiz gamma Liu—tipi tahmin edicisi verilebilir.

Bu boliimde gamma regresyon modelinin elde edilisi, gamma regresyon modelinde
coklu baglant1 problemi, gamma regresyon modeli i¢in kullanilan yanli tahmin ediciler,
gamma regresyon modeli i¢in kullanilan hemen hemen yansiz tahmin ediciler ve gamma reg-

resyon modeli i¢in gelistirilmis modifiye hemen hemen yansiz tahmin edicilerinden bahsedile-
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cektir.

4.1. Gamma Regresyon Modeli

Gamma regresyon modeli gamma dagilimindan elde edilen bir modeldir ve bu mo-
delin parametrelerini tahmin etmek i¢in genelde en cok olabilirlik yontemi kullanilmaktadar.
Gamma dagilimina sahip, pozitif ¢arpik verilerde gamma regresyon modelini kullanmak

daha iyi tahminler saglamaktadir. Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

1
()5

olarak yazilabilir. Burada y gamma dagilimli yanit degiskenidir ve parametreleri o ve 3

flyia8) = 5 y* eV y >0 (4.1)

seklindedir (o, 5 > 0). Bu parametrelerden ov gamma dagilimi i¢in sekil parametresiyken
B ise olgek parametresidir. Gamma dagiliminin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla su

sekildedir:
E(y) = of
Var(y) = af?

Amin ve ark. (2020b) @ ve 3 yerine o = ¢! ve 8 = u¢ ifadelerini kullanarak yeniden
parametrelendirme yapmiglardir. Tezin bundan sonraki kisimlarinda bu sekilde devam edile-
cektir. Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu bu parametre doniisiimleriyle tekrar

yazilirsa

fly; p, @) = YO emulnd 1y > () (4.2)

1
(C(1/¢)(ue)'/?)
sekline doniisiir. Ayrica gamma dagilimi iistel dagilim ailesinden bir dagilimdir. Ustel
dagilim ailesi formunu kullanmak 6nceki bolimlerde MLE’yi bulmada kullanilan yollarin
takibinde kolaylik sagladigindan gamma dagilimu igin bu form tercih edilmistir. Ustel dagilim
ailesinin olasilik yogunluk fonksiyonu

y0 — b(0)
a(¢)

formunda gosterilir. Burada 6 konum parametresi, b(#) kiimiilatif fonksiyonu ve ¢ ise dagilim

F(3:0,6) = exp ( Ty, ¢>) 43)

parametresini ifade etmektedir. (4.2) numaral esitlik iistel dagilim ailesi formunda yazilirsa

, B yn— (=) (A-¢), =~ ¢ (1
f(y,9,¢)—exp( =9 + " Iny 5 1F(¢>) (4.4)
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elde edilir. (4.3) ve (4.4) numarali esitliklerden 0 = 1/u, a(¢) = —¢ ve b(f) = —In (i)

oldugu goriilebilir. Gamma dagiliminin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla
(y) =b(0) (a;)(ae) (M)(u) It

Var(y) = —¢b" (0) = —¢ (2—2) (g—’;) = —¢(1)(—1%) = ¢p®

seklinde olur. 4. gdzlem igin agiklayici degiskenlerin degerleri x| = (71, 70, ... , Tip)

oldugundan gamma dagilimli bagimli degiskeninin y’nin ortalamasi i¢in gamma regresyon

modeli
seklinde ifade edilebilir. Burada x, = (21, %42, . . ., i), X matrisinin . gézlem vektoriidiir
ve B = (P1,---, ﬂp)T ise regresyonun katsayilar vektoriidiir. g(p;) fonksiyonu ise baglanti

fonksiyonudur, dyle ki, g(p;) = 1;. Gamma regresyon modeli i¢in log-olabilirlik fonksiyonu

Esitlik (4.4) kullanilarak

(. ) = Z (2 cm) + e - 2 (1 ()] @

olarak yazilir (Amin ve ark., 2020b). Denklem (4.5) maksimize edilerek MLE elde edilir.
Ancak Denklem (4.5), 3’ nin dogrusal olmayan bir fonksiyonu oldugundan iteratif (yinelemeli)
yontemler kullanilir. Iteratif bir yontemle elde edilen MLE tahminleri B , [Lve $ olsun. Log-

olabilirlik fonksiyonunun 3’ya gore kismi tiirevinin alinip

s =2 gg D ag(g L= (4.6)

denklem sistemi ¢oziiliir. S(3), p X 1 boyutlu bir yapidadir. (4.6) numarali denklemde S (3)

B’ nin dogrusal olmayan bir fonksiyonudur. Bu nedenle bilinmeyen parametrelerin tahmini

icin kullanilan Fisher puanlama yontemdeki iterasyonlar

~(t+1)

-5~ {E1me), 50} |55 e @7

1
olarak yazilabilir. Burada E (H,(83)) = —5XTWX seklinde olup Heissan matrisinin bek-

lenen degeridir. Biitiin bu agamalar uygulandiginda 3’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
Brip = (XTWX) ' X Wz (4.8)
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olarak ifade edilebilir. Burada diizeltilmis bagimli degisken z = [z1, 2o, . . ., 2,,| (bkz. Amin

ve ark. (2020b)) igin z; = 7); + W, W = ngl TV ve V(u) = Var(y)/¢ =
b"(0) olur (bkz. Khuri (2009), sf. 507). Dikkat edilirse bu buradaki W matrisi (3.25) nu-
maral esitlikten farklidir. Buradaki degisiklik incelenen makalelerle uyum saglayabilmek
amactyla yapilmistir. Heissan matrisinin onceki boliimden biraz farkli ¢ikmasinin nedeni
W’ye uygulanan degisimdir. Log-baglanti fonksiyonu kullanilarak ortalamanin tahmini
[ = exp (XIBMLE) seklini alir. W ve z ise Fisher puanlama iteratif yontemiyle en son

adimda elde edilen agirlik matrisi ve diizeltilmis bagimli degiskendir. En ¢ok olabilirlik tah-

min edicisi olan By asimptotik olarak normal dagilimhidir ve varyans—kovaryans matrisi

Cov (BMLE) = 5 (XTWX> B

~ 1 )
olur, burada ¢ = 3 (y Aj‘) seklindedir (bkz. Agresti (2015), sf. 154). MSE
(CO

M
tahmin degerleri ile gercek degerler arasindaki farkin karesi olup bir tahmin edicinin ne kadar

1yi oldugunu 6l¢gmede kullanilan bir kriterdir ve kiiciik degerlere sahip olmasi beklenir. En

cok olabilirlik tahmin edicisinin MSE’si
MSE (BMLE) = kb ((BMLE - /3>T <BMLE - 5))
= ¢ ($ (XT\/A\/‘X)_I) - $i (%) (4.9)
j=1 "

olarak ifade edilir, burada A;’ler j = 1,2,...,p i¢in XTWX matrisinin 0zdegerleridir
(Amin ve ark., 2020b). MLE’nin hata kareler ortalamas1 incelenirse, 6zdegerler kiigiildiikce
MSE’nin arttig1 goriiliir. Ozdegerlerin kiiciik olmasi varyans sismesine neden olup tahmin
degerlerinde istenmeyen sonuglara sebep olur. Varyanslarin agir1 bilyiimesi sorunu ¢oklu
baglant1 probleminden kaynaklanmaktadir. Coklu baglanti problemi agiklayici degiskenler
arasinda yiiksek korelasyonlar bulunmasi veya yakin dogrusal bagimlilik olmasi durumudur.
Boyle durumlarda MLE iyi sonuglar vermedigi i¢in farkli yontemler kullanilir. Bir sonraki

baglikta ¢oklu baglantidan detayli olarak soz edilecektir.
4.2. Coklu Baglanti Problemi

Coklu baglanti X matrisinin siitunlarininin dlgeklendirilmesine bagli oldugu igin

X matrisinin 6l¢eklendirildigi varsayilsin. GLM’lerde ¢oklu baglantiya gecilmeden Once
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GLM’ler icin uygun notasyon tanimlamalar1 gerekmektedir. Regresyon katsayis1 vektori

olan 3 i¢in n x n boyutlu agirliklandirilmis kosegen matris W, 6nceki boliimlerde

T 1 1" . n
W= @W’VW = Var(y) /o =0"(0),i=1,2,...,

olarak ifade edilmisti. Ayrica nx 1 boyutlu diizeltilmis bagimli degisken z, (3.42)’de verilmis

olup, 7. eleman1

o= [T (x)B+ (v — ) g ()

olarak yazilabilir, burada verilen y; = ¢! ( T (xs) ﬁ) seklindedir. GLM’lerde parametre
tahmini genellikle yinelemeli agirliklandirilmis en kiiciik kareler (IRLS) algoritmasi kul-
lanilarak en cok olabilirlik yontemi ile bulunur (Nelder ve Wedderburn, 1972). Buna gore,

her adimda tahmin edilen parametre vektorii
1 T T
6t+ = (X WﬂfX) X WBt Zﬁt

seklinde yazilabilir. Verilen esitlikte ¢ ifadesi iterasyon numarasidir. En son elde edilen pa-
rametre vektorii ise en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Agirliklandirilmig en kiiciik kareler
tahmin edicisi icin her adimda elde edilen parametre vektoriine X(*) = [Wﬁt]l/ 2X ve zl) =
[W 4:]'/?2: doniisiimleri uygulandiginda

Bt — <(X(t))T X(t)) - X (1) (1) (4.10)
elde edilir. Yukarida elde edilen tahminler 3 icin MLE’dir ve sonugta asimptotik olarak
normal dagilimhidir.

Eger (Wﬁt) "2 X a’nm yeterince kiiciik bilesenleri olacak sekilde bir o yon vektorii
varsa ya da aTXTWﬁtXa kiiciikse GLM’lerde coklu baglanti mevcuttur (Mackinnon ve
Puterman, 1989). aTXTWﬁtXa’nln en kiiciik degerini almasi i¢in o’nin, XTWBtX’mn
en kiiclik 6z degeri \,,;,’e karsilik gelen 6z vektoriiniin yoniinde olmasi gerekir. Sonug
olarak, GLM’lerde ¢oklu baglant1 \,,;, nin kiiciik degerlerine karsilik gelir. Dolayisiyla,
coklu baglantiyr bulma kriterlerinden biri olarak XTWﬂtX matrisinin kosul sayis1 yani,
X'W 5t X matrisinin maksimum 6z degerinin minimum 6z degerine oraninin karekoki, kul-
lanilabilir. Eger XTWﬁtX matrisinin kosul sayis1 10’u asarsa GLM’lerde coklu baglanti

mevcuttur yorumu yapilir.
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Bu yontem ve diger yontemler 6zneldir ancak coklu baglantiy1 bulmak agisindan iyi
birer kilavuzdurlar. GLM’lerden biri olan gamma regresyon modeli i¢in de yukarida verilen-
ler gegerli olup 3 bilinmediginden X W 3X matrisinin tahmini olarak XTWBMLEX kulla-
nilir. Burada BMLE gamma regresyon modelinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Ciinkii
XWX matrisinin bilesenleri 3 i¢in 1 — 1 oldugunda X "W3 X matrisi, X" WX’ nin
MLE’si olur. Baz1 diizgiinliik kosullar1 altinda XTWBMLEX tutarl olacaktir. Uygulamada,
es dogrusallig1 tespit etmek i¢cin gamma regresyon modelinin MLE’si BMLE parametresi 3'
ile degistirilir. Burada ¢ ifadesi agirlikli en kiiciik kareler algoritmasinin kriterlerini saglayan
B’ nin iterasyon numarasidir. Gamma regresyon modelinde de XTWBtX matrisinde ¢ yeteri
kadar biiyiik oldugunda ( XTW@MLEX matrisi elde edilir) kosul sayis1 10’u asarsa ¢oklu
baglantinin varlifindan bahsedilir.

Yukaridaki sonuglardan yola ¢ikilarak GLM’lerde ve de dolayisiyla gamma regres-
yon modelinde ¢oklu baglanti iizerine bazi sonuglar elde edilebilir. Tekrarli agirliklandirilmis
en kiiciik kareler algoritmasi, 3, MLE’ye yakin oldugu durumlarda hesaplama bakimindan
kararsiz olabilir, ¢iinkii ¢ yeterince biiyiik oldugu zaman, XTWﬂtX matrisinin neredeyse
tekil oldugu goriilebilmektedir. BMLE’nin asimptotik kovaryans matrisi ¢ (XTWBMLE X) -
seklinde olup ¢oklu baglanti oldugunda kovaryans matrisinin bilesenleri fazla biiyiik olacak
ve bu ylizden parametre tahminleri giivenilir olmayacaktir. Coklu baglanti durumlarinda
sapma ve genellestirilmis Pearson istatistigi gibi ¢cikarim ve tahminlerin GLM iizerindeki
etkilerini bulmak kolay olmayacaktir. Ciinkii bunlar 3 ve W’nun karmagik fonksiyonlaridir
(Mackinnon ve Puterman, 1989).

Yukaridaki aciklamalardan da anlagildig: iizere ¢oklu baglantida kullanilacak olan
teshis kriteri XTWBtX, yeterince biiyiik ¢ iterasyonu i¢in X' Wg-X matrisine yaklasa-
caktir. (Burada 3, GLM’lerde MLE tahmin edicisidir.) Bu yontem, yaniti modellemek
icin secilen belirli bir dagilima baglidir ve bu nedenle standart dogrusal modellerdeki ¢oklu
baglant1 teshisine dayali daha basit kriterler elde etme olasilig1 iizerinde diisiiniilmiistiir.
Standart dogrusal modellerin tersine GLM’lerde ¢oklu baglantinin varligi hem X matrisinin
situnlarinin geometrisine hem de 3 matrisinin yoniine baglidir. Bunun nedeni XTW@tX
matrisinin X3 nin agik bir fonksiyonu olmasidir ve sonug olarak matrisin 6z degerleri X
ve B’nin belirli degerlerine baghdir. Bu nedenle standart dogrusal modeller ¢oklu baglanti
gosterirken GLM’ler gostermeyebilir ya da tam tersi olup GLM’ler coklu baglanti gos-

terirken standart dogrusal modellerde goriilmeyebilir. Bunlarin yaninda iki modelde de ¢oklu
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baglant1 goriiliip ¢coklu baglantinin yonleri farkl olabilir. Mackinnon ve Puterman (1988) bu
olas1 durumlar1 gosteren gamma dagilimina bagli 6rnekler vermistir ve bu ¢alisma tek bagina
standart dogrusal model tanilamasinin GLM’deki ¢oklu baglantiy: tespit etmek i¢in yetersiz
oldugunu gostermektedir. Bunun yerine tanilama X W g- X matrisine dayandiriimalidir.
Asagida verilen teorem GLM’nin ve buna karsilik gelen standart dogrusal modelin
indekslerinin coklu baglantililig1 arasindaki iligkileri hakkinda bilgi vermektedir. Bu teorem
Mackinnon (1986) tarafindan 6zel bir durum olarak agirlikli en kiigiik kareler ve standart

dogrusal modeller baglaminda belirtilmis ve 6zel bir uygulamasi verisi ile ele almistir.

Teorem 4.1 XX matrisinin kosul sayist ¢ ve X' VX matrisinin kosul sayist ¢, olsun.
Burada V pozitif kosegen matris olup vp,in Ve Upmae bu matrisin minimum ve maksimum

bilesenleridir. Buna gore asagidaki esitsizlik saglanir

(Umin) QbQ Sgbi S (Umaa:) ng.
Umaz Umin
ispat Teoremin ispati i¢in bkz. Mackinnon ve Puterman (1988) (s.47-48) l

Bu sonug, tahmin i¢in agirlikli en kiiciik kareler modellerinin kullani1ldig1 herhangi
bir modelde ¢oklu baglant1 analizinde uygulanabilir. Mackinnon (1986) GLM’lerde V ’nin
W () ile belirlenmesini su sekilde yorumlamigtir: GLM sisteminin kosul sayisi, standart
dogrusal modellerin kosul sayisinin V 6l¢ekleme agirliklilarinin minimum degerinin mak-
simum degerine orani seklinde bazi reel katlariyla sinirlandirilmistir. Bu teorem yoluyla
iki sonug ¢ikarilmistir. Bunlardan birisi eger agirliklar oransiz degilse o zaman GLM’lerdeki
coklu baglanti standart dogrusal modelinkine benzerdir ve dolayistyla coklu baglantiyr X "X
matrisiyle bulmak miimkiin olur. Ancak tam tersi durum mevcutsa teoremdeki aralik genis
olacak ve standart dogrusal modelde coklu baglant1 olmasa bile GLM’de coklu baglanti ola-
bilir. Bu kadar genis aralik veren veri kiimeleri ortalama deger 6lceginin u¢ degerlerinde
yanitlar icerenlerdir, 6rnegin kiiciik ve biiyiik sayilara sahip Poisson modeli (Mackinnon,
1986).

GLM’lerde ve dolayisiyla gamma regresyon modelinde coklu baglanti oldugu du-
rumda ise MLE’yi kullanmak iyi kestirimler vermedigi i¢in bagka tahmin yontemleri kullan-
mak gerekmektedir. Bu tahmin edicilerin MLE’den daha iyi sonuclar vermesinin yaninda
MLE gibi yansiz degil belli bir miktar yana sahip olmalar1 miimkiindiir. Modele yan ekle-

mek, istenmeyen bir durum olsa da ¢oklu baglanti durumunda avantaj saglamaktadir. Gamma
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regresyon modeli i¢in Onerilen bazi1 yanl tahmin ediciler bir sonraki basliklarda incelenecek-

tir.

4.3. Yanh Tahmin Ediciler

Bir modelde aciklayici degiskenler arasinda yakin dogrusal iligkiler bulunuyorsa yani
modelde ¢oklu baglanti problemi varsa yansiz tahmin yontemleri olan MLE ve OLS, model
tahmininde yiiksek varyanslara sahip oldugundan tahminler kararsiz olacaktir. Coklu baglan-
tinin varhi§inda yansiz tahmin edicilerin MSE’si yiiksek ¢ikacak, katsayilarinin isaretlerinde
farkliliklar goriilebilecektir. Tahmin degerlerinin iyi sonug¢lar verememesi arastirmacilari
yeni tahmin ediciler aramaya yonlendirmistir. Modele az miktarda yan eklenerek daha
kararli tahminler elde edilebilecegi one siiriilmiis ve yanli tahmin ediciler 6nerilmistir. Bun-
lardan birisi ridge tahmin edicisidir. Ik olarak Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan 6neri-
len ridge tahmin edicisi, dogrusal regresyon modelinde X "X matrisinin kosegen eleman-
larina pozitif bir £ parametresinin eklenmesiyle elde edilen bir tahmin yontemidir. Bu yon-
temin Onerilmesinin ardindan yanlilik parametresi £’ nin degerinin tahmini tizerine ¢alismalar
yapilarak eklenen yan miktariin MSE’de daha kiiciik sonuglar vermesi amaglanmasgtir.

Coklu baglant1 durumlarinda kullanilabilecek bagka bir tahmin edici Liu (1993) tarafin-
dan Onerilmis olan Liu tahmin edicisidir. Liu tahmin edicisi, ridge ve Stein tahmin edici-
lerinin ikisinin de avantajlarindan faydalanilarak olusturulmustur. Bu tahmin edicinin bir d
yanlilik parametresi bulunmaktadir ve bu parametrenin deger aralig1 0 < d < 1 seklindedir.
Ayrica bu aralikta hangi deger secilirse en iyi MSE sonuglarinin elde edilecegi iizerinde de
calismalar yapilmistir.

Liu tahmin edicisinden sonra, iki parametreli bir tahmin edici olan Liu-tipi tahmin
edicisi Liu (2003) tarafindan onerilmistir. Bu tahmin edici, Liu tahmin edicisi ile ridge tah-
min edicisinin Ozelliklerini igerisinde barindiran bir tahmin edicidir. Liu-tipi tahmin edi-
cisindeki k£ ve d parametreleri, sirasiyla, £ > 0 ve —oo < d < oo seklinde sinirlanmuagtir.
Diger yanl tahmin edicilerde oldugu gibi bu parametrelerin, tahmin edicinin performansini
en iyl yapacak sekilde secilmesi icin, farkli tahmin yontemleri tizerine ¢aligilmistir.

Literatiirde bu tahmin edicilerin haricinde bagka yanli tahmin ediciler de 6nerilmistir.
Ancak bu tezde yukarida bahsedilen ii¢c yontem incelenecektir. Tezin ilerleyen boliimlerinde,

ozellikle GLM’lerde kullanilan ve ridge, Liu ve Liu—tipi tahmin edicileri temel alinarak
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olusturulmus yanlh tahmin ediciler de tanimlanmistir. Bu tahmin ediciler ise hemen hemen
yansiz tahmin ediciler olarak adlandirilmistir. Yanlh tahmin edicilere gére hemen hemen
yansiz tahmin ediciler modele daha az miktarda yan ekleyerek daha iyi tahminlerde bulun-
may1 saglamistir. Bu tahmin edicilerin modifiye edilmesiyle, modifiye hemen hemen yansiz
tahmin edicileri olusturulmus ve modelde ¢oklu baglantinin oldugu durumlarda diger yanlh
tahmin edicilere alternatif olarak kullanigli tahmin ediciler olmuglardir. Burada bahsi gecen

yanl tahmin ediciler, gamma regresyon modelinde tanitilacaktir.
4.3.1. Gamma Ridge Tahmin Edicisi

Aciklayict degiskenler arasinda yiiksek iligkiler bulundugu durumlarda arastirmacilar
tarafindan tercih edilebilecek bir yontem olan ridge tahmin edicisi ilk olarak Hoerl ve Ken-
nard (1970) tarafindan Onerilmistir. Ridge tahmin edicisi, Segerstedt (1992) tarafindan ge-
nellestirilmis dogrusal modellerde kullanmistir. Gamma regresyon modelinde uygulamasini
Almagal (2018), Amin ve ark. (2020a) ve Amin ve ark. (2020b) yapmislardir. Gamma reg-
resyon modelinde katsay1 vektorii olan 3’nin gamma ridge tahmin edicisi (GRRE: Gamma

regression ridge estimator) Amin ve ark. (2020a) tarafindan
e —_~ 71 —_~ ~
Bonmn = (XTWX + k:I) XTWXByyp k> 0 4.11)

seklinde tanimlanmistir. Burada I matrisi p X p boyutlu birim matrisini temsil ederken
XTWX matrisinin yanindaki k ise ridge tahmin edicisinin yan parametresi olarak adlandirilir,
ridge yanlilik parametresinin deger aralig1 £ > 0 seklindedir.

Gamma regresyon modelinde ¢oklu baglanti olmasi durumunda dogrusal regresyon
modeline benzer sekilde, kotii kosullu durumda olan XTWX matrisinin kosegen eleman-
larina eklenen yanlilik parametresinin modelde olan koétii kosullulugu ortadan kaldirmasi

beklenir. GRRE icin beklenen deger
E (BGRRE> — E ((XTWX + k:I) B XTVAVXEMLE)
(XTWX + kI) T XTWXE (BMLE)
- (XTWX + k:I) T XTWX3

seklinde yazilabilir. Amin ve ark. (2020a), GRRE’nin varyans—kovaryans matrisini, yan

32



vektoriinii ve MSE’sini sirayla

~

Cov (Berme) = @ ((XTWX + k) - (X"Wx) - (XTWX + k1) _1)
Bias (BGRRE) - (XTWX + kI) T XTWXB - 8

S (XTVAVX + kI) s

P P 2
. - A, 32
MSE (ﬂGRRE) = ¢y —LS+k)Yy —
olarak elde etmislerdir, burada \;, j = 1,2,...,pigin X TWX matrisinin Ozdegerleridir.

4.3.2. Gamma Liu Tahmin Edicisi

Ridge tahmin edicisi diginda bir diger yanl tahmin edici ise Liu tahmin edicisidir.
Ridge tahmin edicisi pratikte etkili bir yontem olmasina karsin £’nin karmagik bir fonk-
siyonudur. Liu tahmin edicisi ise d’nin dogrusal bir fonksiyonu oldugu icin ridge tahmin
edicisinden daha kullanigh ve pratik bir yontem olarak onerilmigtir. Liu tahmin edicisinde
yanlilik parametresi olan d parametresi 0 < d < 1 araligindadur.

Dogrusal modellerde Liu (1993) tarafindan 6nerilen Liu tahmin edicisi, genellesti-
rilmis dogrusal modeler igin Kurtoglu ve Ozkale (2016) tarafindan diizenlenirken, gamma
regresyon modeli i¢in ise Qasim ve ark. (2018) tarafindan tantmlanmistir. Gamma regresyon

modelinde parametre vektorii 3’ nin gamma Liu tahmin edicisi (GLE: gamma Liu estimator)
~ —~ _1 —~ A~
Borp = (XTWX + I) (XTWX + dI) Baie, 0 <d <1 4.12)

olarak tanimlanmistir. Burada d dogrusal regresyon modelinde oldugu gibi Liu tahmin edi-
cisinin yanhlik parametresidir. Kurtoglu ve Ozkale (2016), GLE nin performansini aragtir-

mak icin bir Monte Carlo simiilasyon ¢alismas1 yapmislardir. GLE nin beklenen degeri
A~ —~ _1 — ~
E <5GLE) _ E ((XTWX + I) (XTWX v dI) BMLE>
— -1 _— —~
- (XTWX + I) (XTWX + dI) E (BMLE>
— —1 —
- (XTWX + I) (XTWX + dI) 3

olarak yazilabilir. Almagal ve Asar (2020), GLE’nin varyans—kovaryans matrisini, yan vek-
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toriinii ve MSE’sini sirasiyla

Cov (BGLE) - 3 (XTVAVX n I> - (XTVAVX + dI> XTWX
X (XTWX + dI) (XTWX + 1) -

-1

Bias (BGLE) - —(1-d) (XTVAVXH) &, (4.13)
MSE (BGLE> - qszp: A;jl 2;: 5 +1 (4.14)

seklinde ifade etmislerdir. Burada \;, j = 1,2,...,pigin XWX matrisinin Ozdegerleridir.
4.3.3. Gamma Liu-Tipi Tahmin Edicisi

Liu-tipi tahmin edicisinin Liu (2003) tarafindan 6nerilmesinin ardindan Liu—tipi tah-
min edicisi dogrusal modeller disindaki farkli modellere uyarlanmistir. GLM’lerde Inan ve
Erdogan (2013), Asar ve Geng (2016), Amin ve ark. (2019), Varathan ve Wijekoon (2019)
farkli modeller icin bu tahmin ediciyi incelemislerdir. Gamma regresyon modeli i¢in ise
Almagal ve Asar (2020) Liu—tipi tahmin edicisini tanimlamiglardir. Gamma regresyon mo-
delinde parametre vektorii 3’nin gamma Liu-tipi tahmin edicisi (GLTE: gamma Liu-type

estimator)
A~ —~ 71 —~ A~
Beirs = (XTWX n kI) (XTWX - dI) Bap k>0, —00 <d < 400 (4.15)

olarak ifade edilir. Burada k ve d Liu-tipi tahmin edicisinin yanlilik parametreleridir. Tezde
kullanilacak olan tahmin edicilerden biri bu tahmin edici oldugundan ileride ayr1 bir boliim

olarak daha ayrintili bir sekilde incelenecektir.
4.4. Hemen Hemen Yansiz Tahmin Ediciler

Gamma regresyon modelinde ¢oklu baglanti problemi oldugunda en ¢ok olabilir-
lik tahmin edicisinin iyi sonuglar vermedigi bunun iizerine de yanl tahmin edicilerin kul-
lanildig1 daha onceki boliimlerde bahsedilmisti. Hemen hemen yansiz gamma regresyon
tahmin edicileri de ¢oklu baglanti probleminin oldugu durumlar i¢in gelistirilmis olup, mo-

dele az miktarda yan ekleyerek varyansi diisiirmeyi ve MSE’yi kii¢iiltmeyi amaglar. Hemen
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hemen yansiz gamma tahmin edicilerinin de yanli gamma tahmin edicilerine gore avantaji,
eklenen yanin daha kii¢iik olup yanl tahmin edicilerden daha iyi tahmin sonuclar1 elde ede-

bilmesidir. Hemen hemen yansiz tahmin edicinin tanim1 asagida verilmistir.

Tanim 4.1 (Xu ve Yang, 2011) B, B parametresinin yanli bir tahmin edicisi olsun. B tahmin
edicisinin yan vektorii Bias (,@) =F <B> — B = CB olup bu esitlik £ (,@ — C,@) =0
seklindedir. Buradan ,é = [A‘i — CE =(I- C)@ elde edilir ki bu da B yanli tahmin edicisine

dayali hemen hemen yansiz tahmin edici olarak adlandiriir.

Tanim 4.1 kullanilarak yanli tahmin edicilerin hemen hemen yansiz tahmin edici versiyon-
lar1 elde edilecektir. Bu alt boliimde hemen hemen yansiz gamma tahmin edicileri kisaca

tanitilacaktir.
4.4.1. Hemen Hemen Yansiz Gamma Ridge Tahmin Edicisi

Bu tezin konusu olan hemen hemen yansiz tahmin edicilerden ilki hemen hemen
yansiz ridge tahmin edicisidir (AURE: almost unbiased ridge estimator). Bu tahmin edici,
dogrusal modellerdeki ridge tahmin edicisinin yukarida verilen tanim kullanilarak elde edilmis
olan hemen hemen yansiz versiyonudur. Dogrusal regresyon modeli i¢in hemen hemen yan-
s1z ridge tahmin edicisi Singh ve ark. (1986) tarafindan Onerilmistir. Akdeniz ve Erol (2003)
dogrusal regresyon modelinde hemen hemen yansiz ridge tahmin edicisini incelemistir ve
Amin ve ark. (2020a) bu tahmin ediciyi gamma regresyon modeline genellestirmislerdir.
Amin ve ark. (2020a) hemen hemen yansiz gamma ridge tahmin edicisini (GAURE: almost

unbiased gamma ridge estimator)

~ -1\ ~
Boaone = (T+k(XTWX 4 k1) )ﬁGRRE

of — XTWX + kI) XTVAVX) Benns

-1

_ (I + (XTWX v k:I) XTWX) (XTWX + /~<:I)_1 X WX Byig
(I ;2 XTWX+ k:I) 2) (XTVAVX> (XTVAVX) BuLe

- k2 XTWX+I<;I) )BMLE,k>0
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seklinde tantmlamiglardir. Burada BGRRE (4.11)’de verilen gamma ridge regresyon tahmin

edicisidir. GAURE’nin beklenen degeri
-~ —~ -2\ ~
E (Boavne) = F ((I ~ k? (XTWX + k1) ) ﬁMLE>
= (1o (WX ) ) B (Buae)
_ (1 e (XTWX + kl) 2) 3

seklinde yazilabilir. Amin ve ark. (2020a) GAURE’nin varyans—kovaryans matrisini, yan

vektoriinii ve MSE’sini sirasiyla
—~ ~ — —2 — —1
Cov (Beavne) = 0 (I — k? (XTWX + k1) ) (X"Wx)
— N\ T
X (I = (XTWX + k:I) )
~ o~ -2
Bias (ﬁGAURE> S (XTWX + kI) 3

- I~ (A2 +2k)))° P
MSE — AN AR VA "

j=1
seklinde elde etmislerdir. Yukaridaki denklemlerde gegen \; dnceki boliimde tanimlandig:

gibidir.
4.4.2. Hemen Hemen Yansiz Gamma Liu Tahmin Edicisi

Bir diger hemen hemen yansiz tahmin edici de hemen hemen yansiz Liu tahmin edici-
sidir (AULE: almost unbiased Liu estimator). Dogrusal regresyon modelinde, hemen hemen
yansiz Liu tahmin edicisinin genellestirilmis hali Akdeniz ve Kaciranlar (1995) tarafindan
onerilmistir. Akdeniz ve Erol (2003) dogrusal regresyon modeli i¢in hemen hemen yansiz
genellestirismis ridge tahmin edicisi ile hemen hemen yansiz genellestirismis Liu tahmin
edicisini matris hata kareler ortalamasi kriterine gore kargilastirmiglardir. Akdeniz ve Duran
(2012) dogrusal modellerde genellestirilmis AULE’yi jackknife yontemi ile modifiye ede-
rek yeni bir tahmin edici tammmlamiglardir. Wu ve ark. (2018) kisitli hemen hemen yansiz
Liu tahmin edicisinin lojistik regresyondaki performansini incelemiglerdir. Varathan ve Wi-
jekoon (2019) ve Varathan ve Wijekoon (2021) lojistik regresyonda Liu tahmin edicisi ve

hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi tizerine ¢aligmiglardir.

36



Gamma regresyon modelinde ise hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi daha 6nce
tantmlanmamigtir. Bu tahmin edici literatiirde ¢alisilmis olan modellerde iyi sonuglar verdigi
icin gamma regresyon modelinde de ¢oklu baglanti oldugu durumlarda iyi tahmin sonuclari
verecegi diisiiniilmektedir. Bu tezde gamma regresyon modelinde, bahsi gecen bu tahmin
edici hemen hemen yansiz gamma Liu tahmin edicisi (GAULE: almost unbiased gamma Liu
estimator) olarak isimlendirilmistir.

Qasim ve ark. (2018) tarafindan 6nerilen GLE’ nin yan vektorii (4.13)’te
- _ -1
Bias (5GLE) — _(1—d) (XTWX + 1) 8

olarak verilmisti. Tanim (4.1)’1 kullanan makalelerden olan Kadiyala (1984) ve Varathan ve
Wijekoon (2021)’1 takip ederek yan diizeltmesi yapilmig hemen hemen yansiz gamma Liu

tahmin edicisi (BCGLE: bias—corrected gamma Liu estimator)
Bpccre = PBeue — Bias <5GLE>
~ _ -1
= Bop+(1-d) (XWX +1) 8

seklinde tanimlanir. GAULE’nin elde edilmesi i¢in BCGLE formiiliindeki 3 yerine BGLE
yazilir (bkz. Tanim 4.1). O halde GAULE asagidaki gibi tanimlanir

. . - 1
Bcavte = Bare + (1 —d) (XTWX + I) BaLe

_ (I +(1-d) (XTWX +1) 1) (XTWX 1) (XWX + 1) By

o -1 — -1\ ~
(I +(1-d) (XWX +1) ) (I ~(1-d) (XTWX +1) ) Buir
—~ -2\ ~
_ (I —(1—d) (XTWX + I) ) B
Yani, kisaca GAULE
~ 9 T -2\ ~
BcauLe = (I —(1—4d) (X WX + I) ) Bure, 0 <d <1 (4.16)

seklinde yazilabilir. Burada d, GAULE’nin yanlilik parametresidir. GAULE’nin beklenen
degeri

2

E <BGAULE> = <I - (1 - d)2 (XTWX + I>7 E (/@MLE)

)
A,

_ (1 —(1—d)? (XTWX + 1)7
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olarak bulunur. GAULE’nin varyans—kovaryans matrisi, yan vektorii ve MSE’si sirasiyla

~

Cov (BGAULE> = ¢ (I —(1—4d)’ (XTWX + I) 2) (XTWX> -1
x (I ~(1-ay (XWX +1) _2>T
Bias ([%AULE) _ (— (1—d)? (XTWX n I) 2) B

~ & DN 2 —d) Y - 5—72

Jj=1 Jj=1

olarak elde edilir.
4.4.3. Hemen Hemen Yansiz Gamma Liu-Tipi Tahmin Edicisi

Hemen hemen yansiz tahmin edicilerden biri olan hemen hemen yansiz Liu—tipi tah-
min edicisi (AULTE: almost unbiased Liu—type estimator) Chaubey ve ark. (2018) ve Yildiz
(2018) tarafindan ¢alisilmistir. Yapilan literatiir taramasinda hemen hemen yansiz Liu—tipi
tahmin edicisinin gamma regresyon modelinde ¢alisilmadigi goriilmiis olup gamma regres-
yon modelinde hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edicisini uygulamanin ¢oklu baglanti
probleminin varliginda iyi tahmin sonuglar1 saglayabilecegi diisiiniilmiistiir. Dolayisiyla, bu
tezde gamma regresyon modelinde hemen hemen yansiz gamma Liu—tipi tahmin edicisi
(GAULTE: almost unbiased gamma Liu—type estimator) tanimlanmistir. Gamma Liu—tipi

tahmin edicisinin yan vektorii
~ —~ -1 —~ ~
Bias (ﬁGLTE> - <XTWX n kI) (XTWX - dI> Buis — B
o —1
= —(k+d) (XWX k) 8 (4.17)

olarak bulunur. Chaubey ve ark. (2018) ve Kadiyala (1984)’dan faydalanarak yan diizeltmesi
yapilmig gamma Liu—tipi tahmin edicisi (BCGLTE: bias—corrected gamma Liu—type estima-
tor)
Bpcerre = Bavre — Bias (BGLTE>
~ _ ~1
= Barre + (k+d) (XTWX + kl) B

olarak tanimlanabilir. GAULTE’yi olusturmak icin BCGLTE formiiliindeki 3 yerine BGLTE
yazilacaktir (bkz. Tanim 4.1). O halde Chaubey ve ark. (2018) ve Ohtani (1986)’yi takip
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ederek, GAULTE asagidaki adimlarla elde edilir

N . 1
Boavrre = Barre + (kB +d) (XTWX+kI GLTE

- (1 e d) (XTWXAR) ) (XWX 4 AT) (XTWX — dl) By

~ -1\ ~
- (I+(k+d) (XTWX+k1 )(I— (k + d) <XTWX+I<;I) )ﬁMLE
2 (T 2\ 5
— (1-(k+a) (X WX + k:I) Bais.
Onerilen bu yeni tahmin edici kisaca
~ o~ -2\ ~

olarak ifade edilir. Bu tezin 6. Boliimiinde GAULTE nin teorik 6zellikleri daha detayl1 bir

sekilde incelenecektir.
4.5. Modifiye Hemen Hemen Yansiz Tahmin Ediciler

Dogrusal regresyon modelinde hemen hemen yansiz tahmin ediciler incelendiginde,
bu tahmin edicilerin modifiye edilmis versiyonlarinin da tamimlandig1 goriilmiistiir. Gerek
teorik, gerek simiilasyon ve gerekse de gercek veri uygulamalarinda modifiye hemen hemen
yansiz tahmin edicilerin diger yanh tahmin edicilere ve hemen hemen yansiz tahmin edi-
cilere gore daha 1yi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Modifiye hemen hemen yansiz tahmin
ediciler lizerine yapilmis olan ¢aligmalardan bazilar1 Lukman ve ark. (2020), Varathan ve
Wijekoon (2021) Yildiz (2018), Akdeniz ve Duran (2012) ve Almagal (2018) seklindedir.
Bu alt boliimde modifiye edilmis hemen hemen yansiz tahmin edicilerden kisaca bahsedile-

cektir.
4.5.1. Modifiye Hemen Hemen Yansiz Gamma Ridge Tahmin Edicisi

Bir onceki boliimde gamma regresyon modeli i¢in verilen hemen hemen yansiz ridge
tahmin edicisinin modifiyesi olan modifiye hemen hemen yansiz gamma ridge tahmin edicisi

(GMAURE: modified almost unbiased gamma ridge estimator) Almagal (2018) tarafindan
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asagida gosterildigi gibi Onerilmisgtir
~ 9 TS -2\ ~
BoMavre = (I —k (X WX + kI) )BGRRE
o~ —2 — -1\ ~
- (I = (XTWX n kI) ) (I —k (XTWX + kI) ) By (4.19)
GMAURE’nin beklenen degeri
—~ —2 -1\ ~
E (ﬁGMAURE) - E ((1 2 (XTWX + kI ) < XTWX + k:I) ) BMLE>
o~ —1 -~
— <I e (XTWX + k:I) ) (1 k (XTWX + k:I) ) E (BMLE)
—~ —2 — -1
_ (I e (XTWX + M) ) (I —k (XTWX + k:I) ) 3

olarak elde edilir. GMAURE’nin varyans—kovaryans matrisi, yan vektorii ve MSE’si sirasiyla

(Almagal, 2018)

Cov (BGMAURE) = ¢H (XTWX> - H'

Bias (BGMAURE> S (1 +k (XTV/\\/'X + /q) T (XT\/Z\\/'X + kI) —2)

1

x (XTWX +kI) " 8

_ G N2 (N 2K) (A2 4 3kA; 4+ K2) o2
MSE = L+ K ! -
(BGMAURE> ¢Z (A + k)° ; (A + k)°

j=1

o~ —2 — —1
olarak ifade edilebilir, Syle ki H — (I g2 (XTWX n kI) ) (I —k (XTWX v kI) )

4.5.2. Modifiye Hemen Hemen Yansiz Gamma Liu Tahmin Edicisi

Hemen hemen yansiz gamma Liu tahmin edicisinin modifiye edilmig versiyonu daha
once calisitlmamistir. Bu tezde modifiye hemen hemen yansiz gamma Liu tahmin edicisi
(GMAULE: modified almost unbiased gamma Liu estimator) olarak adlandirilacaktir. Varathan

ve Wijekoon (2021) faydalanilarak GMAULE asagidaki gibi onerilmistir

~ — —2 —~
Bemavle = (I —(1—a)’ <XTWX + I) ) BcLe (4.20)

_ (1 —(1—a)’ (XTVAVX n I) _2) ((XTWX + I> - (XTVAVX + dI)) B
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GMAULE nin beklenen degeri asagidaki gibi elde edilmistir
E (BGMAULE) = b <FﬁMLE>
= FE (B
~ F3
_— -2 _— -1 —
dyle ki F = (I —(1-a)? (XTWX + I) ) ((XTWX + I> (XTWX + dI)) . Ayrica
GMAULE’nin varyans—kovaryans matrisi, yan vektorii ve MSE’si
~ ~ -1
Cov (BGMAULE) = ¢F <XTWX> F'
Bias (BGMAULE) = (F-I)B

Py 40y N2
MSFE (BGMAULE) = ¢Z QA +d) (%42~ d)
j=1

A (O +1)°
(=)A= (d—1)(d=3) )\ + 2 —d® — 1))’ a2

+ J
(A +d)°

'M@ I

1

J

olarak elde edilir.
4.5.3. Modifiye Hemen Hemen Yansiz Gamma Liu-Tipi Tahmin Edicisi

Hemen hemen yansiz Liu—tipi gamma tahmin edicisinin modifiye edilmis versiyonu
gamma regresyon modeli i¢cin daha 6nce tanimlanmamis olup bu tezde Onerilen bir diger
tahmin edicidir. Onerilen bu yeni tahmin edici ise modifiye hemen hemen yansiz gamma
Liu-tipi tahmin edicisi (GMAULTE: modified almost unbiased gamma Liu-type estimator)
olarak adlandirilmistir. Akdeniz ve Duran (2012) ve Yildiz (2018)’in ¢alismalarindan yarar-
lanilarak, bu tezde GMAULTE

~ —~ -2\ ~
5GMAULTE = (I - (k + d)2 (XTWX + kI) > /BGLTE

— (I — (k+d)? (XTVAVX + k:I) _2> (I — (k+d) (XTV/\\fX + kI) _l> Bk
(4.21)

seklinde tanimlanmistir. Boliim 6.3’te GMAULTE’nin elde edilisi ve teorik ozellikleri ayrin-

tili olarak caligilmustir.
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5. GAMMA LIU-TiPi TAHMIN EDICISi

Bu béliimde gamma regresyon modeli i¢in liu-tipi tahmin edicisinin teorik 6zellik-
leri incelenecektir. Daha sonra gamma Liu—tipi tahmin edicisinin yanlilik parametrelerinin
tahminleri yapilacaktir. Ayrica genellestirilmis gamma Liu—tipi tahmin edicisinden ve ge-

nellestirilmis gamma Liu-tipi tahmin edicisinin teorik 6zellikleri incelenecektir.

5.1. Gamma Liu-tipi Tahmin Edicisinin Teorik Ozellikleri

Bu boliimde gamma Liu—tipi tahmin edicisinin (GLTE) teorik 6zelliklerinden olan
matris hata kareler ortalamasi, varyans kovaryans matrisi ve yan vektorii incelenecektir.
Gamma regresyon modeli i¢in Liu—tipi tahmin edicisinin Esitlik (4.15)’te verilmisti. Ayrica
BGLTE’nin MSE’nin matris formu olan MMSE hangi kosullarda pozitif taniml1 olacagi ince-
lenecektir. A pozitif tanimli bir matris ise A > 0 ve A pozitif yar1 tanimli matris oldugunda
ise A > 0 olarak gosterilmistir. MMSE i¢in yapilacak islemlerinin kolaylig1 acisindan mo-
delin kanonik formu kullanilir. Kanonik model icin Z = XQ ve a = Q'3 olmak iizere
ZTWZ = Q'X"WXQ = A = diag (A, Ma, ..., \,) elde edilir ki burada Ay, A, . .., Ap;
XTWX matrisinin ozdegerleridir. Ay > X\ > ... > A, > 0 esitsizlii ise XTWX’in sirali
ozdegerleridir dyle ki p x p boyutlu XTWX matrisi icin Q = [q1,Qa, . .., qp) normalles-
tirilmis dzvektorlerin matrisidir. Son durumda MLE’nin kanonik formu aypg = Q' BMLE
seklinde yazilir.

Gamma Liu—tipi tahmin edicisi kanonik formda
acrre = (A + kD)7 (A — dI) Qe (5.1)

olarak ifade edilir ki burada & > 0 ve —0co < d < oo seklindedir. @grrr nin beklenen

degeri, varyans kovaryans matrisi ve yan vektori sirasiyla asagidaki gibi elde edilir.
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E(acrre) = E((A+KD) ™ (A - dI) Gyir)
= (A+kD)" (A —dI)E (aawg)
= (A+kD) (A -d)a (5.2)
Cov(@gire) = Cov ((A+KD) "' (A — dI) @uir)
= (A+KED) " (A —dI) Cov (ane) (A +kT) ' (A —dI)’
= (A+ED) " (A—dD)pA " (A + KD (A —dD)’
= ¢(A+KD) " (A—dD A (A+ED) (A —dD)T (5.3)
Bias (agrre) = E(Gcure) —
= A+ A-d)a-a
= —(k+d)(A+kD) " a. (5.4)

agrre’ nin MSE ve MMSE matrisi sirasiyla

MSE (Gum) ¢i Oy —d)” (k + d)° i % (5.5)
GLTE = ) NN .
j=1 Aj O‘j + k)2 j=1 ()‘j + k)2
MMSE (acire) = oA (A —dI) AT'AH (A —dl)’
+(k+d)? A aaA (5.6)

seklinde yazilabilir. Burada A, = A + kI seklindedir ve ayrica A simetrik pozitif tanimli

matristir.

5.2. k Yanhhik Parametresinin Tahmini

Yanlilik parametrelerinin amaci modele az miktarda yan ekleyerek varyansi azalt-
maktir. Yanlilik parametreleri sayesinde model daha dogru sonuclar verir. Yanl tahmin
ediciler 6zellikle ¢oklu baglanti1 problemlerinde en cok olabilirlik tahmin edicisinden daha
iyi sonuglar verir. Boyle durumlarda yanl tahmin edicilerinin MSE’sinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisinin MSE’sinden daha kiigiik ¢ikti1 goriiliir. Yanl tahmin edicilerde yanlhilik
parametresinin en uygunu da MSE’yi en diisiik yapan degerdir. Bu diisiinceyle ridge tahmin

resi i¢in en uygun olabilecek k yanlilik parametre tahmini elde edilmeye yonelik calismalar
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yapilmistir. k£ parametresi ridge tahmin edicisi disinda yukarida incelenmis olan Liu-tipi tah-
min edicisinde de bulundugundan elde edilen k yanlilik parametre tahminleri Liu—tipi tahmin
edicileri iceren calismalarda da tercih edilmistir. Ornegin Akram ve ark. (2020) Liu—tipi tah-
min edicisini kullanmis ve k parametresinin se¢imi i¢cin Hoerl ve ark. (1975)’de Onerilen
tahmin ediciyi kullanmistir.

Bu calismada gamma Liu-tipi tahmin edicisi icin Almagal ve Asar (2020) tarafin-

po
—_—
/8 MLEIB MLE

dan kullanilmig olan k yanlilik parametresinin tahmini tercih edilmistir ki k=

seklindedir ve burada ¢ = (n — p)~* S0, ((y; — i) /1h:)* *dir.

5.3. d Parametresinin Tahmini

Gamma Liu-tipi tahmin edicisinin formiilii g6z 6niine alindiginda k& yanlilik paramet-
resinin yaninda d yanlilik parametresinin de oldugu goriilecektir. d parametresinin MSE’yi
en kiigiikleyecek sekilde secilmesi gerekmektedir. Bunun i¢cin GLTE nin MSE’sinin d’ye

gore tiirevi alinir ve

O (MSE(agrrr))
od

=0

denklemi d’ye gore c¢oziilir. GLTE nin MSE’si su sekilde diizenlenebilir

(N +l<;) — (N HE) NN k)

Jj=1 J=1

MSE aGLTE d? Z

Bu fonksiyonun d’ye gore tiirevi alinirsa

OMSE (acrre) _ de ¢+a>\) . 2ka2); — 20,
od ey +k) A (N + k)

=1

elde edilir. Buna gore d’nin optimal degeri,

p (¢—kal)
=1 O’
p (91X03)
I=1 X\ +k)?

d = (5.7)

olarak bulunur, Almagal ve Asar (2020) makalesinde (2.27) esitliginde d,ptimq Olarak veril-

mistir. Bu parametre tahmin edicisi tezde simiilasyon ve gercek veri uygulamasinda GLTE

icin kullanilacaktir.
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5.4. Genellestirilmis Gamma Liu—tipi Tahmin Edicisi

Genellestirilmis Liu—tipi tahmin edicisi, Liu—tipi tahmin edicisindeki parametreler
olan k£ ve d yanlilik parametrelerini XTWX matrisinin kosegen elemanlarina Liu—tipi tah-
min edicisindeki gibi tek bir deger olarak eklemek yerine X TWX matrisinin her bir kosegen
elemani i¢in daha uygun olabilecek kii¢iiltme parametreleri eklemeyi esas alir. Akdeniz ve
Kaciranlar (1995) ve Akdeniz ve Duran (2012) Liu tahmin edicisinin genellestirilmis halini
kullanmigtir. Bu caligsmalardan ve (4.15) denklemindeki gamma Liu—tipi tahmin edicisinden

yararlanilarak genellestirilmis gamma Liu—tipi tahmin edicisi (GGLTE)
A~ — 71 — A~
Becre = (X WX +K)  (X'WX - D) By (5.8)

seklinde tamimlanabilir. Burada belirtilen K ve D uygun boyutlu kdsegen matrislerdir. Bu
durumda K = diag(ky, k2, . . ., k,) seklindedir 6yle ki j = 1,2,3,...,pi¢in k; > 0. Aymt
sekilde D = diag(dy,ds,...,dy), j = 1,2,3,...,pic¢in —oo < d; < oo olacaktir. Dikkat
edilirse £y = ko = ... = k, = 1 oldugu durumda ,CA‘JGGLTE tahmin edicisinin genellestirilmig
gamma Liu tahmin edicisine indirgendigi goriilmektedir. Benzer sekilde dy = dy = ... =
d, = 0 oldugu durumdaysa BGGLTE tahmin edicisinin genellestirilmis gamma ridge tahmin
edicisine doniistiigii goriilmektedir.

Genellestirilmis gamma Liu—tipi tahmin edicisi kanonik formda
acerre = (A +K)™' (A — D) e

seklinde ifade edilebilir. @ggrre’nin beklenen degeri, varyans kovaryans matrisi ve yan

vektorii sirastyla asagidaki gibi bulunur

E(Ageure) = E((A+XK)™' (A —D)onwe)
= (A+K) ' (A-D)FE (auwg)
= A+K)'A-D)a (5.9)
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Cov(@garre) = Cov ((A+K)™' (A —D)awn)
= (A+K) ' (A=D)Cov (@) (A+K) ™) (A-D)"
= A+K) ' A-D)6A (A+K)) (A-D)T
= ¢(A+K)'A-D)A ' (A+K) ' (A-T) (5.10)
Bias (ageire) = E(@crre) — o
- A+K)'A-D)a-«a
- —(K+D)(A+K) 'a. (5.11)

Bu denklemlerin yardimiyla, cgarre’ nin MSE ve MMSE'si sirasiyla

)2 ki +d)?
Z—( ) (;J (5.12)
)\ +k) i OV )

1

MMSE (agours) = (;SAk (A—D)A A (A-D)'

MSE (&carre) = ¢>Z
+(K+D)PAa’aA! (5.13)

olarak elde edilir. Burada A = A + K seklindedir ve ayrica Ak simetrik pozitif taniml

matristir.
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6. HEMEN HEMEN YANSIZ VE MODIFIiYE HEMEN HEMEN
YANSIZ GAMMA LiU-TiPi TAHMIN EDICILERIN OZELLIKLERI

Boliim 4.4.3’te tanimlanan hemen hemen yansiz gamma Liu-tipi tahmin edicisi ile
Bolim 4.5.3’te tammmlanan modifiye edilmis hemen hemen yansiz gamma Liu-tipi tahmin
edicisinin teorik ozellikleri bu boliimde kanonik form kullanilarak verilecektir. Ayrica bu
boliimde hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisinin yanlilik parametrelerinin tahminleri
ile modifiye hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edicisinin yanlilik parametrelerinin tahmin

edicileri olusturulacaktir.

6.1. Hemen Hemen Yansiz Gamma Liu Tipi Tahmin Edicisinin Teorik

Ozellikleri

Tanimi1 Denklem (4.18)’da verilen GLTE nin kanonik hali £ > 0 ve —oc0 < d < o0

olmak iizere
acavrre = (I— (k+d)* (A+KD)7?) awe

seklindedir.

GAULTE icin beklenen deger ve yan vektorleri ve varyans kovaryans matrisi sirastyla

(L= (k +d)* (A + KI)2) G
— (k+ d (A + kI)_Q) E (amLE)

E (agavrte) =

E
I-(+d)*A+E) ) (6.1)
Bias (agavrre) = FE (@gavite) — @
I-(k+d’A+kD) ) a—a
= I-Gk+d>A+E) -1

= —((k+d)*(A+K) ) (6.2)
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Cov (Qgavire) = Cov ((I— (k+d)* (A+KI)"?) Gae)
= ACov(aype)A’
= AgpAAT
= GAAT'AT (6.3)

olarak elde edilmistir, burada A = I — (k + d)* (A + kI)~? seklindedir.
GAULTE’nin MSE ve MMSE’si ise (6.2) ve (6.3) denklemleri kullanilarak

. 2(\j +d + 2k)? e~ oF
MSE = § j +(k+d)ty —L—
(Qoaue) = 0 A +k>4A M= Tevewr)
MMSE (@gavrre) = gbAA AT 4 (k4 d)* A2aa A2 (6.4)

olarak bulunur.

6.2. d Yanhlik Parametresinin Tahmini

GAULTE’nin d yanlilik parametresinin bir tahmin edicisini elde etmek icin MSE

fonksiyonu M SFE (agaurre) nin d’ye gore kismi tiirevinin alinarak asagidaki denklem ¢o-

ziilebilir
0 (MSE (agavrre))
94 = 0. (6.5)
Gerekli iglemler yapilirsa
0 (MSE(agauvrre))
(9d
B ¢Z YO\ +d+2k)7 +2(\ +d+2k) (N — d)?
A (N + k)
P 2
INIEI) p——
= (N +k)
—d) (\j +d + 2k) e OF
= 2 —2(k+d)+4(k+d —I
¢Z MOy Ry
p p 2
- , 2\
= —4(k;+d)z(/\9 d)(A]+d4+2k)+4(k+d)3Z—afJ .
P Aj (Aj+ k) Aj (Aj + k)
p
= Aj—d) (Aj+ 2k +d) + (kK +d)” Mo 6.6
le)‘])‘+k) ¢<J ) (A )+ ( ) JO‘]) (6.6)
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elde edilir. Burada f;(d) = (—¢ (\; —d) (\; + 2k + d) + (k + d)* \;a?) = 0 olsun. Bu
durumda f;(d) fonksiyonu d’nin karesel bir fonksiyonu olarak
fi(d) = d (¢ + Mol ) + d (2ko + 2kX;05) + (=X — 2k, + K \0))
seklinde yazilabilir. Bu fonksiyonlarin kokleri diskriminant kullanilarak elde edilir. f;(d) nin
diskriminant1 asagidaki gibi yazilabilir
Ay = 4k (¢+2a2)" — 4o+ Nja2) (=226 — 2ko); + k2\ja?)
= 4k (¢ + X)) +4 (o + Nas) XMoo+ 8k (¢ — AjaT) oXj — 4k (¢ + Njol) Njaf
= 49 (¢ + Nad) (N +k)* > 0.
Diskriminant kullanilarak elde edilen kokler ise
(N + k) y/o (¢4 Nja?)
(gb + )\jO[?)

olarak bulunur. Simiilasyon ve gercek veri uygulamalarinda GAULTE nin d yanlilik para-

dijoj = —kF

metresinin tahmini degeri bu koklerden yararlanilarak

(Aj+ k) 1/ (04 Nja?)
(¢ + /\jajz)

(6.7)

dopt = min | —k +

seklinde secilecektir.

6.3. Modifiye Hemen Hemen Yansiz Liu Tipi Gamma Tahmin

Edicisinin Teorik Ozellikleri

Yildiz (2018) modifiye jackknifed Liu—tipi tahmin edicisini dogrusal regresyonda
kullanmistir. Y1ldiz (2018)’1n ¢alismasi takip edilerek modifiye gamma Liu—tipi tahmin edi-
cisi ( GMAULTE) kanonik formda k& > 0, —oo < d < oo olmak iizere

QLGMAULTE = (I — (k+ d)2 (A + kl)_z) (I —(k+d)(A+ kI)_l) QMLE

olarak yazilabilir. GMAULTE nin beklenen degeri, varyans-kovaryans matrisi ve yan vek-

torii ise sirasiyla
E(acgvavire) = I—(k+d)’(A+kD) ) (I—(k+d)(A+k)™) a (6.8)
Cov (@cmavrre) = ¢BAT'BT (6.9)

Bias (Gavavire) = —(k+d) (I+ (k+d) At — (k+d)° A2 Al (6.10)
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olarak elde edilmistir, burada B = (I — (k +d)* A;?) (I— (k +d) A;'). GMAULTE’nin
MSE’si ve matris MMSE’si

¢Z(Aj—d) (Aj +d+ 2k)

MSE (agmavire) =
j=1 >‘j (>‘j + k)G
a2 (A + k)2 + (k+d) (A — d)’
j=1 O‘j + k)
MMSE (aguavre) = ¢BAT'BT + (k+d)*FA'aa’ A 'FT (6.12)

seklinde hesaplanmustir, burada F = I+ (k +d) A — (k + d)* A2

6.4. d Yanhlik Parametresinin Tahmini

Gamma regresyon modelinde modifiye hemen hemen yansiz Liu—tipi regresyon mo-
delinin MSE’sinin d yanlilik parametresine minimize edilmesiyle d yanlilik parametresinin
en iyi MSE’yi elde etmeyi saglayacak degeri elde edilebilir. Ancak bu fonksiyonun tiirevi
alindiginda d parametresine gore 5. dereceden bir denklem olustugu i¢in d’nin uygun bir
cOziimiinii elde etmek miimkiin degildir. Bu nedenle bu ¢aligsma i¢in kullanilan simiilasyon
uygulamasi ve gercek veri uygulamasinda hemen hemen yansiz Liu—tipi tahmin edici icin

bulunmus d,,; tahmin yontemi kullanilacaktir.

6.5. Tahmin Edicilerin Teorik Ozelliklerinin Karsilastirilmasi

Bu boliimde gamma Liu-tipi tahmin edicisi, hemen hemen yansiz gamma Liu—tipi
tahmin edicisi, modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin edicisinin yan vekrorlerinin
karesi olan karesel yanlariin(SB:squared bias), varyanslarinin ve MMSE fonksiyonlarinin

kargilastirmalarina yer verilecektir.
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6.5.1. Karesel Yan Karsilastirmasi

Vi =1,...,picin (5.4), (6.2) ve (6.10) esitlikleri kullanilarak GLTE, GAULTE ve
GMAULTE’nin karesel yanlar1

p 2
bias (G > = (k4 d)?S Y 6.13
||bias (@arre) || (k +d) ; (Aj+k)2> (6.13)
p 2
bi p~ 2 _ k d4 —aj 6.14
||bias (Qcavrre) || (k +d) ; ()\j+k)4> (6.14)
P 2 ) 2 L 2
j=1 (/\J+k)

seklinde bulunur.

Asagidaki teoremde GLTE ve GAULTE’nin karesel yanlar1 karsilagtirilacaktir.

Teorem 6.1 Vj = 1,....picin (\; —d)(N\; +d+2k) > 0 oldugu zaman GAULTE nin

karesel yani GLTE nin karesel yanindan daha kiiciiktiir.

ispat (6.13) ve (6.14) esitlikleri kullanilarak, GLTE ve GAULTE’nin karesel yanlarinin
farki

p 2
bias (o 2 _ ||bias (& 2 — k+ d)? @
I (agrre) [I° — || (agavrre) || Z (( ) —()\' e

‘Z(’“d wi)
B o (k+d)°
= (k+d) Z <A+k) ()\j+k)4)

seklinde bulunur. Burada (k + al)2 her zaman pozitiftir. GLTE nin karesel yaninin GAULTE nin

karesel yanindan biiyiik olmasi i¢in yukaridaki farkin pozitif ¢cikmasi gerekmektedir. O halde

1 k+d’) Ntk (ktd)?
N+ NtR) (A + k)

ifadesi pozitif olmalidir. Eger Vj =1, ..., picin
A4k = (k+d)> =0\ —d) (N +d+2k) >0

ise ||bias (acrrr) ||* — ||bias (@gavrre) ||* ifadesi de pozitif olur. Elde edilen bu sonug

tizerine ispat tamamlanmigtir.ll
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Teorem 6.2 Vj =1,...,picind > 2)\; + kveya —k < d < \jveyad < —\; — 2k oldugu
zaman GMAULTE nin karesel yani GLTE nin karesel yanindan daha kiictiktiir.

ispat (6.13) ve (6.15) esitlikleri kullanilarak GLTE nin yan vektoriiniin karesinin GMAULTE’ nin

yan vektoriiniin karesine farki

||bias (crre) ||* — ||bias (@cmavire) ||

RS : : L2 (N + k) + (k+d) (A — )
- Z((k+d) m)—Z((k+d) Gt AT )

Jj=1 Jj=1

_ zp: (k + d)* a? (2(d — X)) (k+d) (A +k)?) — (k+d)* (N — d>2) (6.16)

(A + k)? (A + k)

Jj=0

seklindedir. Elde edilen (6.16)’nin V7 = 1, ..., p i¢in pozitifligini degerlendirmek i¢in
gj(d) = (\; —d)(k+d) (d2 —d(N\ — k) — 2/\§ — dkA; — 2k2)

seklinde tanimlanan fonksiyonun kokleri incelenebilir. g;(d) incelendiginde ilk kisimdan
ds; = \j ve dy; = —k kokleri elde edilir. g;(d) nin kalan kisminin kokleri de diskriminant

kullanilarak bulunur. g;(d)’ nin diskriminanti ise

Noj = (A= k)® +8X2 + 20k, + 8K = 9X2 + 18k, + 9K
= 9\ + k)

goriildiigii iizere sifirdan biiyiiktiir ve bu nedenle bu kismin iki reel kokii bulunmaktadir.
Bu kokler ds; = 2)\; + k ve dg; = —2k — A; olarak bulunmugtur. Denklemin koklerine
bakildifinda —2k — \; < —k < \; < 2); + k, seklinde oldugu goriiliir. Denklem igin isaret
incelemesi yapildiginda d > 2X\;+k, —k < d < \; ved < —\;—2k i¢in ||bias (@crrr) |[*—

||bias (@amavrre) |2 nin pozitif oldugu goriiliir. B

Teorem 6.3 Vj = 1,...,picind > \;j +v2(\; + k) veya \j — V2(\; + k) < d < )\; veya
d < —\; — 2k oldugu zaman GMAULTE nin karesel yani GAULTE nin karesel yanmindan
daha kiictiktiir.

ispat (6.14) ve (6.15) esitlikleri kullanilarak, GAULTE ve GMAULTE’ nin karesel yan-

52



larinin farki

||bias(@gavrre)||” — ||bias(@amavrre)||?
p

_ it i (@2 (N +R) + (k+d) (A — )
= (k+d) Z((A +k>> (k+d) J=1< Gt AT )

7=1

- (k+d) 2 2 2
_ ;(W((k+d) N+ RN +k—d) (= (N + k) + (k+d) ))

P 2 2
_ Z ((lg}/\—i_j)k)oéj (d2 —2d\; — 22 — 4kN; — /\3) ()\j —d)(2k+d+ )\j)) (6.17)
i=1 J

seklindedir. Elde edilen (6.17)’nin Vj = 1,2, ..., p i¢in pozitifligini degerlendirmek icin

t(d) = (d® — 2d\; — 2K% — 4kA; — A2) (A — d) (2k + d + \;)

J

seklinde tanimlanan fonksiyonun kokleri incelenir. ¢;(d) incelendiginde ikinci ve tigiincii
carpanlarindan dr; = \; ve dg; = —2k — \; kokleri elde edilir. ¢(d;) nin geri kalan kisminin

ise diskiriminantinin

Agj = 407+ 8k +16k\; + 4]
= 8(\;+ k)

oldugu goriiliir. Goriildiigii gibi diskiriminant sifirdan biiyiiktiir ve bu nedenle bu kismin iki
reel kokii bulunmaktadir. Bu kokler do; = \j + V2 (N + k) ve dig; = \j — V2 (\; + k)
olarak bulunacaktir. Denklemin koklerine bakildiginda —2k—X; < \j—v2 (\; + k) < \j <
Aj+v/2 (A + k) seklinde oldugu goriilecektir. Denklemin isaret incelemesi yapildiginda ise
d < —2k—X\j, =2 (\j + k)+)\; < d < \jved > \j+v/2 (\; + k) igin ||bias(@gavrrs)| |2 —

||bias(@cmavrre)||? nin pozitif oldugu goriiliir. M

6.5.2. Varyans Karsilastirmasi

Bu béliimde tahmin edicilerin varyanslarinin karsilastirmalarina yer verilmistir. Ik
olarak, siradaki teoremde GLTE’nin varyansi ile GAULTE nin varyansi arasindaki fark in-
celenmistir.

Teorem 6.4 Vj = 1,...,p icin —(k+d)(2\; + 3k +d) > 0 oldugunda GAULTE’nin

varyansuun GLTE nin varyansindan kiiciik olur.
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Ispat Vi = Var (agure) — Var (Qgaurre) olsun. GLTE’nin varyansinin GAULTE nin

varyansindan farki incelenirse

o =t =D (N A+ 2k +d)
o= ¢; A (A + k) A (N + k) )

_ o (=D e :

— ¢; 5 O ) (N + k)" = (A + 2k +d) ))

R - _
= ¢; —)\j<)‘j+k)4( (k+d)(2)\]+3k:+d))>

elde edilir. Vj = 1,2,...,p i¢in — (k +d) (2\; + 3k +d) > 0 oldugunda V;’in pozitif

oldugu goriilmektedir. B

Siradaki teoremde GLTE’nin varyansi ile GMAULTE nin varyansi arasindaki fark

incelenmistir.
Teorem 6.5 Vj =1,2,... picin

k—V2 (N4 k) <d<k+V2(\+k)
oldugunda GMAULTE nin varyanst GLTE nin varyansindan kiiciik olur.

Ispat V, = Var (@qire) —Var (guavrre) olsun. GLTE nin varyansinin GMAULTE nin

varyansindan farki incelenirse

o =t =D (N + 2k +d)’
v ¢; A (A 4 k) A (A 4 k)°

O Nt PO 2k )
B ¢; A (A + k)? (1 (A + k) ))

. (Aj_d)2 2 2 2 >
= ¢ | T (4 d(=2k) + (202 + 4k +£D)) | . (6.18)
; Aj(Aﬁkj)ﬁ( (24 )

Denklem (6.18)’nin pozitifligini incelemek i¢in d’ nin bir fonksiyonu olarak
hi(d) = (—d* + d (—2k) + (2X\7 + 4kX; + k%))
tanimlanirsa ve bu fonksiyonun diskiriminanti incelendiginde

Ay = AR +4 (20 +4kN+ k) =8 (A + k)’ > 0
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oldugu goriiliir. O halde bu fonksiyonun denkleminin 2 reel kokii vardir ve bu kokler

2k F 22 (\; + k
d7j78j: + _2( J ):k:l:\/ﬁ(/\]+l€)

olarak yazilabilir. Yani dz; = k — /2 (\; + k) < 0vedy; = k+ v2(\; + k) > 0 seklinde

oldugundan d’nin d3; < d < d4; araliginda bulunmas: durumunda h;(d) pozitif olur. ll
Bir sonraki teoremde GAULTEnin varyansi ile GMAULTE nin varyansi kargilastirilacaktir.

Teorem 6.6 Vj = 1.2,...,picin (k+d)(2\;+k—d) > 0 oldugunda GMAULTE nin
varyanst GAULTE varyansindan kiiciik olur.

Ispat Vi = Var (Qgavrre) — Var (eyavrre) olsun. GAULTE ile GMAULTE 'nin var-

yanslarinin farki incelenirse

B N2+ d)’ (N —d)t (Nt 2k +d)

Y ¢Z< ()\ +k)? A (N + k)° )
B 2\ + 2k + d)? L | )
¢Z< (A s (k+d)(2)\; + & d))()\j+2k+d)>

elde edilir. V; = 1,...,pi¢in (k +d) (2)\; + k —d) > 0 esitsizliginin saglanmasi duru-

munda V3 pozitif olur. B

6.5.3. MMSE karsilastirmasi

Tahmin ediciler arasinda karsilagtirma yapmak i¢cin MMSE fonksiyonlar1 da kul-
lanilabilir. Bu kargilastirmalar yapilirken bir tahmin edicinin diger tahmin ediciden MMSE
bakimindan daha iyi sonuglar verdigi bazi1 durumlar teorik olarak ispatlamak icin agsagidaki

lemmadan yararlanilacaktir.

Lemma 6.1 (Trenkler and Toutenburg, 1990). ,@1 ve ﬁQ, B’min iki tahmin edicisi olsun. Bu
tahmin edicilerin varyans—kovaryans matrislerinin farki D = Cov <Z31> —Cov (,@2> pozitif
tamumly bir matris olsun ve ayrica a; = bias <Bl> ve a5 = bias (BQ> olarak verilsin. O
halde a; (D + aqalT)_1 as < 1 ancak ve ancak MMSE <B1> —MMSE (Bz) pozitif tamimli

bir matristir.
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Asagidaki teoremde GAULTE’ nin MMSE’si ile GLTE’ nin MMSE’si kargilagtiriimig-

tir.

Teorem 6.7 Vj = 1,2,...,p icin —(k+d)(2\; +3k+d) > 0 oldugunda, GAULTE,
MMSE kriterine gore GLTE den daha iyi performansa sahiptir ancak ve ancak

—1
vaAULTE (H1 + bGLTEb(T;LTE) bgavrre < 1.

Burada Hy = Cov (agrrr) — Cov (agavrrr) seklindedir ve bgrrg ile bgayrre strasiyla

GLTE ile GAULTE nin yan vektorlerini ifade eder.
Ispat GLTE ile GAULTE nin kovaryanslari arasindaki fark ele alinirsa;

H, = Cov(agrre) — Cov(@caurTE)

= O (AT AATAN — (T (k+d)°AP)AT (I— (k+d)° A7)

B T N =4 N =D (N + 2%k +d)°

= 0Q diag <Aj (A + k)2 N O+ k) > Q
AT N -d)° .

= ¢Q diag (}\j (Aj+/c)4( (k+d) (2A]+3k:+d))> Q.

Burada A,' = diag <T1+k> ve Ay = diag (\; —d) seklindedir. Vj = 1,2,...,p icin
— (k+4d)(2X\; + 3k +d) > 0 oldugunda H; pozitif tanimhi olur. bgrre ve beavrre,

(4.17) ve (6.2) numaral esitliklerde verilmistir. Lemma 6.1°den yararlanilarak

-1
béavire (Hl + bGLTEbgLTE) bgavrre <1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ll

Teorem 6.8 Vj = 1,2,...,picin k — V2(\j+k) < d < k + V2 (N + k) esitsizligi
saglandiginda, MMSE kriteri bakimindan GMAULTE, GLTE ye gore daha iyi performansa

sahiptir ancak ve ancak

T T -1
boyavrre (H2 + bGLTEbGLTE) baravire < 1.

Burada Hy = Cov (agrre) — Cov (@amaurte) ve barre ile bayavrre sirasiyla GLTE

ve GMAULTE nin yan vektorleridir.
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Ispat GLTE ile GMAULTE nin kovaryanslar1 arasindaki fark ele alinirsa
Hy, = Cov(acure) — Cov(a@cmavrtr)
= O{AANTAN = (T— (k+d)°A7) (IT— (k+d)A) AT
x (T=(k+d)A") (T- (k+d)°A7) )

AT N —d)* =d)' (N +2k+d)
= #Q diag (Aj (A + k)’ N Oy + k) Q
2
= ¢Qdiag (% (—d2 +d(—2k) + (2)\? +4kN; + k2))> Q
J J

Vi = 1,2,...,pigin k — V2 (\; + k) < d < k+ v2(\; + k) oldugunda H, pozitif
tanimli olur. bgrre ve bayvavrre, (4.17) ve (6.10) numarali esitliklerde verilmistir. Lemma

6.1°den yararlanilarak
T T -1
boyavrre (H2 + bGLTEbGLTE) beravire <1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. l
Teorem 6.9 Vj = 1.2,...,p icin (k+d)(2\;+k—d) > 0 oldugunda MMSE kriteri
bakimindan GMAULTE, GAULTE ye gore daha iyi sonuglar vermektedir ancak ve ancak
binavrre (Hs +beavrreblayre) beravire < 1.

Burada H3 = Cov (aGAULTE) — Cov (aGMAULTE) ve bGAULTE ile bGMAULTE szras;yla

GAULTE ile GMAULTE nin yan vektorlerini temsil etmektedir.
Ispat GAULTE ile GMAULTE nin kovaryanslarmin farklari ele alinirsa

H; = Cov (aGAULTE) — Cov (aGMAULTE)
= ¢{I—-(k+d?A)AT (I-(E+d)°A2) - (I—(k+d)?A?)
X (I—(k+d)A7)AT (T (k+d) A7) T— (k+d)> A%}
(

w0 i [ Qi DT 2k ) (A —d)t (A + 26+ d)
»Q'd g( A O 1B Oy 1) )Q

—d)* (\j + 2k + d)?
A (A +k)°

= ¢Q'diag (Qj (k+d) (2N, + k — d)) Q.

Vi =1,2,...,picin (k+d) (2\; + k — d) > 0 iken Hj pozitif taniml olur. bgayrre ve
bayavrre sirastyla GAULTE ve GMAULTE nin yan vektorleridir. Lemma 6.1’den fay-
dalantlarak bdy; 40175 (Hs + beavrrebiayre) Pemavire < 1 elde edilir. Boylece is-

pat tamamlanmis olur. l
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7. MONTE CARLO SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi kullanilarak tezde incelenen tahmin
ediciler arasinda kargsilastirmalar yapilmisti. McDonald ve Galarneau (1975) takip edilerek

aciklayici degiskenler
Tij = (1 — p2)”2wij + PWi(p), 1= 1,2, .., n, j = 1, 2, P,

esitligi kullamlarak iiretilmigtir. Bu esitlikte w;;’ler standart normal dagilimdan iiretilmig
rassal sayilar ve p? ise herhangi iki agiklayici degisken arasindaki korelasyonu gostermek-
tedir. Bu formiil verilerdeki korelasyon giiciinii degistirmeye yaramaktadir ve veride ¢oklu
baglantil1 bir yapinin ortaya ¢ikmasi i¢in kullanilmaktadir.

Bu calismada, farkli coklu baglanti derecelerinin tahmin ediciler iizerindeki etkilerini
incelemek i¢in farkli p degerleri dikkate alinmigtir ki bu degerler; p = 0.9, 0.95 ve 0.99 sek-
lindedir. Caligma alaninda yaygin olarak kullanilan bir kisitlama olarak regresyon paramet-
releri f: ﬁjz = 1 sartin1 saglayacak sekilde secilir (bkz. Kibria (2003)). Bagimli degiskene
aitn tglle gozlem ise sekil parameresi 1/¢ ve dl¢ek parametresi ¢pu; olan gamma dagilimin-

dan tiretilerek regresyon modeli i = 1, ..., n i¢in

My = E(yz) = exp (60 + ﬁlxﬂ + 62.1‘2'2 + ...+ Bpxip)

seklinde tamimlanmistir. Dikkat edilecek olursa modele kesim degeri 3, eklenerek para-
metre vektorii (p + 1) x 1 boyutludur. Simiilasyonda aciklayict degiskenleri bu yapiya uy-
durabilmek igin agiklayici degisken matrisi x, = (1,1, 9, . . ., T;p) seklini almigtir. Bu
calismada ¢ parametresi i¢in 0.25 ve 0.50 degerleri kullanilmagtr.

Ayrica simiilasyon ¢aligmasi i¢in 6rneklem boyutu yani gozlem sayist 50, 100, 200
ve 400 olarak secilmistir. Bu ¢caligmada agiklayici degisken sayisinin tahmin edicilerin per-
formanslarina etkisini anlayabilmek icin aciklayic1 degisken sayis1 4, 8, 16 ve 32 olarak
alinmustir.

Ayrica farkli yontemlerin yanlilik parametrelerini tahmin etmek icin asagidaki sema

kullanilmagtir:

e GLTE’nin parametreleri i¢in daha 6nce de belirtildigi tizere Almagal ve Asar (2020)’1n
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~

(p+1)o

k parametre tahmini kullanilmigtir ki k= ———
/3 MLE/8 MLE

seklindedir ve burada

n

S (g — i) )

i=1

1

F-—L
(n—p—1)
d parametresinin tahmini icin ise Almagal ve Asar (2020)’1n calismasindaki (2.27)

numarali esitlikte bulunan dptimq degeri kullanilmigtir.

e GAULTE tahmin edicisinde bulunan k parametresinin tahmini icin GLTE tahmin edi-
cisinde kullanilmig olan parametrenin aynisi kullanilacaktir ve ayrica d parametresi

icin ise bu ¢aligmada elde edilmis olan d,,; tahmin parametresi kullanilmigtir.

e Son olarak da GMAULTE icin de GAULTE’de kullanilan parametrelerin aynis1 kul-

lanilmustir.

Simiilasyon, yukarida belirtilen parametrelerin her degeri icin 1000 defa tekrarlanmustir.
Caligsmadaki herhangi bir B* tahmin edicisinin MSE’si ve karesel yan1 hesaplanarak metod-

larin performanslarinin karsilastirilmasinda kullanilir ve sirasiyla asagidaki gibi formiilize

edilir:
. | looo T,
wE (7)o S5 8) ()
~% =% T /=% == 1 X0,
sB(8) = (B'-8) (B-8).8 =152 B (72)

r=1

(B* — ﬁ) parametre vektoriiyle parametre vektoriiniin tahmini arasindaki farki ifade et-
mektedir V; TB; ifadesi, B; parametre tahmininin simiilasyondaki r. iterasyonundaki degeri
ifade etmektedir. Tiim hesaplamalar R programlama dili kullanilarak yapilmistir (R Devel-
opment Core Team, 2019). Farkli tahmin yontemlerinin MSE ve SB’leri sirasiyla Tablo 7.1

ve 7.2 verilmigtir. Bu tablolar incelendiginde elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

e Simiile edilen MSE degerlerine dayanarak, GMAULTE neredeyse tiim durumlarda
diger yontemlerden daha iyi performans gosterir. Tek istisna, diisiik ve orta diizeyde

dogrusallik durumlari i¢cin n = 100 ve p = 32 oldugunda ortaya ¢cikmustir.

e Tablo 7.1°de, korelasyon derecesi yiiksek oldugunda GAULTE’ ’nin GLTE’den daha 1yi

bir performansa sahip oldugu goriilmektedir.
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Maksimum olabilirlik tahmin edicisi tiim durumlarda en yiiksek MSE degerlerini iire-

tir, diger bir deyisle en kotii tahmin edici olur.

n gozlem sayisi arttik¢a (geri kalan degiskenler sabit oldugu siirece) tahmin edicilerin
MSE’lerinde azalma goriilmektedir. Bu beklenen bir durumdur. MSE’lerde azalmanin

olmasi elde edilen tahminlerin tutarliligini gostermektedir.

Aciklayict de8isken sayisinin artmasiyla da agiklayici degiskenler arasinda iliski cogalip
coklubaglanti arttifindan MSE’lerin arttif1 gozlemlenmigtir. Biitiin tahmin ediciler
icin en yliksek MSE sonuglar1 p = 32, n = 100 ve p = 0.99 oldugu zaman gozlem-

lenmistir.

¢ yayllim parametresinin degeri arttik¢a tahmin edicilerin MSE’sinde artiglar gézlem-

lenmistir.

Genel olarak, korelasyon derecesinin arttirilmasi tahminciler {izerinde olumsuz bir

etkiye sahiptir.

Ote yandan, tahmin edicilerim SB performanslar1 goz 6niine alinirsa, Tablo 7.2°da
GAULTE’nin p = 4 ve p = 8 oldugunda en diisiik SB degerlerine sahip oldugu goriil-
mektedir. Ancak, p = 16 ve p = 32 oldugunda GMAULTE en kiiciik SB degerlerine

sahiptir.

Orneklem biiyiikliigii artarsa genel olarak SB degerleri azalir. Ancak, degisken sayisinda
veya korelasyon derecesinde bir degisiklik varsa, SB degerleri icin net bir durum yok-

tur.

Dagilim parametresinin ¢ = 0.25’ten ¢ = 0.50’ye degismesi durumunda da SB deger-

lerinin arttig1 goriilmektedir.
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Tablo 7.1. Farkh n, p, p, ve ¢ degerleri icin tahmin edicilerin simiilasyon MSE degerleri.

$=0.25 é = 0.50
p MLE GLTE GAULTE GMAULTE MLE GLTE GAULTE GMAULTE
p=4
090 0.0936 0.0197 0.0294 0.0141 0.1892  0.0529 0.0486 0.0215
50 095 0.1744  0.0406 0.0239 0.0090 0.3523 0.1175 0.0478 0.0172
099 0.8232 0.3165 0.0800 0.0135 1.6624  0.6917 0.1583 0.0276
0.90 0.0481 0.0071 0.0151 0.0063 0.0974  0.0184 0.0257 0.0094
100 095 0.0904 0.0135 0.0134 0.0041 0.1833 0.0448 0.0303 0.0080
0.99 04306 0.1439 0.0500 0.0067 0.8729  0.3420 0.0951 0.0132
0.90 0.0203  0.0050 0.0069 0.0050 0.0409  0.0074 0.0140 0.0073
200 095 0.0380 0.0037 0.0109 0.0032 0.0765 0.0111 0.0148 0.0045
0.99 0.1802 0.0398 0.0265 0.0035 03622  0.1171 0.0474 0.0066
090 0.0111 0.0036 0.0034 0.0033 0.0230  0.0044 0.0071 0.0044
400 095 0.0209 0.0017 0.0058 0.0020 0.0434  0.0039 0.0101 0.0029
0.99 0.0994 0.0132 0.0121 0.0017 0.2064  0.0484 0.0238 0.0033
p=38
090 0.2694 0.0862 0.3196 0.1537 0.5572  0.2155 0.6219 0.3375
50 095 05180 0.1893 0.5316 0.2567 1.0711 0.4331 0.8453 0.3699
0.99 2509  0.9525 1.2102 0.3475 5.1872 2.0302 2.5516 0.8790
090 0.1006 0.0128 0.0230 0.0060 0.2030  0.0391 0.0384 0.0097
100 095 0.1929 0.0347 0.0426 0.0077 0.3892  0.1013 0.0752 0.0134
099 0.9331 0.2989 0.1380 0.0173 1.8812  0.6484 0.2511 0.0310
0.90 0.0506 0.0043 0.0114 0.0031 0.1033 0.0119 0.0225 0.0054
200 095 0.0973  0.0098 0.0152 0.0028 0.1984  0.0332 0.0325 0.0057
099 04709 0.1192 0.0617 0.0070 0.9603 0.2982 0.1176 0.0133
090 0.0248 0.0018 0.0051 0.0017 0.0491 0.0034 0.0103 0.0028
400 095 0.0475 0.0023 0.0089 0.0016 0.0943 0.0075 0.0123 0.0024
0.99 0.2302 0.0353 0.0263 0.0028 0.4560  0.1045 0.0489 0.0051
p=16
090 0.2647 0.0738 0.2037 0.0915 0.5508  0.1870 0.3133 0.1132
100 095 05126 0.1656 0.2977 0.1089 1.0657  0.3851 0.4201 0.1085
099 24992  0.8596 0.6916 0.1333 5.1918 1.8443 1.2733 0.2203
090 0.1133  0.0140 0.0290 0.0053 0.2316  0.0423 0.0505 0.0083
200 095 02192 0.0378 0.0519 0.0081 0.4481 0.1096 0.0885 0.0126
099 1.0682 0.3110 0.1650 0.0182 2.1825 0.6931 0.3072 0.0329
090 0.0531 0.0030 0.0098 0.0017 0.1071 0.0088 0.0194 0.0032
400 095 0.1029 0.0078 0.0153 0.0020 0.2073 0.0265 0.0297 0.0039
099 0.5013  0.1058 0.0617 0.0058 1.0099  0.2671 0.1197 0.0110
p =32
090 0.6593  0.2577 1.3998 1.5181 1.4230  0.5858 1.8817 1.4503
100 095 1.2800 0.4884 1.6187 1.1488 2.7601 1.0909 2.6106 1.5729
0.99 6.2523  2.1548 4.0925 1.7757 134712 4.9598 8.9628 4.2595
090 0.2583  0.0604 0.1276 0.0333 0.5352  0.1606 0.1870 0.0365
200 095 05016 0.1421 0.1751 0.0331 1.0385 0.3438 0.2667 0.0412
0.99 24501 0.7847 0.4615 0.0565 5.0697 1.7022 0.8928 0.1099
090 0.1148 0.0120 0.0238 0.0037 0.2328  0.0364 0.0434 0.0066
400 095 0.2230 0.0332 0.0409 0.0055 0.4520  0.0979 0.0748 0.0099
099 1.0896  0.2943 0.1514 0.0164 22077  0.6541 0.2933 0.0309
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Tablo 7.2. Farkh n, p, p, ve ¢ degerleri icin tahmin edicilerin simiilasyon SB degerleri.

é=0.25 # = 0.50
n o GLTE  GAULTE GMAULTE GLTE  GAULTE GMAULTE

090 0.004517  0.000146 0.005128 0.004922  0.000548 0.007192
50 095 0.000978  0.000133 0.001682 0.001541  0.000512 0.002858
0.99 0.000282  0.000139 0.000225 0.000820  0.000534 0.000710

0.90  0.002010  0.000030 0.001905 0.001999  0.000154 0.002330
100 0.95 0.000405  0.000031 0.000586 0.000517  0.000159 0.000882
0.99  0.000081  0.000035 0.000058 0.000273  0.000174 0.000194

0.90 0.003343  0.000015 0.002869 0.003174  0.000048 0.003007
200 095 0.000694  0.000010 0.000637 0.000667  0.000042 0.000794
0.99  0.000030  0.000012 0.000050 0.000179  0.000043 0.000084

0.90 0.002881  0.000007 0.002176 0.002799  0.000017 0.002232
400 095 0.000631  0.000003 0.000488 0.000611  0.000014 0.000544
0.99  0.000025  0.000004 0.000035 0.000061  0.000014 0.000050

0.90 0.000514  0.000481 0.000756 0.001780  0.002200 0.001938
50 095 0.000508  0.000537 0.000507 0.002072  0.002471 0.001838
0.99 0.000815  0.000765 0.000529 0.004022  0.003860 0.002422

090 0.000616  0.000118 0.000715 0.000854  0.000477 0.001108
100 0.95 0.000213  0.000127 0.000290 0.000544  0.000501 0.000631
0.99 0.000218  0.000174 0.000123 0.000567  0.000539 0.000489

0.90 0.000617  0.000033 0.000593 0.000612  0.000121 0.000680
200 0.95 0.000150  0.000034 0.000184 0.000214  0.000126 0.000276
0.99  0.000047  0.000038 0.000041 0.000222  0.000152 0.000128

0.90  0.000773  0.000009 0.000619 0.000750  0.000032 0.000666
400 095 0.000166  0.000010 0.000145 0.000175  0.000034 0.000196
0.99  0.000025  0.000014 0.000016 0.000059  0.000047 0.000041

0.90 0.000417  0.000425 0.000437 0.001606  0.001747 0.001308
100 0.95 0.000453  0.000466 0.000391 0.001824  0.001855 0.001464
0.99  0.000727  0.000636 0.000453 0.002767  0.002106 0.001746

0.90  0.000210  0.000116 0.000246 0.000435  0.000413 0.000469
200 095 0.000133  0.000126 0.000141 0.000415  0.000434 0.000395
0.99 0.000180  0.000156 0.000115 0.000518  0.000457 0.000416

0.90 0.000146  0.000030 0.000138 0.000208  0.000111 0.000216
400 095 0.000052  0.000033 0.000054 0.000128  0.000117 0.000132
0.99 0.000075  0.000053 0.000031 0.000161  0.000142 0.000113

090 0.001563  0.001713 0.001283 0.006368  0.007215 0.004886
100 095 0.001713  0.001809 0.001449 0.007055  0.008153 0.006006
0.99 0.002312  0.002184 0.001728 0.009970  0.012909 0.008410

0.90 0.000375  0.000525 0.000357 0.001460  0.001663 0.001141
200 095 0.000434  0.000564 0.000385 0.001672  0.001768 0.001359
0.99  0.000704  0.000690 0.000436 0.002447  0.002101 0.001638

090 0.000121  0.000107 0.000124 0.000368  0.000411 0.000343
400 095 0.000109  0.000114 0.000102 0.000401  0.000434 0.000362
0.99 0.000172  0.000142 0.000107 0.000534  0.000483 0.000413
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8. GERCEK VERI UYGULAMASI

Bu boliimde tezde elde edilmis bulgular1 gostermek icin gercek bir veri seti kul-
lamlmugtir. 1k basta Garcia ve ark. (2005) tarafindan kullamlan daha sonralar1 ise Re-
angsephet ve ark. (2020) tarafindan gamma regresyon modeli iizerinde kullanilan "body fat"
verisi ele alinmistir. Bu veri seti Hothorn (2016) tarafindan desteklenir ve TH.data adli R
paketinde mevcuttur. Bu veri seti saglikli 71 kadin denegin gdzlemlenmesiyle elde edilmis
olup bu gozlem sonuclari birbiriyle iligkili 9 tane bilesenden olusmaktadir. Bu bilesenler:
yas (age), bel ¢cevresi (waistcirc), kalga cevresi (hipcirc), dirsek genisligi (elbowbreadth), diz
genisligi (kneebreadth) ve dort gruba ayrilmig ii¢ antropometrik Sl¢iimiin logaritmalarinin

toplami (anthro3a, anthro3b, anthro3c, and anthro4) seklindedir.

Tablo 8.1. Body Fat verisinde parametre tahminleri ve MSE degerleri

MLE LTE AULTE GMAULTE
(Intercept) -0.219467 -0.049312 -0.115266  -0.032616
age 0.001606  0.001520 0.001530 0.001503
waistcirc 0.004196  0.004795  0.004507 0.004820
hipcirc 0.010772  0.010325 0.010373 0.010252
elbowbreadth  0.014118  0.001447  0.005719 0.000056
kneebreadth 0.042557 0.036824  0.040001 0.036466
anthro3a -0.122724  -0.013908 -0.065063  -0.002922
anthro3b 0.140431 0.110937  0.130224 0.107181
anthro3c 0.129183  0.132774  0.137493 0.134811
anthro4 0.163679  0.100072  0.123233 0.094096
MSE 15.208570  0.116499  0.069726 0.012314

Elde edilmis bu veriler yardimiyla deneklerin kemiklerinin mineral yogunluklar: ara-

sindaki iliski incelenmek istenmigstir. Bu verinin yamit de8iskeni olan ve kemik mineral
yogunlugu testi (DXA) ol¢iimii kullanilarak bulunan "DEXfat" degiskeninin dagiliminm be-
lirlemek amaciyla Anderson-Darling (AD) testi uygulanmisti. AD testi R programinin
icerisinde bulunan gofTest paketinden faydalanilarak ad.test fonksiyonu yardimiyla
yapitlmigtir. R programinda bu adimlar uygulandiginda AD test istatistigi 0.3613 olarak
elde edilmis ve p degeri 0.8857 olarak hesaplanmistir. Ayrica dagilimin parametreleri olan
sekil (shape) ve oran (rate) degerleri sirasiyla su sekilde bulunmustur: shape = 7.5917, rate

= 0.2466. Bu nedenle, elde edilen bu sonuglardan yola cikilarak bu veri setini kullanarak

bir gamma regresyon modeli uydurulabilinecegi sdylenebilir. "Body Fat" verisine uydu-
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rulan gamma regresyon modelinin X TWX matrisi incelenip kosul sayisi hesaplaninca bu
degerin 3410.632 oldugu goriilmiistiir ki bu ¢ok biiyiik bir deger oldugundan veri setinde
goze carpacak sekilde ¢coklu baglanti oldugu sdylenir. Tablo 8.1°de her bir agiklayici degis-
kenin kargisinda tahmin edicilerin parametre tahmin degerleri ve MSE’leri goriilmektedir.
Bu degerler (4.9), (5.5) , (6.4), ve (6.11) numaral esitlikleri kullanarak elde edilmistir. Tah-
min edicilerin £ ve d yanlilik parametreleri i¢in kullanilacak tahmini degerler daha 6nceki
kisimlarda bahsedilen yontemlerle secilmistir.

Ayrica Sekil 8.1°de k ve d parametrelerinin degisen degerleri icin GLTE, GAULTE,
GMAULTE tahmin edicilerinin MSE’lerindeki sonuglar goriilmektedir. Gergek veri uygula-

malarindan elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

e Tablo 8.1 incelendiginde MSE sonuglarinda en yiiksek degerin MLE’ye ait oldugu go-
riilmektedir. Bu sonu¢ gamma regresyon modelinde GLTE, GAULTE ve GMAULTE
yanli tahmin edicilerin coklu baglantinin varlifinda MLE’den daha iyi ¢iktigini goster-
mektedir. Bunun yaninda en kiiciik MSE degeri GMAULTE’ye aittir.

e Tablo 8.1 incelendiginde MLE ve yanli tahmin edicilerin hepsinde agiklayici degisken

katsayilarinin her birinin isaretinin ayni oldugu goriilmektedir.

e Ayrica yine Tablo 8.1’e dikkat edilirse tahmin edicilerin katsayilarin degerleri arasin-
daki fark en fazla dirsek genisligi (elbowbreadth) de8iskeninde ortaya ¢ikmistir. Bu
sonugctan yola ¢ikilarak ¢oklu baglantinin dirsek genisligi (elbowbreadth) degiskeninde
dikkat ¢eken degisikliklere neden oldugu sdylenebilir.

e Sekil 8.1a’da goriildiigu gibi k& degerinin (0, 5) araliginda biitiin degerleri i¢in en iyi
sonuglari, en diisiik MSE degerlerini veren tahmin edici GMAULTE iken en yiiksek
MSE sonuglarini verip ¢oklu baglant1 varliginda kullanilmasi daha az uygun olan tah-

min edici ise GLTE olmustur.

e Sekil 8.1b’de d yanlilik parametresinin tahmin sonuclari incelendiginde k paramet-
resinden farkli olarak se¢ilmis olan (—1, 1) araliginda farkli tahmin edicilerin degisik
araliklarda en iyi sonuclar verebildigi goriilmektedir. Ancak teorik kisimda incelendigi
tizere 6nermis oldugumuz GMAULTE’nin MSE bakimindan en iyi sonuglar verdigi

aralik (—0.5,0.5) araligidur.
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9. SONUC VE ONERILER

9.1. Sonuclar

Ustel aile grubunun bir iiyesi olup GLM’ye ait olan gamma regresyon modelinde
diger modellerde oldugu gibi ¢oklu baglantinin var olmas1 durumunda yansiz tahmin edici-
lerden MLE kararli tahminler vermemektedir. MLE yerine yanli tahmin edicilerin kullanil-
mas1 ¢oklu baglantiy1 giderme yontemlerinden biridir. Gamma regresyon modelinde yanli
tahmin edicilerden biri olan Liu-tipi tahmin edicisinin Almagal ve Asar (2020) calismasinda
kullanilmis oldugu ve MLE’den daha iyi tahmin sonuglar1 vermis oldugu daha once de be-
lirtilmisti. Coklu baglantinin olmasi durumunda diger alternatif tahmin edicilerden bazilar
hemen hemen yansiz ve modifiye hemen hemen yansiz tahmin edicileridir. Bu tahmin edi-
ciler GLM nin bazi1 modellerinde ¢alisilmis ve MLE’den ve hatta kendilerinin olusumunda
etkili olan yanl tahmin edicilerden daha iyi tahmin sonuglar1 vermistir. Bu tezde hemen
hemen yansiz ve modifiye hemen hemen yansiz Liu-tipi tahmin ediciler GLM’lerde yapilmis
calismalardan yararlanilarak gamma regresyon modeline uyarlanmig ve bu tahmin edicilerin
gamma regresyon modelinde de ¢oklu baglanti varlifinda iyi sonug¢ verdigi gosterilmistir.

Ik olarak GAULTE ve GMAULTE nin katsay1 tahmin edicileri olusturulmus ve bu
tahmin edicilerin yanlilik parametrelerinin tahminleri olustulmustur. Daha sonra GLTE,
GAULTE ve GMAULTE tahmin edicilerinin MSE’leri ile SB’leri hem teorik olarak hem
simiilasyon calismasiyla hem de gercek veri uygulamasiyla kargilastirilmistir. Biitiin bu

kargilastirmalar 1s181nda sunlar sdylenebilir:

e GAULTE ve GMAULTE tahmin edicileri GLTE’den ve dolayisiyla da MLE’den daha

1yi tahmin edicilerdir.
e GMAULTE, GAULTE’den daha iyi sonuglar veren bir tahmin edicidir.

e Eger tezde kullanilacak olan yanlilik parametreleriyle calisilirsa d yanlilik parametre-
sinin araligin1 —0.5 ile 0.5 araliginda tutmak GMAULTE’nin daha iyi sonuglar ver-

mesini saglayacaktir.
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e GAULTE ve GMAULTE’nin arasindaki performans farkin1 daha iyi gézlemleyebilmek
icin GAULTE ve GMAULTE i¢in ayr1 ayri d yanlilik parametresi kullanilabilir.

e Coklu baglantinin varliginda gamma regresyon modelinde MLE yerine bu tezde 6ne-

rilen GAULTE ve GMAULTE rahatlikla uygulanabilir.

e SB sonuclart GAULTE’de daha kiigiiktiir, simiilasyon sonug¢larinda bazen GMAULTE nin
SB’sinin MLE’ye gore daha biiyiik ¢cikmasinin nedeni GMAULTE i¢in ayri bir d tah-

min edicisinin bulunamamis olmasi olabilir.

9.2. Oneriler

Bu tezde 6nerilen yeni yontemler genellestirilmis dogrusal modellere ait diger regres-
yon modellerine uygulanabilir. Literatiirde mevcut olan dier yanli tahmin edicilerle teorik

ve niimerik kiyaslar1 yapilabilir.
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