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Bu tezde, split kuaterniyon matris denklemleri ele alimmistir. Tez; alt1 béliimden olugsmaktadir.
Birinci boliimde split kuaterniyon matrisleri ve matris denklemlerine dair yapilmis ¢alismalari igeren
literatiir 6zetine yer verilmistir. ikinci boliimde split kuaterniyonlarin cebirsel yapisi ve temel 6zellikleri
ifade edilmistir. Uciincii boliimde split kuaterniyon matrisleri tanitilmis ve cebirsel 6zellikleri ele alinmustir.
Bu boliimde split kuaterniyon matrislerinin cebirsel yapisina iliskin bazi yeni sonuglar da elde edilmistir.
Dordiincii boliimde, (Ni ve ark.,2019) calismasinda ifade edilen split kuaterniyonlarin 2 X 2 reel matris
temsili yardimyla, split kuaterniyon matrisleri i¢in yeni bir reel blok matris temsili tanitilmistir. Bu yeni
temsil yardimiyla Ax = b seklindeki lineer split kuaterniyon denklem sistemlerinin ¢6ziimiine dair yeni
sonuglar ifade edilmistir. Besinci boliimde ise, split kauetrniyon matrislerinin sag reel blok matris temsilleri
yardimiyla, (AXB, CXD) = (E, F) seklinde ifade edilen split kuaterniyon matris denklemlerinin 6zel olarak
n-hermityen ¢6ziimlerine dair yapilan incelemeler sunulmustur. Son bélumde ise sonug ve 6nerilere yer
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: n-Hermityen Matris, Split Kuaterniyon, Split Kuaterniyon Matris
Denklemleri.
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In this thesis, split quaternion matrix equations are discussed. Thesis; consists of six sections. In
the first section, the literature summary including the studies on split quaternion matrices and matrix
equations is given. In the second section, algebraic structure and basic properties of split quaternions are
expressed. In the third section, split quaternion matrices are introduced and their algebraic properties are
discussed. In this section, some new results regarding the algebraic structure of split quaternion matrices
are also obtained. In the fourth section, a new real block matrix representation for split quaternion matrices
is introduced with the help of the 2x2 real matrix representation of split quaternions expressed in (Ni et
al.,2019). With the help of this new representation, new results regarding the solution of linear split
quaternion equation systems in the form of Ax = b are expressed. In the last section, with the help of the
right real block matrix representations of the split quaternion matrices, the investigations on the n-hermitian
solutions of the split quaternion matrix equations expressed as (AXB, CXD) = (E, F) are presented. In the
last section, conclusions and recommendations are given.
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1. GIRIS

[rlandali Matematikgi Sir William Rowan Hamilton kuaterniyonlar1 1843 yilinda
ortaya koymustur (Hamilton; 1866). Kuaterniyonlar matematik tarihine degerli bir bulus
olarak gec¢mistir. Kuaterniyonlar kiimesi bir boliim halkasi temsil eder (Zhang, 1997;
Farenick ve Pidkowich, 2003). 1849 yillarinda ise, James Cockle split kuaterniyonlari
tanitmistir (Cockle; 1849). Split kuaterniyon geometri ve fizikte kullanilan Lorentziyen
donmeleri ifade etmekte kullanilabilir (Ozdemir ve Ergin, 2006; Kula ve Yayl, 2007;
Alagéz ve ark., 2012; Erdogdu ve Ozdemir, 2013a; Erdogdu ve Ozdemir, 2013b).

1.1. Kaynak Arastirmasi

(He ve ark., 2017) ¢alismalarinda;
Q = {al + azel + a382 + a4e3 |812 = 822 = 632 == 616263 = _1, al, az, a3, a4 € R}

reel kuaterniyonlar cebiri ve M,,.,(Q) ise m X n ipinde reel kuaterniyon matrisleri
olmak Uzere her n € {e, e,,e3} icin eger A" = A ise A € M,,,(Q) reel kuaterniyon
matrisini n-hermityen matris olarak tanimlamislardir. Burada A"* = —nA*n ve A* ise A
matrisinin eslenik transpozu olarak tanimlanmistir. (i = 1,2,3,4) olmak Ulizere A; €
My, xt,(Q), Bi € Mp,x¢,,,(Q) Ve C; € My »p,(Q) n-hermityen matrislerden olusan
dokuz tane reel kuaterniyon matrisler igeren kiime i¢in bir matris ayrisimi da ortaya
konulmustur. { = 1,2,3,4 olmak Uzere A;X;AT" + B;X;+ B =C; reel kuaterniyon
matris denklemlerin n-hermityen ¢oziimiiniin varlig1 igin gerek ve yeter sart ifade edilmis
ve bu ayristmin bir uygulamasi olarak verilmistir. Bu ¢alismada, n-hermityen
¢ozlimlerinin genel bir ifadesi de ortaya konulmustur. 4;, B; ve C; blok matrisleri olarak
verildiginde, bu matrislerin ranklar1 yardimiyla bahsi gegen sistemin n-hermityen
¢Ozlimiin rankinin sinirlari elde edilmistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglari ifade etmek

i¢in bazi niimerik 6rneklere de yer verilmistir.

(He, 2019b) calismasinda; A € M,,»,(Q) i¢in ¢-hermityen reel kuaterniyon
matrislerini tanimlamigtir. Bu ¢alismada A bir ¢-hermityen ve B, C, D ayni satir sayisina
sahip birer reel kuaterniyon matrisler olmak tzere, (A, B, C, D) matrislerinin es zamanli
bir matris ayrisimi incelenmistir. E§ zamanli matris ayristmi kullanilarak, bazi reel

kuaterniyon matris denklemlerinin ¢-hermityen ¢oziimlerinin varligina dair gerek ve



yeter sartlar ortaya konulmustur. Ayrica genel ¢oziimler mevcut ise reel kuaterniyon
matris denklemlerinin ¢éziimleri de incelenmistir. Son olarak, ¢alismanin sonuglarini

gostermek i¢in bazi niimerik 6rnekler de sunulmustur.

(Liu ve Zhang, 2019) ¢alismalarinda;
AX*—XB=CY+DveX—-AX"B=CY+D
seklinde olan split kuaterniyon matris denklemlerini incelemislerdir. Burada X* matrisi
ya X’e esit ya da X’in ¢ € {i,j, k} icin ¢ eslenigi olarak ele alinmis olup, ¢- eslenik
matris denklemlerini bazi reel matris denklemlerine doniismesine olanak saglayan bir
split kuaterniyon matrisinin bazi reel matris temsillerini tanitmiglardir. Bu ¢alismalarinda
sunulan metodu kullanarak; orijinal split kuaterniyon matris denklem sisteminin
tutarlilig1 icin gerek ve yeter sartin karsilik geldigi reel matris denklem sisteminin
tutarlilig1 oldugunu gostermislerdir. Ayrica split kuaterniyon matris ¢ozumlerinin karsilik
geldikleri reel matris sistemlerinin reel ¢oztmlerini kullanarak, ¢ozime dair bir forml
ortaya koymuslardir. Bir uygulama olarak ise yukarida ifade edilen matris denklemlerinin
ve
AX*—XB=CY+DveX—-—AX"B=CY+D

matris denklemlerinin bazi 6zel durumlarda c¢ozimlerinin varligi arastirmislardir.
Bununla birlikte, bahsi gecen bu dort split kuaterniyon matris denklemlerinin tek ¢ozimdi

olabilmesi i¢in bazi sartlar elde etmislerdir.

(Magnus, 1983) calismasinda; verilen lineer matris denklemlerinin genel
¢ozlmlerini, bu ¢éziimlerin varligini ve L-yapilandirilmis matrisleri ele almistir. Magnus;
L-yapilandirilmis reel matrislerin L-yapilandirilmis kuaterniyon matrislere genislemesi

ele alan bir teorik ¢alisma sunmustur.

(Yuan ve Wang, 2016) calismalarinda; L-yapilandirilmis reel kuaterniyon

matrislerini ele almislardir.

(Zhang ve ark., 2016a) calismalarinda; kuaterniyon matrislerin reel matris
temsillerini ve bu temsillerin 6zel yapilarini ele almislardir. Kroneker garpim ve
genellestirilmis Moore-Penrose ters yardimiyla AXB + CXD = E seklindeki kuaterniyon
matris denklemlerinin minimal normlu en kiglik kare ¢zimlerini incelemislerdir. Ayrica

pure imaginer (has kuaterniyon) en kicguk kare c¢ozimlerini ve reel en kiglik kare



cozimlerini de elde etmislerdir. Bu g¢alismalarinda; ¢6ziim formiilleri yalnizca reel
matrisler igerir ve dolayisiyla (Yuan ve Liao, 2014) ¢alismasinda sunulan yonteme gore
daha kullanisli oldugu goriiliir. Ayrica, kuaterniyon matrislerinin reel matris temsillerinin
Ozel yapisin1 ele alan bir reel aritmetik algoritmaya da yer vermislerdir. Verilen
algoritmanin bir uygulamasina da yer verebilmek icin bazi niimerik orneklere de

deginmiglerdir.

(Zhang ve ark., 2015) calismalarinda; Kkuaterniyon matrislerin reel matris
temsillerinin 6zel yapisini ve genellestirilmis Moore-Penrose tersini kullanarak AX = B
seklinde verilen bir kuaterniyon matris denkleminin minimal normlu en kiguk kare
coziimlerini ele almislardir. Bununla birlikte, bahsi gecen tiirde kuaterniyon matris
denkleminin has kuaterniyon en kicuk kare cozUmlerini ve reel en kuglik kare

cozimlerini elde etmislerdir.

(Erdogdu ve Ozdemir, 2015) ¢alismalarinda; a X b seklinde terimler igeren lineer
split kuaterniyon denklemlerini arastirmistir. 1,2 ve n bilinmeyenli genel lineer split
kuaterniyon denklem sistemlerini ¢6zmek icin yeni bir metot vermislerdir. Ayrica bu

yontemi agiklamak igin bazi 6rneklere de yer vermisglerdir.

(Yuan ve ark., 2017) ¢alismalarinda; X bilinmeyen bir split kuaterniyon hermityen
matris ve A,B,C,D,E,F ise uygun boyutta bilinen split kuaterniyon matrisler olmak
Uzere AXB + CXD = E seklindeki split kuaterniyon matris denklemlerinin ¢ozimlerini
arastirmiglardir. Bahsi gecen sekilde verilen bir siplit kuaterniyon matris denkleminin
denklemin ¢ozimuniin varligina dair yeni sonuglar ortaya koymuslardir. Ayrica ¢6zimun
var oldugu durumda, ¢6ziimiin bulunmasi i¢in bir formal elde etmislerdir. Elde edilen

sonuglar1 6rneklerle irdeleyip, niimerik algoritmalara da yer vermislerdir.

(Farenick ve Pidkowich, 2003) c¢alismalarinda; elemanlar1 kuaterniyon olan

normal matrislerin spektral teorisini incelemislerdir.

(Zhang, 1997) ¢alismasinda; kuaterniyon ve kuaterniyon matrisleri iizerine kisa
bir inceleme yapmistir. Bilinen bazi sonuglarin yeni ispatlarin1 sunmus ve kompleks

matrislerin kuaterniyon matrisleri ile benzerlikleri tartismistir. Bir kuaterniyon matrisinin



bir ¢ift kompleks matrisine doniistiirme yontemleri ile birlikte homotopi teorisinin

tizerinde durmustur.



2. SPLIiT KUATERNIYONLAR

Bu bélimde (Kula, 2003; Erdogdu, 2015; Ozdemir, 2020) kaynaklardan yararlanilarak
split kuaterniyonlar kiimesinin tanimi ve split kuaterniyonlar {izerinde tanimli islemler
ifade edilmistir. Bu islemlerle birlikte split kuaterniyonlarin cebirsel yapisi ortaya

konulmustur.

Qs ={q = qo + q11 + g2 + q3€3:q0, 91,92, q3 € R}

kiimesi Uizerinde

Vq —qO+quel D = Do +Zplel € Qs

icin agsagidaki islemler tammlansm (COCkle 1849).

Toplama: +: Qs X Qs — Qg olmak lzere

q+p=qo+po+ Z(qﬁpi)ei

i=1

seklinde taniml1 bir i¢ islemdir.

Carpma: ¢: Qs X Q¢ — Qg olmak Uzere

q *p = (qoPo — q1P1 + 202 + q3P3)
+(q1Po + qoP1 — 4203 + q3D2) €1
+(qop2 + 9200 — 4103 + q3P1) €2
+(qops + q3Po — q2p1 + q1P2) €3

seklinde tanimli bir i¢ islemdir.
Esitlik: g = p olmasi i¢in gerek ve yeter sart i = 0,1, ...,3 i¢in g¢; = p; olmasidir.
Tanim 2.1.

Qs ={q =qo+2qiei= d0,91,92,93 € R

i=1

kiimesine iizerinde tanimli olan toplama, carpma ve esitlik islemleriyle birlikte split
kuaterniyonlar (b6liinmiis kuaterniyonlar veya kokuaterniyonlar) kiimesi ad1 verilir. Bu

kiimenin her bir elemanina ise split kuaterniyon denir.



Teorem 2.1. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) (Qs, +,) iicliisii degismeli olmayan birimli
bir halkadir.

Ispat:

3 3 3
q= qo"‘qu'ei»l? =Po+zpi€i'7‘=7‘o+zri€i
i=1 i=1 i=1

birer split kuaterniyon olsun.

3
p+q=(q0+Po) +Z(pi +qi)e; € Qg

=1

oldugundan Q kiimesi toplama islemine gére kapalidir. Ote yandan

3 3
(q +p) +7r=1(q + o) +Z(Qi +pie; + 1, +Zriei
i=1 i=1

3
= (@o+po+70)+ ) (@i +pi +1e
i=1

3 3
= Qo+ ) qier+ (o +70)+ ) (i +1ide
i=1 i=1
=q+®+7)

oldugundan Qg kiimesi toplama islemine gore birlesmelidir. Her q € Qg i¢in g + 0 =

0 + g = q olacak sekilde

3
0= X +le'ei € @S
i=1

elemani var ise bu elemana Qg kiimesi toplama islemine gore birim elemant adi verilir.

Buradan

3 3
q+0=1(qo+x0) + Z(Qi +x;)e; =qo +thei
i=1 i=1
elde edilir. Esitlik tanimindan

Qo +Xo=qo, q1tX1 =41, Gz +X2 =(z (q3+X3=4(3

oldugu goriiliir. O halde xy = x; = x, = x3 = 0 ’dir.

Boylece toplama islemine gore birim eleman



3
0=0+20ei
i=1

olarak bulunur. Ote yandan Vq € Qg icin g + ¢’ = q' + q = 0 olacak sekilde bir
3
q = qo’+Zqi’ei € Qs
i=1

eleman1 mevcut ise bu elemana q € Qg elamaninin toplama islemine gore ters elamani

adi verilir. Burada

3 3
q+4q = (490 +q) +Z(qi +q;)e = 0+206i
i=1 i=1
oldugunda

Gotq =q1+q' =q2+q, =q3+q3' =0
elde edilir. O halde

!

90’ = —qo, 91" = —q, 92’ = —qa, qs = —(qs3

olarak bulunur. Sonug olarak

3
q =—qo+ Z(_Qi) e;
i=1

elde edilir. Ayrica

3
q+p=qo+po+2(qi+p1)ei

i=1

3
=pot+qo+ Z(pi + qi)e;

=1
=p+q
oldugundan (Qg , +) ikilisi bir Abel grubudur.

q*p = (qoPo — 91P1 + G202 + q3D3)
+(q1Po + QoP1 — 92P3 + q3P2) €1
+(qop2 + 9200 — q1D3 + q3P1) €2

+(qops + q3Po — G201 + q1P2) €3

bir split kuaterniyon oldugundan Qg kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir.



re(@+q) = (o + X rie)) e (0o + qo + i1 (pi + q)e)
=10(Po + q0) =11 (p1 + q1) + 12(P2 + q2)+73(p3 + 43)
+(r1 (o + 90) + 1o(p1 + 41) — 12 (P3 + 43)+73(P2 + q2) ) e
+(ro(p2 + 42) + 2(Po + o) — 11(p3 + g3)+73(p1 + q1) ez
+(ro(ps + q3) + 13(o + qo) — 12 (1 + @)+ (P2 + G2))es
= ToPo — 11P1 + 12P2 + 13p3 + (Top1 + 11Po + 123 — 13P2)e€s
+(rop2 + 1200 + 13p1 — 11P3)ez + (NP3 + 13po + P2 — 1ap1)es
+10q0 — 11q1 + 1292 + 1393 + (10q1 + 11q0 + 1293 — 13q2)e€4
+(10qz + 1290 + 13q1 —11q3)ez + (Noqz + 130 + 11q2 — 12q1)€3
=rep+4reg

oldugundan soldan dagilma 6zelligi saglanir. Sagdan dagilma 6zelligi de benzer sekilde

gorulebilir.
qoPo — q1P1 + q2P2 + q3P3 3
+(q1Po + qoP1 — 4203 + q3P2) €1 Z
° ° = Y + .0
@ep)er +(qop2 + 4200 — 41P3 + q3P1) €2 "o £ Ti€i

+(qops + 43P0 — 4201 + q1P2) €3

PoTo — P11 + D272 + D373

3
P Z gie; | o +(p170 + Doty — D213 + PaT2) €1
0 o e +(Po12 + D21 — D173 + P3Ty) €

+(po73 + P3to — D211 + D1T2) €3
=qe(per)

oldugundan Qg kiimesi carpma islemine gore birlesmelidir. Ote yandan

q*P = qoPo— q1P1 + 4202 + q3Ps + (q1Po + qoP1 — 42P3 + q3DP2) €1

+(qop2 + 4200 — q1P3 + q3P1) €2 + (Qob3 + q3Po — 21 + Q1P2) €3
ve

P *q =Doqo — P1G1 + D292 + P393 + (D190 + Poq1 — P293 + P392) €1

+(Poqz + P2q0 — P143 + P341) €2 + (Poq3 + P3qo — D291 + P192) €3

ifadelerinden



—q2P3 T q3P2 ¥ —P2q3 + P3q;
—q1P3 T q3P1 # —P193 T P3q1

—q201 T q1P2 F —P291 + P14z

oldugundan q e p # p  q oldugu goriiliir. Split kuaterniyonlar ¢arpma islemine gore
degismeli degildir.
3
1=1+ z Oe; € Qg
i=1
icin

o (11 500) (0 S0

i=1 i=1
={qo t q1€1 t qz2€2 + qse;3
=q
elde edilir. O halde 1 € Q¢ ¢arpma islemine gore birim elemandir. Sonug olarak
(Qg, +,¢) tgliisiiniin degismeli olmayan birimli bir halka oldugu elde edilir.
Teorem 2.2. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) (Qg, +,) tclisi bir cisim degildir.

Ispat: Q5" = Qg — {0} olarak tamimlansin. Q" kiimesi ¢arpma islemine gore degismeli
degildir. Ayrica Q" kiimesinde her elemanin ¢arpma islemine gore ters eleman1 yoktur.

(Qg" ,e) ikilisi Abel grubu degildir. Dolayisiyla (Qg", + ,¢) iicliisii de bir cisim degildir.
Tamm 2.2. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020)
3
q= qO"‘ZQiei € Qs
i=1

split kuaterniyonun da q, € R sayisina q split kuaterniyonunun skaler (reel) kismi,

>3 | q;e; sayisina ise q split kuaterniyonunun vektdrel kismi adi verilir.

3
S(q) =qove V(q) = Z qgie;
i=1

seklinde ifade edilir.
Eger S(q) = q, = O ise q € Qs 'ye pure (has) split kuaterniyon ad1 verilir.
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Tamim 2.3. Split kuaterniyonlar kiimesi tizerinde
O:RX Qs — Qs
dis islemi

qieé; € QS'A ER
1

q=qo+

3
i=

olmak Uzere

3
109 =gy + ) (Aae;

i=1
seklinde tanimlanir.
Teorem 2.3. ©: R X Qg — Qg dis islemi VA;,4, € Rve Vp,q € Qs icin
1) 4,0/ +4q) = 40p +140q,
2) (44 +1,)Op = 4,0p + 4,0p,
3) (A114,)0p = 1,0(1,0p)

ozellikleri saglar.

Ispat: 1,1, ERVeq = qo + Y31 qi€;,p = Po + iy Pi€i € Qg olsun.
1)

3
LOM@+q) = 1,0 (po+4q0) + Z(pi + q:)e;

i=1

3
= L (po + qo) + Z M(pi + qi)e;

i=1
3 3

= Mpo + Z Mpiei + 419 +Z Maqie;
i=1 i=1

= 1;,0p + 1,0q

elde edilir.
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2)

3
(41 +22)0p = (41 + 1,)O (Po + z Pi€i>
i=1
3
= Qu+ 2P0 + ) Cata)piey
i=1

3 3
= Ahpo + Z Mpie; + Axpg +Z Axpie;
i=1 i=1

=1,0p + 1,0p
oldugu goriiliir.
3)

3
(L142)Op = (4414,) (Po + Z Piei>

=1

3
= Wadpo + ) ad)pies

=1
3

= L(hpo) + ) Ma(hap)e
i=1

=1L 0OA,0p)
elde edilir.

Sonug 2.1. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) (Qs, +, R, +,-, ®) altilis1 bir reel vektdr uzayidir.

Qs = span {1, e;, e,, e3} olmak lzere boy(Qs) = 4 elde edilir.

Sonu¢ 2.2. Split kuaterniyonlar kiimesinde c¢arpma islemi ile {1,eq,e,, e;} baz

elamanlarinin ¢arpimi asagidaki tablo ile ifade edilebilir.

1 e1 e, es
1 1 e1 e, es
e, e, -1 es —ey
e, e, —e3 1 —e,
es es e, e 1

Tablo 2.1. Split kuaterniyonlar kiimesinde {1, e, e,, 5} baz elamanlarinin ¢arpimi
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Not 2.1. Bu kisimdan sonra kisaligin hatri igin iki split kuaterniyonun g¢arpiminin

temsilinde p e g yerine pq ve bir reel sayr ile bir split kuaterniyonun g¢arpiminin

temsilinde A®q yerine Aq temsili kullanilacaktir.
Tamm 2.4.
3
Vaq = qo +ZQiei € Qs
i=1
icin
3
q=qo— z qie; =S(q) —V(q)
i=1

seklinde tanimlanan ve q ile gosterilen split kuaterniyonuna g ’nun eslenigi ad1 verilir.

Teorem 2.4. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) Vq,p € Qs ve A € R i¢in asagidakiler

saglanir:

2) qp=7p q,
3 q =9
4) 1q =13,
5 499 = 4qq.

Ispat: g = qo + Y31 qiei,p = Po + i1 Di€i € Qg ve A € Rolsun,
1)

3
TFP=a0+Po+ ) (@+pde
=1

3
=qo+po— Z(Qi + pie;
i=1

3 3
= qo _ZQiei + Do _Zpiei
i=1 i=1

=q+p
esitliginin saglandigi gorulur.



13

2)
qp = qoPo — 91P1 + @202 + q3p3 + (q1P0 + qoP1 — 42P3 + q3P2) €1
+(qop2 + 4200 — 413 + 43P1) €2 + (qoP3 + 43P0 — 92P1 + q1P2) €3
oldugundan

qp = qoPo — q1P1 + q2P2 + q3P3 + (—q1Po — qoP1 + 42P3 — q3P2) €1
+(=qoP2 — G200 + 9193 — q3P1) €2 + (—qoP3 — 43P0 + q2P1 — q1P2) €3
elde edilir. Ote yandan
P G = Po9o — P1q1 + P29z + P3Gz + (—Poq1 — P1q0 + P39z — P243) €1

+(—P290 — P04z + P3q1 — P143) €2 + (—P390 — Poq3 + P19z — P291) €3

olurvegp = p q elde edilir.

3)
-3 3
q = qO—quel :CIO+ZCIiei =q
1=1 i=1
saglanir.
4)

3 3
Aq = Aqo + Z Aq.e, = Aqq — Z Aq;e;
1=1 i=1

3
=/1<CIO _ZQiei> = Aq
i=1

olarak bulunur.

5)

3 3
qq = (% + Z q€; ) (% - Z Qiei>
i=1 i=1

=qo* + q1* — 4% — q5°

esitligi elde edilir. Ote yandan
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3 3
qq = (qo _ZQiei><QO +zqiei>
i=1 i=1

2 2

=qo* +q:* — q* —q3
elde edilir. Sonug olarak qg = qq oldugu goriiliir.

Tamim 2.5. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020)

3
q= CIO+ZCIiei € Qs
i=1

icin

Iy =493 =499 = qo* + 0:.° — 42° — q5°
degeri g split kuaterniyonunun karakterini temsil eder. Eger I, <0 ise q split
kuaterniyonuna spacelike; I, > 0 ise g split kuaterniyonuna timelike ve I, = 0 ise q split

kuaterniyonuna lightlike (veya null) ad1 verilir.

Tamm 2.6. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) || ||: Qs —R{ fonksiyonu

3
Vg =qo +ZQiei € Qs
i=1

icin

lqll = V193] = V1dql = V1q0% + ¢12 — q22 — 52|

seklinde tanimlanir. ||q|| reel sayisina g split kuaterniyonunun normu denir.

Uyan 2.1. Yukarida tanimlanan fonksiyon pozitif tanimli olmadig i¢in semi (yar1) norm

fonksiyonudur.

Tamim 2.7. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) Normu 1 olan split kuaterniyona birim split

a4

kuaterniyon adi verilir. I, # 0 olmak lizere Vg € Q" igin i

birim split kuaterniyondur.

Tamm 2.8. (Kula, 2003; Ozdemir, 2020) Vq € Q" igin
qp=pq=1
esitligini saglayan p € Qg varsa p split kuaterniyonuna g nun tersi denir ve g1 ile

gosterilir.
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Eger I, # 0 ise

3
q=qo+ Z qie;
i=1

split kuaterniyonun tersi vardir ve

split kuaterniyonuna esittir.

Teorem 2.5. (Ni ve ark.,2019; Aydin, 2020; Ozdemir, 2020) t: Qs — M,(R) olmak

uzere

3
Vg =qo +ZQiei € Qs
i=1

icin

o+ 42 —q1+qs
@) = 41t g3 CIO_CIZ]

seklinde tanimlanan dontiisiim bir lineer izomorfizmadir.

ispat:
q =qO+Zqiei,p=po+Zmei EQsvel€ER

olsun.

(g + Ap) = T((go + Apo) + Tis(q: + Apo)e;)

_ (qo + Apo) + (q2 + Ap2)  —(q1 + Ap1) + (g3 + Ap3)
(q1 +Apy) + (g3 + Ap3z) (o + Apo) — (q2 + Ap3)

[ el 2

= 1(q) + At(p)
oldugundan t doniisiimii lineerdir. T(q) = t(p) olsun. Bu durumda

[CIO+CI2 _Q1+Q3]=[P0+P2 _P1+P3]
1 tq93 qo—q> P1+DP3 Do—D2

matris esitligi elde edilir.
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Bu esitlikten

9o = Po,q91 = P1,q92 = P2,43 = P3

oldugu goriiliir. Sonug olarak g = p elde edilir.
O halde t déniisiimii birebirdir. Ote yandan VA = [a,;]EM,(R) icin t(q) = A olacak
sekilde bir tek g € Qg vardir. Burada

Qg3 taz;  Gp; —Ag o + 11 — Az G21 +as; .
2 2 ! 2 2 2 3

olarak bulunur. Bu durumda t doniisimii Ortendir. Sonug¢ olarak T bir lineer

izomorfizmadir.

Tamm 2.9. (Ni ve ark.,2019; Aydin, 2020; Ozdemir, 2020)

3
Vq:CIO+ZCIieiEQS
i=1

icin
Got4q> —qi1+t CI3]

@) = qd1tq3 qo—Qq:

matrisine g split kuaterniyonunun 2 X 2 reel matris temsili ad1 verilir ve

det(t(q)) = q®* + 12 — g2 — qz2 =1,

esitligi saglanir.

Teorem 2.6. (Ni ve ark.,2019; Aydin, 2020) Vp,q € Qs ve VA € R igin asagidaki

ozellikler saglanir:
1) tp+q) =) +t(q),
2) t(pq) = t(p)t(q),
3) t(p) = At(p),
4) (1) = I,

Ispat:

3 3
q =QO+ZQi9i:p=pO+ZPiei EQsveldl ER
i=1 i=1
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olsun. 1) ve 3) oOzellikleri ©: Qs — M,«,(R) doniisiimiiniin lineer olmasindan dolay1

aciktir.
2)
Pq = Po9o — P1G1 + D292 + P393 + (P190 + Poq1 — P293 + P392) €1
+(Poqz + P290 — P193 + P391) €2 + (Poqs + P390 — P21 + P14q2) €3
esitligi yardimiyla
T(pq) = lars] € My (R)
olmak tizere
a11 = Poqo + Poqz — P191 + P20 — P193 + P2q2 + P3q1 + D343
= (po + P2)(qo + q2) — (p1 — P3)(q1 + q3)
Q12 = Poq3 — P190 — Poq1 + P19z — P2q1 + qoP3 + D243 — D342
= —(q1 — q3)(Po + p2) — (p1 — P3)(q0 — q2)
Az1 = Poq1 T P190 t Poq3 + P19z — P2q1 + P — qoP3 — D243 + D342
= (p1 + P3)(qo + q2) + (Po — P2)(q1 + q3)
dz2 = Poqdo — Podz — P191 — P2q0 + P193 + P24z — P3q1 + D343
= (Po — P2)(q0 — q2) — (91 — q3)(p1 + p3)
esitliklerinden
o0 2N
= 1(p)t(q)
elde edilir.

4)1 =1+ 0e; + Oe, + Oe3 olmak lizere

®=[to 1 0=l il

olarak bulunur.
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3. SPLIT KUATERNiYON MATRISLERI VE CEBIRSEL OZELLIiKLERI

Tamm 3.1. (Alag6z ve ark., 2012; Erdogdu, 2015) Elemanlari birer split kuaterniyon olan
matrislere split kuaterniyon matrisi ad1 verilir. Bir bagka ifadeile 1 <r <m,1<s<n

olmak tzere a,s € Qg igin
A= [ars]

seklindeki matrise m X n tipinde split kuaterniyon matris ad1 verilir. Buradan

3
Ars = (ars)o + Z(ars)i e; € Qs
i=1

olmak Uzere

3
A:AO +ZAl e;
i=1

seklinde ifade edilebilir. Buradan Ay, A, A3, A3 € My, (R) matrisler olup
Ao = [(ars)ol
Ay = [(ars)il
A; = [(ars)2]
Az = [(arg)s]
esitlikleri ile ifade edilir. O halde m X n tipinde split kuaterniyon matrislerinin kiimesi
Mpmxn (Qs) ={A =[ays]:ars €EQs,1<r<m,1<s<n}
veya

3
men (QS) = {A = AO + ZAlel : Al E men (IR)IL = OF1F2F3

=1

seklinde temsil edilir.

Tamm 3.2. (Alagoz ve ark., 2012; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)

A= [ars]; B = [brs] € Mypxn (QS)

olmak lzere 1<r<m,1<s<n i¢in a,s =b,, ise A ve Bsplit kuaterniyon

matrisleri esittir denir ve A = B ile gosterilir.
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Sonug 3.1.

3 3
A=A +2Aiei ) B =BO+zBiei € Myxn (Qs)
i=1 i=1

icin A = B olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ay = By,A; = B;, A, = B, ve A; = Bs

olmasidir.

Tamim 3.3. Bir A split kuaterniyon matrisinin satir ve siitun sayilar1 esit ise yani n X n
tipinde bir matris ise A matrisine n. mertebeden bir split kuaterniyon kare matris adi

verilir. Split kuaterniyon kare matrislerin kiimesi M,, (Qy) ile gosterilir.

Tanim 3.4. A = [a,s] € M,, (Qs) olmak lizere a4, ayy, ..., Apy €lemanlarmin bulundugu

kosegene A split kuaterniyon matrisinin esas kdsegeni ad1 verilir.

Tanim 3.5. A = [a,s] € M,, (Qs) olsun. Eger A split kuaterniyon matrisinin esas kdsegen
elemanlart 1 + Oe; + Oe, + Oe; € Qg ve diger elemanlar1 0 4+ Oe; + Oe, + Oe; € Qg

ise n. mertebeden A split kuaterniyon kare matrisine split kuaterniyon birim matris ad1

verilir ve
1 0 0
=01 70
0 0 1
ile gosterilir.

Tamm 3.6. A = [a,5] € M, (Qs) Olmak Uzere her 1<r<m ve 1 <s <n icgin
a,s =0+ 0e; + 0e, + Oe; € Qg ise A matrisine split kuaterniyon sifir matrisi adi verilir

Ve 0,nxn € Mpyxn (Qs) ile gosterilir.

3.1. Split Kuaterniyon Matrislerde Toplama islemi

Tamim 3.1.1. (Alagdéz ve ark., 2012; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)
M, 5n (Qg) kiimesi iizerinde toplama islemi

®D: Mpxn (Qs) X Myxn (QS) — Mpxn (QS)

olmak Uizere
VA = [a,], B = [bys] € Mpxn(Qs)
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icin
ADB= [ars + brs]

seklinde tanimlanir.

.. e +e; e 1+e — . . . .
Ornek 3.1.1. A = [ v 2] vep=|1te e 63] split kuaterniyon matrisleri
€, —€3 €3 €, — €3 1
verilsin.
a11+b11 - (81+€3)+(1+61)=1+2€1+€3
a1 + b1y =e; + (e; —e3) = 2e; —e3
az1 +byy = (e;—e3) + (e —e3) =e; + e, — 2e3
a22 + b22 = e3 + 81
esitliklerinden

1+2e;+e3 2e,—e;
€1+ez—263 e3+61

A@B:[

olarak bulunur.

Uyan 3.1.1.
3 3
A=ho+ ) her,  B=Bo+ ) Bie; € My (@)
i=1 i=1
olmak tizere

3
A @ B = AO + BO + Z(AL-I_BL) e;

=1

seklinde de ifade edilebilir.

Ornek 3.1.2.

e, —e 1+e e
Az[l 2]veB:[ ! 3]
e3 el 62_33 6’2

split kuaterniyon matrisleri verilsin.

a=lo ol+lo Ae+lo Tleatly ol

seklinde de yazilabilir. Burada Ay, A;, A, A3 € M,(R) olmak Uizere
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to=ly ohai=lo 3 4=[y Glas=[

olarak bulunur. Benzer sekilde
o 1 0 0 0 0 1
B_[o o]+[0 o]el+[1 1 82+[—1 03
olarak yazilir. Burada

Bo=ly ohBi=lo ol-2=[7 Jl8s=[1 ol

olarak elde edilir.

3
A @ B = AO + BO + Z(AL-I_BL) e;
i=1

=5 o+l oD+ il+ls oDe
#lo o1+l e+ o+ e
=lo o+l el Tletlo ole
:[1+Zel —ez+e3]

e, e, te;

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.1. (Alagdz ve ark., 2012; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)
VAB,C € Myun (Qs) ve Opxn € Mppsn (Qg) sifir matrisi olmak iizere asagidaki

ozellikler saglanir:
1) ADB)DC=4B B GO),
2) A® Opxn = Opxn @ A =4,
3) AQA = A @ A = 0,4, olacak sekilde bir tek A" € M, (Qg) vardr,
4 A@B=B®A.

Ispat: 1) A =[a,s], B = [bys], C = [cys] € Mypyn (Qg) olsun. Split Kkuaterniyonlar

kiimesi iizerinde toplama islemi birlesmeli oldugundan

(A®B)DC= [ars + brs] SY) [Crs]
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= [(ars + bys) + crs]
= [ars + (bys + cr5)]
= [ars] + [brs + Crs]
=A®BOO)

elde edilir.
2)A® 0y, = [ays + 0] =Ave 0,5, @A =[0+ a,s] = A oldugu goriiliir.
A =la,s'] € My (Qs) olsun A @ A’ = [a,s + a,5'] = [0] esitliginden

r_
Ars = —Qpg

oldugu goriiliir. O halde A" = [—a,5] oldugundan V A € M,,,.,,(Qg) matrisinin toplama

islemine gore tersi vardir.

4)A @ B = a5 + bys] = [bys + a,5] = B @ A elde edilir.

Sonug 3.1.1. (Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015) (M,.n(Qs), @) bir Abel
grubudur.

3.2. Split Kuaterniyon Matrislerde Carpma Islemi

Tanim 3.2.1. (Erdogdu, 2015) Split kuaterniyon matrislerde garpma islemi

X: men((@s) X mep (QS) - mep (QS)
olmak Uzere

seklinde tanimlanir.
Uyan13.2.1. A = Ay + X7_ Aje; € Mpxy (Qs) ve B = By + Y-, Bie; € My, (Qs)
matrislerin ¢arpimi
AQ® B = (A4yBy — A1By + A;B, + A3B3)
+(A1By + AgB; — A;B3 + A3B;) e4
+(AyB, + A;By — A1B3 + A3B;) e,
+(A¢B3 + A3By — A;B; + A1B;) e3

seklinde de ifade edilebilir.



Ornek 3.2.1.

A:[el 93]1B=[1+81 0

6’2 81 82 83

split kuaterniyon matrisleri verilsin. Tanima gore

AQB = [cre] = [i arsbst]

s=1
esitliginden
2
€11 = Z A1sbs1 = ag1b1y + a12b24

s=1
=e;(1+e) +eze,
=e; +e?%+eze
=e;—1+¢

=-1 + 281,

2

Ci2 = z a15bsy; = ay1byy + aqg3by;

s=1
= 810 + 8383
=1,

2

€1 = Z Aysbs1 = az1b11 + azybyy

s=1
= 62(1 + 61) + 6162
=€, + e,e1 + €165

= eZ’

2

Cop = Z Aysbsy; = az1b13 + azyby;

s=1
== 6262 + 6163
== 1 - 62

olarak bulunur. O halde

23
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1+ 2e; 1 ]
82 1_32

A®B=r

elde edilir. Ote yandan

4=y ol+lo tle*li oleetly oles

5=y ol+lo oler*li oleety Ve

esitliklerinden

o=} Son=ly Y[t Y=l

ve

Bo=ly olBi=ly ol B:=[) olB:=[g ol

oldugu goriiliir.
AQ® B = (A4yBy — A1By + A;B, + A3B3)
+(A41By + AgB; — A;B3 + A3B,) eq
+(4¢By + A;By — A1B3 + A3B;) e,
+(A¢B3 + A3By — A,B; + A1B5) e3
=[0 ol*lo Zdetli Zileet o ole

_[—1+2e1 1 ]
- ez 1_62

elde edilir.

Teorem 3.2.1. (Erdogdu, 2015) V A, B € My (Qs),C,D € Mpyo(Qs), E €
Moxy (Qs) icin

1) ARCO®E=A4AQ (CRE),

2) AQ(COD)=(AQC)D(AR®D),

3) CODRE=(CRE)D(DRE)

ozellikleri saglanir.
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Ispat:1) A € My (Qs), C € My, (Qs) ve E € Myyy, (Qg) icin

A= [a‘rs];C = [Cst] ve £ = [etl]

olsun. O halde
A ® C= [ars] [Cst] = [hrt]
esitligi
n
hrt = ArsCst
s=1
ve
CQE = [csllen] = [fal
olmak Uzere

o)
fs1 = z Cstlu

t=1

olarak yazilabilir. Bu nedenle

AR C)®E = lhellea] = ) hrela
t=1

olup

ARCORE = [ZO: hrtltl] = [ZO: Zn:(arscst)ltl]
=1 1s=1

t=

sonucuna varilir. Diger taraftan

AR (CRE) = [ars] [fsl] = [z arsfsl]

s=1

bulunur ve

AR (CQE)=

3 n o
Z arsfsl] = [ ars(cstltl)]
s

elde edilir. a,s cs, ly € Qs oldugundan split kuaterniyon ¢arpiminin  birlesme

ozelliginden
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(ars Cst) ly = QArs(Cst )

yazilabilir. O haldle A® (C ® E) = A Q (C ® E) oldugu goriiliir.
2) A€ men (QS)’ C,D e Mnxo (QS) ";ln A= [ars]' C= [Cst] veD = [dst] olsun. O
halde

ve

olarak yazilabilir.

AQ® (CDD) = [ars]([ese] + [dse])

= Z[ars]([cst] + [dSt])]

Ls=1
T n

= z ars(Ccst + dst)

Ls=1

- n
= Z ArsCst + arsdst)]
Ls=1
n
Z arsdst]

s=1

+

T n

AyrsCst
Ls=1

elde edilir. A ® C ve A ® D ¢arpimlari yardimiyla

AQ(CBD)=(AQC)D(ARD)

sonucuna varilir.
3) C,D € Mpy, (Qs) Ve E € Myyy (Qg) icin C = [cs], D = [dg] Ve E = [ey] olsun.
O halde

CQ®E = [cgllen] = Z Cstlrl

t=1

ve
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D QE = [dslleq] = Z dseeq
t=1

yazilabilir.

(CO®D)®E = ([cse] + [dseDlen]

r O

= Z(cst + dst)etl]
Lt=1
r O

= Z Cstly + dstetl]

Lt=1
r O o

= chtetl + zdstetl]
[t=1 t=1

elde edilir. C ® E ve D ® E garpimlar1 yardimiyla

CODRE=(CQE)D(DRE)

elde edilir.
Sonug 3.2.1. (M,,(Qs),D,®) tgliisti degismeli olmayan bir halkadir.

Not 3.2.1. Bu kisimdan sonra kisaligin hatr1 igin split kuaterniyon matrislerin toplami

A @ B yerine A + B ve carpim1 A Q B yerine AB ile gosterilecektir.
3.3. Split Kuaterniyon Matrislerde Diger Temel Kavramlar

Tanim 3.3.1. (Erdogdu, 2015) A = [a,s] € My« (Qg) olmak Uzere A split kuaterniyon

matrisinin eslenigi
A = [a]

seklinde tanimlanir. Ayrica

3
A=A, + ZAiei € Mmxn (Qs)
i=1

olmak tizere A matrisinin eslenigi
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3
— 2 Aiei
i=1
seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 3.3.1. (Alag6z ve ark., 2012; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)
VA,B € M, (Qs) icin asagidakiler saglanir:

Ispat: A = [a,5], B = [bys] € M,,,(Qs) olsun.
1) A+ B = [ays + bys|=[ars + bys]

elde edilir.
2)

oldugu goriiliir.

Ornek 3.3.1.

a=[o" ale=[o 2]

split kuaterniyon matrisleri verilsin.

=[5

ve

olarak bulunur. Buradan

ar=lo Il Zl=h "o

oldugu goriiliir. Ote yandan

AB [1 1 - ez]
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ve

E:I:l 1_32]

0 —6’1

elde edilir. Sonug olarak A B # AB elde edilir.

Tamim 3.3.2. (Alag6z ve ark., 2012 ; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)

A = [ays] € Myn (@S)
olmak lzere A matrisinin transpozu

AT = [asr] € Myxm (Qs)

seklinde tanimlanir. Ayrica

3
A=A, + ZAiei € Mpxn (Qs)
i=1

olmak Uzere

3
AT = A" + Z ATe;
i=1
seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 3.3.2. (Alagéz ve ark., 2012 ; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)
V A,B € M, (Qs) olmak tizere asagidakiler saglanir:

1) (ANT = 4,
2) (A+B) =AT + BT,
3) (A)" =(4D).

Ispat: A = [a,5], B = [b,s] € M5, (Qg) olsun.
D
(AN" = las]" = la,s] = A
oldugu goriilir.
2)
(A+B)" = [agr + brs]" = [agr + by]
= [ag,] + [bs;] = A" + BT
elde edilir.
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3)

oldugu gortiliir.
Ornek 3.3.2.
a=[e Sle=ls 2

split kuaterniyon matrisleri verilsin.

AT = [—81 0]
€, €3
ve
—€3 €
olarak bulunur. Buradan
1 0
T AT —
B AT = 1+e, —el]

oldugu goriiliir. Ote yandan
AB [1 1 - 82]

ve

0
1—62 e1

(AB)" =
elde edilir. Sonug olarak
(AB)T # BTAT

elde edilir.

Tamm 3.3.3. (Alagoz ve ark., 2012 ; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)
A = [ays] € Mypyn (Qs)
olmak tizere A matrisinin eslenik transpozu
= (4)" = [ax]

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte
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3
A= AO + ZAiei € Mm><n (QS)
i=1

olmak tizere

3
A= AT =) ATer € Mypn (@)
i=1
seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 3.3.3. VA,B € M, (Qs) ve VC,D € M,(Qy) icin
1) (A+B)*=A4"+ B,
2) (A) =4,
3) (CD)* = C*D*

ozellikleri saglanir.

Ispat: 1) ve 2) Eslenigin ve transpozun 6zelliklerinden agiktir.

3)
3 3
C = CO +ZCiei ,D = DO +ZDi€i € Mn (QS)
i=1 i=1
olsun.

CD == CODO - ClDl + C2D2 + C3D3
+(C1Dy — CoD; — C3D3 + C3D,)ey
+(CoD; + C3Dg — CyD3 + C3D4)e,
+(CoD3 + C3Dy — C,D; + C1Dy)es

esitliginden

CD = CyDy — C1D; + C,D, + C3D;
—(C1Dy — CoDy — C3D3 + C3D;)eq
—(CoD; + C2Dg — C1D3 + C3D4)e,
—(CoD3 + C3Dg — (3D + C1D;)es

elde edilir.
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(CD)* = (CD)"
=D, C," —D,"¢," +D,"C," + D",
_(DoTclT - D1TC0T - D3TC2T + DZTC3T) €1
—(D,"Co" + Dy C," = D5"CT + DG ey
—(D5"Co" + Dy C" =Dy + D70 ) ey
olarak bulunur. Ote yandan

D* = (E)T = DoT - D1T31 - DzTez - D3Te3
ve

C* = (C_')T = CoT - C1Te1 - CzTez - C3Te3

esitliklerinden
D*C*=D,"C," —D,"¢;" + D,"C," + DT C,T
+(=Dy"C," + D;"Co" + D" C,T = D,T ") ey
+(=D,"Co" = Do"C," + D" C," = DTG ey
+(=D5"Co" = Dy"C5" +D,TC," + DT 0T e
olarak bulunur. Dolayistyla
(CD)* = D*C*
oldugu goriiliir.

Tamim 3.3.4. A € M,,(Qs) split kuaterniyon matrisinin esas kosegen elemanlarinin

toplamina A split kuaterniyon matrisinin izi denir ve tr(A) ile gosterilir.

n

tr(4) = ) a

s=1

olarak ifade edilir.

3
A=A, + ZAiei €M, (Qs)
im1

olmak Uizere A matrisinin izi



3
tr(A) = tr(Ag) + 2 tr(4)e;

seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 3.3.4. V A,B € M, (Qs) icin
D tr(A+ B) =tr(4) + tr(B),

2) tr(AB) # tr(A) tr(B),

3) tr(AB) # tr(BA) (genellikle),

4) tr(A7) = tr(4),

5) tr(A) = tr(4)

ozellikleri saglanir.

Ispat: A = [a,s], B = [b,s] € M,,(Qs) olsun.
1) A+ B = [a,s + b,g] oldugundan

n n n
tr(A+B) = Z(ass + bg) = Z ass + z bss
s=1 s=1 s=1

=tr(4) + tr(B)

elde edilir.
2) AB = [Cr¢] = [X§=1 ars bst] oldugundan

n n n
tr(AB) = Z Crr = z (Z arsbst>
r=1 r=1 \s=1

elde edilir. Ote yandan

tr(4) tr(B) = (Z arr)( brr>

r=1

oldugundan tr(AB) # tr(A) tr(B) oldugu goriiliir.

3) Benzer sekilde
n n
tr(BA) = Z (Z brsast>
s=1

r=1
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esitliginden tr(AB) # tr(BA) elde edilir.
4) AT = [a,] oldugundan A ve AT matrislerinin tiim esas kosegen elemanlar1 aynmidir. O
halde tr(AT) = tr(4) di.

5) A = [a,s] olmak lizere A = [a@,5] oldugundan

n n
tr(4) = Za—rr = Z arr = tr(4)
r=1 r=1

elde edilir.
Tamim 3.3.5. (Alagoz ve ark., 2012 ; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu, 2015)
A,B € M,, (Qg) verilsin. Eger
AB =BA =1,
ise A matrisinin tersi vardir denir ve B matrisine A split kuaterniyon matrisinin tersi denir

ve A~1 ile gosterilir.

Tamm 3.3.6 Tersi mevcut olan split kuaterniyon matrisine reguler split kuaterniyon

matris adi verilir. Aksi halde split kuaterniyon matrisine singiiler matris denir.

Teorem 3.3.5. A,B € M,, (Qg) olmak lizere; eger AB = I,, ise BA = [,”dur.

Teorem 3.3.5 in ispat1 i¢in (Alagdz ve ark., 2012 ; Erdogdu ve Ozdemir 2013b; Erdogdu,
2015) kaynaklar1 onerilir.
Teorem 3.3.6. A € M,, (Qg) matrisinin tersi varsa tektir.

Ispat: A € M,, (Qg) matrisinin B,C € M,, (Qs) olmak iizere iki farkli tersi olsun. Bu

durumda
AB =BA =1,
ve
AC=CA=1,
esitlikten saglanir.
B =BIl, =B(AC) =(BA)C=1,C =C

oldugunda B = C elde edilir.
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Teorem 3.3.7. (Alagoz ve ark., 2012; Erdogdu, 2015) A, B € M,, (Qs) matrislerinin

tersi varsa agagidaki ozellikler saglanir:
1) (AB)™' = B4,

2)(A) Tt =(ATD),

3)(A)~! # (A1) (genellikle),

4) (AT)~ = (A~1)T (genellikle).

Ispat: 4, B € M,, (Qs) matrislerinin tersi var olsun.
1) Bu durumda

AA'=A"'A=BB'=B"'B=1,
esitligi saglanir. Bu esitliklerden

AA™l = (AL)A 1 = ABB™ YA 1 =(AB)(B 1A ) =1,
elde edilir. O halde
(B~'A"YY(4B) =1,
esitligi de saglanir. Sonug olarak AB matrisin de tersi vardir ve
(AB)"1=pB~1471

oldugu gortiliir.

2) AA™! = I,, esitliginin her iki tarafinin eslenik ve transpozu alinirsa

(AAD)T=AD'AD" =1,
elde edilir. Bu durumda
ADTA D" =1,
esitligi de saglanmir. (A)T = A* matrisinin tersi vardir ve
(A" = (47"
elde edilir.

3) ve 4) ifadelerinin ispat1 AB = A B ve (AB)T # BTAT oldugundan agiktir.
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Ornek 3.3.3.
_[ex 1
4= 0 32]
split kuaterniyon matrisi verilsin.
1 _["€ €3
A = 0 ez]

olarak bulunur. Ote yandan

olarak bulunur. Ayrica
— 61 —e€3
-1\ —
@D=y _el
elde edilir. Sonug olarak (A)~! # (4~1) oldugu gériiliir. Ote yandan

an— =22l

ve
(47" = [ €3 €

oldugundan (A7)~1 # (A™H)T oldugu goriiliir.
3.4. Ozel Tanimh Split Kuaterniyon Matrisler

Tamim 3.4.1. (Alagoz ve ark., 2012; Erdogdu, 2015) A € M,, (Qs) olmak Uzere
AAT = AA

esitligi saglaniyorsa A split kuaterniyon matrisine normal matris ad1 verilir.

Tamm 3.4.2. (Alagoz ve ark., 2012) A € M,, (Qg) olmak lzere
A=A"
esitligi saglaniyorsa A split kuaterniyon matrisine hermityen matris denir. Ayrica eger
A=-A"

esitligi saglantyorsa A matrisine ters (anti) hermityen matris denir.
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Tamim 3.4.3. (Alagoz ve ark., 2012; Erdogdu, 2015) A € M,, (Qg) olmak Uizere
AA"=A"A =1,
esitligi saglaniyorsa A matrisine uniter matris adi verilir. O halde A uniter matrisi igin
A7l =4

esitligi saglanir.

Tamm 3.4.4. (Kosal ve ark., 2016; Cao ve Chang, 2020; Wang ve ark., 2021) A,B €

M, (Qg) olmak lzere
ST1AS =B

olacak sekilde S € M,, (Qg) matrisi varsa A ve B split kuaterniyon matrislerine benzer

matrisler ad1 verilir.

Tamm 3.4.5. (Li ve ark. 2021)

3
A= Ao+ ) A€My (@)
i=1

Ve n = ey, e,, e; olmak lizere A" matrisler
A% = —e (A)e; = Ay + Ajey — Aye, — Ageq
A =e,(A)e, = Ay — Aje; + Aye, — Ases
A% =ez(A)es; = Ay — Ajeq — Aye, + Aszey
seklinde tanimlansin (A")* matrisi ise
n=epise (A7)" = —nA'n
N = ey e;ise (A7) =nA"n
ile gosterilir. Eger (A")* = A ise A matrisine n hermityen matris ad1 verilir. Burada
(A" = (A)"

oldugu agiktir. n X n tipindeki n-hermityen matrislerin kiimesi M,,(nQs) ile gosterilir.

3
A=Ag+ ) Aiei € My (@)
i=1

olmak Uizere
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(A°1)* = —e A%e,
= el(AOT - AlTe1 - AZTeZ - A3T€3)€1
=A," —A,Te; —A,Tey + A3 ey,
(A%2)* = —e,A%e,

_ T T T T
—ez(Ao —Aj e — Ay e, — Az 33)32

(AE3)* ES _egA*e3

= AOT + A1T81 + AZTez - A3T83
oldugu goriiliir.
Sonug 3.4.1: A=A, + Y, Aje; € My, (Qg) matrisinin e; hermityen olmasi iin gerek

ve yeter sart Ay, Az € M,, (R) matrislerin simetrik ve A,, A, € M,, (R) matrislerinin ters

simetrik olmasidir.

ispat: A = Ay + X7, Aje; € My, (Qg) verilsin.

(4°1)" = AoT - A1Te1 - AzTez - A3Te3

oldugundan
(A1) = A
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ao" = Ay,
_AlT =4,
_AzT =4
ve
A3T = Az

olmasidir.
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Sonug 342 A=A, + ZfﬂAiei € M,, (Qg) matrisinin e, hermityen olmasi i¢in gerek
ve yeter sart Ay, A1, A; € M,, (R) matrislerin simetrik ve A, € M,, (R) matrisinin ise ters

simetrik olmasidir.

ispat: A = Ay + Xi_, Aie; € My, (Qg) olsun.

(A%2)* = A, + A Te; — AyTe, + AT es

oldugundan

(A%2)* = A
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A" = A4,

A1T =4,

—AzT =4,
ve

AT = A,
olmasidir.

Sonug 3.4.3 A=A, + ZleAiei € M, (Qg) matrisinin e; hermityen olmasi i¢in gerek
ve yeter sart Ay, A1, A, € M, (R) matrislerinin simetrik ve A; € M,, (R) matrisinin ise

ters simetrik olmasidir.

ispat: A = Ay + X7, Aje; € My, (Qg) verilsin.

(Ae3)* = AOT + AlTel + AzTez - A3Te3

oldugundan
(A%)* = A
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ay = A,
AT =4,



ve

olmasidir.

40
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4. SPLIT KUATERNiYON MATRIS DENKLEMLERI

Bu bolimde baz1 6zel split kuaterniyon matris denklemleri ve split kuaterniyon

matrislerinin blok reel matris temsilleri incelenmistir.

4.1. Split Kuaterniyon Matrislerinin 2m x 2n Reel Matris Temsili

Tanim 4.1.1.
3
A=A+ ZAl
i=1
olmak tizere
Ag + A,
Ay + A,

e € men (QS)

-4, +A3]
AO - AZ

seklinde ifade edilen 2m X 2n tipindeki reel matrise A matrisinin blok reel matris temsili

ad1 verilir ve T(A) ile gosterilir.

Ornek 4.1.1.

A_[1+e1+ez
|l e te,

split kuaterniyon matrisi verilsin.

€, — €3

€ —é3
e, +e3

a=[p 0 o+l o olatli o ety 2 Tl
seklinde yazilirsa
w=ly o o
a=[i o o
a=i oy
ve
45 = [00 _—11 _11]

olarak bulunur.
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Bu durumda

_ _AO + AZ _A1 + A3
©(4) = A, +4; A, — A,

2 1 0 -1 -1 =2
/1 01 -1 -1 1
1 -1 0 0 -1 0
‘1 -1 1 -1 0 -1

olarak bulunur.

Teorem 4.1.1. A, B € My (Qs), C € Myyp, (Qs) olmak iizere asagidaki ozellikler
saglanir:

1) t(A+ B) = 1(4) + t(B),
2) t1(AC) =1(A) t(0),
3) (L) = Iz,

ispat: A=Ay+Y; ,Aie;,B =By+ i, Bie; € My, (Qs) olsun.
1)

3
A+ B = (AO + BO) +Z(Al + Bi)ei
i=1
oldugundan

_ (A +B)+(A2+BZ) —(A1+Bl)+(A +B)
CA+BY= |4 B 4 (s +By)  (Ag + Bo)— (As + By)

olarak bulunur. Ote yandan

_ AO + AZ _Al + A3] [Bo + BZ _Bl + B3]
TW+TB) =g 44, A,—4, | T|B,+B, B, -B,

_[Ao + A, + By + B, —A1+A3—Bl+B3]
_A0+A3+B1+B3 AO_A2+B0_BZ

olarak bulunur. O halde ©(4 + B) = t(A) + t(B) oldugu goriiliir.
2)AC=F =Fy+ X}, Fie; € Mpx, (Qg) olsun. Buradan
AC = (AgCo — ALCy + A,Cy + A3Cs)
+(A4,Co — AgCy — Ay C5 + A3Cy)eq
+(AgCy + AyCy — A1 C5 + A3C)) e,

+(A063 + A3C0 - A2C1 + A1C2)e3
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esitliginden
Fo=A40Cy —A1Cy + A,C, + A3Cs
Fi = A,Cy — ApCy — Ay C3 + A5G,
F, = AyCy, + A,Cy — A1C3 + A3Cy
ve

F3 ES AOC3 +A3CO - AZCI + A1C2
oldugu goriiliir. O halde

F —
cac) = [Fo+ e F1+F3]

Fl + F3 FO - FZ
olarak ifade edilir. Ote yandan

"[(A)"[(C): A0+A2 A1+A3] I:Co‘l'Cz _Cl+C3]

Al + A — A, |C + G5 C,
esitligi blok matris ¢arpimi yardimiyla agilirsa;

FO + FZ _F1 + F3

esitligi elde edilir.
3) I, = I, + Y, O,e; olarak ifade edilirse
[L+0, —0,+0,] [l 0n]_
W =0, 40, I,- on] = [0 In] = lon

elde edilir.

Teorem 4.1.2. A € M,, (Qg) bir regller matris ise

(t(4) " =4

esitligi saglanir.

Ispat: A € M,, (Qy) bir regiiler matris olsun. O halde
AATL =A"1A =1,
esitligi saglanir. Onceki teoremin 2) ve 3) dzelliklerinden

T(AA™H) = 1At = () = In
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elde edilir. Bu durumda t(A4) € M,,, (R) matrisinin tersi vardir ve (T(A))_l =1(471)

oldugu goriiliir.

4.2. Ax = b Seklindeki Lineer Split Kuaterniyon Denklemleri
Bu kisimda A € M,,,»,, (Qs),b € M, (Qg) verilen ve x € M,; (Qg) bilinmeyen

olmak tizere
Ax =b (4.2.1)

seklindeki sol katsayili lineer denklem sistemleri ele alinmustir.

3
A=A, + ZAiei € Mpxn (Qs)
i=1

3
b =b,+ Z bie; € M1 (Qs)

ve

3
X = Xg+ Z xie; € My, (Qg)

olmak tizere 4.2.1. denkleminden
T(Ax) = t(b)
esitligi yazilabilir. Teorem 4.1.1.”in 1) ve 2) 6nermesi kullanilirsa

t(A)t(x) = t(b)
AO + Az _Al + A3] [XO + Xo —x1 + x3] bo + bz _b1 + b3
A1+A3 X1+ X3 0 X2 bl_b3 bO_bZ

reel matris denklemi elde edilir. Buradan

AO + AZ A1 —_ A3 AO + AZ Al - A3 xO bO + bz
Al - A3 _AO - AZ A1 - A3 Ao + AZ xl — _bl + b3 (4 2 3)
Al + A3 AO - AZ Al + A3 AO - AZ X2 bl + b3 T

AO - Az _Al - A3 AZ - AO Al + A3 x3 bO - bz

esitligi yazilabilir.

Bu reel matris esitliginin ¢oziimiiniin varligini1 asagidaki teorem yardimiyla incelenebilir.
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Teorem 4.2.1. (Ben-Israil ve Grevelle, 2003) A € My, (R), X € Mpy; (R),
b € M,,.; (R) olmak lzere Ax = b lineer denklem sisteminin bir x € M,,,; (R)

¢ozlimil olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

AA*b=b (4.2.4)
olmasidir. Bu durumda lineer denklem sisteminin genel ¢ozumi
x= ATh+ (I, — AtA)y (4.2.5)

seklinde ifade edilebilir. Burada y € M,,.,, (R) keyfi bir matristir. Ayrica rank(4) = n
oldugu durumda ise Ax = b lineer denkleminin tek ¢ozimu

x = A*b (4.2.6)
seklindedir. Burada A* ile A matrisinin Moore Penrose genellestirilmis tersi temsil

edilmektedir.
Tezde, bundan sonra

3
A=Ay + zAiei € Mmxn (Qs)
i=1

split kuaterniyon matrisi i¢in; 4.2.3 denklemiyle elde edilen 4m x 4n reel blok matrisi

Ay +4, A —A4; Ay+A4, A, —A4;
A —A; —-Ayg—A, A —A3; Ayt A4,

SD=1a, 44, Ag—A, A+4, Aj—A, (4.2.7)
AO - AZ _Al - A3 AZ - Ao Al + A3
olarak temsil edilecektir. Bununla birlikte
3
X=Xt Z xie; € Mpy1 (Qy)
i=1
split kuaterniyon matrisi i¢in; 4.2.3 denklemiyle elde edilen 4n x 1 reel matrisi
X0
X1
vec(x) = X, (4.2.8)
X3

olarak gosterelim. Son olarak

3
b = by + Z bie; € Mpx1 (Qs)
i=1

split kuaterniyon matrisi igin; 4.2.3 denklemiyle elde edilen 4m x 1 reel matrisi
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by + b,

_ _b1+b3
Po =1 by + by
by — b,

(4.2.9)

olarak gosterilir. O halde 3(A) € My xan (R),vec(x) € Mypx1 (R), @) € Mypmx1 (R)
olmak Uzere 4.2.3 denklemi

5(Avec(x) = ¢y (4.2.10)
olarak ifade edilir. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 4.22. A€ My, xn (Qg), b € M1 (Qg) olmak (zere x € M,y (Qs)
bilinmeyenli
Ax=Db
seklindeki lineer denklem sisteminin ¢oziimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

AGA) 9, = @ (4.2.11)

olmasidir. Bu lineer denklem sisteminin genel ¢ézim

3
X =Xg+ Z xie; € My, (Qs)
i=1

olmak tizere
vec(x) = (3(A)) @y + (Lun — 3(A(B(A)T) vec(y)
esitligi yardimiyla bulunur. Burada

3
Y=Y+ Zyiei € Mpx1 (Qs)

=1
keyfi split kuaterniyon matrisidir. Rank(%(A)) =4n ise Ax =b lineer denklem

sisteminin tek ¢c6zimdi

vec(x) = (3(4) oy

esitligi ile bulunur.

Ispat: Ax = b lineer denklem sistemi 4.2.10 ile verilen lineer denklem sistemine denktir.
Teorem 4.2.1°¢ gore 4.2.10 ile verilen reel lineer denklem sisteminin ¢6ziimii olmasi igin

gerek ve yeter sart
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3(ADGA) 0, = @y

olmasidir. Ayrica teorem 4.2.1°e gore bu lineer denklem sisteminin genel ¢ozimu

3
Y =Yo +Zyiei € My (@S)
i=1

keyfi split kuaterniyon matrisi igin
vec(x) = (5(A) oy + (Lun — 3(A)(3(A))) vec(y)

olarak elde edilir. Eger rank(3(4)) = 4n ise Ax = b lineer denklem sisteminin tek

¢cozumi

vec(x) = (3(A) " p»

esitligi ile bulunur.

Ornek 4.2.1.
_les e 1
A= [e3 1 ez] € M3,3 (Qs)
ve
e
b= [_ZZ] € Max1 (Qs)
olmak Uzere

3
X =Xg+ Z xie; € M3y, (Qs)
i=1

bilinmeyenli Ax = b lineer denklem sistemi verilsin.

a=lp 7 ol*lo o oletlo o tletly o ol

olarak ifade edilir. Buradan

[0 0 1
AO_.O 1 oF
1 0 0
Al_.o 0 ol
[0 1 0]
AZ_.o 0o 1r




elde edilir. O halde

Ag + A,
_ A1 — 43
3 =4, + 4,
Ayp — Ay

[0 1

0 1

1 0

1o

—l1 0

1 0

0 —1

[0 1

= C O O - =

- [ 0
0
Ay — A;
—Ag — Az
Ap — A,
—A; — 43
10
~1 0
0 -1
0 -1
0 -1
0 1
10
10

—1

o

Ay + A,
Ay — A3
A+ Az
Az — Ag

0 0
0 0
-1 —1
1
1
—1
0
0

oo C o -

(=R i
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Ay — Az

Ay + A,

Ay — Ay

A+ A
1 1 0 0
1 -1 0 0
0o 0 1 1
0 0 -1 1
0 0 -1 1
0 0 1 -1
-1 1 0 0
1 1 0 0

olarak bulunur. Burada rank (3(4)) = 7 oldugundan tek ¢6ziim olmadig1 goriliir.
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5. (AXB,CXD) = (E,F) SEKLINDEKI SPLIT KUATERNIYON MATRIS
DENKLEMLERININ COZUMLERI

Lineer matris denklemleri; fizik, bilgisayar bilimleri, veri analizi, mihendislik,
sinyal ve renkli goriintii isleme, kontrol ve sistem teorisi, optimal kontrol, sinir aglari,
tutarlilik teorisi gibi pek ¢ok alanda 6nemli rol oynar. Pek ¢ok arastirmaci Lyapunov

denklemi gibi

A'X+XA=B, AX=B, AXB=C,AXB+CYD =EveAXB +CXD =E
seklindeki matris denklemlerinin reel cisim, kompleks cisim ve kuaterniyon bdliim
halkasi tizerinde ¢ozlmlerini arastirmislardir ( Magnus, 1983; Shim ve Chen, 2003; Liao
ve ark., 2005; Meng ve ark., 2005; Wang ve ark., 2007; Wu ve ark., 2008; Yuan ve ark.,
2008; Mansour, 2010; Song ve ark., 2012; Zhang ve ark., 2015; Yuan ve Wang, 2016;
Zhang ve ark., 2016b; He ve ark., 2017; Simsek ve ark., 2017; He, 2019b; Liu ve Zhang,
2019; Yu ve ark., 2020; He, 2021s). n-hermityen kuaterniyon matris ¢oztimlerini ele alan
(Took ve Mandic, 2011; Took ve ark., 2011; Wang ve Xue, 2019) ¢alismalar1 involiisyon
ozellikleri, lineer modellemelere uygulamalari oldugunu ve istatistiksel sinyal islemenin
yakinsaklik analizi {izerine etkilerin varligi oldugu i¢in Onem tasir. Ayrica bu
calismalarda n-hermityen matrisler ile iliskilendirilmis kuaterniyon matris denklemleri
elde edilmis pek ¢ok yeni sonu¢ da ortaya konulmustur (Yuan ve Wang, 2016; He ve ark.,
2017; He, 2019b). Zaman iginde yapilan bu ¢alismalardaki sonuglarin split kuaterniyon
matris denklemlerine genellestirmeleri s6z konusu olmustur. (Liu ve Zhang, 2019)

caligmalarinda;
AX*—XB=CY+D,X—AX"B=CY+D

seklindeki split kuaterniyon matris denklemlerinin ¢6ziimlerinin var olmasi i¢in gerek ve

yeter sart1 elde etmislerdir. (Yuan ve ark., 2017) ¢alismalarinda;
AXB+ CXD =E

seklindeki split kuaterniyon matris denklemlerini farkli gosterimler kullanarak ele
almiglardir. Bahsi gegen bu ¢alismaya dayanarak (Zhang ve ark., 2015; Zhang ve ark.,
2016b) ile (Yuan ve ark., 2017)’in gelistirdikleri metotlardan yola ¢ikip

(AXB,CXD) = (E, F) (5.1)
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seklindeki split kuaterniyon matris denkleminin  n-hermityen ¢O6zumlerinin
genellestirilmis Moore-Penrose ters, Kronecker carpim, vektorel islemler, split
kuaterniyon matrislerinin reel matris temsilleri kullanarak bulunmasi amaglanmistir (Li

ve ark., 2021).

Bu problem asagidaki gibi 0zetlenebilir:

Problem 5.1. Verilen A € Myun(Q), B € My s(Qy),C € Myyun(Qy),D €
My, «s(Qg), E € Mpy»s(Qg),ve F € My, s(Qg) icin (5.1) denklemini saglayan X €

M, (nQ,) matrislerini bulunuz.

Bundan sonra problemin ¢dzim kimesini Hg ile gosterelim. Simdi ise Hg nin
bostan farkli bir kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart arastirilacaktir. Bu ¢alismada;
oncelikle, split kuaterniyonlarin reel temsilleri ve A € M4, (Qg), X € M,,(nQs) Ve B €
M, »s(Qg) olmak lzere vec(AXB) yapilari ele alinmistir. Ardindan, problemin ¢oziim

formiilleri reel matrislerini kullanarak elde edilmistir (Li ve ark., 2021).

5.1. Split Kuaterniyon Matrislerin Reel Matris Temsilleri ve vec(AXB)’mn Yapisi

Tanmm 5.1.1. (Li ve ark., 2021) Her A = [a,s] € M5, (Qs) matrisi icin Frobenius

normu ise

seklinde tanimlanir.

Ornek 5.1.1.

[1+e1 es ]
A=
e, tez; e+ 2e;

split kuaterniyon matrisi verilsin.
lall = VI1+ 1] =2,
lasall = /I-11 = V1,
llaz1ll =+/I11—1] =0,

llasll =11 —4] =3



o1

olarak bulunur. O halde A split kuaterniyon matrisinin Frobenius normu

2 2

14l =D llaylP
1

r=1s=

=vV2+1+0+3=+6

olarak elde edilir.

Tanim 5.1.2. (Li ve ark, 2021) Her A=][a,]€ My,x(Qg) ,BE

M., (Qs) icin A ve B split kuaterniyon matrislerinin kronecker ¢arpimi

A*B = [a,4B] € Mmpan(@s)

olarak tanimlanir.

Ornek 5.1.2.
€1

A=[e2+e3

613] ,B =[ez2 es3]
split kuaterniyon matrisleri verilsin.
a; B =e[e2 €] =[e1€2 eq€5]
=[es —ey],

a;,B =es[e2 €3] =[ese, e5?]

az; B = (e; +e3)[e2 €3]
= [(e; + e3)e; (e; + e3)es]
=[1l+e; —e;+1],

a,,B =1[e2 e3] =[ex e3]

oldugu gorullr. Buradan A ve B matrislerinin kronecker ¢arpimi

33 —62 83 1]

A*B: 1+81 1_31 ez e3

olarak bulunur.
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Onerme 5.1.1. (Li ve ark., 2021) A,B,C,D,E,F,G,H birer uygun boyutta split

kuaterniyon matrisleri olmak Uzere ve k € R i¢in agsagidakiler saglanir:
1) (kA) «C = A= (kC) = k(A *C),
2)[A,B]«C =[A*C,B*C(],

3)D +[A,B] =[D = A,D * B],

a[F]+ 6 = [E],

5) H* [7] =[]

Tanmm 5.1.3. (Li ve ark., 2021) Her A = [a,s] € M,xn(Qy) icins = 1,2,...,n icgin
as = (als' Aogy wees ams)
olmak Uzere
Vec(A) = (aq,ay, ..., a,)T"

seklinde tanimlanan split kuaterniyon vektoriine A split kuaterniyon matrisinin vektor

yapisi adi1 verilir.

Tanmm 5.1.4. (Ll ve ark, 2021) Her A = AO + A161 +A2€2 + A3e3 € Man(Qs)
matrisi icin
¥ = [Ao A1 Ay As]

olarak tanimlanir.

Tamim 5.1.5. (Li ve ark., 2021) Her A € M,,,,,(Qy) split kuaterniyon matrisinin sag reel

blok matris temsili

€ M4m><4n(]R)

esitligi ile tanimlanur.
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Sonug. 5.1.1. (Li ve ark., 2021) Her B = By + X;_, Bie; € Mpyxn(Qy) Ve C = Cy +
S Ciei € Mo (Qs) igin

Ck, € C G

—C C —C C
Wpe = [Bo B 3233] ! > 3 2= lIJBCR

esitligi saglanir.

Teorem 5.1.1. (Li ve ark., 2021) Her A € R, A,B € M,;xn(Qy),C € M+ (Qy) igin

asagidakiler saglanir:

)A=B ©AR=BR, A=B oV, =y,,

2)(A+B)R = AR + BR, QAR = 14R, W, 5 =W, +Ws, Wy, = AW,
3) (BC)R = BRCR,

4) 1All? = iz(A"4),

5) (A")R = (4R)".

ispat: 1), 2), 4), 5) ’in ispatlar1 kolayca yapilabilir. Burada yalmzca 3)’ iin ispat1

verilecektir.
3)
ng ng n, ns
o=l I

n3 n, n, ny
olarak gosterilsin. Burada dogrudan hesaplama ile
ny = ByCy — B1C; + B,C, + B3Cs,
ny, = ByCy + B1Cy — B,C3 + B3C,,
n3 = ByC, — B;C3 + B,Cy + B3C,,
ng = ByCs + B;C, — B,Cy + BsC,

oldugu gortiliir.



Ote yandan,

BRCR —

olmak Uzere

[ By B, B, B; Co C; C,

-B, By, —-B; B, ||-C, C, —Cs
B, —-B; By, -Bij||C, —-C; C,

| B B, B, B, Cs C, Ci

(M1 My My3 Mgy

My1 My My3 My,

Mgy M3y Mgz Mgy

[ My My Myz Mgy

mq, = ByCy — B1C; + B,C, + B3(C3,
mq, = ByCy + B1Cy — B,C3 + B3()y,
mq3 = ByC, — B1C3 + B,Cy + B3(;,
mqy = ByC3 + B;C; — B,C; + B3C,,
my, = —B1Cy — ByCy — B3C, + B,(Cj5,
my, = —B;C; + ByCy + B3C5 + B,C5,
My3 = —B1(; — BoC3 — B3Cy + B,(,
my, = —B;C3 + ByCy + B3C; + B,Cy,
ms, = B,Cy + B3Cy + ByC, — B1C3,
M3, = ByCy — B3Co — BoCs — B1(Cy,
mg3 = B,C, + B3C3 + ByCy — B1Cy,
M3y = ByC3 — B3C; — BoCy — B1Cy,
my, = B3Cy — B,C; + B1C, + By(Cjs,
my, = B3C; + B,Cy — B1C3 + By(Cy,
my3 = B3C, — B,C3 + B1Cy + ByCy,

m44_ == B3C3 + BzCz - Blcl + B()CO.

elde edilir. Bulunan her iki matris kiyaslandiginda

oldugu gortiliir.

(BCO)R = BRCR

54
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Uyar15.1.1. A € M;;,x,n(C), B € M,,4s(C) ve C € Mgy (C) igin,
vec(ABC) = (CT * A)vec(B) (5.1.1)

iyi bilinen bir esitliktir. Fakat; split kuaterniyon ¢arpiminin degismeli olmamasi sebebiyle
(5.1.1) esitligi split kuaterniyonlar zerinde saglanmaz. Bu kisimda A € M,,»,,(Qy),
B € M,»s(Qy), C € Mgy (Qy) matrisleri icin vec(¥,5¢) nin yapisina ¢alisilmistir. Reel
kuaterniyon matrisleri icin benzer metot ve sonuglar ise (Yuan ve Wang, 2016)

calismasinda mevcuttur.

Teorem 5.1.3. (Li ve ark, 2021) A=A, +Y;  Ae; € Mpyn(Qs), B=By+

213=1 Bie; € M,ys(Qg)ve C =Cy + Zi?)=1 Cie; € Mpys(Qs) € Mgy (Qy) verilsin,

(L 0 0 0 7
0 e 0 0
0 0 Ly 0
0 0 0 Ly
Ly 0 0 0
0 e 0 0
0 0 —I 0
Whs = Ir(l)s 8 8 (I)ns € Misnsxans(R)

0 Iy 0 0
0 0 —I 0
0 0 0 B
L 0 0 0
0 Iy 0 0
0 0 —I 0

[ 0 0 0 Ly

olmak Uzere
vec(Wapc) = [(CF)T * Ao, ((€10)F)" * Ay, ((€20)")" * Az, ((€30)) * A3]Wpsvec(Ws)  (5.1.2)
esitligi saglanir.
Tamm 5.1.6. (Li ve ark., 2021) Her A = [a,] € M,,(Q ) matrisi i¢in
a; = (a1, V2ayy, ... ,V2ay,,),
a; = (az2,V2as,, ... ,V2ay,,),

Ay 1= (a(n—l)(n—l)' \/Ean(n—l))'

a, = (any)



olmak Uzere vecg(A) split kuaterniyon vektori

veCS(A) = (alﬂ a,..,Ay_q, an)T € Mn(n+1)X1(Qs)
2

seklinde tanimlanir.

Tamm 5.1.7. (Li ve ark., 2021) Her B = [b,s] € M,,(Q,) matrisi icin,n > 2 ve
bl = (b21, b31,

bz = (b32, b4_2,

) bnl),

§ an)’

bn—2 = (btn-1)n-2) ban-2))»

bn-1 = (bun-1))

olmak Uzere vec, (B) split kuaterniyon vektor(

veca(B) = V2(by, bz, ..., bp_2,bp_1)" € Myan-n  (Qs)
2

seklinde tanimlanir.
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(5.1.3)

(5.1.4)

Yardimcir Teorem 5.1.1. (Yuan ve ark., 2017) X € M,,(R) olmak iizere asagidakiler

saglanir:
1)
X € M,,(SR) & vec(X) = Ksvecs(X), (5.1.5)
2)
X € M,(ASR) & vec(X) = K vecy(X). (5.1.6)
Burada K € anxn(nﬂ)(]R{) matrisi
2
[V2e;, e, - en_q ey 0 - 0 0 0
0 e -~ 0 0 e, - 0 0 0
Koo L] 0 0 = 0 0 0 -~ 0 0 0
STV2] i : P : : : :
e, 0 0 - V2, ey 0
L0 0 - 0 ¢ e, - 0 en_1 V2e,)

veKy €M , nw-n(R) matrisi
2
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e, es én—1 €n 0 0 0 0
-e 0 0 0 es én—1 €n 0
K. = 110 -—¢ 0 0 —e 0 0 0
A — ~—= .
V2 :
0 0 —e 0 0 —e, 0 én
0 0 0 —-e; 0 0 —e, —€en_1

olarak ifade edilir.

Yardime1 teorem 5.1.1. ile asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 5.1.3. (Yuan ve Wang, 2016) Her X = X, +213=1Xi€i € M,(nQy) icin n =
{eq, e5, e3} olmak lizere
vec(l‘UX) = anecn(lPX): ne {61, €y, 33} (517)

esitligi saglanir. Burada

Ks 0 0 O [vecs(Xo)]
|10 K, 0 O _|veca(Xy)
Le=1o o Kk, o veax)= vecs(X,) |
0 0 0 K; [vecs(X5)]

Ks 0 0 O [vecs(Xo)

_ 0 KS 0 0 N UBCS(Xl)
Le=10 0 Kk, of Y0 =0 )l
0 0 0 K Llvecg(X;3)

Ks 0 0 O [vecS(XO)]
o Kk 0 o0 _|vees(x) |
Les=10 0o Kk, o '”eces(q'x)_lvecs(xz)’
0 0 0 K4 veckg(X3)

olarak ifade edilir.

Ispat: X = X, + Zlexiei € M, (Qy) olsun. Sonug 3.4.1, Sonug 3.4.2 ve Sonug 3.4.3 e
gore
n€e icin X €M, (nQ,) © XI =X,, XT =—-X;, XF =X,, X} =X,
N Eeyicin X € My(nQs) © X§ = Xo, X] = X1, X] = =X, X = X,
n € ezicin X € M,(nQ,) © X&' = X0, XT =X, XT = X,, X1 = —-X;
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oldugu goriiliir. (5.1.5) ve (5.1.6) esitliklerinden

[vec(XO)] [stecs(Xo)]
vec(Xy)| | Kqvecy(X1)
vec(X,) |K5vecs(X2) |
vec(X3) Ksvecg(X3)

Ks 0 0 07[vecs(Xo)
0 K, 0 0 [vecA(Xl)] _

0 0 Ks O0]|vecs(X)|™ Levece, w0
0 0 0 Ksllvecs(Xs)

elde edilir. n = {e,, e5} icin de benzer sekilde elde edilir ve ispat tamamlanir.

vec(Wy) =

Teorem 51.4. (Li ve ark, 2021) A=Ay + Y Aie; € Mpyn(Qy), X =X, +

i, Xie; € M,(nQ,) ve B =By + Y Bie; € Myyn(Q) olsun.  Bu  durumda
asagidaki esitlik saglanir:

vec(Waxp) = [(BR) * Ay, (e,BF)" Ay, (€,BR) * Ay, (e3BR) * A3]Wn2anecn(‘1’x)-

5.2. Split Kuaterniyon Matris Denkleminin n-Hermityen C6zimu

3 3
A=Ag+ ) Aiei € Mpn(@y), B =Bo+ ) Bier € Myo(Qy),
i:l I=1

3 3
C=Co+ ) Ciei € Mpn(@),D =Dy + ) Die; € € Mys(@y)

=1 =1

3 3
E= EO + z Eiei € € mes(@s)'F = FO + Z Fiei € Mme(Qs)'
=1 i=1

olarak verilsin.
Py = [(BR)T * Ag, ((e1B)®)T * Ay, ((e2B)R)T * Ay, ((e3B)F)T « A3]anLn, (5.2.1)

P, = [(DF)T ® Co, ((e2D0)%)T @ €1, ((€2D)R)T ® €3, ((e3D)F)T ® C31W 2Ly, (5.2.2)

[P _ [vec(¥g)
p= ] [vec(%) (5.2.3)

olsun. Coziim igin Teorem 4.2.1 i kullanmak gereklidir.
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Teorem 52.1. A€ Myn(Qs), B € Myys(Qs), C € Myxn(Qs), D € Myy5(Qs), E €
Myxs(Qg), ve F € M, (Qy) olsun. Problemin X € Hg ¢ozimu olabilmesi igin gerek ve
yeter sart

PPte=c¢e (5.2.4)

olmasidir. Eger (5.2.4) kosulu saglanirsa, bu durumda
Hg = {X|vec(¥x) = Ly[P*e + (Iyp24n, — PTP)y1}, (5.2.5)

olup y ise uygun boyutta keyfi bir vektordiir. Ayrica, eger (5.2.4) saglanirsa (5.1) split
kuaterniyon matris denkleminin X, € Hp tek ¢6ziime sahip olmasi igin gerek ve yeter
sart

rank(P) = 2n? +n. (5.2.6)
olmasidir. Xy ise

vec(¥x,) = L,P"e. (5.2.7)
olacak sekilde tanimlidir (Li ve ark., 2021).

Ispat: Teorem 5.1.1. 2) kosulu ve Teorem 3.1.4’ ii gdz 6niine alinirsa
(AXB,CXD) = (E,F)

esitligini
vec(WYyxp) = vec(¥g),
vec(¥Ycxp) = vec(¥r)

esitliklerine karsilik gelir. Buradan Teorem 5.1.4 yardimiyla
[(BF)T Ao, ((e1BY)" * A1, ((e2B))T Ay, ((e3B))" * A3]Wn2anec,1(wX) = vec(¥g),
[(DF)T * Co, ((e2D)F)T * €1, ((€2D)F)T * Cz, ((€3D)F)T * C3]W 2 Lyppec, (wy) = vec(¥r)

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitlik

[(BR)T % Ag, ((e1BYR)T * Ay, ((€2B))T * Ay, (e3B)F)T « A3]anL,] vec(¥g)

vec, (Px) =

[(DR)T % Co, ((e1DYR)T % €y, ((2D)F)T % Cy, ((e3D)F)T C3]anLn vec(¥r)
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olarak yazilabilir. O halde
Pvec,(Wx) =e

oldugu goriiliir. Yardime1 Teorem 5.2.1. geregince, problemin X € Hy ¢6zimu olabilmesi

icin gerek ve yeter sart (5.2.4)’lin saglanmasidir. Bu kosullar saglanirsa
vec,(Wx) = P*e + (Iyp24n — P*P)y,
olur ve (5.1.7) esitligine gore
vec(Wy) = Ly[P*e + (Ip24n — P*P)y],

olarak bulunur. Burada y uygun boyutta bir keyfi vektordir. Bununla birlikte (5.2.4)
saglanirsa problemin X € Hg ¢oziimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

PP =1Ipp2.y
yani (5.2.6)’in saglanmasidir. Bu durumda

PP = lyn24p
esitligi

vec(Wy) = Ly[P*e + (n24n — P*P)Y]
esitliginde yerine yazildiginda
vec(Wy) = L,(P*e)

elde edilir.

Ozelolarak 4, B, C, D, E bilinen matrisleri kiiciik boyutlarda oldugu zaman; (Yuan
ve ark., 2008) ve (Zhang ve ark., 2016b) ¢alismalarinda da bahsi gectigi lizere Teorem

5.2.1. ile (5.1) split kuaterniyon matris denklemini ¢c6zmek uygundur.

pt = P1]+
P,

blok matrisin Moore-Penrose genellestirilmis tersini bulmak igin (Magnus, 1983) deki

sonuglar kullanilirsa asagidaki ifadeler elde edilir:
R = (12n2+n_P1+P1)P2T;
Z = (lams + (oms = R*RYPPY P P (lyms = R¥R)) 7Y,
H = R* + (lyns = R*R)ZP,PY PF (T2 1 — PIRY),

T
511:I4ms_P1P1++P1-'- PzTZ(I4ms_R+R)P2P1+'
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T
S12 = _P1+ P2T(14ms - R+R)Zr

S22 = (Iams — R*R)Z.
Buradan (Magnus, 1983) ¢alismasindaki sonuglar yardimiyla

P1+ + T + T P1+P1 + +
p| = —H'RPELHD), || |p|=PIPL+RTR, (5.2.8)

P1] P1]+_ S11 512]

fems = |p,| [p,| =57, s, (5.2.9)

elde edilir.

Teorem 5.2.2. (Li ve ark., 2021) A € M,;,xn(Qy), B € M;,5(Qg),C € My5n(Q), D €
Mpxs(Qg), E € My (Qg),ve F € My, (Qg) olsun. Bununla birlikte P, P, ve e ise
denklem (5.2.1) da verildigi sekilde olsun. Problemin X € Hg ¢6ziimii olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

S11 512]

e=0 5.2.10
ST, S22 ( )

olmasidir. Bu durumda
Hg = {X|vec(Wx) = Lp[(P{ — H*P,P{,H")e + (Ipp24, — P P, — R*R)y]} (5.2.11)

olup y ise uygun boyutta keyfi bir vektordiir. Ayrica eger (5.2.4) saglanirsa, (5.1)
denkleminin tek Xy € Hg ¢6ziimii olmasi igin gerek ve yeter sart denklem (5.2.6) in

saglanmasidir. Bu durumda

vec(Wy,) = Ly(P — H*P,P{,H)e (5.2.12)

oldugu gortiliir.

Ispat: Teorem 5.2.1. *de verilen (5.2.4) denklemi; X € Hy olmasi igin gerek ve yeter
sart1 ifade eder. Denklem (5.2.4) asagidaki sekilde

P71 [P1"
(1oms =[] [] )e =0

yazilabilir. (5.2.9) denklemini yukarida yerine yazilirsa

S11 512] —0
St Sz
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oldugu goriiliir. O halde Teorem 5.2.1.” ye gore (5.2.10) ve (5.2.9) denklemleri birbirine
denk oldugu i¢in problemin X € H ¢0ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5.2.10)’un
saglanmasidir. (5.2.8) denklemi ve Teorem 5.2.1. den (5.2.5) denkleminin saglanmasi ile
(5.2.11) denkleminin karsilik geldigi goriiliir. Ayrica eger (5.2.6) ve (5.2.10) birlikte
saglanirsa (5.2.7) denklemi (5.2.12)’deki sekilde yazilabilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, oncelikle split kuaterniyonlarin cebirsel yapisi agiklanmustir.
M0 (Qs); m X n tipinde split kuaterniyon matrislerinin kiimesini gostermek tzere bu
kiimenin cebirsel 6zellikleri ele alinmistir. Ayrica m X n tipindeki split kuaterniyon
matrislerinin yeni bir 2m X 2n tipinde reel blok matris temsili tanimlanmistir. Bu yeni
reel blok matris temsili kullanilarak Ax = b seklindeki split kuaterniyon denklem
sistemlerinin ¢6ziimleri incelenmistir. Ayrica A, B,C,D, E, F birer uygun boyutta split
kuaterniyon matris olmak Uzere

(AXB,CXD) = (E,F)
seklinde ifade edilen split kuaterniyon matris denklemlerinin n = ey, e, e5 icin
x € M(nQs)

¢ozlimleri incelenmistir. Farkli tiirden split kuaterniyon matris denklemlerinin ¢ézimleri
de aragtirllmaya agiktir. Bu ¢oziimler i¢in yeni tanimlanan reel blok reel matris temsilinin
kullanilmasi onerilebilir. Ayrica kompleks blok matris temsilleri yardimiyla ele alinan

split kuaterniyon matrislerinin denklemlerini incelemek de arastirmacilara 6nerilebilir.
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