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1. GIRIS
1.1. Literatiir Ozeti

Bilinen Euclid uzaylardan farkli uzaylara gegis ilk olarak Fréchet’in herhangi bir X
kiimesi {lizerinde metrik tanimlamasiyla olusmustur (Frechet, 1906). Bu uzaylara metrik
uzay ismi daha sonra Hausdorff tarafindan verilmistir (Hausdorff, 1914). Metrik uzaylar

teorisi bir kiimenin herhangi iki noktas1 arasindaki mesafe kavramini inceler.

Sabit nokta teorisi ilk olarak 1912 yilinda Brouwer tarafindan ortaya konmustur
(Brouwer, 1912). Sabit nokta teorisi matematigin temel konularindan biri olup ekonomi,
fizik, kimya, bilgisayar ve miihendislik gibi bir¢ok bilim dalinda gelistirilerek
kullanilmaktadir. Sabit nokta teorisi matematikte 6zellikle tam metrik uzaylar ve normlu

lineer uzaylarda uygulama alanina sahiptir.

Tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ¢alismalar1 1922’de Banach’in Daralma
Prensibi ile baslar (Banach, 1922). Brower’in teoreminde fonksiyonun sadece sabit
noktasinin varligindan sz edilirken Banach sabit nokta teoreminde fonksiyonun sabit
noktasinin varliginin yani sira onun nasil bulunacagi ile ilgili bir yontem de verilmektedir

(Brouwer, 1912).

Modiiler ise bir lineer uzay tizerindeki norm kavraminin genislemesidir. Metrik
modiiler kavrami Chistyakov tarafindan ifade edilmistir (Chistyakov, 2006). Modiiler
uzaylar, ilk olarak modiiler metrik uzay kavramini ortaya koyan Chistyakov tarafindan
tanitilmis ve kisaca modiiler yakinsaklik, konveks modiiler, esdeger metrikler, soyut
konveks koni ve metrik yar1 grup hakkinda gosterimlerde bulunmustur (Chistyakov,
2008). O zamandan beri modiiler uzaylar yogun bir sekilde arastirilmis ve {izerlerinde
cesitli topolojiler tanimlanmustir. Tk modiiler uzay teorisi 1950’ de Nokano tarafindan
ortaya konmustur (Nakano, 1950). Modiiler uzaylar, temsil teorisi, topoloji ve fizik dahil
olmak {iizere matematigin cesitli alanlarinda ortaya ¢ikan matematiksel yapilardir.
Topolojide, modiiler uzaylar genellikle siireklilik ve yakinsama gibi topolojik 6zelliklerin
incelenmesine olanak taniyan bir topoloji ile donatilmistir. Modiiler uzaylarin galisiimasi,

modiiler operatorler gibi yeni matematiksel araglarin gelistirilmesine de yol agmistir. Bu



baglamda, modiiler uzaylardaki topolojiler, bu uzaylarin o6zelliklerinin ve g¢esitli

alanlardaki uygulamalarinin anlasilmasinda 6nemli bir rol oynar.

Modiiler uzaylarda en 6nemli topolojilerden biri, son yillarda yogun bir sekilde
calisilan modiiler yakinsaklik topolojisidir. Modiiler yakinsaklik topolojisi, modiiler
uzaylarda tanimlanan ve uzayin modiiler yapisiyla yakindan iliskili olan bir topolojidir.
Bu topoloji, modiiler uzaylarla yakindan iligkili olan bir fonksiyon uzay1 sinifi olan Orlicz
uzaylar1 baglaminda yogun bir sekilde incelenmistir. Ozellikle, genel Orlicz uzaylari
cercevesinde birlikte yakinsaklik ve modiiler yakinsaklik sonuglar1 elde edilmistir, bu da
bize Lp-uzaylari, interpolasyon uzaylari, iistel uzaylar ve diger bir¢ok uzayi kapsama

imkani saglamaktadir (Orlicz, 1988), (Mazur ve Orlicz, 1958).

Modiiler uzaylardaki topolojilerin bir bagska 6nemli yonii de sabit nokta teorisiyle
olan iliskileridir. Son yillarda, sabit nokta teorisi modiiler uzaylar baglaminda yogun bir
sekilde c¢alisilmis (Kirk ve Sims, 2001) ve modiiler uzaylar iizerinde tanimlanmis
eslemelerin sabit noktalarmin varligi ve benzersizligi iizerine ¢esitli sonuglar elde

edilmistir (Khamsi ve Kozlowski, 2015).



1.2. Tezin Amaci

Modiiler topolojik uzaylar, topoloji, cebir ve geometri gibi temel matematiksel

yapilar1 birlestiren onemli bir arastirma alamidir. Bu alandaki caligmalar, topolojik

uzaylart modiiler cebir kullanarak incelemeyi amaclar. Dolayisiyla modiiler topolojik

uzaylar:

1. Modiler Topolojik Uzay Nedir? Modiiler topolojik uzaylar, 6zellikle homotopi

teorisi ve cebirsel topoloji baglaminda incelenen bir yapidir. Bu uzaylar, topolojik

nesneleri ve bu nesneler arasindaki doniisiimleri cebirsel yontemlerle analiz etmek

amaciyla olusturulan bir matematiksel ¢cergevedir. Temel amag, topolojik uzaylari

modiiler cebirlerle baglantili hale getirerek, bu uzaylar lizerindeki yapilar1 daha

iyi anlamak ve siniflandirmaktir.

2. Modiiler Cebir Nedir? Modiiler topolojik uzaylarin temelini olusturan modiiler

cebir, aritmetiksel nesnelerin ¢oziimleme ve siniflandirilmasi igin kullanilir.

Modiiler cebir, bir modiil iizerinde islem yapma yetenegine odaklanir. Bu modiil,

genellikle bir halka veya vektor uzayidir. Modiiler cebir, grup teorisi ve halka

teorisi gibi diger matematiksel dallarla sik sik iligkilidir.

3. Modiiler Topolojik Uzaylarm Ozellikleri:

Modiiler topolojik uzaylar, homotopi teorisi ve homoloji teorisi gibi
topolojik teorilerle iliskilidir. Bu nedenle topolojik uzaylarin sekillerini ve
dontisiimlerini daha iyi anlamak i¢in kullanilirlar.

Bu uzaylar, topolojik uzaylarin modiiler cebirlerini kullanarak belirli
Ozelliklerini siiflandirmak ve tanimlamak i¢in kullanilir.

Modiiler topolojik uzaylar, topolojik ¢oziimlemelerde ve incelemelerde
karmagik yapilar1 basitlestirmek ve daha anlasilir hale getirmek igin

kullanilir.

4. Uygulama Alanlart:

Modiiler topolojik uzaylar, karmasik topolojik verilerin analizi, goriintii
isleme, sinyal isleme ve biyoinformatik gibi bir¢ok farkli uygulama
alaninda kullanilir.

Ozellikle veri analizi ve desen tanima gibi alanlarda, modiiler topolojik
uzaylar, verilerin topolojik 6zelliklerini daha iyi anlamak ve modellemek

i¢in kullanilir.



Modiiler topolojik uzaylar, matematiksel aragtirmalarin yani sira ¢esitli uygulama
alanlarinda da 6nemli bir rol oynar. Bu alandaki ¢aligmalar, topolojik nesnelerin daha iyi

anlasilmasina ve ¢esitli disiplinlerde kullanilmasina yardimci olur.



2. ON BILGILER

Bu boliimde ¢alismamiz i¢in gereken temel kavram ve bilgileri verecegiz.

2.1. Metrik Uzay

Metrik uzaylar teorisi (Frechet, 1906) ve (Hausdorff, 1914) tarafindan
olusturulmustur. Temelinde, bir kiimenin herhangi iki noktas1 arasindaki uzaklik kavrami
vardir. Metrik uzay teorisinde, genellikle kiimenin cebirsel yapisi herhangi bir rol
oynamaz. Eger s6z konusu kiime zengin bir cebirsel yapiya sahip ise, drnegin kiime
tizerinde dogrusal bir uzay, metrikler veya uzaklik fonksiyonlari olabilir. normlar
aracilifryla tanimlanabilir. Ozellikle, Banach uzaylar1 teorisi (Banach, 1932) modern
fonksiyonel uzaylarda temel Oneme sahiptir. Kuratowski'nin gémme teoreminin
(Kuratowski, 1966) herhangi bir metrik uzayini bir Banach uzayma alt uzay:1 olarak
goriilebilecegini gostermistir. Banach uzay teorisinin bir¢ok sonucu metrik dogrusal uzay

teorisine genisletilmistir (Rolewicz, 1985).

Tamim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve d: XxX — R, bir fonksiyon olsun. V x,y,z €

X i¢in,

M-1) d(x,y) = 0ved(x,y) =0 x =y,
M-2) d(x»}’) = d(yix)1
M-3) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde metrik ve (X, d) sirali ikilisine metrik
uzay denir (Megginson, 1998).

Burada M-2) M-3) sart1 d(x, x) = 0 6zelligi ile birlikte saglaniyorsa metrigimizi
pseudometrik veya s6zde metrik olarak ifade ederiz ve negatif olmayan d(x,y) reel
sayisina da x ve y noktalar1 arasindaki pseudometrik tarafindan ifade edilen sézde

uzaklik denir.

2.2. Metrik Uzayda Yuvarlar

Tamm 2.2.1. (X, d) bir metrik uzay, a € X ve € > 0 bir reel say1 olsun.



a) Acik Yuvar:
Bixay(a,e) = {x € X|d(x,a) < &}
kiimesine ¢ yarigapl a merkezli agik yuvar denir.
b) Kapali Yuvar:
Dixay(a,e) ={x €X |d(x,a) < &}

kiimesine ¢ yaricapli a merkezli kapali yuvar denir.

¢) Yuvar Yiizeyi:
Sway(@e) = {x € X|d(x,a) = &}

kiimesine ¢ yaricapli a merkezli yuvar ylizeyi denir.
2.3. Metrik Uzayda yakinsakhk

Tamim 2.3.1. (X, d) bir metrik uzay, (x,) terimleri X in elemanlarindan olusan bir dizi
olsun. Her € > 0 i¢in ny, € N, sayisi n = n, 6zelligindeki her n € N, i¢in d(x,, x) < €
olacak sekilde varsa (x,) dizisine x € X noktasina yakinsiyor denir. Bu durumda x

noktasina (x;,) dizisinin limiti denir ve lim x,, = x veya x,, = x seklinde gosterilir.
n—-oo

Tamim 2.3.2. (Cauchy Dizisi) (X, d) bir metrik uzay ve (x,,) de bu uzayda bir dizi olmak
tizere her ¢ > 0 i¢in bir ny € N, sayis1t n,m = n, oldugunda d(x,, x,,) < € olacak

sekilde varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.3.3. (Tam metrik Uzay) (X, d) bir metrik uzay ve X kiimesindeki her Cauchy
dizisi yakinsak ise (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir (Kreyszig, 1978).

2.4. Bir Kiimenin Limit Noktalari, Kapamsi, Dis1 ve I¢i

Tamim 2.4.1. A bir (X, T) topolojik uzaymnin bir alt kiimesi ve x € X olsun. x noktasini
iceren her U acik kiimesi x noktasindan baska A nin bir elemanini igeriyor ise x
noktasina A kiimesinin bir limit veya y1gi1lma noktasi denir. Yani x € U 6zelligindeki her
U € T i¢in

A\xHDNU+#0



ise x noktasina A kiimesinin bir limit noktast denir. A nin biitiin limit noktalarinin kiimesi
A ile gbsterilir.
(X, T) topolojik uzay, A, X in bir alt kiimesi ve A, A nin limit noktalarmin kiimesi
olsun.
i. AU A kiimesine A kiimesinin kapanisi denir ve 4 ile gosterilir.
ii.  X\A kiimesine A kiimesinin dis1 denir ve dis(4) ile gosterilir. dis(A) kiimesinin
elemanlarina da A kiimesinin dis noktalar1 denir.
(X,T) topolojik uzay, x € X ve A € X olsun. x € U € A olacak sekilde bir U
acik kiimesi varsa x noktasina A nin bir i¢ noktasi denir. A nin biitiin i¢ noktalarinin
kiimesine A nin igi denir ve A? ile gosterilir. Yani,

A° ={x € X|x € U € A 6zelliginde en az bir U € T vardir}



3. MODULERLERIN SINIFLANDIRILMASI

Modiiler metrik uzaylar, metrik uzaylarin bir tiir 6zel alt sinifin1 temsil eder. Bu tiir
uzaylar, metrik yapilar1 iizerine daha fazla cebirsel yapinin eklenmesiyle olusturulur.
Modiiler metrik uzaylar, matematiksel analiz, topoloji ve 6zellikle teorik fizik gibi bir¢cok
farkli matematiksel ve bilimsel alanin bir pargasi olarak kullanilirlar. Iste modiiler metrik

uzaylar hakkinda daha fazla bilgi:

1. Metrik Uzay: Modiiler metrik uzaylar, dnce bir metrik uzaym temel kavramlarin
igerir. Metrik uzay, bir kiime iizerinde tanimlanmis bir uzaklik fonksiyonu ile
birlikte gelir. Bu uzaklik fonksiyonu, elemanlarin birbirlerine olan uzakligin
tanimlar.

2. Modiiler Yap1: Modiiler metrik uzaylarin temel 6zelligi, metrik uzakligin 6tesinde
bir modiiler yapiya sahip olmalaridir. Bu modiiler yap1, metrik uzayin elemanlar
arasindaki cebirsel islemleri tanimlar.

3. Modiiler Uzaklik Fonksiyonlari: Modiiler metrik uzaylarda, elemanlar arasindaki
uzaklik fonksiyonlari, genellikle metrik uzaklik fonksiyonlarma ek olarak
modiiler islemlere tabi tutulur. Bu, elemanlar arasindaki iliskileri daha karmasik
bir sekilde ifade etme yetenegi sunar.

4. Uygulamalar: Modiiler metrik uzaylar, bircok farkli alanda kullanilir. Ozellikle
teorik fizikte, yer¢ekimi gibi karmasik alanlarin matematiksel modellemesinde
kullanilirlar. Ayrica, bilgisayar bilimlerinde, veri madenciliginde ve yapay zeka
alanlarinda da modiiler metrik uzaylar 6nemli bir rol oynarlar.

Modiiler metrik uzaylar, matematikgiler ve bilim insanlar1 tarafindan hala aktif olarak

arastirilmakta olan bir konudur. Bu alandaki ¢alismalar, daha karmasik modellerin ve

yapilarin olusturulmasimna ve anlagilmasma katki saglamaktadir. Modiiler metrik
uzaylar, matematiksel analiz, teorik fizik ve veri bilimi gibi farkli alanlarda karmasik
problemleri ¢ozme ve yapilart analiz etme yetenegi sunar. Bu nedenle, bu alandaki
arastirmalarin ve caligmalarin ileriye doniik 6nemli katkilar saglama potansiyeli

bulunmaktadir.

Bu boliimde modiiler ve modiiler metrik kavramlar ele alinarak ¢esitli modiilerler

incelenecektir.



Bostan farkli bir X kiimesi tizerindeki o modiileri, x,y € X olmak {izere herhangi
bir A > 0 parametresi i¢in (burada A zaman olarak diisiiniildiigiinde),
0<oy(x,y) <o
esitsizligi A zamanda x ve y noktalari arasindaki hiz olarak diistiniiliir. Modiiler metrik
fonksiyonu,
0:X - (0,00) XX X X - [0, 0]
A x,y) > o, x,y) = oa(x, )

bi¢iminde ifade edilir.

3.1. Modiilerler

Modiiler uzaylar, integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue, Riesz ve Orlicz
uzaylarinin uzantilaridir. Modiiler dogrusal uzaylarin genel bir teorisi Nakano tarafindan
yart siralt dogrusal uzaylarda bir spektral teori gelistirdigi ve modiiler uzayinda hareket
eden izdisiimler icin integral gosterimini olusturdugu iki monografisinde (Nakano,
1950), (Nakano, 1951) kurulmustur; Nakano'nun ger¢ek dogrusal uzaylar tizerindeki
modiilerleri disbiikey fonksiyonellerdir. Konveks olmayan modiilerler ve bunlara karsilik
gelen modiiler dogrusal uzaylar Musielak ve Orlicz (Musielak, Orlicz, 1959) tarafindan
olusturulmustur. Daha kapsamli bir agiklama i¢in Musielak'a (1983) bagvurunuz. Orlicz
uzaylar1 ve modiiler dogrusal uzaylar modern dogrusal olmayan fonksiyonel analizde

klasik araglar haline gelmistir.

Tamm 3.1.1. X, R veya C {izerinde bir vektor uzay1 olsun. x,y € X elemanlar
asagidaki sartlar1 sagliyorsa a: X — [0, o] fonksiyoneline modiiler denir (Orlicz 1988).
m-1) x = 0ise o(x) = 0,
m-2) a = 1 olan tiim a degerleri i¢in oa = a(x),

m-3) a, B = 0ve a + B = 1 oldugunda o (ax + By) < o(x) + a(y).

3.2. Modiiler Metrik

"Modiiler metrik" ifadesi, genellikle say1 teorisi ve modiiler form teorisi gibi
matematiksel alanlarda kullanilan 6zel bir metrik yapisini ifade eder. Modiiler metrikler,
modiiler formlarin uzaylar tizerinde tanimlanan bir tiir mesafe dl¢iisiidiir ve genellikle bu

uzaydaki farkli modiiler formlar arasindaki "uzaklik" kavramini belirlemek i¢in kullanilir.
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Bir modiiler metrik, genellikle modiiler formlar arasindaki benzerlik veya farklilik
diizeyini Olgen bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Bu metrik, modiiler formlarin
birbirlerine ne kadar yakin veya uzak oldugunu belirlemek icin kullanilir ve bu, say1

teorisi ve modiiler form teorisi gibi matematiksel alanlarda 6nemli bir role sahiptir.

Ornegin, f ve g olmak iizere iki modiiler form arasindaki modiiler metrik, genellikle su

sekilde ifade edilir:

aﬁm=fvw%@@wm

burada z kompleks diizlemin elemanlaridir, du bir 6l¢iidiir ve integral, bir fonksiyonun
iki form arasindaki farkinin toplamini verir. Bu, modiiler form teorisinde, modiiler

formlar arasindaki "uzaklig1" belirlemek i¢in kullanilan bir tipik metrik yapisidir.

Modiiler metrikler, modiiler formlarin analizi ve say1 teorisindeki cesitli problemlerde
onemli bir aractir. Modiiler formlarin uzaylari tizerindeki bu metrik yapilar, modiiler form
teorisindeki cesitli konularda kullanilarak, 6zellikle sayilar teorisindeki problemlerin

¢oziimiinde ve modiiler formlarin 6zelliklerinin anlagilmasinda 6nemli bir rol oynar.

Tanmm 3.2.1 X bostan farkl bir kiime, x,y € X, A > 0 ve u > 0 olmak lizere
0:(0,00) X X X X - [0, 0]
fonksiyonu, agagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa modiiler metriktir olarak isimlendirilir.
i) x=yoo,(xy)=0
i) oa(x,y) = 0a(y,x)
i) 02 () < 02(6,2) + 0,(2,7)
burada i) yerine, i’) o, (x, x) = 0 olarak alirsak o pseudomodiiler olarak
isimlendirilir.
Ayrica i) yerine, is) x # y i¢in 0, (x,y) # 0 olarak alirsak o kesin modiiler
olarak isimlendirilir.
iii) yerine,

. A u . . .
i) Orrp(x,y) < v o,(x,z) + e O (z,y) ise o konveks modiilerdir.

Not 3.2.2
a. 0:(0,0) X X X X = (—o0,400] iken y = x ve u = A > 0 alindiginda
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(iii) de (i”) ve (ii) den faydalanilarak
0=0,,(x,x) < 0,(x,2) + 03(2,x) = 20,(x,2)
elde edilir. Boylece herA > 0 ve x,z € X i¢in 0, (x,z) = 0 veya g, (x,z) = o olur.
b. Eger 0,(x,y) = 0, x,y € X elemanlarindan bagimsiz ise (i’) ile birlikte
o =0 dir. 0 = 0, (i) ile birlikte X tizerindeki tek pseudomodiilerdir.
Eger 0, (x,y) = o(x,y), A > 0’dan bagimsiz ise (i) ve (iii) aksiyomlarindan o bir
genisletilmis metriktir.
C. (i) aksiyomu su sekilde yazilabilir:
(x=y) o @ = 0)
(i &) den
(x #y)= (6™ #0)
dir.
(is) den
(x #y)= (a* () # 0)
olur. Boylelikle (i <) ispatlanmis olur.
Bagka bir deyisle (is),
I A>0igino,(x,y)=0isex =y
anlamina gelir. Boylece (i’)+(is)= ()= (i’) elde edilir. (iv)=(iii) oldugu agiktir.
Boylece X tizerindeki bir konveks kesin modiiler, X tizerinde bir konveks modiilerdir,
ayni zamanda X iizerinde bir konveks pseudomodiilerdir.
d. modiiler metriklerin (iv) aksiyomunu
A+ W (67) < A0y(x,2) + 10, (2,7)
seklinde yazarsak ¢ ’nin X iizerinde bir konveks pseudomodiiler oldugunu goriiriiz ancak
ve ancak 6, (x,y) = Aoy (x,y) X lizerinde sadece bir pseudomodiilerdir.
X tizerinde bir pseudomodiiler olan ¢ 'nin temel 6zelligi monoton olmasidir: x,y € X
verildiginde, 6*¥: (0, ) — [0, oo] fonksiyonu (0, o) da artmayan bir fonksiyondur. 0<

u < Aise, (i) (z= x) ve i aksiyomu su anlama gelir:
0, (x,¥) = oo+ (0, ¥) < op—(x,x) + 0, (x,y) = 0,(x, y) (1)
Sonug olarak, x,y € X verildiginde her 2>0 noktasinda sagdan limit,

(0:002(6,¥) = Oaio(x,y) = lim 0, (x,y) = sup{o, (%, y): > 2} )
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ve soldan limit,
(@-n () = ar0(6y) = lim 0,(x,y) = infloy(6y):0 <p <A (3)

olarak gosterilebilir.

[0, o] araliginda her 0 < u < A i¢in asagidaki esitsizlikler gecerlidir:

O-?\+0(x' y) < O';\(X, y) =< O-)\—O(xi y) < O-p.+0(xl y) =< Gu(xr }’) < Gu—o(x' y) (4)
Bunu gérmek i¢in, o’nin monotonlugu ile birlikte herhangibir0 < pu < p; < 4, < 1
i¢in,

a;\(x,y) = O-)ll(xﬂy) < O-;Ll(x;y) = O-u(x;y)
elde edilir ve limitler ; - A — 0 ve pu; — u + 0 olarak kalir.
Teorem 3.2.3. x,y € X ve o, X lizerinde bir konveks pseudomodiiler olsun. Buna gore,

a A -0 1 (x,y)ved - 1o » (x,y) fonksiyonlar1 (0,o0) araliginda

artmayandir ve her 0 < p < Aigin

onx,y) < WD oulxy) < ouxy); (1)

x,y i : — .
b. ¥ #0ise ;}LTO ou(x,y) = oo

C. a¥Y # oo ise, Alim 03(x,y) = 0dur.

ispat 3.2.3.
a. (1) in & ileilgili bir sonucudur.
b. Bazi A >0 i¢in o 1 (x,y) =0 (1) € (0,00] ve (1) in sol taraf

esitsizligine ile her 0 < u< A i¢in o,(x,y) = (1/u) Ao » (x,y) oldugundan
kaynaklanir. Ozellikle Not 3.1 ile, ¢ bir konveks modiiler ve x # y ise, w¥Y # 0 dr.
C. Bazi u > 0 i¢in 0, (x,y) < oo oldugundan, (1) deki sol taraf esitsizligi

sonucuna varilir.
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Tanmim 3.2.4. (2) ve (3) de tamimlanan 0,4, 0_g: (0,0) X X X X — [0, o] fonksiyonlari

sirasiyla o’nin sag ve sol diizenlemeleri olarak adlandirilir.

Teorem 3.2.5. 0,X iizerinde bir pseudomodiiler olsun. o,y Ve o_, da o ile aym
Ozelliklere sahip X tizerinde pseudomodiiler olsunlar. Bu durumda (0, «) araliginda o

sagdan, o_g soldan siireklidir.

tamligin1 ve tek tarafli siirekliligini dogrulamak gerekir.

o bir modiiler, x,y € X ve her u > 0 igin (040),(x,¥) =00lsun. 0 < u < 4
secildiginde, (3.1.4) ve (3.1.2) den

0 < 52(0,¥) < Guro(x,y) = 0

olur ve boylece, (i) aksiyomu ile birlikte x = y elde edilir. Farzedelim ki her A > 0 i¢in
(0_0)a (x,y) = 0olsun. g3 (x,y) < 03_¢(x,y) oldugundan (i) aksiyomu x =y
oldugunu ispatlar.

o bir kesin modiiler, x, y € X ve x #y olsun. (is) kosulu ve (3.1.4) uyarinca, 0 <
u < Aiken

0 # 0y(x,y) < 030(%,Y) < Guso(x,y)

olur ve boylece her 4 > 0 igin (0_¢), (x,y) # 0 ve her u > 0 icin (04),(x,y) # 0
dir.

040 1n (0, 00) lizerinde sagdan siirekli oldugunu gosterelim. o,y X tizerinde bir
pseudomodiiler oldugunda (0, o) iizerinde artmayandir, ve boylece x,y € X, u > 0 ve
Y = (040) uro(x,y) ise (3.1.4) ile birlikte y < (04) ,(x,y) elde edilir. Ters esitsizligi
elde etmek i¢in ¥ nin sonlu oldugunu varsayabiliriz. Herhangi bir € > 0 i¢in g =
Uo (&) > pvardir oyle ki, u < ' < py ise

(040) w(,¥) <y +e
elde ederiz.

0_o 1n soldan stirekliligi de benzer sekilde elde edilir.

(040) +0 = 049 ve (0_g) _o = 0_ oldugunu gostermistik. Boylece (0,¢) g = G40 ve

(0_0) +0 = 0_( oldugunu gostermis oluruz.
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4. MODULER UZAYLARDA TOPOLOJIiLER

Bu bolimde metrik ve modiiler kiimeler lizerinde pseudomodiiler tarafindan
olusturulan topoloji ve yakinsaklig1 incelenecektir. Hatirlanacagi {izere modiiler metrik

taniminda o (x, x) = 0 ise ¢ nin pseudomodiiler ve

O')\(X, Z) +

Trn(x,y) < 0,(z,y)

U
TA+ A+
ise konveks modiiler olduguna deginmistik.

Burada o, X kiimesi iizerinde bir pseudomodiiler kabul edilerck o konveks
oldugunda, (X,d2) genisletilmis pseudometrik uzayr ve (Xi d3) ve (X% d)

pseudometrik uzaylari tizerine metrik ¢alisma yapilacaktir.

4.1. Modiiler Uzaylar

Modiiler topolojik uzaylar ve modiiler formlar teorisi, matematiksel
arastirmalarda ve cesitli matematik dallarindaki gelismelerde 6nemli bir rol oynamastir.
Bu konular, matematiksel diinyadaki derin yapilar1 anlamak ve ¢dziimlemek icin

kullanilan giiglii araglardan biridir.

Tamm 4.1.1 o, X kiimesi tizerinde bir pseudomodiiler, x° € X olsun.

X;=X5(x°) ={x € X:03(x,x°) < o0 iken IA = A(x) > 0}

x° komsulugunda modiiler uzay olarak adlandirilir ve burada x° a da X5 in merkezi
denir. x°, Xz m bir denklik sinifidir. Her x, y € X5 i¢in ¢*¥ % oo dur.
Eger g, ve o_, 0 nin sag ve sol regiilasyonlari ise (3.1.4) su anlama gelir:
o+0 = Xor0 = X5

Burdan yola ¢ikarak x° komsulugunda iki modiiler uzay daha tanimlayabiliriz:
X2 =X23(x°) = {x € X: A - o iken 0y (x,x°) - 0}
va,in = X‘f,in(x") = {x € X:her A > 0 icin 0y (x, x°) < o}

Sonug olarak,

X000 =X o =x%vex!" = xI™ = xJ™

c+0 =~ “o-—-
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X0 c x:ivex!I™c x:

elde edilir. Ancak o disbiikey ise
Xy=X;

olur.

Teorem 4.1.2 X modiiler uzayinda d2 temel pseudometrigi tanimlanacaktir. x,y € X ve

o, X iizerinde bir pseudomodiiler olsun.
dd(x,y) = inf{A > 0: 0, (x,y) < A}(inf@ = =)

O halde d?, X iizerinde bir genisletilmis pseudometriktir. Ayrica x,y € X ise d2(x,y) <
o, x ~ y ye esittir, dolayistyla herhangi bir x° € X icin d2, X = X:(x°) iizerinde bir

pseudometriktir.

Teorem 4.1.3 x,y € X ve o, X lizerinde bir konveks pseudomodiiler olsun.

di(x,y) ={A>0:00(x,y) <1} = }\iifomax{l, Aoy (x, v)}

X lizerinde bir genisletilmis pseudometriktir. Ayrica x,y € X verildiginde d2 ve dj

asagidaki anlamda dogrusal olmayan esdegerdir.

min{d;(x,y),v/ds(x,y)} <dS(x,y) < max{d;(x,y),/ds(x, )}, (1)

veya farkl bir sekilde yazilirsa,

do(x,y).min{1,d3(x,y)} < dg(x,y) < d3(x,y). max{1,d(x, )} )
ve

ds(x,y) < ds(x,y) < ds(x,y) (3)
elde edilir.

4.2. Metrik Yakinsakhk
Metrik yakinsaklik, matematikte topoloji alaninda kullanilan bir kavramdir. Bir
metrik uzaydaki bir dizi noktanin, belirli bir metrikle 6l¢iildiigiinde birbirine ne kadar

yakin oldugunu agiklar. Metrik uzaylarda metrik yakinsaklik kavrami, limitlerin
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tanimlanmas1 ve ardindan bu limitlerin Ozelliklerini inceleme konusunda 6nemli bir
aractir. Bu, matematiksel analiz, topoloji ve diger matematiksel disiplinlerde bir dizi

konuda kullanilan temel bir kavramdir.

Tamm 4.2.1 X teki dizilerin yakinsakligmi d2’1 yani metrik yakinsaklig1 goz oniinde
bulundurarak baslayalim. Eger d2 (x,,, x) — 0 ise bir {x,} c X dizisi x € X’ e yakinsar,
kisaca x,, — x ile gosterilir.Oncelikli amacimiz bu yakinsamay1 o cinsinden karakterize

etmektir.

Eger x,, = x olacak sekildle x € X, x € A ve {x,} c A varsa A c X kiimesi

metrik yakinsaklik agisindan kapalidir.
Teorem 4.2.2 (a) x € X ve {x,} < X verildiginde su sonuca varilir: Her A > 0 i¢in
Xy = X0y (X,,x) = 0 1)

Ayrica, o konveks, d; (x,,x) - 0 ve o0,X kimesi tizerinde bir modiiler ise x limiti

tektir.

(b) {x,} terimleri X kiimesinin elemanlarindan olusan bir Cauchy dizi olsun. Her

A > 0igin
Xn = x<:>0—)\(xn: xm) -0 (2)

Ayrica, o konveks, d; (x,, x,,) = 0 ve o0,X kiimesi tizerinde bir modiiler ise x limiti

tektir.
Cauchy dizileri i¢in de benzer iddia gegerlidir.

(€) Xz, X% ve Xfm modiiler uzaylar1 x°€X komsulugunda metrik yakinsaktir ve

kapalidir.

Ispat 4.2.2 (a) Kabul edelim ki X kiimesinin elemanlarindan olusan bir {x,,} dizisi x
noktasina yakinsasin. Yani, x, = x, € > 0 olsun. Bu durumda Her n > nq(¢) icin

dy(xpn,x) < € olmak lizere n = ny(e) € N vardir.

o, X kiimesi iizerinde bir pseudomodiiler ve Xz modiiler uzay, x,y € X5, A > 0 olsun.

Bu durumda d2(x,y) < Akosulu gy_o(x,y) < d2(x,y) < A anlamma gelir.



17

Tersi ise, 0y_o(x,y) < A kosulu d3(x,y) <A anlamina gelir ve Teorem (3.1.4) ile
birlikte

Her n = ny(¢) igin g, (X, x) <0e_o(xp, X)) < € 1)

elde edilir. Bu nedenle, A > 0 ve herhangi bir n > ny(min{ e,A}) oldugunda, modiiler

metrik aksiyomlarindan,
O-?\(xn: x) = O-min{e,)\}(xn; x) < min{e, 7\} <€
yazilir. Boylece, 0y (x,, x) = 0 dir.

Tersine € > 0 ised;(xy, x) = 0 olur ve boylece her n = n,( €) i¢in g, (xp, x) <
€ olmak iizere, n,(¢) € N vardir. d2 tanimmndan hern > n;( ¢) igin d2(x,,x) < ¢

anlamina gelir. Yani
d2(x,,x) > 0
dir.
Eger o konveks ise d (x,, x) = 0 ved2(x,,x) — 0 olur.

Eger o, X kiimesi iizerinde bir modiiler ise d?, X iizerinde bir genisletilmis metrik

ve X, lzerinde bir metriktir. Boylece x limiti (1) den tektir.

(b) {x,} Cauchy dizisi ise, X kiimesinin elemanlarindan olusan bir {x,} dizisi x
noktasina yakinsiyorsa herhangi bir & > 0 sayisina karsilik her n,m = ny(¢) igin

ds(xn, xm) < € olacak bigimde bir n = ny(e) € N vardir.

o, X kiimesi tizerinde bir pseudomodiiler ve X5 modiiler uzay, x,y € X5, A > 0 olsun.

Bu durumda d2(x,y) < Akosulu gy_(x,y) < d2(x,y) < A anlamma gelir.

Tersi ise, gy_o(x,y) <A kosulu d2(x,y) <A anlamina gelir ve Teorem(3.1.4) ile
birlikte

Her n > ny(¢) icin o.(xp, x) <0e_o(xp,x) < € 1)

elde edilir. Bu nedenle, A > 0 ve herhangi bir n, m = ny(min{ €,A}) oldugunda, modiiler

metrik uzay tanimindan,

O-A(xnrxm) < O_min{s,)\}(xn' xm) < min{e, }‘} =€
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yazilir. Boylece, oy (xy,, X;n) — 0 dir.

Tersine € >0 ise 0.(xy, X;m) = 0 olur ve bdylece her n,m = n (&) igin
0¢(Xp, Xm) < €0lmak iizere,n,(¢) € N vardir. d2 tanimindan hern,m > n;( ¢) i¢in

dd(x,, xm) < & anlamma gelir. Yani
dd(x,, xm) = 0
dir.
Eger o konveks ise d (x,, X)) = 0 ve d2(x,, x,,) — 0 olur.

Eger o, X kiimesi iizerinde bir modiiler ise d2, X iizerinde bir genisletilmis metrik

ve X tzerinde bir metriktir. Boylece x limiti (1) den tektir. Yani,

lim d2 (x,,x,) =0 VA>0icin lim 0,(x,,x,) =0
n,m—oo n,m-oo

dir.

(€) {x,} ©c X, 6 x € X ve x, > xolsun. € > 0 verildiginde, Ay > 0 ise (2) ve modiiler

metrik uzaylarm (iii) aksiyomu ile n, = ny(¢) vardir.
Teing (%) X°) SO(%X, X, )+ 0, (X, X°) < %0y (X, X°) )
O, (Xn,, x°) < o0 olmak iizere eger {x,}cXg; Ve x, €X ise, ;>0 dir. (2) ile
Ogt2 (X, x°)< o0, yani x €EXgdir.

{x,}=Xgolsun.x,, €XJ iken A=, 0i(x,,,x°) — Oolur ve bdylece bazi ho= Ao (£)>0

igin gy (X, x°) <€ dur. (3.1.1) ve (4.3.3) ile her A> £+ Aoigin
01, X°) SOe12 6, 2°)
elde edilir. Yani x € X2, A—oo iken a3(x, x°) —0 olur.

Son olarak, {x,}=X/™ ve 3>0 secelim.(1) ve (2) de e= A2 ve ko= A2
secildiginde x,, € X(];in den oy, ( xp,x° )< oo elde edilir. Dolaysiyla

oM, X°)=043,(x, x°)anlamina gelir. Boylelikle x € X éc ™ olur.
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4.3. Metrik Topolojisi

Metrik topoloji, genel topolojinin 6zel bir durumu olup matematiksel analiz,
diferansiyel geometri, cebirsel topoloji ve diger matematik dallarinda temel bir role
sahiptir. Bu alan, matematiksel nesnelerin seklini, uzaylar arasindaki iliskileri ve bu
uzaylarda bulunan fonksiyonlarin 6zelliklerini anlamak i¢in kullanilir. Daha ayrintili bilgi

i¢in (KEFENG LIU,. 1991), (M. Ando, M. J. Hopkins, and C. Rezk.)

Tamim 4.3.1 Acik kiimeler: x € X ve r > 0 verildiginde x merkezli r yarigapli agik

yuvar,
B(x,)=B% (x,)={y€X: d2 (x,y) <}

dir. Bu agik yuvar ayni zamanda agik bir kiimedir. Yani bostan farkli bir U = X alt kiimesi
her x€U igin, B(x,r) = i olacak sekilde r = r(x) > 0 var ise agiktir. Eger x € X} (x?)

ise her v > 0 icin B(x,r) = X (x) olur. Sonug olarak,
UcX © Vx°€X igin Un X;(x°) agiktir.

Tamm 4.3.2. Modiiler gevreler: A, u > 0 vex € X, verildiginde, x ile ilgili o-entourage

veya modiiler ¢evresi
By u(x)=B3 ,(x)={y€ X5: on(x, y) < W}

o’nin sagdan ve soldan limitleri igin gevreleri sirasiyla By,q,(x) VeBj_o, (x) ile

gosterelim.( 3.1.2) ve (3.1.3)
X € By y (1), 0<py<11 i5€ By, (¥) S By, (1)
dir. (3.1.4) esitsizlikleri ile, 0<A; < A <A, ve p > 0 verildiginde,
By, +o,u(%) € Ba_ou(x) < By (%) < Bayou(x) < Bry—ou(x)

elde ederiz. Boylece A— By ,(x) ve u — By, (x) doniisiimleri azalmayandir. Teorem

2.2.11 (a) ile, A > 0 i¢in B(x, A)= By_o (%) tir. Dolayistyla,

Eger O<p < Aise, By, (x) < By (x) < B(x,A) = By_gx(x) < By_oa(x) tir.
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Bu, o agisindan X teki agik kiimelerin bir karakterizasyonunu verir:
UET(dg) ®VxEUIn=p(x)>08yleki By, (x)c U
Bir AcX; kiimesinin i¢ kismi bazi p > 0 i¢in A" = x € A: B, (x) < A dur.

Simdi ¢ nin konveks oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.2.3) deki

esitsizliklerden faydalanarak,

0 <r < 1licinB(x,r)cB4%(x,r)c B(x, V1)

elde edilir. Buradan da 7 (d}) = T (d%) yaziir. A,u>0 igin, d =d3 ve
B{H ( x )= Byua(x) olmak tlizere 63 ( x , y )= Ao ( x,y),X lizerinde

pseudomodiilerdir. B; 1 (x) = BZ u(x) = U olacak sekilde
UETd;)eoVxEUIA=A(x) >0
elde edilir.

Tamm 4.3.3 Kapali kiimeler: Bir Ac X, kiimesi, eger timleyeni A = X;\A agik ise
kapalidir; bagka bir deyisle (4°)°=A¢ dir. Kapal kiime 6rnekleri @, x € X;; merkezli r
yarigapl kapali kiire:

B(x,)={y€ X;:d3 (x,y) < r}={y€ X;:0,40(x,y) < 1}

ve X:, X9, Xfin modiiler uzaylanidir. Bir Ac X} kiimesinin kapanis1 4 ile gosterilir,

A’y1igeren en kiigiik kapal1 kiimedir.

AcA dir. A= ((A°)")¢ yazilir. A kapall bir kime ise A=A dir. A,

X deki ((A°)° a ait olmayan noktalar kiimesi oldugundan,
A={x€X;:her p> 0 i¢cin AN B, ,(x} # ¢}

elde edilir. Ayrica B(x,r) < B(x,r) ve B(x,r) <(B(x, 1)) ° dir.

Teorem4.3.4 © # A cC X;vex € X, ise asagidaki onermeler denktir.

aA)x€EA
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b) VA > 0 i¢in 0y (x,, x) — 0 olacak sekilde {x,} c A dizisi vardir.

c) Her bir A > 0 igin 03 (x,, (1), x) — 0 olacak sekilde {x,(A)} A dizisi vardir.

Ispat 4.3.4 a) © b) Teorem 4.2.1 denX € A ise metik yakimsaktir. Yani VA > 0 icin
d9(x,, x) = 0 olacak sekilde sadece bir {x, } dizisi vardir. Ayrica b) den boyle yakinsak

bir dizi varsa metrik yakinsaktir dolayisiyla x € A dir.

b)ec) Kabul edelim ki VA > 0 i¢in 05 (x,, x) = 0 olacak sekilde {x,,} c A dizisi

olsun. Buradan her A > 0 ve n € N i¢in x,,(A) = x,, alirsak, c) elde edilir.

Tersine Her bir A > 0 i¢in 0y (x,, (1), x) — 0 olacak sekilde {x,,(A)} c A dizisi
var oldugunu kabul edersek, k € N verildiginde n — oo iken oy (x,,(1/k),x) > 0

olacak sekilde {x,,(1/k)}n-, < A dizisi vardur.

al(xnl(l),x) < lolacak sekilde n; € N ve n, >n, ve al/z(xnz(l/Z),x) <

1/2 olacak sekilde n, € N secelim.

Indiksiyon metodu ile eger k = 3 igin ny;_; € N ve dyle bir n;, € N segelim ki
ny >ng_q Ve oy, (1/k),x) <1/k olsun. Her k €N igin y, = x,, (1/k)
tanimlanirsa {y, }y—-, € A olur. Buradan da Her A > 0 i¢in k — oo iken o, (y,, x) elde
edilir. A > 0 verildiginde ko > 1/ A i¢in ky = k(A ) € N olsun. O zaman her k > k,

icin 1/k < A bulunur ve boylece ¢ nin monotonlugu ile
(Vi x) < 01k, x) < 1/k
elde edilir.

Not 4.3.3 X 1n tiim kapal alt kiimelerinin ailesi ¢|(X) ile gosterilmektedir.

Teorem 4.3.4 Eger 0, X kimesi Uzerinde bir pseudomodiiler ise ¢ tarafindan

indiiklenenp () lizerinde Hausdorffpseudomodiiler, v, cl(Xs) tizerinde bir modiilerdir

ve boylece d2 = Dqg, cl(Xg) lizerinde bir genisletilmis metriktir.

Ispat 4.3.4 A ve B bostan farkli kiimeler olmak iizere, A, BcX; verildiginde her A > 0

i¢in

Ex(AB) =0 AcB 1)
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elde edilir. Eger her A > 0 i¢in A,B € ¢](X;) ve
W,(A,B) = 0 ise E;(A, B) = E;(B,A) = 0
dir. YaniAcB=BveBcA = A ise A= B dir.

.= Eger A > 0 i¢in E;,(A,B) = 0 ise x €A ile birlikte inf,cpoi(x,y) = 0 elde edilir.
Dolayistyla her A > 0 igin n =0 olmak iizere oa(x, y,, (1)) — 0 olacak sekilde x’ e bagh
olan bir {y,,(A)} < B dizisi vardir. Oyleki, Teorem 4.3.3 x € B yazilir. Bdylelikle A
B'dir.

()AcB olsun. x € A verildiginde x € B elde edilir ve bdylece her A > 0 i¢in n —o0

olmak iizere o A x,y,)—0 olmak flizere {y,}c B dizisi vardir. n—
o olmak lizere inf,egon(x,y) < 0u(x,¥,) = 0 oldugu zaman infy,cg0:.(x,y) = 0 elde

edilir. Bu da her A > 0 i¢in E (A, B) = 0 elde edilir ki ispat tamamlanmus olur.

4.4. Modiiler Yakinsakhk

Modiiler yakinsaklik, modiiler formlarin bir serisinin veya serisinin bir limitinin
varligma isaret eden bir matematik terimidir. Ozellikle say1 teorisi ve modiiler form
teorisi gibi alanlarda kullanilir. Modiiler yakinsaklik, bir modiiler formun belirli bir
serisinin veya serisinin bir limitinin varligi anlamina gelir. Yani, bu serilerin veya
serilerin bir smnira dogru yaklastigi durumu ifade eder. Bu durum, matematiksel

analizlerde ve say1 teorisi problemlerinde 6nemli bir rol oynar.

Tamim 4.4.1 o, X iizerinde bir pseudomodiiler olsun. Teorem 4.3 de goriildiigl gibi
X5 deki metrik yakinsaklik her A > 0 parametresi i¢in ¢ modiilerindeki yakinsakliga
esdegerdir. Sadece bazi A > 0 i¢in 4.3.1 in sag tarafi gecerli ise genel veya zayif
yakinsamadan daha fazlasini elde ederiz. Devaminda, B, ,(x) modiiler ¢evreleri agik ve

kapali toplarin metrik topoloji i¢in yaptig1 gibi 6nemli bir rol oynar.

Burada ¢evreler ne agik ne de kapali olabilecegi unutulmamalidir.
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Tanim 4.42 X #® ve {x,} de X kiimesinde bir dizi olsun. Her A, > 0 igin,

O, (Xn, X) — 0 ise{x,} dizisi x € X'e o — yakinsak veya modiilerdir. x, % x seklinde
gosterilir. Bu sekildeki {x,,} dizisinin ¢ — limiti x’tir denir. Her A > A, i¢in ¢’ nin

monotonlugu ile ox(x,, x) — 0 olur.

Not 4.4.3 Metrik yakinsaklik modiiler yakinsaklik anlamina da denir.

Ornek 4.4.4 (X, d)bir metrik uzay olsun.

1. p=0iginoi(x,y) = d(x,y)/AP bir modiiler olsun.

X:= Xvedl (x,y)=""/d(xy)

oldugunda, X;daki metrik yakinsaklik ve modiiler yakinsaklik X deki bilinen d —metrik
yakinsakligina esdegerdir.

2. o bir modiiler olsun. Bu durumda,
0<A < d(x,y) ise oux,y) =0 ve A=d(x,y) iseonx,y) =0 dir. Boylece
X:;=X0=X wve d;=d% =d elde edilir.

Bir {x,} — Xz dizisi d2 = d metriginde yakinsak ise (X,d) iginde smirhdir, fakat
tersi daima gegerli degildir. Diger taraftan {x,}c X5 in ¢ —yakinsamasi (X, d) i¢inde

{xn} nin simrhihgma esdegerdir. Aslinda bazi A,>0 i¢inn > ng ve oy (x,, x) < 1ise

Ao = d(xp, %) ile esdeger olacak sekilde x, 5 x € X, Oy (Xn,x) — 0 dir ve bdylece

ny € N vardir. Dolayisiyla

1o = max{d(xy,x), ..., d(x,, x), Ao} iken {x,} =B (x, 1)

olur. Tersine egerbazi x € X ve r > 0 igin {x,} = B(x,r), her y € X iginde x,, %, v ise:

n € Nvedy, =r+d(x,y)igin
d(x,,y) <d(x,,x) +d(x,y) <2

oldugundan, her n € N i¢in 03 (x,,y) = 0 elde edilir.
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Not 445 A >0 iken oy (x,y) =0.x,y € X ve i aksiyomu verildiginde x, y € X

elemanlarinin o -esit veya modiiler esittir denir.

o . .-
x=y denktir x = y < o kesindir.

o
Herx,y € X i¢in . _ y elde edilir.

Bir Ac X kiimesinin {x,}Jc Ax, Sx€X,x €A verildiginde modiiler

yakinsama agisindan kapali oldugu sdylenebilir.

Teorem 4.4.6

a. X ve X2 modiiler uzaylar1 x° € X civarinda modiiler yakinsama acisindan

kapalidir. X(]:in ise genellikle kapali degildir.

b. X:dan modiiler yakinsak bir o dizisi d3 metriginde simirhdir, tiim modiiler
limitler o -esittir, ve eger o, X lizerinde bir tam modiiler ise en fazla bir modiiler limiti

vardir.

ispat 4.4.6

a. {x,}c X vex, 3 xolsun. Bu durumda. bazi A, > 0 icin Oy (Xn, x) — Odur.
Boylece € > 0 verildiginde her n = n, igin 0y, (x,, X) < € olacak sekilde
ny = ny(e) € N vardir. Modiiler metrik uzaylarin (iii) aksiyomundan A ; >

0 ise,
Org+2, (6, x°) < 03, (%, 20,) + 0a, (%ng, x°) < € +03, (%0, x°). (1)
elde edilir.

{xn} < Xsolsun. x,, ) € X5oldugundan baz1 A; > 0 igin 0y (xno,xo) <o olur ve

boylece (1) den oy 42, (x, x°) anlamina gelir. Yani x € X; elde edilir.
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Eger {x,}c X2 ve x,, € X3 ise bu durumda. A > o i¢in o4 (xy,,x°) - 0 dir.
Ayrica 0y, (xno, xo) < € olmak iizere A; = A;(€) > 0 dir. Dolayisiyla, eger A > Ay +
A, ise, (1) den o (x,x°) < 03 42, (x,x°) < 2¢ yazilabilir. Yani A— oo oldugunda

orn(x,x%) - 0ve x € X2 elde edilir.

b. {x,}= X5 ve x, 5x € X olsun. (a) ozdesliginden her n > n, i¢in
0y, (Xn, x) < A olacak sekilde x € X5 ve ng € N vardir, ki bu da dg(x,, x) < A
anlamma gelir. d2, X3’ eleman ciftleri {izerinde sonlu degerler varsayar ve boylece

{x,} =B (x,7) dir. Buradan,
r = max{d5(x;, x}, ..., d3(%n,, ), Ao}

elde edilir.

Eger x,, % x ve Xn bl y ise bazi A, u > 0 i¢in 01 (xp, x) — 0 veo, (xp,,y) — 0 dir.

Modiiler metrik uzaylarin (iii) aksiyomu ile

o (6, X0 ony (2, ¥) < 0, %) + 0, (X0, y) = 0

yazilir ve boylelikle oy, (x,y) = 0 elde edilir. Boylece xiy ve eger o kesinise x = y

olur.

Teorem 4.4.7

a. X tizerindeki o —yakinsamasi metrik yakinsamaya esdegerdir ancak ve ancak

o, X tizerinde A, dir.

b. o pseudomodiileri X iizerinde A, degildir ©x € X ve ¢, > 0Vn € N i¢in

Xy 5 x Ve dg (xp, x) = g, olacak sekilde {x, } = X dizisi vardir.

c. Eger) o, X lizerinde kesin olmayan bir modiiler ise o, X iizerinde A, degildir.
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Ispat 4.4.7

a) 1> {x,JcX,x€X ve A >0 icin oy, (x,,x) — 0 olsun. x, Sx ve
boylelikle hipotezden dg (x,, x) — 0dir. Buradanda o, /, (xn, x) = 0 oldugundan o, X

tizerinde A, dir.

&: Biz burada ¢ —yakinsamasinin metrik yakinsama oldugunu gosterilmeliyiz. {x,} <

X ve x, % x € X olsun. Bu durumda bazi A, > 0 igin 0y (x,, ) — 0 olur, boylece A,
kosulu ile gy, /> (xn, x) — 0 elde edilir. Indiksiyon metodu ile her k € N ve n - o i¢in

0y 2k (Xn, X) = 0 dur.

A > 0 ve k € N verildiginde A > A,/2% elde edilir. o nin monotonlundan n — o igin
02 (%Xn, X) < 0y ok (Xn, X) = 0 olur. Boylece her A > 0 i¢in 61.(xp, x) = 0 ile x, » x

yani dg(x,,x) = 0 dir.

b. Eger g, A, degilse 0 —yakinsamasi dj —yakinsamasi ile esdeger degildir. Bu
nedenle y, % x ve Vi # x seklinde x € X, {y,} <X dizisi vardir. Dolayisiyla baz1 A, >
0 ve g > 0 igin 03 (¥, x) = 0 Ve her n € N igin d§ (v, x) = 0 seklinde {k}rey =

N artan dizisi vardir.{x, }={y, }n=, dizisi istenen &zelliklere sahiptir.

Tersine o —yakinsama ile metrik yakinsamasina esdeger olmayip bu nedenle (a) ile o, X

tizerinde A, degildir denir.
C. (is) kosulunun degillenmesi ile x,y € X, x # yi¢in gy, (x,y) = 0 olacak
sekilde Ay > 0 vardir. Eger 4 = inf{ A > 0: g.(x, y) = 0} ise, modiiler metrik uzaylarin

(i) aksiyomu g > 0 anlamina gelir. Aksi takdirde u = 0 ise x = y elde edilir. Hern € N

igin x, = x ve A= 3u/2 oldugunda o1 (x,,y) = 01 (xp, x) < 03,/ (x,y) = 0 olur.

Boylelikle x,, Sy, ayni zamanda her n € N i¢in 02.2(xp,, y) = 03,4 (x,y) # 0 olur.
Teorem 4.4.8 x € X verildiginde x € X ancak ve ancak lim (d(xn,xg))”” = 0 dir.
n—-oo

ispat 4.4.8 x € XJ(x°) oldugunu kabul edelim. Bu durumda A — oo iken g, (x, x°) —

0 olur ve boylece her € > 0 i¢in

1/n

su d(xn,x8
o) = P () < e @)
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olacak sekilde Ay = Ay(g) > 0 vardir. Bu esitsizlik su anlama gelir:

vn € Nigin(d(xn, x9))"" < (Ag) /" )

n — oo {ist sinirini alirsak,

lim sup (d(xn,x,‘?l))l/n <e
n—-oo

elde edilir. £ > 0 m keyfiligi sebebiyle n — o iken (d(xp x2))"" > 0 olur.
n — oo iken (d(xn, x,({))l/n — 0 olsun. & > 0 verildiginde, her n > ny igin

(d(xn, xg))l/n olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayis1 vardir.

max
M(e) = max{1,1/e™}. 4 < <y A0t Xn)

olacak sekilde alirsak,
o o d(nxn) n n
1 <n < nyigind(xy,, xP) == € <A(e).e

yazilir. Ay = Ao(e) = max{1,A,(e)} segersek (2) yi elde ederiz.

Dolayisiyla esitsizligini her A = 2o igin 0 (x,x°) < 03, (x,x°) < & seklinde ifade

edebiliriz. Buda A = o iken 05 (x, x°) — 0 anlamina gelir.

Ornegin, x € X2(x°) , dS metrigi X:(x°) modiiler uzayinda x,y € X:(x°)

olmak tizere su sekilde verilir:

1/(n+1)

SUu
d20x,y) = 2P (d(n y))
neN

o nin konveks olmadigini goz 6niinde bulundurarak dg(x,y) = suppend(xy, ¥,) in
sadece bir X;(x?) ve X tizerinde genisletilmis metrik olduguna dikkat edilmelidir. Ancak

dg, M deki tiim sinirlandirilmig kiimeler tizerinde bir metriktir.

lim,_,d(x, x2) =0 ise x = {x,,} € c(x°) , suppend(x,,x2) < oo ise x ={x,} €

[ (x°) yazarsak,

X9(x°) € c(x°) € Lo (x°) © X[ (x°) = X3(x°)
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elde edilir.
Not 4.4.9 o, X iizerinde bir pseudomodiiler ise Vx,y € X olmak iizere,
a  Xie=Xp=Xi-

b.  d%(xy) = X2x,y) = dI-(x,y) dir.

Not 4.4.10(M, d) metrik uzayinda A > 0,x = {x,}, vy = {y,} € X = MN ve o, (x,y) =
suppen(d(x,, v,) /Y™ bir modiiler olsun. u >0 ve x,y € X igin ot dogru ters

modiileri soyle ifade edilir:

sup d(Xp, Yn)

qr il
O-“_REN un

Ornek 4.4.11 (1) ¢:[0,%) — [0, ) azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda u >
0, @(©) = o i¢in @(+0) =0, @(u) > 0 elde edilir. O zaman her u > 0 igin eger
@ (2u) < ce(u) olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti varsa ¢, A, kosulunu saglar. Ornegin,
pw) =uP(p>0) ve ) =1+ |logul)uP(p =1) fonksiyonlar1 A, — kosulunu
saglar, @(u) = exp(uP) — 1(p = 1) fonksiyonu ise saglamaz.

Eger ¢, A, kosulunu sagliyorsa, o modiileri her A > 0 ve x,y € X i¢in h(A) = A

ve X = MY iizerinde o12(x,y) < coy(x,y) esitsizliginin bir sonucu olarak A,’dir.

(2) A>0vex ={x,},y = {y,} € X = M" verildiginde, elde edilen

1/n
sup (A0, Yn)
(oY) = EPN <#>

modiileri X = MY iizerinde A,’dir ve ou2(x,y) < 20, (x,y) elde edilir.

Bunun sag tersinin X iizerinde A, olmayan o*oldugu gosterilsin. Asagidaki 6zelliklerle

birlikte bir {x®}2_, cXéT dizisi gosterilecektir:

+ . .
k — ooikenx® %, x ¢ ng dir. Bu da ki ng modiiler uzay1 ¢ —yakinsamasina gore
kapali degildir anlamina gelir ve k — oo iken dg+ (x®),x) + 0 olur ki bu o* nm A,

olmadigini gosterir.
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M = R oldugunda 6" su formda olur:

sup |xn — Yl

aj(x,y)=neN P u>0, x={x,},y ={y,} € X =R".

x° = 0 = {0}, merkezi i¢in,
X0 =X9 c Xy =Xow = X2 = X[

ve
] 1
X X0 = {x = {x} € X: lim |xy |0 = 0} c Xi = X2,

keN ise x¥ = (% 1, , 13, .., 1;,0,0, ) olsun. Baska bir deyisle 2 <n < k iken

20 = {2, )" 2 = 1/k,%,% = 1,ven = k + 1 igin x,%) = 0dr.

Bir 0™ — yakinsak dizisinin koordinat olarak da yakinsadigimi belirterek x
limiti{x,},—; = (0,1,1,1, ...) ile tanimlansin. Agik¢a gortildiigii tizere X, gf’e ait tiim x

ler x € X+ = X ve x & X"} elde edilir. 1 = 2 ise asagidaki ifadeye ulagilir:

00
1 1 1

B
|xn xnl _,1
{ P }n=1_(;'02'""Ok'Z"T'Z"T’Z"H’"')'

1 1

2k > 2k+1 >

> ---oldugunda, o5 (x*, x) = 1/2k elde edilir.

2k+2
) +
Ornegin, x® Z, x olsun. Diger taraftan, dg+ = d2 metrigi ile her k € N igin

dg+ (x(k)'x) = Supneler(lk) - xn|l/n+1

yazilir. Buradanda d2+(x®,x) - 0 elde edilir.
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4.5. Modiiler Topoloji

Modiiler topoloji, modiiler nesnelerin ve modiiler gruplarin topolojik 6zelliklerini
inceleyen bir matematik dalidir. Bu alanda, modiiler nesnelerin uzaylari, bu uzaylardaki
topolojik yapilar, modiiler gruplarin topolojik 6zellikleri ve modiiler formlarin analizi
gibi konular incelenir. Modiiler topoloji, genellikle say1 teorisi, cebirsel topoloji ve analiz
gibi matematiksel disiplinlerle de sikea iligkilidir. Modiiler uzaylar, genellikle modiiler
gruplarin lizerinde tanimlanan birgok farkli topolojik yapiya sahiptir. Bu uzaylar, modiiler
formlarin, g-serilerinin ve diger modiiler nesnelerin topolojik 6zelliklerini anlamak i¢in
kullanilir. Modiiler topoloji, modiiler uzaylarda acgik kiimeler, siirjektif, injektif ve
bicontinuous fonksiyonlar gibi klasik topolojik kavramlarin modiiler gruplar baglaminda

genisletilmesini de igerir.

Tanim 4.5.1 (Modiiler A¢ik Kiime) Bos olmayan bir U € X kiimesininher x € U ve

2>0 i¢in asagidaki durumlarda o -acik veya modiiler agik oldugu sdylenir:

Vx € U ve >0 igin By ,(x) < Uolacak sekilde x ve A’ya bagli olarak y > 0 vardir.

Eger x € X5(x°) ise, her A,u > 0 igin B, ,(x) < X5(x°) olur. Yani merkezi x° € X olan

X5 m o — agik altkiimeleri i¢in:
UcXo—acgtktir & Vx° € X i¢in U N X (x°) 0 — agiktir.

Tamm 4.5.2 (Modiiler Topoloji) X; in tim ¢ — actk altkiimelerinin ailesini 7(o) ile
gosterelim. (o) nin X, tizerinde bir topoloji oldugu agiktir. Yani (o), @ ve X icerir ve
keyfi birlesmeler ve sonlu kesismeler altinda kapalidir. X; {izerinde o — topolojisi veya

modiiler topoloji olarak adlandirilir.

Teorem 453 x € X5 ve ¢:(0,0) — (0,00) bir fonksiyon olmak iizere Uy, (x) =
Uaso Bae @ (x) olsun, dur. Bu durumda U, (x) € t(0), asagidaki iki 6zdeslikten birini

saglar.

a. @, (0, 00) ilizerinde azalmayandir.

b. o konvekstir ve A = A@(), (0, o) iizerinde azalmayandir.
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Ispat4.5.3 Heriki durumdaday € U,(x) ve A> 0 verildiginde, 1 = u(y, ) > 0 olacak
sekilde By, (y) € Uy(x) dir.  Oyleki y € Uy(x) oldugunda, y € By, 4, (x) olacak

sekilde Ay = Ao(y) > 0 vardir, drnegin, oy (x,y) < @(A).

a u=pu®A) =@ +2A) — 0y, (xy) kimesi, ¢, u nin monotonlugu ile, iyi
tammlidir, yani u = @(Ag) — 03, (x,y) > 0 dur.

Simdi z € By ,(y) olsun. Bu durumda 0, (y, z) < u ve modiiler metrik uzaylarin

(iii) aksiyomu ile,

Orgsy (0,2) S 03 (0, ) + 00 (1, 2) < 0y, (X, ) + U= @(Rg + 1)
bulunur ve béylece z € By 42,pn,+1)(X) € Uy, (0)tir. Bu da By ,,(y) < U, (x) oldugunu
gosterir.

b. A - A@(A) fonksiyonu (0, 0)araliginda azalmayan bir fonksiyon oldugundan

Ao + DORg + 1) — X903, (x,¥) = A (Ag) — X903, (x,¥) > 0
elde ederiz ve bundan dolay1 asagidaki ifade pozitiftir.

Ao + DP(Ro + 1) — 2903, (x,¥)
A

u=puyA) =

Eger z € By ,(y) ise 03 (¥, z) < p oldugunda modiiler metrik uzaylarin (iv) konvekslik
aksiyomu ile,

Aoon, (%, y) + A

a(,z) < ot = oAy +2)

A
O—}\0+}\(‘xl Z) < —Oo-}\o(x’ y) +

=X+ A Ao + A

olur. Bdylece z € By 43,p0+10)(X) € Uy (x) olur ki bu da B, (y) c U, (x) oldugunu

kanitlar.
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5. TARTISMA VE SONUC

"Modiiler uzaylar ve topolojik yapilar arasindaki iligkiyi inceleyen bu tez, asil olarak,
modiiler uzaylar ve sabit nokta teoremi iizerinde yogunlasmisken, sonraki calismalara
temel teskil etmesi i¢in modiiler uzaylar iizerindeki topolojiyi incelemeye evrilmistir.
Modiiler uzaylar, belirli bir 6zdeslikler ile bir araya getirilen matematiksel nesnelerden
olusan alanlar olarak tanimlanabilir. Bu ¢alisma, modiiler uzaylarin topolojik yapilarla
olan etkilesimini anlamak ve bu etkilesimin topoloji teorisine olan katkisini

degerlendirmek amaciyla gerceklestirilmistir.

Arastirma sonuglar1i, modiiler uzaylarin topolojik yapilar lizerinde cesitli etkileri
oldugunu gostermektedir. Modiiler uzaylar, 6zellikle cebirsel topoloji baglaminda,
homoloji teorisi ve izomerlik problemleri gibi konularda 6énemli bir rol oynayabilir.
Modiiler uzaylarin topolojik 6zellikleri, bu alanda yeni teoremlerin gelistirilmesine ve

mevcut teorilerin genisletilmesine olanak taniyabilir.

Modiiler uzaylarin topolojik veri analizi ve oOzellikle de Obek analizi gibi
uygulamalarda kullanilabilirligidir. Modiiler uzaylar, veri setlerini daha iyi anlamamiza
ve topolojik Ozelliklerini ¢ikarmamiza yardimci olarak bilgi ¢ikarma siireglerini
gelistirebilir. Bu, 6zellikle biyoinformatik, noroloji ve diger bilimsel alanlarda topolojik

veri analizi uygulamalarinda potansiyel avantajlar sunabilir.

Ancak, bu caligmanin sinirlamalar1 ve gelecekteki calismalara yonelik Oneriler de
bulunmaktadir. Modiiler uzaylar ve topoloji arasindaki iliskiyi daha derinlemesine
anlamak i¢in daha fazla matematiksel teorik ¢alisma ve uygulama odakli arastirmalara
ihtiyag vardir. Ayrica, modiiler uzaylarin topolojik 6zelliklerinin 6zellikle biiyiik veri
setleri icin nasil ele alinabilecegi konusunda daha fazla metodolojik gelistirme

yapilmalidir.
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Sonug olarak, bu tez, modiiler uzaylarin topolojik yapilarla etkilesimi iizerine temel
teskil etmesi amaclanmistir. Bu alandaki ilerlemeler, matematiksel teorilerin

genislemesine ve topolojik veri analizi uygulamalarinin gelismesine olanak taniyacaktir."



34

Kaynaklar

Ando, M., Hopkins, M. J. and Rezk. C. (2010). Multiplicative orientations of KO- theory
and of the spectrum of topological modular forms.

Banach, S. (1922). Sur lesopérations dans lesensemblesabstraits et leursapplications. Fund. Math.
3, 133-181.

Banach, S. (1932). Théorie des opérations linéaires. MonografieMatematyczne 1.

Brouwer, L.E.J. (1912). Uber abbildung von mannigfaltigkeiten. MathematischeAnnalen,
71, 97-115.

Chistyakov, V. (2006). Metric modulars and their application. Dokl. Akad. Nauk 406, 2,
165-168.

Chistyakov, V. (2008). Modiilar metric sapaces generated by F-Modulars.
FoliaMathematica. 15,1. 3-24.

Chistyakov, V. (2010), Modular metric spaces, I: basic concepts. Nonlinear Analysis, 72,
1-14.

Chistyakov, V. (2010), Modular metric spaces, Il: Application to superposition operators.
Nonlinear Analysis,72, 15-30.

Chistyakov, V. (2011), A fixed point theorem for contractions in modular metric spaces.
Preprint submitted arXiv:1112.5561, 1-31.

Chistyakov, V. (2015), Metric modular spaces theory and applications. Springer.

Frechet, M. (1906). Sur guelgues points ducalculfunctionnel. Rend. Circ. Mat.
Palermo.22(1), 1-72.

Hausdorff, F. (1914). Grundziige der mengenlehre. VeitandCompany.
J. Musielak and W. Orlicz , (1959) On modular spaces, Studia Math. 18, p. 49-65.

Khamsi, M., & Kozlowski, W. (2015). Fixed point theory in modular function spaces.
Birkhaiiser.

Kirk, W., & Sims, B. (Ed). (2001). Handbook of metric fixed point theory. KluwerAcad.
Publ.

Kefeng L. (1991) Modular forms and topology, Mathematics Subject Classification.
55P35, 55N91, 58G10

Kozlowski, W.M. 1988. Modular function spaces, Series of Monogrraphs and
Texbooks in Pure and Applied Mathematics, 122. Cilt, Dekker, New York (Base).



35

Kreyszig, E. (1978). Introductory functional analysis with applications. John
Wiley&Sons.

Kuratowski, K. (1966). Topology, Vol. 1, AcademicPress.

Mazur, S., & Orlicz, W. (1958). On some classes of linear spaces. Studia Math. 17, 97-
119.

Megginson, R.E. (1998). An introduction to Banach space theorey.Springer-Verlag.
Musielac, J., & Orlicz, W. (1959). On modular spaces. Studia Math, 49-65.

Musielak, J., & Orlicz W. (1983). Spaces and modular spaces. Lecture Notes in
Mathematics,vol. 1034.

Nakano, H. (1950). Modular semi-ordered spaces. Maruzen.
Nakano, H. (1951) Topology of linear topological spaces. Maruzen.
Orlicz, W. (1988). Collected papers. vols. I, I, PWN.

Rolewicz, S. (1985). Metric linear spaces. PWN-Reidel.

Wang Sheng-Wang, (1963) Convex functions of several variables and vectorvalued
Orlicz spaces, Bull. Acad. Polon. Sci. Ser. Math. Astr. et Phys. 11, p. 279-284.



