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Bu çalışmada, çoklu doğrusal regresyon analizinde çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem veya 

hataların normal dağılım göstermemesi problemlerinin bir arada olması durumunda ridge tahminine dayalı 

M tahmin edicileri önerilmiştir. Önerilen tahmin edicilerin parametre tahmini için tekrarlı yenilenen 

ağırlıklı ridge algoritmasının tanımlanmıştır. Önerilen tahmin edicinin tahmin performansı simülasyon 

çalışması ve gerçek veri seti üzerinde gösterilmiştir. Çalışma sonuçlarına göre ridge tahminine dayalı M 

tahmin edicilerinin, çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem veya hataların normal dağılım göstermemesi 

problemlerinin bir arada olması durumunda EKK, ridge ve geleneksel M tahmin edicilerden daha başarılı 

bulunmuştur. 
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In this study, M estimators based on ridge estimation are proposed in case of a combination of 

multiple linear regression and outlier observations or non-normal distribution of errors in multiple linear 

regression analysis. For parameter estimation of the proposed estimators, iteratively reweighted ridge 

algorithm is defined. The estimation performance of the proposed estimator is shown on the simulation 

study and the real dataset. According to the results of the study, M estimators based on the ridge estimation 

were found to be more successful than the ridge and traditional M estimators when the problems of 

multicollinearity and outlier observations or errors did not show normal distribution. 
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1. GİRİŞ 

 

Değişkenler arasındaki ilişkilerin incelendiği çoğu çalışmada, istatistiksel 

analizler içerisinde en çok bilinen analizlerden biri olan regresyon analizi 

kullanılmaktadır. İlgilenilen değişken ile bu değişkendeki değişime etki eden faktörler 

arasındaki ilişkinin fonksiyonel olarak modellenmesini sağlayan regresyon analizi, 

basitliği ve etkinliği bakımından istatistiksel analizler arasında en yaygın kullanılan 

analizlerden biridir. İlgilenilen değişken için açıklanan, sonuç, cevap, çıktı ve bağımlı 

değişken, benzer şekilde ilgilenilen değişkeni etkilediği düşünülen faktörler için de 

açıklayıcı, sebep, girdi ve bağımsız değişken olmak üzere farklı terimler kullanılmaktadır. 

Bu çalışmada ilgilenilen değişken için bağımlı değişken, faktörler için ise bağımsız 

değişkenler terimleri kullanılacaktır. 

Bağımlı değişken 𝑌 ve bağımlı değişkendeki değişimi açıklamada kullanılacak 𝑝 

tane bağımsız değişken 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝 olmak üzere bağımlı değişken ile bağımsız 

değişkenler arasındaki ilişki,  

𝑌 = 𝑓(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝) + 𝜀 (1.1) 

regresyon modeli ile tanımlanır. Regresyon modelinde yer alan 𝜀 gösterimi; modele dahil 

edilemeyen bağımlı değişkendeki değişimde etkili olan diğer bağımsız değişkenleri, 

bağımlı değişkendeki değişimin nedenlerinden biri olan rassallığı ve bunlara bağlı olarak 

bağımlı değişkendeki açıklanamayan değişime karşı gelen rassal hata terimini ifade 

etmektedir. Regresyon modelinde yer alan 𝑓(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝) fonksiyonu deterministik 

kısmı, 𝜀 ise stokastik kısmı oluşturmaktadır. Regresyon modelleri içerisinde yaygın 

olarak bağımlı değişken ile bağımsız değişkenler arasındaki ilişkinin doğrusal kabul 

edildiği doğrusal regresyon modeli kullanılır.  Doğrusal regresyon modeli, bağımlı 

değişkeni açıklamada tek bir bağımsız değişken kullanıldığında basit doğrusal regresyon 

modeli, birden fazla bağımsız değişken kullanıldığında ise çoklu doğrusal regresyon 

modeli olarak isimlendirilir. Bağımlı değişken 𝑌 ve bağımsız değişkenler 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑝 

arasındaki çoklu doğrusal regresyon modeli 

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑝𝑋𝑝 + 𝜀 (1.2) 
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eşitliği ile tanımlanır. Çoklu doğrusal regresyon modelinde yer alan 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑝 

regresyon katsayıları veya bilinmeyen parametreler olarak isimlendirilir. Bağımlı 

değişkenin herhangi bir gözlem değeri için çoklu doğrusal regresyon modeli 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑝𝑖 + 𝜀𝑖 (1.3) 

olarak ifade edildiğinde 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 olmak üzere çoklu doğrusal regresyon modeli 

matris notasyonu ile 

[

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

]

⏟
𝒚

=

[
 
 
 
1 𝑥11 𝑥21 … 𝑥𝑝1
1 𝑥12 𝑥22 … 𝑥𝑝2
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥1𝑛 𝑥2𝑛 … 𝑥𝑝𝑛]

 
 
 

⏟                
𝑋

[

𝛽0
𝛽1
⋮
𝛽𝑝

]

⏟
𝜷

+ [

𝜀1
𝜀2
⋮
𝜀𝑛

]

⏟
𝜺

 
(1.4) 

𝒚 = 𝑋𝜷 + 𝜺 (1.5) 

şeklinde oluşur. Çoklu doğrusal regresyon modelinde 𝒚; bağımlı değişkene ait gözlem 

vektörünü, 𝜷; bilinmeyen parametreler vektörünü, 𝑋; tasarım matrisini ve  𝜺 gösterimi ise 

rassal hata vektörünü ifade etmektedir. 

 Çoklu doğrusal regresyon modelinde bilinmeyen parametreler vektörünün 

tahmininde, hata terimlerinin kareleri toplamını en küçüklemeyi amaçlayan en küçük 

kareler (EKK) tahmin edicisi kullanılmaktadır. Çoklu doğrusal regresyon modelinde 

bilinmeyen parametreler vektörünün EKK tahminleri 

𝜷̂ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜷

(∑ 𝜀𝑖
2

𝑛

𝑖=1
) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛

𝜷
(∑ (𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)

2
𝑛

𝑖=1
) (1.6) 

𝜷̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝒚 (1.7) 

eşitliği ile elde edilir. Çoklu doğrusal regresyon modelinde hata terimleri; bağımsız, sıfır 

ortalamalı ve sabit varyanslı rassal değişkenler olarak kabul edilir. Çoklu doğrusal 

regresyon analizindeki temel varsayımlardan biri de bağımsız değişkenler arasında 

bağlantı olmaması başka bir ifade ile çoklu bağlantı (doğrusallık) olmaması varsayımıdır. 

Hata terimlerinin sabit varyansı 𝜎2 olarak tanımlandığında, bilinmeyen parametre 

vektörünün EKK tahmini 𝜷̂ için varyans-kovaryans matrisi 
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𝑐𝑜𝑣(𝜷̂) = 𝜎2(𝑋′𝑋)−1 (1.8) 

eşitliği ile elde edilir.  

Çoklu doğrusal regresyon modelinde bilinmeyen parametreler vektörünün en çok 

olabilirlik (ML) tahmini için hata terimlerinin olasılık yoğunluk fonksiyonu 𝜌(𝜀𝑖) olmak 

üzere  

𝐿 =∏ 𝜌(𝜀𝑖)
𝑛

𝑖=1
=∏ 𝜌(𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)

𝑛

𝑖=1
 (1.9) 

eşitliği ile tanımlanan olabilirlik fonksiyonu en büyüklenir. Hata terimlerinin bağımsız, 

sıfır ortalama ve 𝜎2 varyans ile normal dağılım gösteren rassal değişkenler olduğu 

varsayıldığında olabilirlik fonksiyonu 

𝐿 =∏
1

√2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 (−

1

2 𝜎2
(𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)

2)
𝑛

𝑖=1
 (1.10) 

𝐿 = (
1

√2𝜋𝜎
)
𝑛

𝑒𝑥𝑝 (−
1

2 𝜎2
∑ (𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)

2
𝑛

𝑖=1
) (1.11) 

olur. Olabilirlik fonksiyonunun doğal logaritması alındığında 

𝑙𝑛𝐿 = −𝑛𝑙𝑛 (
1

√2𝜋𝜎
) −

1

2 𝜎2
∑ (𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)

2
𝑛

𝑖=1
 (1.12) 

elde edilir. Negatif işareti ortadan kaldırmak için, bir fonksiyonu en büyükleme ile o 

fonksiyonu negatif olarak en küçükleme aynı olduğundan  

−𝑙𝑛𝐿 = 𝑛𝑙𝑛 (
1

√2𝜋𝜎
) +

1

2 𝜎2
∑ (𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)

2
𝑛

𝑖=1
 (1.13) 

dönüşümü gerçekleştirilsin. Elde edilen eşitlikte, 𝜷 içermeyen sabitleri kaldırmak 

çözümü değiştirmeyeceğinden dolayı çoklu doğrusal regresyon modelinde bilinmeyen 

parametreler vektörünün ML tahmini içinde,  

∑ (𝑦𝑖 − 𝐱𝑖𝜷)
2

𝑛

𝑖=1
 

eşitliği ile gösterilen fonksiyon en küçüklenir. Hataların normal dağıldığı varsayımı 

altında çoklu doğrusal regresyon modeli için EKK tahminleri ile ML tahminleri aynıdır.  
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Doğrusal regresyon modelinde parametrelerin tahmininde yaygın olarak 

kullanılan EKK tahminleri, normal dağılım varsayımı ve model varsayımları geçerli 

olduğunda yansızlık ve etkinlik gibi cazip özelliklere sahiptir. Model varsayımlarının 

veya normallik varsayımının sağlanmadığı durumunda EKK tahmin edicileri yansızlık 

özelliğini korurken en küçük varyansa sahip olma özelliğini yani etkinlik özelliğini 

kaybederler. Bu nedenle farklı birçok alanda kullanılan regresyon analizinde 

varsayımlardan sapma durumlarına karşı daha sağlam istatistiklere ihtiyaç 

duyulmaktadır. Sağlam istatistiksel yöntemler, geleneksel istatistiksel yöntemleri taklit 

eden ancak aykırı gözlemlerden veya referans alınan istatistiksel dağılım modelinden 

sapmalara karşı daha az etkilenen yöntemlerdir. Literatürde en yaygın kullanılan sağlam 

tahmin edicilerinden biri de en çok olabilirlik tahmin edicilerin genelleştirilmesi olan M 

tahmin edicileridir. M-regresyonu, normal dağılım varsayımı açısından sağlam olması 

için Peter Huber tarafından 1964 yılında geliştirilmiştir.  

Bağımsız değişkenler arasında tam ilişki olması durumunda 𝑋′𝑋 matrisi, 

determinantı sıfır olacağından tekil matris olur ve tersi alınamaz. Bu durumda çoklu 

doğrusal regresyon analizinde bilinmeyen parametre vektörünün EKK tahminleri elde 

edilemez. Bağımsız değişkenler arasında tam ilişki değil de yüksek ilişki olması 

durumunda 𝑋′𝑋 matrisi tekil olmayan bir matris olur ve EKK tahminleri hesaplanabilir. 

Ancak bu durumda da EKK tahminlerinin en küçük varyansa sahip olma özelliği yani 

etkinlik özelliği geçerli olmaz. EKK tahminlerinin varyansının yüksek olması 

parametrelerin bireysel anlamlılık testlerinin sonuçlarının güvenirliliğini bozar. Bağımsız 

değişkenler arasında tam veya yüksek anlamlı ilişkilerin olması çoklu doğrusal bağlantı 

problemi olarak ifade edilir. Çoklu doğrusal bağlantı problemi durumunda EKK 

tahminlerine alternatif olarak literatürde önerilen birçok yöntem mevcuttur. Bu 

yöntemlerden en popüler olanı Hoerl ve Kennard (1970) tarafından önerilen ridge 

regresyonudur. 

Bu çalışmada çoklu doğrusal regresyon modelinde, çoklu bağlantı problemi ve 

aykırı gözlem probleminin aynı anda olması durumu için ridge regresyonu ile M-

regresyonunun bir arada kullanılmasının EKK tahminlerine karşı etkinliği incelenecektir. 

Çalışmada M-regresyonu, ridge regresyonu ve ridge regresyonuna dayalı M-regresyonu 

incelendikten sonra gerçek veri seti uygulamaları ve simülasyon çalışması ile ridge 

regresyonuna dayalı M-regresyonunun, EKK tahminleri karşısındaki performansı detaylı 

olarak araştırılacaktır. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Çoklu doğrusal regresyon modelinde bağımsız değişkenler arasında çoklu 

doğrusal bağıntının olması durumunda EKK tahmin edicisi yansızlık özelliğini korurken 

yansız tahmin ediciler arasında en küçük varyansa sahip olma özelliğini kaybeder. EKK 

tahmin edicisinin varyansının büyük olması durumunda parametrelerin anlamlılık testi 

sonuçları güvenilir olmaz ve parametrelerin yorumlanması zorlaşır. Çoklu doğrusal 

bağlantı probleminde EKK tahmin edicisi kötü performans gösterir. Çoklu bağlantı 

probleminin çözümü için ilk olarak Hoerl ve Kennard (1970a) tarafından ridge 

regresyonu önerilmiştir. Hoerl ve Kennard (1970a), 𝑋′𝑋 matrisinin esas köşegen 

üzerindeki elemanlarına pozitif küçük bir değer olan 𝑘 yanlılık parametresinin eklenmesi 

durumunda koşul sayısının küçüleceğini ve bağımsız değişkenler arasındaki çoklu 

doğrusal bağlantı probleminin olumsuz etkilerinin giderilebildiğini ifade etmişlerdir. 

Çalışmalarında ayrıca her bir bağımsız değişken için farklı yanlılık parametresinin 

kullanıldığı genelleştirilmiş ridge regresyon yöntemini önerdiler. 

Çoklu doğrusal bağlantı problemi durumunda en yaygın kullanılan yöntemlerden 

biri olan ridge regresyonunda ridge tahmin edicisinin tahmin performansı yanlılık 

parametresi 𝑘’nın tahminine bağlı olduğundan dolayı literatürde 𝑘’nın tahminine yönelik 

çok sayıda çalışma mevcuttur. Hoerl ve Kennard (1970b) daha önceki çalışmalarında 

genelleştirilmiş ridge regresyon yöntemi için önerdikleri yanlılık parametre 

tahminlerinden EKK tahminlerinin kanonik formundaki en büyük parametre tahminine 

dayalı olarak elde edilen yanlılık parametresini ridge regresyonu için önermişlerdir. 

Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975), yanlılık parametresinin yeterince küçük seçilmesi 

durumunda ridge tahmin edicisinin hata kareler ortalamasının EKK tahmin edicisinin hata 

kareler ortalamasından daha küçük olacağını ifade ederek Hoerl ve Kennard (1970b) 

tarafından önerilen yanlılık parametresine dayalı olarak yeni bir yanlılık parametresi 

önermişlerdir. Lawless ve Yang (1976), Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975) tarafından 

önerilen tahmin edicinin yanlılığını azaltarak ridge regresyonu için yeni bir yanlılık 

parametresi tahmini önermişlerdir. Hocking, Speed ve Lynn (1976) ridge regresyon 

yöntemi için önerilen birçok yanlılık parametresini genelleyerek temel bileşenler 

regresyonuna dayalı yeni bir yanlılık parametre tahmini önermişlerdir.  

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1815385213000199#b0055
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1815385213000199#b0055
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Kibria (2003), genelleştirilmiş ridge regresyonu için Hoerl ve Kennard (1970a) 

tarafından önerilen yanlılık parametre tahminlerinin aritmetik, geometrik, harmonik ve 

bağımsız değişken sayısının 3 ve daha fazla olduğu durumlar için medyan değerlerini 

kullanarak yeni yanlılık parametre tahminleri tanımlamıştır. Khalaf ve Shukur (2005) 

ridge regresyonunda yanlılık parametresinin seçimi ile ilgili yapmış oldukları çalışmada 

𝑋′𝑋 matrisinin en büyük özdeğerine dayalı olarak yeni bir yanlılık parametre tahmini 

önermişlerdir.  

Çoklu bağlantı probleminin çözümünde yaygın kullanılan ridge regresyon 

yönteminde yanlılık parametresinin tahmini ile ilgili çok sayıda çalışma mevcuttur. Bu 

çalışmalardan bazıları şunlardır; Alkhamisi ve ark. (2006), Tutz ve Binder (2007), 

Alkhamisi ve Shukur (2007), Özkale (2008), Al-Hassan (2008), Muniz ve Kibria (2009), 

Li ve Yang (2010), Asar ve ark. (2013), Dorugade (2014), Arashi ve Valizadeh (2015), 

Lukman ve Ayinde (2017), Asar ve Genç (2017) ile Kibria ve Banik (2019). 

Hataların normal dağılmaması veya aykırı gözlem durumunda çoklu doğrusal 

regresyon modelinde parametrelerin bireysel anlamlılık testlerinin sonuçları güvenilir 

değildir. Bundan dolayı hataların normal dağılım göstermesi varsayımından sapmalara 

karşı sağlam istatistiklere ihtiyaç duyulmuştur. Huber (1964) hataların normal dağılım 

varsayımını sağlamadığı durumlar için ML tahmin edicilerinin bir genellemesi olan M 

tahmin edicilerini önermiştir. Huber (1964), çoklu doğrusal regresyon modelinde hata 

kareler toplamını en küçüklemek yerine hatalar sıfır değerine yakın iken hata kareler 

toplamına, hatalar sıfırdan uzaklaştıkça hataların mutlak toplamına yakınsayan yeni bir 

amaç fonksiyonunu en küçüklemeyi önermiştir. Huber (1964)’in önerdiği bu yaklaşımda 

EKK ve amaç fonksiyonu hataların toplamını en küçüklemek olan en küçük mutlak 

sapmalar (LAD) tahmin edicileri bir arada kullanılarak aykırı gözlemlere karşı daha 

sağlam bir tahmin edici ortaya konmuştur. 

M tahmin edicileri aslında veri setinde normallik varsayımını bozan aykırı 

gözlemlere daha az ağırlık vererek aykırı gözlemlerin parametre tahmini üzerindeki 

etkisini azaltmaktadır. Literatürde farklı amaç fonksiyonları tanımlanarak farklı ağırlık 

fonksiyonlarının önerildiği birçok çalışma vardır. De Menezes ve ark (2021) tarafından 

doğrusal regresyon analizinde M tahmin edicileri üzerine yapılan inceleme çalışmasında 

48 farklı M tahmin edici değerlendirilmiştir. 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1815385213000199#b0055
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Literatürde hataların normal dağılım varsayımından sapmalara karşı daha sağlam 

olarak önerilen M tahmin edicileri monoton ve yeniden azalan M tahmin edicileri olmak 

üzere iki farklı sınıfta incelenebilir. Monoton M tahmin ediciler arasında en yaygın 

kullanılan tahmin ediciler Huber (1964) ve Fair (1974) tarafından önerilen M tahmin 

edicilerdir. Yeniden azalan M tahmin ediciler arasında Hampel (1974) tarafından üç sabit 

ile dört parçalı olarak önerilen M tahmin edicisi, Tukey tarafından önerilen iki ağırlıklı 

M tahmin edicisi, Andrew (1974) tarafından önerilen sinüs fonksiyonuna dayalı M tahmin 

edicisi, Welsch’in M tahmin edicisi, Cauchy’nin M tahmin edicisi,  Talwar’ın M tahmin 

edicisi, Ramsay (1977) tarafından önerilen M tahmin edicisi ve Geman-McClure  (1987) 

tarafından önerilen M tahmin edicisi en yaygın kullanılan M tahmin ediciler olarak 

gösterilebilir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. M- Regresyonu 

Çoklu doğrusal regresyon modelinde bilinmeyen parametrelerinin EKK tahmini 

aslında bağımsız değişkenlerin değerlerinin bilinmesi durumunda bağımlı değişkenin 

beklenen değerine karşılık gelmektedir. Yani EKK tahminlerini elde etmek için koşullu 

ortalama kullanılmaktadır. Koşullu ortalama kullanışlı ve yararlı birçok özelliğe sahip 

olmasına karşın aykırı gözlemlere karşı oldukça duyarlıdır. Aykırı gözlemlerin olması 

durumuna ortalama uygun bir merkezi eğilim ölçüsü olmadığı için regresyon analizinde 

koşullu ortalamaya dayalı bir tahmin edici olan EKK tahmin edicisinin kullanımı da 

uygun olmaz. 

Hataların normal dağılım göstermemesi durumunda EKK tahminlerine alternatif 

olarak sağlam istatistiksel yöntemlerden biri olan M tahminleri kullanılabilir. M 

tahminleri ilk defa Huber (1964) tarafından önerilmiştir. Hataların dağılımı belirli bir 

dağılıma uyduğunda olabilirlik fonksiyonunun doğal logaritmasının negatif işaretlisi 

amaç fonksiyonu alındığından M tahminciler ML tahmincilerini kapsar (Yıldırım, 2012). 

Yani M tahminleri, ML tahminlerinin bir genellemesidir. 

M tahmininde amaç fonksiyonu 𝜌(. ); 

• 𝜌(0) = 0 

• 𝜌(𝜀) ≥ 0 (Pozitif tanımlılık) 

• 𝜌(𝜀) = 𝜌(−𝜀) (Simetrik özelliği) 

• 0 < 𝜀1 < 𝜀2 olmak üzere 𝜌(𝜀1) < 𝜌(𝜀2) 

• 𝜌(𝜀) Sürekli ve türevlenebilir 

özelliklerine sahip olmalıdır (Maronna ve ark., 2006). 

 Amaç fonksiyonu 𝜌(𝜀)’nun 𝜀’na göre türevlenmesi ile etki fonksiyonu elde edilir. 

Etki fonksiyonu verinin parametre tahmin edicisi üzerindeki marjinal etkisini ölçmektedir 

(Toy, 2014). 

𝜓(𝜀) =
𝑑𝜌(𝜀)

𝑑𝜀
 (3.1) 
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Etki fonksiyonu 𝜓(. ); 

• 𝜀 ≥ 0 için 𝜓(𝜀) ≥ 0  

• 𝜓(−𝜀) = −𝜓(𝜀)  

• 𝜓′(0) = 1 

• 𝜓′′(0) = 0 

• 𝜓′′′(0) < 0 

• 𝜓(𝜀) Sürekli ve parçalı türevlenebilir 

özelliklerini sağlamalıdır (Bell, 1980). 

M tahminlerinde önemli bir diğer fonksiyon da etki fonksiyonunun 𝜀’na 

bölünmesi ile elde edilen ağırlık fonksiyonudur. 

𝜔(𝜀) =
𝜓(𝜀)

𝜀
 (3.2) 

3.1.1. M Tahmin Edicileri 

Literatür incelendiğinde aykırı gözlem durumu için önerilen çok sayıda M tahmin 

edicisi bulunmaktadır. De Menezes ve ark. (2021) tarafından regresyon analizinde sağlam 

M tahmin ediciler üzerine yapılan inceleme çalışmasında, 48 farklı M tahmin edicisi 

değerlendirilmiştir. M tahmin edicileri monoton ve yeniden azalan M tahmin edicileri 

olarak iki sınıfta incelenebilir. Monoton M tahmin ediciler, belirli bir noktaya kadar 

doğrusal azalan ağırlık, belirli bir noktadan sonra ise ya sabit ağırlık veren ya da çok az 

artışlarla ağırlık veren tahmin edicilerdir. Yeniden azalan M tahmin edicileri orijinden 

uzaklaştıkça ağırlığın azaldığı tahmin edicilerdir (Yıldırım, 2012). 

Bu bölümde literatürde yaygın kullanımı olan birkaç M tahmin edicisi için amaç, 

etki ve ağırlık fonksiyonları incelenecektir. Monoton M tahmin edicilerden Huber’in ve 

Fair’in M tahmin edicileri, yeniden azalan M tahmin edicilerden Hampel, Tukey, 

Andrew, Welsch, Cauchy, Talwar, Ramsay ve Geman-McClure’nin M tahmin edicileri 

incelenecektir. 

3.1.1.1. Huber’in M tahmini 

Huber (1964), aykırı gözlemlerin varlığında ya da hataların normal dağılmadığı 

durumlarda hataların kareleri ile mutlak değerleri arasında uygunluk sağlayan bir 

fonksiyonun kullanılmasının daha uygun olduğunu ifade etmiştir. Huber (1964) hataların 



 

 

10 

kareleri toplamını en küçükleme ile mutlak hataların toplamını en küçükleme fikrini 

birleştirerek, hata terimi sıfıra yakın olduğunda 𝜀2’ye ve sıfırdan uzak olduğunda |𝜀|’na 

eşit olan 𝜌(𝜀) fonksiyonunu en küçüklemeyi önermiştir. Huber (1964) tarafından önerilen 

amaç fonksiyonu 

𝜌(𝜀) =

{
 

 
𝜀2

2
, −𝑘 ≤ 𝜀 ≤ 𝑘

𝑘|𝜀| −
𝑘2

2
, 𝜀 < −𝑘 veya 𝜀 > 𝑘

 (3.3) 

eşitliği ile tanımlanır. Huber (1964), eşitlikte yer alan 𝑘 değeri için hata terimlerinin 

standart sapmasının tahmini 𝜎̂ olmak üzere 𝑘 = 1.5𝜎̂ değerini önermiştir. Mutlak 

hataların medyanı 𝑀𝐴𝐷 olmak üzere  𝜎̂ = 1.4826𝑀𝐴𝐷 olarak hesaplanmaktadır. (Birkes 

ve Dodge, 2011). 

Huber’in M tahmini için etki fonksiyonu, 

𝜓(𝜀) =
𝑑𝜌(𝜀)

𝑑𝜀
= {

𝜀, −𝑘 ≤ 𝜀 ≤ 𝑘
𝑘𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀), 𝜀 < −𝑘 veya 𝜀 > 𝑘

 (3.4) 

olarak elde edilir. Eşitlik (3.2)’de yer alan 𝑠𝑖𝑔𝑛(. ) gösterimi hata terimi negatif 

olduğunda −1, pozitif olduğunda 1  değerini alan işaret fonksiyonudur. 

Huber’in M tahmini için ağırlık fonksiyonu 

𝜔(𝜀) =
𝜓(𝜀)

𝜀
= {

1, −𝑘 ≤ 𝜀 ≤ 𝑘
𝑘

|𝜀|
, 𝜀 < −𝑘 veya 𝜀 > 𝑘

 (3.5) 

olarak elde edilir. Huber’in M tahminleri için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının 

grafikleri 𝜎 = 1 ve 𝑘 = 1.5 için Şekil 3.1’de verilmiştir. 
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Şekil 3. 1. Huber’in M tahmininde amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

3.1.1.2. Fair’in M tahmini 

Fair’in M tahmin edicisi için amaç, ağırlık ve etki fonksiyonları sırasıyla 

𝜌𝐹(𝜀) = 𝑘𝐹
2𝑙𝑛 (

|𝜀|

𝑘𝐹
− 𝑙𝑛 (1 +

|𝜀|

𝑘𝐹
)) , |𝜀| < ∞ (3.6) 

𝜓𝐹(𝜀) =
𝜀

1 +
|𝜀|
𝑘𝐹

 
(3.7) 

𝜔𝐹(𝜀) =
1

1 +
|𝜀|
𝑘𝐹

 
(3.8) 

eşitlikleri ile tanımlanır  (Fair, 1974). Eşitlikte yer alan 𝑘𝐹 sabiti için 1.3998 değeri 

kullanılmaktadır. Fair’in M tahmin edicisinde 𝑘𝐹 = 1.3998 olmak üzere amaç, etki ve 

ağırlık fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.2’de verilmiştir. 

 

Şekil 3.2. Fair’in M tahmini için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 
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3.1.1.3. Hampel’in M tahmini 

Hampel’in üç sabitli, dört parçalı M tahmin edicisi için amaç, etki ve ağırlık 

fonksiyonları sırasıyla, 

𝜌𝐻(𝜀) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜀2

2
|𝜀| ≤ 𝑎

𝑎|𝜀| −
𝑎2

2
𝑎 < |𝜀| ≤ 𝑏

𝑎𝑏 −
𝑎2

2
+
𝑎(𝑐 − 𝑏)

2
[1 − (

𝑐 − |𝜀|

𝑐 − 𝑏
)

2

] 𝑏 < |𝜀| ≤ 𝑐

𝑎𝑏 − −
𝑎2

2
+
𝑎(𝑐 − 𝑏)

2
|𝜀| > 𝑐

 (3.9) 

𝜓𝐻(𝜀) =

{
 
 

 
 

𝜀 |𝜀| ≤ 𝑎
𝑎𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀) 𝑎 < |𝜀| ≤ 𝑏

𝑎𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜀)(𝑐 − |𝜀|)

𝑐 − 𝑏
𝑏 < |𝜀| ≤ 𝑐

0 |𝜀| > 𝑐

 (3.10) 

𝜔𝐻(𝜀) =

{
 
 

 
 

1 |𝜀| ≤ 𝑎
𝑎

|𝜀|
𝑎 < |𝜀| ≤ 𝑏

𝑎(𝑐 − |𝜀|)

|𝜀|(𝑐 − 𝑏)
𝑏 < |𝜀| ≤ 𝑐

0 |𝜀| > 𝑐

 (3.11) 

eşitlikleri ile tanımlanır (Hampel, 1974). Özyurt ve Pike (2004) çalışmalarında 𝑎 = 1.35 

olmak üzere 𝑏 = 2.7 ve 𝑐 = 5.4 değerleri kullanılmışlardır. İlgili sabit değerler için 

Hampel’in M tahmininde amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği Şekil 3.3’de 

verilmiştir. 

 

Şekil 3.3. Hampel’in M tahmininde amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 
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3.1.1.4. Tukey’in M tahmini 

Tukey’in iki ağırlıklı M tahmin edicisi için 𝑘𝑇 pozitif bir sayı olmak üzere amaç, 

etki ve ağırlık fonksiyonları sırasıyla 

𝜌𝑇(𝜀) =

{
 

 
𝑘𝑇
2

6
(1 − {1 − (𝜀/𝑘𝑇)

2}3) |𝜀| ≤ 𝑘𝑇

𝑘𝑇
2

6
|𝜀| > 𝑘𝑇

 (3.12) 

𝜓𝑇(𝜀) = {
𝜀(1 − (𝜀/𝑘𝑇)

2)2 |𝜀| ≤ 𝑘𝑇
0 |𝜀| > 𝑘𝑇

 (3.13) 

𝜔𝑇(𝜀) = {
(1 − (

𝜀

𝑘𝑇
)
2

)

2

|𝜀| ≤ 𝑘𝑇

0 |𝜀| > 𝑘𝑇

 (3.14) 

eşitlikleri ile tanımlanır (Beaton ve Tukey, 1974). Eşitliklerde yer alan 𝑘𝑇 sabiti için en 

yaygın kullanılan değerler 2 ve 4.6851 değerleridir (Kutlu, 2019). Bu çalışmada 𝑘𝑇 sabiti 

için 2 değeri tercih edilmiştir. Tukey’in iki ağırlıklı M tahmin edicisi için amaç, etki ve 

ağırlık fonksiyonlarının grafiği Şekil 3.4’de verilmiştir. 

 
Şekil 3.4. Tukey’in M tahmininde amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

3.1.1.5. Andrew’in M tahmini 

Andrew’in sinüs dalgası M tahmin edicisi için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonları 

sırasıyla 

𝜌𝐴(𝜀) = {
𝑘𝐴
2 {1 − 𝑐𝑜𝑠 (

𝜀

𝑘𝐴
)} |𝜀| ≤ 𝑘𝐴𝜋

2𝑘𝐴
2 |𝜀| > 𝑘𝐴𝜋

 (3.15) 
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𝜓𝐴(𝜀) = {
𝑘𝐴𝑠𝑖𝑛 (

𝜀

𝑘𝐴
) |𝜀| ≤ 𝑘𝐴𝜋

0 |𝜀| > 𝑘𝐴𝜋
 (3.16) 

𝜔𝐴(𝜀) = {

𝑘𝑠𝑖𝑛 (
𝜀
𝑘𝐴
)

𝜀
|𝜀| ≤ 𝑘𝐴𝜋

0 |𝜀| > 𝑘𝐴𝜋

 (3.17) 

eşitlikleri ile tanımlanır (Andrew, 1974). Eşitliklerde yer alan 𝑘 sabiti için genellikle 

1.339 değeri kullanılmaktadır. Andrew’in sinüs dalgası M tahmin edicisi için 𝑘 = 1.339 

olmak üzere amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.5’de verilmiştir. 

 
Şekil 3.5. Andrew’in M tahmininde amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

3.1.1.6. Welsch’in M tahmini 

Welsch’in M tahmin edicisi için amaç, ağırlık ve etki fonksiyonları sırasıyla 

𝜌𝑊(𝜀) =
𝑘𝑤
2

2
(1 − 𝑒

−(
𝜀
𝑘𝑊

)
2

) , |𝜀| < ∞ (3.18) 

𝜓𝑊(𝜀) = 𝜀𝑒
−(

𝜀
𝑘𝑊

)
2

 (3.19) 

𝜔𝑊(𝜀) = 𝑒
−(

𝜀
𝑘𝑊

)
2

 (3.20) 

eşitlikleri ile tanımlanır (Holland ve Welsch, 1977) . Eşitlikte yer alan 𝑘𝑊 sabiti için 

yaygın olarak 2.9846 değeri kullanılmaktadır (Rey, 1983). Welsch’in M tahmin 

edicisinde 𝑘𝑊 = 2.9846 olmak üzere amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafikleri 

Şekil 3.6’da verilmiştir. 
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Şekil 3.6. Welsch’in M tahmini için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

3.1.1.7. Cauchy’nin M tahmini 

Cauchy’nin M tahmin edicisi için amaç, ağırlık ve etki fonksiyonları sırasıyla 

𝜌𝐶(𝜀) =
𝑘𝐶
2

2
𝑙𝑛 (1 + (

𝜀

𝑘𝐶
)
2

) , |𝜀| < ∞ (3.21) 

𝜓𝐶(𝜀) =
𝜀

1 + (
𝜀
𝑘𝐶
)
2 

(3.22) 

𝜔𝐶(𝜀) =
1

1 + (
𝜀
𝑘𝐶
)
2 

(3.23) 

eşitlikleri ile tanımlanır  (Stigler, 1974). Eşitlikte yer alan 𝑘𝐶  sabiti için 2.3849 değeri 

kullanılmaktadır. Cauchy’nin M tahmin edicisinde 𝑘𝐶 = 2.3849 olmak üzere amaç, etki 

ve ağırlık fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.7’de verilmiştir. 

 

Şekil 3.7. Cauchy’nin M tahmini için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 
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3.1.1.8. Talwar’ın M tahmini 

Talwar’ın M tahmin edicisi için amaç, ağırlık ve etki fonksiyonları sırasıyla 

𝜌𝐹(𝜀) =

{
 

 
𝜀2

2
|𝜀| ≤ 𝑘𝑇𝑤

𝑘𝑇𝑤
2

2
|𝜀| > 𝑘𝑇𝑤

 (3.24) 

𝜓𝐹(𝜀) = {
𝜀 |𝜀| ≤ 𝑘𝑇𝑤
0 |𝜀| > 𝑘𝑇𝑤

 (3.25) 

𝜔𝐹(𝜀) = {
1 |𝜀| ≤ 𝑘𝑇𝑤
0 |𝜀| > 𝑘𝑇𝑤

 (3.26) 

eşitlikleri ile tanımlanır  (Hinich ve Talwar, 1975). Eşitlikte yer alan 𝑘𝑇𝑤 sabiti için 

2.7955 değeri kullanılmaktadır (Holland ve Welsch, 1977). Talwar’ın M tahmin 

edicisinde 𝑘𝑇𝑤 = 2.7995 olmak üzere amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafikleri 

Şekil 3.8’de verilmiştir. 

 
Şekil 3.8. Talwar’ın M tahmini için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

 

3.1.1.9. Ramsay’in M tahmini 

Ramsay’in M tahmin edicisi için amaç, ağırlık ve etki fonksiyonları sırasıyla 

𝜌𝐹(𝜀) =
1 − (1 + 𝑘𝑅|𝜀|)𝑒

−𝑘𝑅|𝜀|

𝑘𝑅
2 , |𝜀| < ∞ (3.27) 

𝜓𝐹(𝜀) = 𝜀𝑒
−𝑘𝑅|𝜀| (3.28) 

𝜔𝐹(𝜀) = 𝑒
−𝑘𝑅|𝜀| (3.29) 
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eşitlikleri ile tanımlanır  (Ramsay, 1977). Eşitlikte yer alan 𝑘𝑅 sabiti için 0.3569 değeri 

kullanılmaktadır (Menezes ve ark., 2021). Ramsay’ın M tahmin edicisinde 𝑘𝑅 = 0.3569 

olmak üzere amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.9’da verilmiştir. 

 
Şekil 3.9. Ramsay’in M tahmini için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

3.1.1.10. Geman-McClure’nin M tahmini 

Geman-McClure’nin M tahmin edicisi için amaç, ağırlık ve etki fonksiyonları, 

𝜌𝐹(𝜀) =
𝜀2

𝑘𝐺𝑀
2 + 𝜀2

, |𝜀| < ∞ (3.30) 

𝜓𝐹(𝜀) =
2𝜀𝑘𝐺𝑀

2

(𝑘𝐺𝑀
2 + 𝜀2)2

 (3.31) 

𝜔𝐹(𝜀) =
2𝑘𝐺𝑀

2

(𝑘𝐺𝑀
2 + 𝜀2)2

 (3.32) 

eşitlikleri ile tanımlanır  (Geman ve McClure, 1987). Eşitlikte yer alan 𝑘𝐺𝑀 sabiti için 

3.787376 değeri kullanılmaktadır (Menezes ve ark., 2021). Ramsay’ın M tahmin 

edicisinde 𝑘𝑅 = 3,787376 olmak üzere amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafikleri 

Şekil 3.10’da verilmiştir. 
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Şekil 3.10. Geman-McClure’in M tahmini için amaç, etki ve ağırlık fonksiyonlarının grafiği 

 

3.1.2. M-Regresyonunda Parametre Tahmini 

M regresyonunda parametre tahminleri için yaygın olarak tekrarlı yenilenen 

ağırlıklı EKK algoritması kullanılmaktadır. Tekrarlı yenilenen ağırlıklı EKK 

algoritmasında parametre vektörünün başlangıç tahmini için EKK tahmin edicisi 

kullanılabilir. 𝑊 diyagonal ağırlık matrisi olmak üzere parametre vektörünün başlangıç 

tahmini için EKK tahminlerini elde etmek için 𝟏 gösterimi bir vektörü olmak üzere 𝑊 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝟏) alınır. Parametre vektörünün başlangıç tahmini 𝜷̂0, 

𝜷̂0 = (𝑋′𝑊𝑋)−1𝑋′𝑊𝒚 (3.33) 

eşitliği ile elde edilir. Parametre vektörünün başlangıç tahmini 𝜷̂0’a göre hata terimlerinin 

tahminleri 𝜀𝑖̂ hesaplanır. M tahmin edicisi için tanımlı ağırlık fonksiyonu ve hata 

terimlerinin tahminleri 𝜀𝑖̂ değerlerine göre ağırlıklar yenilenir. Yenilenen diyagonal 

ağırlık matrisi ile parametre vektörünün tahmini 

𝜷̂𝑦𝑒𝑛𝑖 = (𝑋′𝑊𝑦𝑒𝑛𝑖𝑋)
−1
𝑋′𝑊𝑦𝑒𝑛𝑖𝒚 (3.34) 

eşitliği ile yenilenir. Algoritmanın sonlandırılması için yakınsama koşulu 

∑ |𝛽̂𝑖
𝑦𝑒𝑛𝑖

− 𝛽̂𝑖
0|

𝑝

𝑖=0
≤ 10−4 (3.35) 

kontrol edilir. Yakınsama koşulu sağlanırsa elde edilen 𝜷̂𝑦𝑒𝑛𝑖 vektörü parametre vektörü 

için M tahmin vektörü 𝜷̂𝑀 kabul edilir ve algoritma sonlandırılır. Aksi takdirde 𝜷̂𝑦𝑒𝑛𝑖 

parametre tahmin vektörü, 𝜷̂0 başlangıç parametre tahmin vektörü kabul edilir ve 

ağırlıklar yenilenerek işlemler tekrarlanır. 
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3.2. Ridge Regresyonu 

Çoklu doğrusal regresyon modelinde bağımsız değişkenlerin arasında bağlantı 

olmaması varsayılır. Fakat uygulamada genellikle bağımsız değişkenler aralarında 

ilişkilidir ve bu çoklu doğrusal bağlantı problemine neden olur (Özkale,2007).  𝑋 

matrisinde 𝑗. sütun vektörü 𝐱𝑗 olmak üzere ∑ 𝑡𝑗𝐱𝑗
𝑝
𝑗=1 = 0 eşitliğini sağlayan hepsi sıfır 

olmayan 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑝 sabitler varsa 𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑝 vektörleri lineer bağımlıdır. ∑ 𝑡𝑗𝐱𝑗
𝑝
𝑗=1 =

0 eşitliği tam olarak sağlanıyorsa tam çoklu bağlantı vardır (Silvey, 1969). 𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑝 

vektörleri için ilgili çarpımlar toplamı sıfır değil de sıfıra yakınsa yani ∑ 𝑡𝑗𝐱𝑗
𝑝
𝑗=1 ≈ 0 ise 

bu durum çoklu doğrusal bağlantı problemi olarak ifade edilir. 

Bağımsız değişkenler arasında tam ilişki olması durumunda  matrisi, 

determinantı sıfır olacağından tekil matris olur ve tersi alınamaz. Bu durumda çoklu 

doğrusal regresyon analizinde bilinmeyen parametre vektörünün EKK tahminleri elde 

edilemez. Bağımsız değişkenler arasında tam ilişki değil de yüksek ilişki olması 

durumunda  matrisi tekil olmayan bir matris olur ve EKK tahminleri hesaplanabilir. 

Ancak bu durumda da EKK tahminlerinin en küçük varyansa sahip olma özelliği yani 

etkinlik özelliği geçerli olmaz (Marquardt ve Snee, 1975). Çoklu doğrusal bağlantı 

problemi, parametre tahminlerinin varyansının büyük olmasına ve buna bağlı olarak 

istatistiksel çıkarımların yanlış sonuçlar üretmesine neden olmaktadır (Pfaffenberger ve 

Dielman, 1990).  

Çoklu doğrusal bağlantı probleminin belirlenmesinde, bağımsız değişkenler 

arasındaki korelasyon matrisinin özdeğerlerine dayalı olarak hesaplanan koşul sayısı ve 

koşul indeksinin kullanımı yaygındır. Bağımsız değişenler arasındaki korelasyon 

matrisinin en büyük özdeğeri  𝜆𝑒𝑛𝑏 ve en küçük özdeğeri 𝜆𝑒𝑛𝑘 olmak üzere koşul sayısı 

(𝐶𝑁) ve koşul indeksi (𝐶𝐼) 

𝐶𝑁 =
𝜆𝑒𝑛𝑏
𝜆𝑒𝑛𝑘

 (3.36) 

𝐶𝐼 = √
𝜆𝑒𝑛𝑏
𝜆𝑒𝑛𝑘

 (3.37) 
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eşitlikleri ile hesaplanır. Koşul indeksi değerinin 10 ile 30 arasında olması durumunda 

orta şiddetli çoklu bağlantı problemi, 30’dan büyük olması durumunda yüksek şiddetli 

ciddi çoklu doğrusal bağlantı problemi olduğu kabul edilir (Gujarati, 1995). 

Çoklu doğrusal bağlantı probleminin çözümünde ilk olarak Hoerl ve Kennard 

(1970) tarafından önerilen yanlı tahmin edicilerden ridge tahminleri yaygın olarak 

kullanılmaktadır. Hoerl ve Kennard (1970), çoklu doğrusal bağlantı durumunda 𝑋′𝑋 

matrisinin köşegen elemanlarına 𝑘 > 0 olmak üzere 𝑘 yanlılık (ridge) parametresi 

ekleyerek koşul sayısını küçültmeyi ve parametre tahmininin varyansını küçültmeyi 

amaçlamıştır. Ridge tahmin edicisi 

𝜷̂𝑹 = (𝑋
′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝒚 (3.38) 

eşitliği tanımlanır. Ridge tahmin edicisi yanlı bir tahmin edicidir. Ridge tahmin edicisinin 

yanı, 𝐸(𝜷̂𝑹) = 𝐸((𝑋
′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝒚) = (𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝐸(𝒚) = (𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝑋𝜷 

olmak üzere 

𝑌𝑎𝑛(𝜷̂𝑹) =  𝐸 (𝛽̂(𝑘)) − 𝜷 = −𝑘(𝑋
′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝜷 (3.39) 

olarak tanımlanır. Ridge tahmin edicisinin varyansı 

𝑉𝑎𝑟(𝜷̂𝑹) = 𝜎
2 (𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝑋 (𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−1 (3.40) 

olarak elde edilir. Ridge tahmin edicisinin skaler hata kareler ortalaması, 𝑋′𝑋 matrisinin 

özdeğerleri 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝 olmak üzere 

𝑆𝑀𝑆𝐸(𝜷̂𝑹) =∑
𝜎2𝜆𝑖

(𝜆𝑖 + 𝑘)
2
+ 𝑘2𝜷′(𝑋′𝑋 + 𝑘𝐼)−2𝜷

𝑝

𝑗=1
 (3.41) 

olarak tanımlanır. Eşitliğin ilk parçası toplam varyans, ikinci parçası ise yanlılığın 

karesinin toplamıdır. Yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre ridge tahmini için MSE 

değerinin yan ve varyans bakımından grafiksel gösterimi ile ridge ve EKK tahminlerini 

MSE değerlerinin karşılaştırılması Şekil 3.11’de verilmiştir  
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Şekil 3.11. Ridge ve EKK tahminlerinin MSE karşılaştırılması 

Ridge tahmininin optimum 𝑘 değeri, EKK tahmincisinden daha küçük olan hata 

kareler ortalamasının bulunmasını sağlayan değerdir ve burada 𝑘’nin tercihi, ridge tahmin 

edicisinin performansını etkiler. Bu nedenle yanlılık parametresi 𝑘’nın seçimi oldukça 

önemlidir (Suhail ve Kibria, 2019). Literatürde yanlılık parametresi 𝑘’nın seçimi için 

birçok yöntem önerilmiştir. Yanlılık parametresi 𝑘’nın seçimi için önerilen yöntemler 

EKK tahmin edicisinin kanonik formuna dayalıdır. EKK tahmin edicisinin kanonik formu 

𝐷 ortogonal bir matris ve 𝐷′𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝) olmak üzere 𝜶 = 𝐷′𝜷 olur. 

Literatürde önerilen bazı yanlılık parametresi tahmin değerleri Tablo 3.1’de verilmiştir. 

Tablo 3.1. Literatürde önerilen bazı yanlılık parametresi tahmin değerleri 

𝑘̂𝐻𝐾 =
𝜎̂2

𝛼̂𝑒𝑛𝑏
2  Hoerl ve Kennard (1970b)  

𝑘̂𝐻𝐾𝐵 =
𝑝𝜎̂2

∑ 𝛼̂𝑖
2𝑝

𝑖=1

 Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975) 

𝑘̂𝐿𝑊 =
𝑝𝜎2

∑ 𝜆𝑖𝛼̂𝑖
2𝑝

𝑖=1

 Lawless ve Wang (1976) 

𝑘̂𝐻𝑆𝐿 = 𝜎̂
2
∑ (𝜆𝑖𝛼̂𝑖)

2𝑝
𝑖=1

(∑ 𝜆𝑖𝛼̂𝑖
2𝑝

𝑖=1 )2
 Hocking, Speed ve Lynn (1976) 

𝑘̂𝐴𝑂 =
1

𝑝
∑

𝜎̂2

𝛼̂𝑖
2

𝑝

𝑖=1

 Kibria (2003) 

𝑘̂𝐺𝑂 =
𝜎̂2

(∏ 𝛼̂𝑖
2𝑝

𝑖=1 )
1
𝑝

 Kibria (2003) 

𝑘̂𝑀𝐸𝐷 = 𝑀𝑒𝑑𝑦𝑎𝑛 {
𝜎̂2

𝛼̂𝑖
2} , 𝑖 = 1,… , 𝑝 Kibria (2003) 

𝑘̂𝐾𝑆 =
𝜆𝑚𝑎𝑥𝜎̂

2

(𝑛 − 𝑝)𝜎̂2 + 𝜆𝑚𝑎𝑥𝛼̂𝑚𝑎𝑥
2

 Khalaf ve Shukur (2005) 
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Burada 𝜎̂2 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2/(𝑛 − 𝑝)𝑛

𝑖=1  ve  𝛼̂𝑒𝑛𝑏 gösterimi en büyük 𝛼̂𝑖 değerini 

göstermektedir. 

3.3. Ridge Tahminine Dayalı M Tahminleri 

Çoklu doğrusal bağlantı problemi ve aykırı gözlem, hataların normal dağılmaması 

durumunda M tahminleri ile ridge tahmininin bir arada kullanılabilir. Ridge tahminine 

dayalı M tahmini elde edilmesinde tekrarlı yenilenen ağırlıklı EKK algoritması ridge 

tahminine dayalı düzenlenerek kullanılabilir. Tekrarlı yenilenen ağırlıklı ridge 

algoritması olarak isim algoritmasında parametre vektörünün başlangıç tahmini için ridge 

tahmin edicisi kullanılır. 𝑊 diyagonal ağırlık matrisi olmak üzere parametre vektörünün 

başlangıç tahmini için ridge tahminlerini elde etmek için 𝟏 gösterimi bir vektörü olmak 

üzere 𝑊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝟏) alınır ve parametre vektörünün başlangıç tahmini 𝜷̂𝑀𝑅
0 , 

𝜷̂𝑀𝑅
0 = (𝑋′𝑊𝑋 + 𝑘̂𝐼)

−1
𝑋′𝑊𝒚 (3.42) 

eşitliği ile elde edilir. Eşitlikte yer alan 𝑘̂ ridge tahmininde yanlılık parametresinin 

tahminini göstermektedir. Parametre vektörünün başlangıç tahminine göre hata 

terimlerinin tahminleri hesaplanır. M tahmin edicisi için tanımlı ağırlık fonksiyonu ve 

hata terimlerinin tahminlerine göre ağırlıklar yenilenir. Yenilenen diyagonal ağırlık 

matrisi ile parametre vektörünün tahmini 

𝜷̂𝑀𝑅
𝑦𝑒𝑛𝑖

= (𝑋′𝑊
𝑦𝑒𝑛𝑖
𝑋 + 𝑘̂𝐼)

−1
𝑋′𝑊𝑦𝑒𝑛𝑖𝒚 (3.43) 

eşitliği ile yenilenir. Algoritmanın sonlandırılması için yakınsama koşulu 

∑ |𝛽̂𝑀𝑅,𝑖
𝑦𝑒𝑛𝑖

− 𝛽̂𝑀𝑅,𝑖
0 |

𝑝

𝑖=0
≤ 10−4 (3.44) 

kontrol edilir. Yakınsama koşulu sağlanırsa elde edilen 𝜷̂𝑀𝑅
𝑦𝑒𝑛𝑖

 vektörü, parametre vektörü 

için ridge tahminine dayalı M tahmin vektörü 𝜷̂𝑀𝑅 kabul edilir ve algoritma sonlandırılır. 

Aksi takdirde 𝜷̂𝑀𝑅
𝑦𝑒𝑛𝑖

 parametre tahmin vektörü, başlangıç parametre tahmin vektörü 𝜷̂𝑀𝑅
0  

kabul edilerek ağırlıklar yenilenir ve işlemler tekrarlanır. 
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4. SİMÜLASYON ÇALIŞMASI VE UYGULAMA 

Bu bölümde çoklu doğrusal regresyon modelinde, çoklu doğrusal bağlantı ve 

aykırı gözlem probleminin aynı anda olması durumunda ridge tahminine dayalı m tahmin 

edicilerin performansı simülasyon ve gerçek veri seti üzerinde incelenecektir.  

4.1. Simülasyon Çalışması  

Simülasyon çalışmasında, aynı anda çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem 

problemi içeren yapay veri setleri oluşturulmuştur. Bağımsız değişkenler aralarında çoklu 

doğrusal bağlantı olacak şekilde 𝑖 = 1,… , 𝑛  ve 𝑗 = 1,… , 𝑝 olmak üzere 

𝑥𝑖𝑗 = (1 − 𝑟
2)1/2𝑧𝑖𝑗 + 𝜌𝑧𝑖𝑝 (4.1) 

eşitliği ile üretilmiştir (McDonald ve Galarneau, 1975). Eşitlikte yer alan 𝑟 bağımsız 

değişkenler arasındaki korelasyon katsayısını, 𝑧𝑖𝑗 ise standart normal dağılımından 

üretilen rassal değeri göstermektedir. Bağımsız değişkenler X′X matrisi, bağımsız 

değişkenler arasındaki korelasyon matrisi olacak şekilde standartlaştırılmıştır. 

Bilinmeyen parametreler vektörü 𝛃, X′X matrisinin en büyük özdeğerine karşılık gelen 

özvektör olarak seçilmiştir (Kibria, 2003). Bağımlı değişkeninin değerleri 

𝑦𝑖 = 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖 (4.2) 

eşitliği ile oluşturulmuştur. Veri setinde aykırı gözlem problemi oluşturmak için hata 

terimlerinin bir kısmı aykırı gözlem oranına göre ortalaması 5, standart sapması 0.1 olan 

normal dağılımdan geri kalan kısmı ise ortalaması 0, standart sapması 1 olacak şekilde 

üretilmiştir. Veri setinde aykırı gözlemlerin oranı %10 ve %20 olacak şekilde iki farklı 

durum göz önünde tutulmuştur. Simülasyon çalışmasında örneklem hacmi 𝑛 = 20 ve 

bağımsız değişkenler arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.99 ve 0.999 için koşul indeksi sırasıyla 

41.7282 ve 39.8439, örneklem hacmi 100 ve 𝑟2 = 0.99 ve 0.999 değerleri için ise 

sırasıyla 130.1736 ve 127.2314 olarak hesaplanmıştır. 

Simülasyon çalışması örneklem hacmi 𝑛 = 20 ve 100, bağımsız değişkenler 

arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.99 ve 0.999 olacak şekilde 5000 tekrar ile gerçekleştirilmiştir. 

Simülasyon çalışmasında üretilen bağımlı değişken değerlerine ait örnek bir gösterim 

için, rassal olarak seçilen yapay veri setlerinde aykırı gözlem oranına göre bağımlı 

değişken değerlerine ait kutu grafikleri Şekil 4.1’de verilmiştir. 
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Şekil 4.1. Aykırı gözlem oranına göre bağımlı değişkene ait örnek kutu grafikleri 

Simülasyon çalışmasında ayrıca hataların normal dağılım göstermemesi durumu 

için hatalar ortalaması 0, standart sapması 1 olan lognormal dağılımdan üretilerek tahmin 

edicilerin performansı karşılaştırılmıştır. Ortalaması 0 ve standart sapması 1 olmak üzere 

lognormal dağılımının olasılık yoğunluk fonksiyonunun eğrisi Şekil 4.2’de gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.2. Lognormal dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu eğrisi 

Simülasyon çalışmasında EKK, M, ridge ve ridge tahminine dayalı M-

tahminlerinin performanslarının karşılaştırılmasında tekrar sayısı 5000 olmak üzere  

𝑠𝑀𝑆𝐸(𝜷̂) =
1

5000
∑ ∑ (𝛽̂𝑖,𝑡 − 𝛽)

2𝑝

𝑖=1

5000

𝑡=1
 (4.3) 

eşitliği ile hesaplanan tahmin edicilerin skaler MSE değeri göz önünde bulundurulmuştur. 

 Simülasyon çalışmasında 𝑟2 = 0.99 ve örneklem hacmi 20 olmak üzere farklı 

aykırı gözlem oranları için elde edilen tahmin edicilerin skaler MSE değerleri Tablo 4.1 

ve Tablo 4.2’de verilmiştir. 
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Küçük örneklem hacmi ve aykırı gözlem oranının %10 olduğu Tablo 4.1 

incelendiğinde hem çoklu doğrusal bağlantı hem de aykırı gözlem probleminin olduğu 

durumunda en başarılı tahmin edici, en küçük skaler MSE değeri 0.3469 ile 𝑘̂𝐴𝑂 yanlılık 

parametresinin kullanıldığı ridge tahmine dayalı Cauchy’nin M tahmin edicisi olmuştur. 

Tablo 4.1’de geleneksel M tahmin edicileri genel olarak EKK tahmin edicisinden daha 

düşük bir skaler MSE değerine sahip olmasına karşı 1725.782 skaler MSE değeri ile en 

kötü performans gösteren tahmin edici Tukey’in M tahmin edicisi olmuştur.  

Çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem problemlerinin bir arada olduğu çoklu 

doğrusal regresyon modellinde parametre tahmininde skaler MSE ölçütüne göre ridge 

tahminine dayalı M tahmin edicileri, geleneksel M tahmin edicilerinden daha başarılı 

olmuştur. 

Tablo 4.1 incelendiğinde M tahmin ediciler arasında yer alan Geman-

McClure’nin M tahmin edicisi, ridge tahminlerinde kullanılan yanlılık parametresinin 

seçiminden en az değişkenlik gösteren tahmin edici olmuştur. Ridge tahminine dayalı M 

tahmin ediciler arasında, farklı yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre elde edilen skaler 

MSE değerlerinin ortalaması alındığında en başarılı tahmin edici ridge tahminine dayalı 

Geman-McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. Ridge tahminine dayalı M tahmin 

edicileri için farklı yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre elde edilen skaler MSE 

değerlerine ait kutu grafikleri Şekil 4.3’de verilmiştir. 

 
Şekil 4.3. Farklı yanlılık parametresi değerlerine göre ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerinin skaler 

MSE değerlerine ait kutu grafikleri  

Ridge tahmine dayalı M tahmin edicileri genel olarak Kibria (2003) tarafından 

önerilen 𝑘̂𝐴𝑂 yanlılık parametre tahmini ile en iyi performansı göstermiştir. Sadece ridge 
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tahminine dayalı Geman-McClure’nin M-tahmininde en başarılı yanlılık parametre 

tahmini Kibria (2003) tarafından önerilen 𝑘𝐺𝑂 olmuştur. 

Tablo 4.1 incelendiğinde hem çoklu doğrusal bağlantı hem de aykırı gözlem 

probleminin olduğu durumunda EKK, M ve ridge tahmin edicileri arasında ridge tahmin 

edicileri skaler MSE ölçütüne göre daha başarılı performans göstermiştir. Bu sonuca 

dayalı olarak, çoklu doğrusal bağlantı probleminin EKK tahmin edicisi üzerinde aykırı 

gözlem problemine göre daha fazla olumsuz etki yaptığı söylenebilir. 

Aykırı gözlem oranının %20, diğer koşulların değişmedi durum için elde edilen 

Tablo 4.2 incelendiğinde tahmin edicilerin skaler MSE değerlerinin arttığı görülmektedir. 

Aykırı gözlem sayısının artması beklendiği gibi tahmin edicilerin MSE performansını 

kötüleştirmiştir. Aykırı gözlem oranının %20 olduğu Tablo 4.2 incelendiğinde hem çoklu 

doğrusal bağlantı hem de aykırı gözlem probleminin olduğu durumunda en başarılı 

tahmin edici, en küçük skaler MSE değeri 0.400 ile 𝑘̂𝐴𝑂 yanlılık parametresinin 

kullanıldığı ridge tahmine dayalı Talwar’ın M tahmin edicisi olmuştur. 

Aykırı gözlem oranının %20 olduğu diğer koşulların değişmediği hem çoklu 

doğrusal bağlantı hem de aykırı gözlem probleminin olduğu durumunda da skaler MSE 

ölçütüne göre ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri, geleneksel M tahmin 

edicilerinden daha başarılı olmuştur. Tablo 4.2’de, 4694.981 skaler MSE değeri ile en 

kötü performans gösteren tahmin edici EKK tahmin edicisi olmuştur. Aykırı gözlem 

oranının %20 olduğu diğer koşulların değişmediği hem çoklu doğrusal bağlantı hem de 

aykırı gözlem probleminin olduğu durumun içinde, ridge tahmine dayalı M tahmin 

edicileri genel olarak Kibria (2003) tarafından önerilen 𝑘̂𝐴𝑂 yanlılık parametre tahmini ile 

en iyi performansı göstermiştir. Tablo 4.2 sonuçlarına göre de yanlılık parametre 

tahmininden en az etkilenen Geman-McClure’nin M tahmin edicisidir. Tablo 4.1’e benzer 

şekilde farklı yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre elde edilen skaler MSE değerlerinin 

ortalaması alındığında en başarılı tahmin edici ridge tahminine dayalı Geman-

McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. 

Simülasyon çalışmasında 𝑟2 = 0.99 ve örneklem hacmi 100 olmak üzere farklı 

aykırı gözlem oranları için elde edilen tahmin edicilerin skaler MSE değerleri Tablo 4.3 

ve Tablo 4.4’de verilmiştir. 
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Aykırı gözlem oranının %10, örnekleme hacminin 100 birim olduğu Tablo 4.3 

incelendiğinde skaler MSE ölçütüne göre en başarılı tahmin edici, 0.247 ile en küçük 

skaler MSE değerine sahip 𝑘̂𝐻𝑆𝐿 ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin 

edicisidir. Tablo 4.3’de, 1900.1 skaler MSE değeri ile en kötü performans gösteren 

tahmin edici EKK tahmin edicisi olmuştur. Büyük örneklem hacminde de, çoklu doğrusal 

bağlantı ve aykırı gözlem problemlerinin bir arada olduğu çoklu doğrusal regresyon 

modellinde parametre tahmininde skaler MSE ölçütüne göre ridge tahminine dayalı M 

tahmin edicileri, geleneksel M tahmin edicilerinden daha başarılı olmuştur. Farklı yanlılık 

parametresi 𝑘 değerlerine göre elde edilen skaler MSE değerlerinin ortalaması 

alındığında, büyük örneklem hacminde de en başarılı tahmin edici ridge tahminine dayalı 

Geman-McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. 

Örneklem hacminin arttırılması ile elde edilen Tablo 4.3 ve 4.4’deki sonuçlar ile 

küçük örneklem hacminde elde edilen Tablo 4.1 ve 4.2’deki sonuçlar karşılaştırıldığında 

çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem probleminin olduğu veri setlerinde örneklem 

hacminin artması durumunda tahmin edicilerin skaler MSE değerleri arttığı görülmüştür. 

Tablo 4.1 ve Tablo 4.3’deki değerlere göre farklı yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre 

ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri için elde edilen skaler MSE değerlerinin 

ortalamalarının karşılaştırılması Şekil 4.4’de verilmiştir. 

 

Şekil 4.4. Farklı örneklem hacimlerinde, farklı yanlılık parametresi değerlerine göre ridge tahminine 

dayalı M tahmin edicilerinin skaler MSE değerlerine ait ortalama değerlerinin karşılaştırılması  

 Aykırı gözlem oranının %20, örnekleme hacminin 100 birim olduğu Tablo 4.4 

incelendiğinde skaler MSE ölçütüne göre en başarılı tahmin edici, 0.198 ile en küçük 

skaler MSE değerine sahip 𝑘̂𝐻𝑆𝐿 ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin 
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edicisidir. Tablo 4.4’de, 3140.552 skaler MSE değeri ile en kötü performans gösteren 

tahmin edici EKK tahmin edicisi olmuştur. Aykırı gözlem oranının %20, örnekleme 

hacminin 100 birim olduğu durum içinde ridge tahminine dayalı M tahmin ediciler, 

geleneksel M tahmin edicilerden daha iyi performans göstermiştir. 

 Aykırı gözlem oranı %20 ve örneklem hacminin 100 olduğu durum için ridge 

tahminine dayalı M tahmin ediciler skaler MSE ölçütüne göre Kibria (2003) tarafından 

önerilen 𝑘𝐴𝑂 ve Hocking, Speed ve Lynn (1976) tarafından önerilen 𝑘𝐻𝑆𝐿 yanlılık 

parametre tahminleri ile en başarılı performansı göstermişlerdir. Farklı yanlılık parametre 

tahminlerine göre ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerin skaler MSE değerlerine ait 

kutu grafiği Şekil 4.5’de verilmiştir. 

 
Şekil 4.5. Farklı yanlılık parametresi değerlerine göre ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerinin skaler 

MSE değerlerine kutu grafikleri  

Küçük örneklem hacminde aykırı gözlem oranı arttığında tahmin edicilerin skaler 

MSE değerleri artış gösterirken, büyük örneklem hacminde aykırı gözlem oranı arttığında 

Hoerl ve Kennard (1970b) tarafından önerilen yanlılık parametre tahmini 𝑘𝐻𝐾 ile Khalaf 

ve Shukur (2005) tarafından önerilen yanlılık parametresi 𝑘𝐻𝐾𝐵 ile gerçekleştirilen ridge 

tahminine dayalı M tahmin edicilere ait skaler MSE değerleri genel olarak küçülmüştür.  

Büyük örneklem hacminde çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem 

problemlerinin bir arada olduğu veri setlerinde EKK, M ve ridge tahmin edicileri arasında 

en başarılı tahmin edici ridge tahmin edicisi olmuştur. 

Simülasyon çalışmasında 𝑟2 = 0.999 ve örneklem hacmi 20 olmak üzere farklı 

aykırı gözlem oranları için elde edilen tahmin edicilerin skaler MSE değerleri Tablo 4.5 

ve Tablo 4.6’da verilmiştir. 
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Çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem problemlerinin bir arada olduğu durum 

için bağımsız değişkenler arasındaki ilişkinin 𝑟2 = 0.999, aykırı gözlem oranının %10 

ve örnekleme hacminin 20 birim olduğu Tablo 4.5 incelendiğinde skaler MSE ölçütüne 

göre en başarılı tahmin edici, 0.302 ile en küçük skaler MSE değerine sahip 𝑘̂𝐴𝑂 ridge 

tahminine dayalı Talwar’ın M tahmin edicisidir. Bağımsız değişkenler arasındaki 

ilişkinin 𝑟2 = 0.999, örneklem hacminin 20 birim olduğu durum içinde skaler MSE 

ölçütüne göre ridge tahminine dayalı M tahin ediciler, geleneksel M tahmin edicilerden 

daha iyi performans göstermiştir. Farklı yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre elde 

edilen skaler MSE değerlerinin ortalaması alındığında, en başarılı tahmin edici ridge 

tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. 

Bağımsız değişkenler arasındaki ilişkinin artması durumunda tahmin edicilerin 

skaler MSE ölçütüne göre performansları kötüleşmiştir. Tablo 4.1 ve Tablo 4.5’de farklı 

yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerin skaler 

MSE değerlerinin ortalamalarının karşılaştırılması Şekil 4.6’da verilmiştir. 

 
Şekil 4.6. Bağımsız değişkenler arasındaki farklı 𝑟2 değerlerine göre ridge tahminine dayalı M tahmin 

edicilerinin farklı yanlılık parametresi ile elde edilen ortalama skaler MSE değerlerinin karşılaştırılması  

Çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem problemlerinin bir arada olduğu durum 

için bağımsız değişkenler arasındaki ilişkinin 𝑟2 = 0.999, aykırı gözlem oranının %20 

ve örnekleme hacminin 20 birim olduğu Tablo 4.6 incelendiğinde skaler MSE ölçütüne 

göre en başarılı tahmin edici, 0.374 ile en küçük skaler MSE değerine sahip 𝑘̂𝐴𝑂 ridge 

tahminine dayalı Talwar’ın M tahmin edicisidir. 

Simülasyon çalışmasında 𝑟2 = 0.999 ve örneklem hacmi 100 olmak üzere farklı 

aykırı gözlem oranları için elde edilen tahmin edicilerin skaler MSE değerleri Tablo 4.7 

ve Tablo 4.8’de verilmiştir. 
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Simülasyon çalışmasında 𝑟2 = 0.999 ve örneklem hacmi 100 olmak üzere %10 

aykırı gözlem oranı için elde edilen Tablo 4.7 incelendiğinde 0.224 en küçük skaler MSE 

değeri ile 𝑘̂𝐻𝑆𝐿 ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi en başarı 

tahmin edici olmuştur. Diğer koşularda olduğu gibi 𝑟2 = 0.999 ve örneklem hacmi 100 

olmak üzere %10 aykırı gözlem oranında skaler MSE ölçütüne göre ridge tahminine 

dayalı M tahmin edicileri geleneksel M tahmin edicilerine göre daha başarılı olmuştur. 

Geleneksel M tahmin edicileri ile farklı ridge parametrelerinde ridge tahminine dayalı M 

tahmin edicileri için elde edilen skaler MSE değerlerinin ortalamalarının karşılaştırılması 

Şekil 4.7’de verilmiştir.  

 

Şekil 4.7. Ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri (MR) ile M tahmin edicilerin skaler MSE 

değerlerinin karşılaştırılması  

 

Simülasyon çalışmasında 𝑟2 = 0.999 ve örneklem hacmi 100 olmak üzere %20 

aykırı gözlem oranı için elde edilen Tablo 4.8 incelendiğinde 0.186 en küçük skaler MSE 

değeri ile 𝑘̂𝐻𝑆𝐿 ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi en başarı 

tahmin edici iken EKK tahmin edicisi 30238.893 skaler MSE değeri ile en kötü 

performans gösteren tahmin edici olmuştur. Daha önceki durumlarda olduğu gibi burada 

da ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri arasında genel olarak Geman-McClure’nin 

M tahmin edicisi en başarıl tahmin edici olmuştur. 

Simülasyon çalışmasında son olarak hataların sağa çarpık bir dağılım gösteren 

lognormal dağılımdan üretilmesi durumunda tahmin edicilerin skaler MSE ölçütüne göre 

performansları karşılaştırılmıştır. Örneklem hacmi 20 için hataların 0 ortalama ve 1 

standart sapma ile lognormal dağılımdan üretilmesi durumu için 𝑟2 = 0.99 ve 0.999 

değerleri için elde edilen tahmin edicilerin skaler MSE değerleri Tablo 4.9 ve 4.10’da 

verilmiştir. 
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36 

Hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile lognormal dağılımdan üretildiği 

örneklem hacminin 20 ve bağımsız değişkenler arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.99 değerinde elde 

edilen skaler MSE değerleri incelendiğinde en başarılı tahmin edici 0.260 skaler MSE 

değeri ile 𝑘𝐺𝑂 ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. 

Ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri ile geleneksel M tahmin edicilerinin 

performans karşılaştırılmasında ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerin daha başarılı 

olduğu görülmüştür. Ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri en başarılı performansları 

ridge tahmininde seçili yanlılık parametre tahmin edicileri arasından 𝑘̂𝐴𝑂 yanlılık 

parametre tahmin edicisi ile göstermiştir. Hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile 

lognormal dağılımdan üretildiği örneklem hacminin 20 ve bağımsız değişkenler 

arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.99 değerinde elde edilen skaler MSE değerleri incelendiğinde 

tahmin ediciler arasında en kötü performansı en büyük skaler MSE değerine sahip olan 

Tukey’in M tahmin edicisi göstermiştir. 

Hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile lognormal dağılımdan üretildiği 

örneklem hacminin 20 ve bağımsız değişkenler arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.999 değerinde 

elde edilen skaler MSE değerleri incelendiğinde 0.205 skaler MSE değeri ile 𝑘𝐺𝑂 ridge 

tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi en başarı tahmin edici olmuştur. 

Farklı yanlılık parametre tahmin değerleri için ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerin 

skaler MSE değerlerinin ortalamasına göre en başarılı tahmin edici ridge tahminine dayalı 

Geman-McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. 

Örneklem hacmi 100 için hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile lognormal 

dağılımdan üretilmesi durumu için 𝑟2 = 0.99 ve 0.999 değerleri için elde edilen tahmin 

edicilerin skaler MSE değerleri Tablo 4.11 ve 4.12’de verilmiştir. 
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Hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile lognormal dağılımdan üretildiği 

örneklem hacminin 100 ve bağımsız değişkenler arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.99 olduğu 

durum için elde edilen skaler MSE değerleri incelendiğinde en başarılı tahmin edici 0.264 

skaler MSE değeri ile 𝑘𝐺𝑂 ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi 

olmuştur.  

Hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile lognormal dağılımdan üretildiği 

örneklem hacminin 100 ve bağımsız değişkenler arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.999 değerinde 

elde edilen skaler MSE değerleri incelendiğinde 0.173 skaler MSE değeri ile 𝑘𝐺𝑂 ridge 

tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi en başarı tahmin edici olmuştur.  

Hataların 0 ortalama ve 1 standart sapma ile lognormal dağılımdan üretildiği 

simülasyon çalışmasında aykırı gözlem durumundan farklı olarak örneklem hacminin 

artırılması durumunda tahmin edicilerin performansı genel olarak artmış ve skaler MSE 

değerleri küçülmüştür. Bağımsız değişkenler arasındaki ilişki 𝑟2 = 0.99 olduğu durum 

için ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerin farklı yanlılık parametre değerlerine göre 

elde edilen skaler MSE değerlerinin ortalamalarının farklı örneklem hacimlerinde 

karşılaştırılması Şekil 4.8’de verilmiştir. 

 

Şekil 4.8. Ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerin skaler MSE değerlerinin farklı örneklem 

hacimlerinde karşılaştırılması 
 

4.2. Gerçek Veri Uygulaması 

Tobacco verisi çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı değer problemi taşıyan bir veri 

setidir (Myers, 1990). Tobacco verisi bir bağımlı değişken ve dört bağımsız değişken ile 

30 birimden oluşan bir veri setidir. Uygulamada veri seti merkezîleştirilip, genel kareler 
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toplamlarının kareköküne oranlanarak standartlaştırılmıştır. Standartlaştırılmış veri seti 

için matris saçılım grafiği Şekil 4.9’da verilmiştir. 

 

Şekil 4.9. Standartlaştırılmış Tobacco veri seti için matris saçılım grafiği 

 Şekil 4.9 incelendiğinde veri setinin aykırı gözlem ve çoklu doğrusal bağlantı 

problemi içerdiği görülmektedir. Standartlaştırılmış Tobacco veri setinde bağımsız 

değişkenler arasındaki koşul indeksi 43.0758 olarak hesaplanmıştır. Hesaplanan koşul 

indeksine göre veri setinde yüksek şiddetli çoklu doğrusal bağlantı problemi vardır. Bu 

veri setinde EKK, ridge, M ve ridge tahminine dayalı M tahmin edicilerinin performansı 

tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniği ile karşılaştırılacaktır.  

Tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniğinde, veri seti rassal olarak 𝑟 parçaya 

bölünür ve bölünen her parça sırayla test verisi, geri kalan 𝑟 − 1 parçadan oluşan veri seti 

de eğitim verisi olur. Eğitim verisi ile model parametreleri tahmin edilir ve elde edilen 

parametre tahminlerine göre test verisinde toplam hata değeri hesaplanır. Verinin 

parçalanmasındaki rassallığın etkisini azaltmak için işlemler tekrarlanarak tekrarlı 𝑟 

katmanlı çapraz doğrulama gerçekleştirilmiş olur. Veri seti 𝑟 parçaya bölündükten sonra 

her parçadaki gözlem sayısı 𝑚 olmak üzere test verisindeki toplam hata değeri 

𝐸𝑖 =∑ (𝑦𝑗,𝑡𝑒𝑠𝑡 − 𝑦̂𝑗,𝑡𝑒𝑠𝑡)
2𝑚

=1
 (4.4) 
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eşitliği ile elde edilir. Tekrar sayısı 𝑇 olmak üzere her tekrarda her parçanın ortalama hata 

değerlerinin toplamı  

𝑆𝑀𝐸 =∑
1

𝑚
∑ 𝐸𝑡,𝑗

𝑟

𝑗=1

𝑇

𝑡=1
 (4.5) 

 

eşitliği ile elde edilir. Elde edilen değerin küçük olması parametre tahmin yönteminin 

performansının iyi olduğu anlamına gelir. Tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama 

tekniğinde 𝑟 = 5 ve  𝑇 = 1000 olmak üzere incelenen tahmin ediciler için elde edilen 

toplam hata değerleri Tablo 4.13’de verilmiştir. 

 

Şekil 4.13. Tobacco veri setinde tahmin ediciler için tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniği ile elde 

edilen toplam hata değerleri 

EKK 12.938 
 

Ridge 
𝑘̂𝐻𝐾 𝑘̂𝐻𝐾𝐵 𝑘̂𝐿𝑊 𝑘̂𝐻𝑆𝐿 𝑘̂𝐴𝑂 𝑘̂𝐺𝑂 𝑘̂𝑀𝐸𝐷 𝑘̂𝐾𝑆 

 12.003 11.664 13.370 11.658 11.530 11.572 11.555 12.006 
            

M-Tahmin  M-Ridge 

Tahmin 
𝑘̂𝐻𝐾 𝑘̂𝐻𝐾𝐵 𝑘̂𝐿𝑊 𝑘̂𝐻𝑆𝐿 𝑘̂𝐴𝑂 𝑘̂𝐺𝑂 𝑘̂𝑀𝐸𝐷 𝑘̂𝐾𝑆 

Huber 12.308  Huber 11.397 11.262 13.283 11.467 11.265 11.247 11.249 11.399 

Fair 12.902  Fair 11.945 11.615 13.385 11.644 11.497 11.530 11.515 11.948 

Hampel 12.938  Hampel 12.003 11.664 13.370 11.658 11.530 11.572 11.555 12.006 

Tukey 12.937  Tukey 12.000 11.661 13.370 11.656 11.528 11.569 11.552 12.002 

Andrew 12.938  Andrew 11.859 11.578 13.597 11.788 11.544 11.532 11.529 11.862 

Welsch 12.938  Welsch 12.003 11.664 13.370 11.658 11.530 11.571 11.554 12.005 

Cauchy 12.938  Cauchy 12.003 11.664 13.370 11.658 11.530 11.571 11.554 12.005 

Talwar 12.938  Talwar 12.003 11.664 13.370 11.658 11.530 11.572 11.555 12.006 

Ramsay 12.920  Ramsay 11.973 11.639 13.377 11.650 11.513 11.550 11.534 11.976 

GemanMc 12.938  GemanMc 11.602 11.954 12.938 12.878 12.387 12.162 12.223 11.601 

 

Tablo 4.13 incelendiğinde tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniğindeki 

toplam hata ölçütüne göre 11.247 ile en küçük toplam hata değerinin elde edildiği 𝑘̂𝐺𝑂 

ridge parametre tahminine dayalı Huber’in M tahmin edicisi en başarılı tahmin edici 

olmuştur. Tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniğindeki toplam hata ölçütüne göre 

ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri daha küçük toplam hata değerleri ile geleneksel 

M tahmin edicilerden daha iyi bir performans göstermiştir. Farklı yanlılık parametresi 

değerlerine göre ridge tahminine dayalı M tahmin ediciler için elde edilen toplam hata 

değerlerinin ortalamasının geleneksel M tahmin edicilerin toplam hata değerleri ile 

karşılaştırılması Şekil 4.10’da verilmiştir. 
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Şekil 4.10. Tekrarlı 𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniğinde toplam hata ölçütüne göre ridge tahminine 

dayalı M tahmin edicilerin (MR) ile M tahmin edicilerin karşılaştırılması  
 

Tablo 4.13’de ridge tahmin ediciler ile ridge tahminine dayalı M tahmin 

edicilerinin toplam hata ölçütüne göre karşılaştırılmasında genel olarak ridge tahminine 

dayalı M tahmin edicilerin daha başarılı olduğu görülmüştür.  

Uygulama verisinin analizinde de simülasyon çalışmasındakine benzer olarak 

hem çoklu doğrusal bağlantı hem de aykırı gözlem probleminin var olduğu durumda ridge 

tahmin edicileri, M tahmin edicilerden daha başarılı bir performans göstermiştir.  
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, istatistiksel analizler içerisinde en fazla bilinen ve en yaygın 

kullanılan çoklu doğrusal regresyon analizinde hem çoklu doğrusal bağlantı problemi 

hem de aykırı gözlem probleminin bir arada olduğu durumlar için ridge tahminine dayalı 

M tahmin ediciler önerilmiştir. Çoklu doğrusal regresyon modelinde çoklu doğrusal 

bağlantı problemi durumunda EKK tahmin edicisine alternatif olarak kullanılan ridge 

tahmin ediciler ile hataların normal dağılım göstermemesi ve aykırı gözlem durumunda 

EKK tahmin edicisine alternatif olarak kullanılan M tahmin ediciler incelendikten sonra, 

her iki problemin bir arada olduğu durumlar için önerilen ridge tahminine dayalı M 

tahmin edicilerin parametre tahmini için tekrarlı yenilenen ağırlıklı ridge tahmin 

algoritması tanımlanmıştır. 

Çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem probleminin bir arada olduğu durum 

için önerilen ridge tahminine dayalı M tahmin ediciler EKK, ridge ve M tahmin edicileri 

ile simülasyon çalışmasında skaler MSE değeri bakımdan karşılaştırılmıştır. Simülasyon 

çalışmasında EKK tahmin edicisi, literatürde yaygın bir kullanıma sahip olan 10 M 

tahmin edicisi, 8 ridge tahmin edicisi ve 8 ridge tahmin edici ile 10 M tahmin edicinin 

birlikte kullanıldığı 80 ridge tahmine dayalı M tahmin edicisi olmak üzere toplam 99 

tahmin edicinin performansı karşılaştırılmıştır. 

Farklı örneklem hacmi, farklı çoklu doğrusal bağlantı şiddeti ve farklı aykırı 

gözlem oranlar ile gerçekleştirilen simülasyon çalışması sonucunda ridge tahminine 

dayalı M tahmin edicileri skaler MSE ölçütü bakımından EKK, ridge ve geleneksel M 

tahmin edicilerden daha iyi bir performans göstermiştir. Hataların lognormal dağılım 

göstermesi durumu için gerçekleştirilen simülasyon çalışmasında da ridge tahminine 

dayalı M tahmin edicileri skaler MSE ölçütü bakımından EKK, ridge ve geleneksel M 

tahmin edicilerden daha başarı olmuştur. Ridge tahminine dayalı M tahmin ediciler 

arasında yanlılık parametresinin farklı değerleri karşısında performansı en az etkilenen 

tahmin edici ridge tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisidir. 

Simülasyon çalışması sonucunda farklı yanlılık parametresi 𝑘 değerlerine göre elde 

edilen skaler MSE değerlerinin ortalaması alındığında en başarılı tahmin edici ridge 

tahminine dayalı Geman-McClure’nin M tahmin edicisi olmuştur. 
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Simülasyon çalışması sonuçlarına göre ridge tahminine dayalı M tahmin ediciler 

arasında Kibria (2003) tarafından önerilen 𝑘̂𝐴𝑂 yanlılık parametresine dayalı olarak 

tanımlanan M tahmin ediciler daha başarılı bulunmuştur. 

Simülasyon çalışması sonuçları göre; EKK, ridge ve M tahmin ediciler arasında 

skaler MSE ölçütüne göre çoklu doğrusal bağlantı ve aykırı gözlem probleminin bir arada 

olduğu durumlarda ridge tahmin edicileri daha iyi bir performans göstermiştir. 

Çoklu doğrusal bağlantı problemi ve aykırı gözlem probleminin bir arada olduğu 

Tobacco veri setinde EKK, M, ridge ve ridge tahminine dayalı M tahmin edicileri tekrarlı 

𝑟 katmanlı çapraz doğrulama tekniği ile karşılaştırılmış ve karşılaştırma sonucunda ridge 

tahminine dayalı M tahmin edicileri daha başarılı bulunmuştur. 

Bu çalışma kapsamında çoklu doğrusal regresyon modelinde aykırı gözlem ve 

çoklu doğrusal bağlantı probleminin bir arada olduğu durumlarda ridge tahmine dayalı M 

tahmin edicisi önerilmiş ve önerilen tahmin edicinin performansının EKK, ridge ve M 

tahmin edicilerinden daha iyi olduğu gösterilmiştir. Bundan sonraki çalışmalarda aykırı 

gözlem ve çoklu doğrusal bağlantı probleminin bir arada olduğu durumlar için M tahmin 

ediciler ile çoklu doğrusal bağlantı probleminde kullanılan diğer yanlı tahmin edicilerin 

birlikte kullanımı ile elde edilecek tahmin edicilerin performansı incelenebilir. 
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