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Bu tezde, ilk olarak harmonik Horadam sayilari tammmlanmistir. Daha sonra, fark
operator yontemi kullanilarak harmonik Horadam sayilarini igeren toplam formiilleri elde
edilmistir. Ayrica, elemanlari harmonik Horadam sayilar1 olan circulant matrisler
tamimlanmis ve bu matrislerin Euclidean, spektral, satir(siitun) normlari elde edilmistir.
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1. GIRIS

Harmonik sayilarin 6zellikleri ve ¢esitli genellestirmeleri giintimiize kadar bir¢ok
arastirmaci tarafindan calisilmistir. Bu sayilar 6zellikle sayilar teorisinin ¢esitli dallarinda
onemlidir. Ornegin; Riemann Zeta fonksiyonu gibi 6zel taniml1 fonksiyonlarla dogrudan
iligkili olarak kullanilmaktadir. Harmonik sayilar dogal logaritma fonksiyonuna yaklasir
bu nedenle bu sayilarla iligkili harmonik seriler yavas da olsa sinirsiz biiyiir. Leonhard
Euler, asallarin sayisinin sonsuz oldugunun farkli bir ispati igin bu serilerin 1raksakligini
kullanmustir. Euler ’in bu calismasini kompleks diizleme Riemann 1859 yilinda
genisletmis ve Riemann hipotezi olarak adlandirilan hipotezin temelini olusturmustur
(Anonim, 2022).

Graham ve arkadaslari tarafindan 1989 yilinda yayimlanan Concrete Mathematics
isimli kitapta, harmonik sayilar1 iceren bircok toplamsal ifade fark operatorleri
kullanilarak gosterilmistir (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

Spivey ise bazi dzel say:1 dizileri i¢in toplam formiilleri elde etmistir. Ayrica,
harmonik sayilarin binomial doniisiimii ve alterne binomial doniistimiinii gostermistir
(Spivey, 2007).

Conway ve Guy, hiperharmonik sayilar1 tanimlamislar ve bu sayilarin harmonik
sayilar cinsinden yazilabilecegini gostermislerdir (Conway ve Guy, 1996).

Benjamin ve arkadaslari, hiperharmonik sayilar i¢eren toplamlari elde etmislerdir
(Benjamin, Gaebler D ve Gaebler R, 2003).

Cheon ve Mikkawy, genellestirilmis harmonik sayilar iceren baz1 6zdeslikleri ve
matris temsillerini elde etmislerdir (Cheon ve Mikkawy, 2007).

Kronenburg, genellestirilmis harmonik sayilar1 tanimlayarak, bu sayilarla ilgili
baz1 6zdeslikler vermistir (Kronenburg, 2011).

Kizilates, doktora tezinde harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilarini
tanimlayarak ozelliklerini incelemistir. Ayrica, harmonik ve hiperharmonik Fibonacci
sayilarinin matrislerdeki uygulamalarini ve bu uygulamalarin niimerik sonuglarini
vermigtir (Kizilates, 2016).

Tuglu, Kizilates ve Kesim, harmonik Fibonacci ve hiperharmonik Fibonacci
sayilar1 tamimlayarak cesitli 6zelliklerini elde etmislerdir (Tuglu, Kizilates ve Kesim,

2015).



Literatiirde harmonik sayilarin - genellestirmesi de mevcuttur. Dilcher,
harmonik sayilarin iki farkli - benzerini tanimlamis ve ozelliklerini incelemistir
(Dilcher, 2008). Mez0, klasik harmonik sayilarin ti¢ farkli - benzerini tanimlamis ve

ozelliklerini incelemistir (Mezd, 2011). Mansour ve arkadaslart ise harmonik sayilar

iceren ¢esitli toplamlarin - benzerini elde etmislerdir (Mansour, Stattuck ve Song,
2012). Kizilates ve Tuglu, harmonik ve hiperharmonik sayilarin - benzerlerini goz
Oniine almig ve bu sayilarin ¢esitli toplamsal 6zelliklerini Q- fark operatoriinii kullanarak

elde etmislerdir (Kizilates ve Tuglu, 2015).
Klasik Fibonacci ve Lucas dizilerinin g¢esitli genellestirmeleri birgok
aragtirmacinin ¢alisma konusu olmustur. Bunlardan en O6nemlisi Horadam tarafindan

tanimlanmistir ve giiniimiizde Horadam dizisi olarak anilmaktadir (Horadam, 1965).

Yazar, W, (a,b; p,q) seklinde gosterdigi bu dizinin bazi énemli 6zelliklerini diger bir

calismasinda yer vermistir (Horadam, 1967). Horadam dizileri ile ilgili bir¢ok ¢alisma
olmakla birlikte bazilarindan bahsedilecektir.

Udrea, Horadam dizisini g6z Oniine alarak bu dizinin bazi 6zelliklerini ifade
etmistir (Udrea, 1996). Mansour, Horadam sayilarinin kuvvetleri igin iirete¢ fonksiyonu
vermistir (Mansour, 2004). Cerin, Horadam sayilarmin ¢arpimlari igin gesitli toplamlar
elde etmistir (Cerin, 2009).

Haukkanen ise Horadam sayilarinin lineer kombinasyonlarini ve iki Horadam
dizisi i¢in iireteg fonksiyonunu gostermistir (Haukkanen, 2002). Horzum ve Koger,
Horadam polinom dizisini tanimlamig Vve bu polinomlarin baz1 6zelliklerini
incelemislerdir (Horzum ve Koger, 2009).

Circulant matrislerin matris teoride 6nemli bir yeri olmakla birlikte bu matrislerin
sayisal analiz, kontrol teori ve matematiksel istatistik gibi alanlarda da ¢ok sayida
uygulamasi vardir. Circulant matrislerle ile ilgili en 6nemli kaynak Davis tarafindan 1979
yilinda yaymlanmistir (Davis, 1979).

Karner ve arkadaslari, sag circulant, sol circulant, ters sag circulant ve ters sol
circulant matrislerin dort tipi igin singiler deger ayristmini ve spektral ayrisimini
incelemislerdir (Karner, Schneid ve Ueberhuber, 2003).

Daha sonraki yillarda elemanlar1 sayr dizileri olan circulant matrisler
tammmlanmistir ve bu matrislerin 6zellikleri arastirilmistir. Simdi, bu ¢alismalarin

bazilarini verelim.



Solak, elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilari olan circulant matrislerin spektral
ve Euclidean normlar1 i¢in bazi sinirlar vermistir (Solak, 2005).

Bahsi ve Solak, elemanlari aritmetik diziler olan circulant matrislerin normlarini
gostermisglerdir (Bahsi ve Solak, 2010a). Yazarlar diger bir ¢alismalarinda ise elemanlari
harmonik sayilar olan matrislerin normlarini elde etmislerdir (Bahsi ve Solak, 2010b).

Tuglu ve Kizilates, elemanlar1 harmonik Fibonacci sayilari olan circulant
matrisleri géz Oniline almig ve bu matrislerin normlarmi incelemislerdir (Tuglu ve
Kizilates, 2015).

Koger ve arkadaslari, elemanlart Horadam sayilari olan circulant ve semicirculant
matrislerin normlar1, 6zdegerleri ve determinantlarini arastirmislardir (Koger, Mansour
ve Tuglu, 2007).

Bu galigmada, literatiirde yapilan tiim bu g¢aligmalar 1s18inda ii¢lincii boliimde
harmonik Horadam sayilar1 tanimlanmis ve bu sayilarin 6zellikleri incelenmistir.
Dordiincii boliimde, elemanlari harmonik Horadam sayilar1 olan circulant matrisler goz
ontine alinmistir. Daha sonra bu matrislerin Euclidean, spektral, satir(siitun) normlari elde

edilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, fark operatorleri harmonik sayilar, Horadam sayilar1 ve circulant
matrislerin genel tanim ve zellikleri verilecektir. Ik olarak harmonik sayilarin tamm ve

ozellikleri ifade edilecektir.

Tanim 2.1. n >0 olmak tzere
n1
H,=0 ve H =) = 2.1
0 % @)

ile gosterilen H,_ sayisma n—inci harmonik say1 denir (Graham, Knuth ve Patashnik,
1989).

Harmonik sayilarin ilk birkag elemani asagidaki tabloda verilmistir.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Hyo | 0 | 1| 3 | 1 | 25 | 137 | 49 | 363 | 761
2 12 60 20 140 280

Tablo 2.1.

Harmonik say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

H, - =X
1-x

seklinde verilmistir (Bahsi ve Solak, 2010b)

Graham ve arkadaslari harmonik sayilari igeren toplam formdillerini

n-1

> H,=nH, -n (2.2)

k=1

n®=n(n-1) ve m negatif olmayan tamsay1 olmak iizere



n-1
(1,2
- 2

seklinde elde etmislerdir (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

,_‘

Spivey, kombinatoryal toplamlar1 kullanarak farkli bir yaklagimla
n n l

H =2" —
Hin-r(n-E)

: 11 1 1
H,=2""H, —— >1
Z{ij ( Z k2k—l + n nznlj [n ]

k=0 k=1

o L Y (R S S
z[szHk—Z (H“ Zkzk*l n+n2”1J =

k=0 k=1

toplamlarini elde etmistir (Spivey, 2007).

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Tanmm 2.2. n ve k negatif olmayan tamsayilar ve k <n olmak iizere, n elemanl bir

kiime tizerinde taniml1 k tane ayrik devrin ¢garpimindan olusan permiitasyonlarin sayisina

n
birinci gesit Stirling say1s1 denir ve LJ seklinde gosterilir (Murray, 1961).

Ornek 2.1. A= {1, 2,3} kiimesi tizerinde tanimli 2 ayrik devirin ¢arpimindan olusan

permiitasyonlar
@ =(1)(23) , &, =(2)(13), & =(3)(12)

seklindedir.



Boylece 3 elemanli A kiimesi iizerinde tanimli 2 ayrik devirin ¢arpimindan olusan

3
permiitasyonlarin sayisi {2} =3olur.

Murray tarafindan birinci gesit Stirling sayilarinin bazi 6zellikleri
. . n
i) k>n ise {k} =0dir.
. . 0 :
i) k=0,n=0 ise {O} =1 dir.

iii) n>0,k =0 ise B}:o dr.

iv) k=1 ise =(n-1)! dir.
_[n] .
V) k=n ise =1 dir.
_n_
vi) n>0,k =2 ise [T:(nj:M dur.
2 2 2

seklinde verilmistir (Murray, 1961).

Teorem 2.1. n,k pozitif tamsayilar olmak tizere birinci ¢esit Stirling sayilari i¢in

NIk iy

dir (Mond ve Krammer, 2004).

Teorem 2.2. n, kK negatif olmayan tamsayilar olmak {izere

-

dir (Mond ve Krammer, 2004).



Graham ve arkadaslar1 tarafindan harmonik sayilar ile birinci ¢esit Stirling sayisi

arasindaki iligki incelenmistir. N >0 ve H,, n—inci harmonik say1 olmak iizere

{ngl} _nH, 2.9)

dir (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

A. F. Horadam tarafindan tanimlanan {Wn (a,b; p,q)} seklinde gosterilen ve

kendi adiyla anilan Horadam dizisi ve 6zellikleri incelenecektir. Calismamizda Horadam

dizisi {h, (a,b; p,q)} ile temsil edilecektir.

Tanmm 2.3. n>2 ve a,b,p,q € Z, p2 +4q # 0 olmak tizere;
h,(a,b; p,q) = ph,, (a,b; p,a)+ah, ,(a,b; p,q) (2.10)

rekiirans bagntist ve hy(a,b;p,q)=a ve h(a,b;p,q)=b baslangic sartlari ile

tammlanan {h, (a,b;p,q)} dizisine Horadam dizisi denir (Horadam, 1965).
(2.10) bagintisinin karakteristik denklemi

dir. (2.11) denkleminin reel kokleri ¢ ve S olmak {izere Horadam dizisinin Binet

formulu

2 " a2 "
hn_Aa”Bﬂn_A[pﬂ/p +4qJ +B[p p +4qJ

2 2



dir. Burada A=—=28 e B=_3%=P 4 (Horadam,1965)

VP +4q VP +4q

Teorem 2.3. {hn (a, b; p,q)} Horadam dizisinin iireteg fonksiyonu

_a+t(b—ap)
- 1-pt—qt?

h(t)
dir (Horadam,1965).

Horadam dizisinin ilk birka¢ eleman1 asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2.2.
n h,(a,b; p,q)
0 a
1 b
2 pb+qa
3 p’b + pga+qgb
4 p’b+ p*ga+2pgb+q*a
5 p‘b+ p’ga+3p*gb+2pga+q’h
6 p°b+ p‘ga+4p’gb+3p°g°a+3pg’b+g’a
7 p’h+ p°ga+5p*gb+4p°g’a+6p’g°b+3pgia+g’b
8 p’b+ p’ga+6p°gb+5p*g’a+10p°g°b+6p*g’a+4pg’b+q’a

hn(a,b; p,q), n—inci Horadam sayist olup bu say1 igin bazi 6zel durumlar

asagida verilmistir.

1) a=0,b=1p=q=1i¢inh,(0,1;,1,1)=F, dir. F,, n—inci Fibonacci sayisidir.



2) a=2,b=Lp=q=1 i¢in h (2,5,1,1)=L, dir. L, n—inci Lucas sayisidur.

3) a=0,b=1p=2q=1i¢in h (0,121)="P, dir. B,, n—inci Pell sayisidur.

4) a=2,b=2;p=2,q=1i¢in h,(2,2;2,1)=Q, dir. Q,, n—inci Pell Lucas say1sidur.
5) a=0,b=1p=1q9=2 i¢in h,(0,1;1,2)=J, dir. J,, n—inci Jacobsthal sayisidir.
6)a=2,b=1p=19=2i¢inh, (2,112)=j, dir. j,,n—inci Jacobsthal-Lucas sayisidir.

7)p=19=1icin h (a,b;11)=T, dir. T,, n—inci Tagiuri sayisidur.

Teorem 2.4. n>1, a,b,p,q € Z ve h,, n—inci Horadam sayisi olmak iizere

_ [”ﬂ ok
h —a (_1)k [n . kj p"2g" +(b-pa Z (n ) jpnlquk
0

k

dir (Haukkanen, 2002).

Teorem 2.5. h,, n—inci Horadam sayisi ve p+( #1 olmak iizere

n-1 1

th:

k=0 p+q-1

h +gh _,+pa—a- (2.12)
n hnl b

dir (Koger, Mansour ve Tuglu, 2007).

Simdi de ¢alismamizin esas kisminda kullanacagimiz sonlu fark operatorler ile
ilgili genel bilgi verilecektir. Verecegimiz tiim tamim ve ozellikler Graham, Knuth ve
Patashnik tarafindan hazirlanan Concrete Mathematics isimli kitaptan alinmistir

(Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

Tanmim 2.4. f :N —> R fonksiyonu i¢in sonlu fark operatorii
Af (x)=f (x+1)—f(x) (2.13)

dir (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).



10
Tanim 2.5. m>0 tamsayi ve X’in m azalan kuvveti
X" =xX(x-1)(x—-2)...(x—m+1)

dir.

(2.13) esitliginde fark operatorii tanimi kullanilirsa
A(xm) =m (x)m;l
elde edilir. Ayrica m >0 igin

1
(x+1)(x+2)...(x+m)

—-m

X =

olup, harmonik sayilar igin

x‘lzxiJrl:AH(x)

bulunur (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

n
Teorem 2.6. n,k negatif olmayan tamsayilar ve {k} birinci ¢esit Stirling sayis1 olmak

uzere

(X)" = Zn:{ﬂxk

k=0

dir (Murray, 1961).

Teorem 2.7. A operatdriiniin ters fark operatorii 2. olsun. Af (x)=g(x) ise b>a igin

> g(x)6, =3 9(x)= f (b)- f (a) (214
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Graham ve arkadaslar tarafindan ters fark operatorii icin bazi 6zellikler

b , m=z-1
D xRS, =qm+1], (2.15)
) H, m=-1
nZ
K=— (2.16)
Ogn 2
n?(2n-1)
k=~ 2.17
O;n 6 ( )
b Cb _Ca
;bck =>.¢%5, = 1 [c=1] (2.18)

> u(x)Av(x)s, =u (x)v(x)‘:1 —z::v(x +1)Au(x)3, (2.19)

seklinde verilmistir (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

2
Ornek 2.2. u(k)=H, ve Av(k)=k olarak alimrsa Au(k) :ﬁ =k ve V(k) =k? ,
+
k+1)°

v(k +1):( +1) olur. Burada (2.19) ifadesinden

n 2 "o (k+2)’
D> kH 5 =—H,| - k=5,

2

k=0 o k=0
olup, (2.14) esitligi kullanilirsa

n-1 2

Zka :n_(Hn_lj (2.20)

5 2 2

elde edilir (Graham, Knuth ve Patashnik, 1989).

Simdi, matris teoride cok 6nemli yeri olan circulant matrislerin tanim ve

Ozelliklerini verilecektir.
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Tanim 2.6. a € R" vea=(ao,ai,...,an_l)T olsun. nxn tipindeki circulant matris
C(a)ile gosterilir ve

8 8.8y,
C(a): anfla.o...aniz
a a,... 4

seklinde tanimlanir (Davis,1979).

Circulant matrislerde her satirda ayni elemanlar vardir. Satirlar arasindaki tek fark
elemanlarin saga dogru bir adim kaymasidir. Bundan dolay1 tiim circulant matrisler ilk

satir veya siitun tarafindan tamimlanabilir. Yani kisaca circulant matrisler

C(a)=(ay,&,,-...a,, ) seklinde gosterilebilir (Davis,1979).

C(a)=(ay,a,,...,a,,) circulant matrisin 6zdegerleri, W birimin n—inci primitif
kokiive j=0,1,...,n—1 olmak iizere

n—.

4(C(a))= Zak (w')* (2.21)
dir (Kra ve Simanca, 2012).

C(a)=(ay,a,,...,a,) circulant matrisinin determinanti, w birimin n—inci
primitif kokii ve j=0,1,...,n—1igin

ser(e(w)- [ S ()|
dir (Davis, 1979).

Simdi, matris normlart ile ilgili bilinen bazi tanim ve teoremleri verelim. A= (aij )

NxnN bir matris olsun. A matrisi i¢in bazi norm ¢esitleri

n

| All, = max Z‘aij ‘ (Siitun normu)

I<j<n i1

I<i<n £

| A, =max Zn:‘aij ‘ (Satir normu)
j=1
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1
||A||E = (Zn: ‘ai,-‘zjz (Euclidean normu)

i,j=1
1

|A, = (maxil (A”A))E (Spektral normu)

1<i<n

seklindedir (Horn ve Johnson, 1991).

Teorem 2.8. A matrisinin dzdegerleri 4,,4,,...,4, olsun. A matrisinin normal matris

olmas i¢in gerek ve yeter sart AA” matrisinin 6zdegerlerinin |/11|2 |4 2|2 oo | A |2 olmasidir
(Tasci, 2005).
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3. HARMONIK HORADAM SAYILARI

Bu bolimde harmonik sayilar ve Horadam sayilarmin 06zelliklerinden
yararlanarak harmonik Horadam sayilar1 tanimlanacaktir. Daha sonra fark operatorleri

kullanilarak harmonik Horadam sayilarini i¢eren toplam formiilleri elde edilecektir.
Tamm 3.1. n>1 ve h, , n—inci Horadam sayisi olmak tizere
51
H, =) — (3.1)
k=1 hk

seklinde tanimlanan H sayisina n—inci harmonik Horadam sayis1 denir.

{H,} harmonik Horadam dizisinin ilk birka¢ eleman: asagidaki tabloda

goriilebilir.

Tablo 3.1.
n H, (a,b; p,q)
1 1
b
2 1+ 1
b pb+ga
3 1 1 1
—+ +
b pb+ga p’b+pga+qgb
4 1 1 1 1
—+t t— 3 2 2
b pb+ga pb+pga+gb p°b+p°ga+2pgb+qg-a
5 1 1 1 1 1
—+ +— 3 2 ot 3 2 2 2
b pb+ga p°b+pga+gb pb+p°ga+2pgb+qga p°b+p’ga+3p°gb+2pga+qh
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H,(a,b; p,q), n—inci harmonik Horadam sayisi olmak tizere, bu say1 igin 6zel
durumlar asagida gosterilmistir.

1) a=0,b=Lp=q=1 i¢in H (0,1,1,1)=F, dir. F,, n—inci harmonik Fibonacci
sayisidir (Kizilates, 2016).

2)a=2,b=1p=q=1i¢in H (2,311)=L, dir. L, n—inci harmonik Lucas sayisidur.

3)a=0b=1p=20q=1i¢in H, (0,121)=P,dir. P,, n—inci harmonik Pell sayisidir.
4) a=2,b=2,p=2,q=1i¢in H (2,2;2,1)=Q, dir. Q,, n—inci harmonik Pell- Lucas

sayisidir.

5) a=0,b=1Lp=19=2 i¢in H,(0,5;1,2)=J, dir. J,, n—inci harmonik Jacobsthal

sayisidir.

6) a=2,b=Lp=19=2 i¢in H, (2,1;,1,2)=7, dir. J,, n—inci harmonik Jacobsthal-

Lucas sayisidir.

Teorem 3.1. I, n—inci harmonik Horadam sayis1 olmak iizere

n-1 n-1

S H, =nmH, -5 (3.2)
k=0 k=0 hk+l

dir.

Ispat. (2.19) ifadesinde u(k)=MH,ve Av(k)=1 olarak alinirsa Au(k)= hi V(k)=k
k+1

ve v(k+1)=k+1 olup,

" v Skl
3 H, 5, = KH, || -3 "5,
k=0

k=0 hk+1

olur. Burada (2.14) ifadesi kullamilirsa

n-1 n-1 k +1
> H, =nH, -
k=0 k=0 K+1

elde edilir.
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Teorem 3.2. H, n—inci harmonik Horadam sayis1 olmak iizere

n-1 n-1

B2 =ni -5 K +1(2Hk +iJ (3.3)
k=0 k=0 "1 hk+l
dir.

Ispat. (2.19) ifadesinde u(k)=H,> ve Av(k)=1 olarak segilirse

L(ZHﬁhij , v(k)=k ve v(k+1)=k+1 olup,
K+1

hk +1

Au(k)=

Z]HI 25, =kH, \ E(ZHK+LJ@(
h h
1

k=0 k41 K+

olur. (2.14) ifadesinden

n-1 n-1
SHZ=nH - K +1(2Hk +ij

k=0 k=0 k41 hk+l

esitligi elde edilir.

Teorem 3.3. H, ,n—inci harmonik Horadam sayis1 ve m negatif olmayan bir tamsay1

olmak lizere

S k+1) 1
Z(ij _(m+1j _z(mﬂjhm (34)

dir.

. k
Ispat. (2.19) ifadesinde u(k) =H, ve Av(k)= (mj olarak segilirse Au(k) = hi :

k+1
k k+1
v(k):£ J ve v(k+1)=[ " ]olup
m+1 m+1
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n (k k oL k+1) 1
Z H,d, = Hk|o _Z O
=\m m+1 ioum+1)h,

olur. Burada (2.14) ifadesi kullanilirsa

ol s

elde edilir.

Teorem 3.4. H_ ,n—inci harmonik Horadam sayis1 ve m negatif olmayan bir tamsay1

olmak lizere

n-1 m+1 n m+1

Stkep, = g, S kDT (3.5)
ey T mel o m+1 hk+1

dir.

Ispat. (2.19) ifadesinde u(k)=H, ve Av(k)=k" olarak secilirse Au(k):i,

k+1

m+1 m+1
(k) =X ve vk =KD
m+1

olmak tizere

k m+1

z (k +1)m+1

o ko M+l hk+l

D K"H, S, =
o m +1

olur. Burada (2.14) kullanilirsa

n— m+1 n— m+1
Syop, -1 gy _§F D™

e T m+1 =~ m+l hk+1

elde edilir.

Burada (3.5) ifadesinde, m=0 segilirse (3.2) esitligi ve m=1 segilirse (3.4)
esitligi elde edilir.
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Teorem 3.5. H, ,n—inci harmonik Horadam sayis1 olmak iizere

”iszk _n (2n 1) Z(k +1) (2k +1) (36)
dir.

ispat. (2.19) ifadesinden u(k)=T, ve Av(k)=k* olarak almirsa Au(k)zhi,

k+1

2(o1, _ 2
V(k):w ve v(k +1):w olur. Buradan
L 2k-1) _ |" 1¢ (k+1)*(2k+1
S, g, — K@Dy [ L (kD) (kD)
=0 6 0 6 he.q

olur. (2.14) ifadesi kullanilirsa

”isz B n2(2n—1) Z(k +1)2(2k +1)
k=0 ‘ 6 hk+1
elde edilir.

Teorem 3.6. I, n—inci harmonik Horadam sayis1 ve ¢ #1 sabit bir say1 olmak iizere

i gl
L

0

cka _{ 21: } (3.7)
dir.

ispat. (2.19) ifadesinde u(k)=MH, ve Av(k)=c" olarak segilirse Au(k)zhi,

k+1

Ck Ck+l
v(k) = ve v(k+1) = olup
c-1 -
n k n n k+1
k C c
c'H, o, = H, | ——— 0,
Z{ R o1 c—lzh :
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olur. Burada (2.14) kullanilirsa

n- n-1 ~k+1
icka: 1 {C”Hn—ic }

k=0 c-1 oo Ny

bulunur.

Teorem 3.7. H, ,n—inci harmonik Horadam sayisi olmak iizere

n-1 1 < h +agh_, +pa-a-b
h_H, = H, (h_+gh _,+pa—a-b)-» *——* } (3.8)
e L )-S5

Kk+1

Ispat. (2.19) ifadesinde u(k) =H, ve Av(k)=h_, olarak almirsa Au(k) :i,

k+1

V() = h.,+dh_,+pa-a-b ve v(k +1) = h,+qh_,+pa-a-b
p+g-1 p+q-1

olmak tizere,

H, (h, +ah,_, + pa—a—b)[ 1 &ho+gh ,+pa-a-b
h H, 5 =—~*2 k=2 _ k k-1
kzz(; ek p+g-1 I p+q—1k§

S

hk +1

olur. (2.14) ifadesi kullanilirsa

i 1 “h +gh_ +pa—-a-b
h, _,H, = H, (h_+gh _,+pa—-a-b)-) *x—*1 }
k=0 o p+q_1|: ( ' ’ ) ; he.a

elde edilir.

Simdi, harmonik sayilar ve harmonik Horadam sayilar1 arasindaki iliski asagidaki
teorem ile ifade edilecektir.
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Teorem 3.8. H,,n—inci harmonik say1, h,, n—inci Horadam sayis1 ve H, , n—inci

harmonik Horadam say1s1 olmak tizere

S e _ g - $ P (3.9)
=k+1 " " &h,
dir.

Ispat. (2.19) ifadesinde u(k)=MH, ve Av(k):ki1 olarak alinirsa Au(k):i,
+

k+1

v(k)=H, ve v(k+1)=H,,, olup

n n

Hk n Hk+l
kS5 =H H | - k4l
kzz(;‘k+15k k k|o ; hk+1 5k

olur. (2.14) ifadesinden

n-1 Hk _ Han s n-1 Hk+1
= k+1 i Ny
bulunur.

Sonu¢ 3.1. M ,n—inci harmonik Horadam sayisi olmak iizere

{n +1} {k+2}

n-1 2 n-1 2

m |2y gle] 510)
—k+1 n! = (k+1)th,,

dir.

Ispat. (3.9) ifadesinde, harmonik sayilar ve birinci gesit Stirling sayilar1 arasindaki

iligskiyi gosteren (2.9) ifadesi alinirsa

Zk+1  nl (k+1)th,,

elde edilir.
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4. HARMONIK HORADAM SAYILARI iLE TANIMLI CiRCULANT
MATRISLER

Bu boliimde, elemanlar1 harmonik Horadam sayilari olan circulant matrisler ele
alimmustir.Daha sonra, bu matrislerin satir(siitun), Euclidean ve spektral normlar1 elde

edilmistir.

Tanmm 4.1. H , n—inci harmonik Horadam sayisi olmak {izere harmonik Horadam

sayilari ile tanimli circulant matris

H

0 1 2 n-1
W, H, H .. H_,
C=H,, H , H, .. H_ (4.1)
H H H H

dir.

Teorem 4.1. (4.1) ile tanimlanan matrisin siitun(satir) normu

k+1
4.2
™ (4.2)

n-1
[l =1Cll. =, -2

= k+1
dir.

Ispat. Bir matrisin siitun normunun tanimindan ve circulant matrislerde biitiin siitunlar
ayni elemanlardan olustugu i¢in

n-1
[C], = 2 H,
k=0

dir. (3.2) ifadesi kullanilirsa

k41

|1, = n, -

k=0 'h41

esitligi elde edilir. Benzer sekilde satir normu da
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lk+1
C], = nH, Z

K+1

seklinde elde edilir.

Ornek 4.1. 3x3tipinde harmonik Horadam sayilar1 ile tanimli circulant matris

H, H, H,
C=|H, H, H
H, H, H

2 0

olsun. Bu matrisin siitun (satir) normu

2 k+1
<], =[C. =38, - >~

k=0 "lk+1

1 1 1 2 3
=3 > + +—
[b pb+qga pb+ pqa+qu [b pb+ga pb+ pqa+qu

2 1
=—+
b pb+ga

dir.

Teorem 4.2. (4.1) ile tanimlanan matrisin Euclidean normu

1
n-1 2
el |52 o, L w3
k=0 k41 k+1

dir.

Ispat. Bir matrisin Euclidean normunun tanimindan

el =3B,

k=0

dir. (3.3) ifadesinden faydalanarak

n-1
Ic|l.” = n{an2 -y Tl(sz +hiﬂ
k=0 "1 k+1
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olur. Buradan

1
n-1 2
Ic|. :{nanz - 'rl[sz +—h1 H
k+1

k=0 k41

elde edilir.

Ornek 4.2. 3x3tipinde harmonik Horadam sayilar1 ile taniml1 circulant matris

IHIO Hl HZ
C=|H, H, H,
H, H, H

1 2 0

olsun. Bu matrisin Euclidean normu

2
IC|,.” =9H,2 -3 k—H(ZHk +ij

k=0 hk+1 hk+l

11 1 ;
=9| —+ +
b pb+ga p’b+pga+qb

1 2 2 1 3 2 2 1
=3| 5+ —+ +— —+ +—
[b pb+qa(b pb+an pb+ pqa+qb(b pb+ga pb+ pqa+qu

6 3 6
==+ +

b* (pb+ga)’ b(pb+qa)

dir. Buradan

o[ 82 & T
Elb (pb+qa) b(pb+qa)

olur.

Teorem 4.3. (4.1) ile tanimlanan matrisin spektral normu

Ck+1
fef, = s, - 3 X »
k+1

k=0

dir.
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Ispat. Bir matrisin spektral normunun tanimindan

1

], =(max 4 (cc))?

0<i<n-1

dir. Bu matrisin ozdegerleri A, (i = O,l,...,n—l) olmak iizere (2.21) ifadesinden

A(C)=3m,

dir. Bu ifadede i =0 i¢in

olur ve (3.2) esitliginden

%(C)=an—§k+l (4.5)

k=0 hk+l

olur. 1<i<n-1 i¢in

<

|&|=‘”2Hk(w‘)k "ZHK‘\(W\JZHK (4.6)

dir. C matrisi normal matris oldugundan ve Teorem 2.8 den

IC]|, = max | 4| = max(| 4|, max | 4|) (4.7)

0<i<n-1 I<i<n-1

olur. Burada (4.5) , (4.6) ve (4.7) esitliklerinden

k41
Cl, =L, - >
oo h

k+1

elde edilir.
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Ornek 4.3. 4x4 tipinde harmonik Horadam sayilar ile tanimh circulant matris

O

I
T ==
= = E
= =
T T

N
w
o
=

N
w

olsun. Bu matrisin spektral normu

3
e, =41, - >4

k=0

k+1

1 1 1 1
=4 =+ T T3 2 2
b pb+ga pb+pga+gb p’b+p°ga+2pgb+qg-a

(i, 2 | 3 ; 4
b pb+ga p’b+pga+qgb p’b+ p°ga+2pgb+qca

2 1
+
pb+ga p’b+ pga+qb

3
==+
b

olur.

Teorem 4.4. nxn tipinde circulant matris

hleo hOHl h1H2 e hn—ZHn—l

hn—ZIHIn—l h—lHO hOHl hn—3Hn—2

Ch = hn—SHn—Z hn—ZHn—l hleo e hn—4Hn—3
hOHl thz ths o hleo

olsun. C, matrisinin spektral normu

< h +gh + pa—a—b} 4.8)

1
Cl.,= H (h h —a-b)-
6= s o) S

dir.
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Ispat. Bir matrisin spektral normunu tanmimindan

1

], =(max 4 (c,'c, )

0<i<n-1

dir. C, matrisinin 6zdegerleri 4 (i=0,1,...,n—1) olmak iizere (2.21) ifadesinden

LN

n—:

4 (Ch) =) hH, (w')*

olur. (3.8) ifadesinden

4(Cy) = p+lq _JIHIn (h_,+ah, ,+ pa—a—b)—:z_:; k +qhk_1h:lpa—a—b} (4.9)
dir. 1<i<n-1 i¢in

4|= :Z_;hlek(w‘)k < :Z_;hlek (W] < :Z_;hkl]ﬂlk (4.10)
dir. C, matrisi normal matris oldugundan ve Teorem 2.8 den

IC,|l, = max | 4| = max(|4,|, max | 4) (4.11)

0<i<n-1 I<i<n-1

olur. Burada (4.9) , (4.10) ve (4.11) ifadeleri kullanilirsa

1 “h +gh_ +pa—-a-b
Cll=———|H (h h —a-b)- ‘ =
” h”z p+q—1|: n( a2 TP ) ; et }

elde edilir.
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Ornek 4.4. 3x3tipindeki C, circulant matrisi

hleo hOHl hin
Ch = thz hleo hOHl
hOHl h,IH, h—lHO

olsun. C, matrisinin spektral normu

1 2 h +gh _, +pa—-a-b

G|, = H, (h, +oh,+pa—-a—b)- )

” h”z p+q—l[ 3( » +qNyrpa-—a ) é Pt }
1

_ p+q_1]1-]13(h2+th+pa—a—b)

1 (h0+qh_l+ pa-a-b h+gh+pa-a-b h,+gh+ pa—a—b]

_p+q_1 hy h, h,
1 1 1 1
= =+ + b+ga+qgb+pa—-a-b
p+q—1Kb pb+ga p’b+ pqa+qu(p B )}

1 a+b—pa+ pa—a—b+b+qa+ pa—a—b+ pb+ga+gb+ pa—-a->b
b pb+qa p’b + pga+qb
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde harmonik sayailar,
Horadam sayilari ve circulant matrislerle ilgili literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde
tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler gdsterilmistir. Ugiincii béliimde harmonik
Fibonacci sayilarinin bir genellestirmesi olan harmonik Horadam sayilari tanimlanmis ve
fark operatorleri kullanilarak bu sayilar iceren toplam formiilleri elde edilmistir. Son
boliimde ise elemanlari harmonik Horadam sayilari olan circulant matrislerin siitun(satir),

Euclidean ve spektral normlari elde edilmistir.

Harmonik Horadam sayilarina benzer olarak bagka diziler kullanilarak harmonik
sayilar tanimlanip 6zellikleri incelenebilir. Ayrica elemanlari bu sayilar olan 6zel tipteki

matrislerin normlari, 6zdegerleri ve determinantlari incelenebilir.
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